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Introduction

Nous allons nous intéresser au probléme suivant: Etant donné une famille
finie (P;) d’opérateurs différentiels & coefficients holomorphes, les solutions
holomorphes du systéme P;u=0 définies dans un ouvert Q se prolongent-elles
en solutions holomorphes au voisinage d’un point frontiére de Q?

M. Zerner [45] (dans le cas d’un seul opérateur) et J. M. Bony-P. Schapira
[6] ont montré que si le bord de 1’ouvert est non caractéristique par rapport
a (P;), toutes les solutions holomorphes se prolongent. Récemment ce résultat
a été généralisé par M. Kashiwara [17], M. Kashiwara-T. Kawai [21] et par
M. Kashiwara-P. Schapira [22].

C. O. Kiselman [26] a résolu ce probléme dans le cas d’un seul opérateur
a coefficients constants. P. Pallu de la Barriére [34] et Y. Tsuno [40]—[43] ont
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trés sérieusement étudié le cas d’un seul opérateur P a coefficients holomorphes.

En utilisant la théorie des hyperfonctions et des microfonctions, P. Pallu
de la Barriére a montré que si P n’est pas dégénéré au bord, la structure d’ob-
structions du prolongement est isomorphe 2 la structure du faisceau des solutions
microfonctions d’un systéme tangentiel.

J. Persson [35] et Y. Tsuno [42], [43] ont abordé I’étude du cas ou le bord
n’est pas simplement caractéristique pour P.

Dans cet article, on interpréte le probléme du prolongement des solutions
holomorphes du point de vue microlocal, en généralisant ce probléme pour

I’étude systématique.

En ce qui concerne la théorie des systémes d’équations aux dérivées partielles,
on utilisera la théorie des hyperfonctions et des microfonctions de Sato-Kawai-
Kashiwara [37]. En ce qui concerne la théorie des variétés ce Cauchy-Riemann,
on aura besoin des résultats de I. Naruki [32], [33] et de A. Andreotti-G. A.
Fredricks [1]. On en donnera briévement un résumé dans le paragraphe 0.

Le paragraphe 1 est consacré a I’étude du systéme des équations de Cauchy-
Riemann tangentielles. En particulier nous montrerons que le probléme du
prolongement (du type “edge of the wedge theorem’’) des fonctions holomorphes
pour la sous variété analytique réelle, générique est équivalent au probléme de
I’hypo-ellipticité analytique du systéme de Cauchy-Riemann tangentiel (Th.
1.2.2).

Le paragraphe 2 est consacré & I’étude de la structure microlocale de la
sous-variété générique dans la variété analytique complexe. En utilisant les
résultats de S-K-K, nous étudierons la structure des solutions microfonctions
du systéme des équations de Cauchy-Riemann tangentielles. En particulier
nous retrouverons un résultat de I. Naruki [33] du point de vue microlocal
(Th. 2.2.2).

Dans le paragraphe 3, nous traiterons le probléme du prolongement (du
type “edge of the wedge theorem’’) des solutions holomorphes du systéme
d’équations aux dérivées partielles. Nous montrerons que la structure d’ob-
structions du prolongement (pour la sous-variété analytique réelle, générique,
de codimension quelconque) est quasi-isomorphe a la structure du faisceau des
solutions microfonctions du systéme tangentiel (Th. 3.1.4). En traitant le
probléme du prolongement dans le domaine complexe, nous obtiendrons ce
résultat de fagon naturelle.
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Remarquons ici que notre I’étude a été inspirée par 1’article [34] de P. Pallu
de la Barriére et aussi par les articles [18] [19] de M. Kashiwara-T. Kawai.
En effet. M. Kashiwara-T. Kawai ont traité le probléme du prolongement des
solutions du systéme elliptique dans le domaine réel.

Dans le paragraphe 4, on donnera comme applications du théoréme 3.1.4 des
nouveaux résultats, en mettant & exécution les principes et les procédés diis a
M. Kashiwara-T. Kawai [20] dans certaines cas concréts. On retrouvra le
résultat de J. M. Bony-P. Schapira [6]. On pourra aussi généraliser certains
résultats de Y. Tsuno [40], [41] et de P. Pallu de la Barriére [34] au systéme
d’équations.

On étudiera la non-hypo-ellipticiié analytique et aussi donnera une methode
pour déterminer la structure du faisceau des solutions microfonctions du systéme
tangentiel (Th. 4.2.4 et Th. 4.2.6).

On utilisera le langage des cathégories dérivées. On renvoie a [9] pour les
définitions.

§0. Préliminaires.

A) Soit X une variété analytique complexe, munie du faisceau 0y des fonctions
holomorphes. On note T*X le fibré vectoriel cotangent & X, P*X le fibré
projectif complexe associé.

Le faisceau d’anneau 9y des opérateurs différentiels sur X est défini par:
Dy = Jf(}i(im X(@§(0;§im x))f’
ol on identifie X a la diagonale de X x X.
On note v la projection T*X —T3X—P*X, ny y.x la projection
ExX-X T XxX)»X

le premier espace étant muni de la topologie de co-éclaté ([37], [17]).
On définit le faisceau &x des opérateurs microdifférentiels sur T*X par:

Ex= U—lU*(e%ﬂdri;‘n}%xm(niﬁxxx(w)(&;im )’ sur T*X-T%X,
Ex=Dx sur T%X.

Remarquons qu’ils sont des faisceaux d’anneaux cohérents. Pour les définitions
précises nous renvoyons a [17], [37].

Définition 0.1.1. Soit .# un Dy-module cohérent & gauche. La variété
caracteristique de .#, notée SS(.#), est I’ensemble
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Supp (£X®n'lﬂxn_l‘/¢) g T*X s

ou 7 désigne la projection T*X - X.
On désignera encore par # le module &x®,-15,7 ' 4.

Soit ¢ une application holomorphe d’une variété ¥ dans la variété X.
On pose:
p: T*X x Y — T*Y, : T*XxY— T*X.
X X

Définition 0.1.2. Soit .# un Zx-module cohérent. On dit que I’application
¢ est non caractéristique par rapport a .# si I’application p est propre sur
0~ 1(SS(A)).

Remarquons que si ¥ est une sous-variété analytique complexe de X,

cette définition est équivalents a la condition usuelle:
SS()NTEXSTEX.

Le faisceau 92y _x (resp. &y_x) est construit dans [15] (resp. dans [37]).
Eyx est un p~l&y-module & gauche et un w &x-module & droite. On définit
un &y-module, noté ¢*(.#) ou bien Zy_,x®,, 4, par:

Ps(Eyox®p-14,07 M)

Théoreme 0.1.3 (M. Kashiwara [15], [17]). Soit # un @x-module cohér-
ent. Supposons que ¢ soit non caractéristique par rapport a #. Alors

(1) ¢*(A#) est un Dy-module cohérent,

(2 SS(¢*(A))=p(w~(SS(A)).

Dans le cas ot ¥ est une sous-variété de X, on désignera par .#y le module
¢*(A).

Soit .# un 9x-module cohérent & gauche, # un Z25x-module & gauche. Le
faisceau Hosmgy, (M, F) est le faisceau des solutions du systéme .# & valeurs

dans le faisceau &. On note R #%m,, le foncteur dérivé du foncteur #om, .

Théoréme 0.1.4 (Cauchy-Kowalewski, M. Kashiwara [15], [17]). Soit .#
un 9x-module cohérent. Soit ¢ une application holomorphe de Y dans X.
Si ¢ est non caractéristique par rapport a #, on a alors un isomorphisme

naturel

$UR Homgy (M, 0x)) =R Homy, (My, Oy) .

Soit M une variété analytique réelle de complexifiée X. Le faisceau %,
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des hyperfounctions de Sato est défini par:
By =A™ M (Ox) Qwyx=R Iy (0x) ®WM|x[dim M1,
ol RI'y désigne le foncteur dérivé du foncteur I'y et wyx désigne le faisceau

de I’orientation relative de M a X.

Théoréme 0.1.5 (H. Komatsu-T. Kawai [29], M. Kashiwara [15]). Soit N
une sous-variété analytique réelle de M, ¥ un complexifié de N dans X. Soit
M un Dx-module cohérent. Si'Y est non caractéristique par rapport @ A, on
a alors:

RFNR#om_@X(./%, g}ﬂ)@(ﬂNiM:Rfamgy(vﬁly, '%N) ["CodlmMN] .

Scit M une variété analytique réelle de complexifiée X. Le faisceau %y
des microfonctions sur $% X est défini grace a la transformation comonoidale
par:

%M=ngxM(n—10x)a®wM1x=R Fg: x(n710%)*® 0y x[dim M,
ol a désigne ’application antipodale et = la projection
X-M)ISHX — X.
Remarquons que le faisceau % a une structure de &x-module a gauche.
Définition 0.1.6. Soit .# un Zyx-module cohérent. On dit que .# est un
systéme elliptique sur M si:
SS()nTHEXSTHM .

Théoréme 0.1.7 (S-K-K [37]). Soit M une variété analytique réelle de
complexifiée X. Soit M un Dy-module cohérent. Si # est elliptique sur M,
on a alors:

Rc%ﬂom;gx (./Z, ?apM)=0,
Rﬁfomgx (r///, .@M)=R9fa”a9x (e/ﬂ, MM) N

ou oty désigne le faisceau des fonctions analytiques réelles sur M.
B) Dans le paragraphe prochain, on verra que la théorie de la variété de
Cauchy-Riemann sera importante pour résoudre le probléme du prolongement.
En particulier nous utiliserons le résultat de I. Naruki [32], celui de G. Tomassini
[39] et de A. Andreotti-G.I. Fredricks [1].

Soit N une variété analytique réelle, TN®C son fibré vectoriel tangent
complexifié.
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La structure de Cauchy-Riemann de type [ sur IV est un sousespace fibré
analytique 4 de TN®C tel que

0) dimgd,=I peN

(1) AnA=TyN®C,

(2) Ap est involutif peN.
On dit que (N, 4) est la variété de Cauchy-Riemann munie de la structure A
(S. J. Greenfield [8]).

Exemple 0.2.1. Soit N une variété analytique réelle. Alors (N, TyN)
est une variété¢ de Cauchy-Riemann de type 0. On I’appelle structure totalement
réelle.

Exemple 0.2.2. Soit X une variété analytique complexe. On désigne par
AH(X)=T%YX) P’espace fibré vectoriel tangent antiholomorphe. Il est clair
que (X, (4H(X)) est une variété de Cauchy-Riemann de type dim. X.

Exemple 0.2.3. Soient N une variété analytique réelle et X une variété
analytique complexe. Soit ¢ un plongement analytique de N dans X.
L’application ¢ induit un morphisme ¢, de facon naturelle:

¢y: TNRC — TX®C.
On pose
AT y(N) =3 (AH(X)), h(p)=dim¢ (¢5'(4H(X))), pour pelN.

Si h(p) est €gal 4 une constante h pour tout pe N, alors (N, ATy(N)) est une
variété de Cauchy-Riemann de type h.

La proposition suivante est bien connue.

Proposition 0.2.4 (cf. [1]). Soient X une variété analytique complexe et
N une sous-variété analytique réelle de X. Supposons que N soit munie de
la structure de Cauchy-Riemann de type h induite par AH(X) comme dans

I’exemple 0.2.3. On a alors
dimg N— dim,, Xghg% dimg N .

Définition 0.2.5 (S. J. Greenfield [8]). Dans la situation précédente, on
dit que N est générique si on a h=dimy N—dim, X.
Soit IV une sous-variété analytique réelle de X définie localement par les

équations a valeurs réelles:
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f1=f2= """ =f2m—n:0’
dfy ndfyn-eee- Adfom—n?0 sur N,

od m=dim; X et n=dimy N. Soit (z4, z,,..., z,,) un systéme de coordonnées
holomorphes locales autour de pe N.

Proposition 0.2.6 (cf. [1]). Les assertions suivantes sont équivalentes:
(1) N est générique au point pe N.

a(.f‘ ’f ""’f. m—n) pa— p—
2)  rank {m}p—zm -

(f1s faseos Somu) | o,
(3) mnk{ 6(121, 222’”.,22’”) }p—?.m n.

Remarquons que I’hypersurface analytique réelle de X est générique. La

sous-variété analytique complexe n’est pas générique.

Définition 0.2.7. Soit (N, 4) une variété de Cauchy-Riemann. On dit
que (X, ¢) est un complexifié de (N, 4) si:

(1) X est une variété analytique complexe.

(2) ¢: N—X est un plongement analytique férmée.

(3) La sous-variété ¢(IV) est générique.

(4) ¢uA=AT4HN).
On dit aussi que X est un complexifié de M s’il existe une plongement ¢ telle que
(X, ¢) est un complexifié de (M, Ty M).

Théoreme 0.2.8 (I. Naruki [32]. cf. [1]). Soit (N, A) une variété de
Cauchy-Riemann, analytique réelle. Alors

(1) Il existe un complexifi¢ de (N, 4),

(2) Supposons que (X, ¢) et (Y, ) soient deux complexifiés de (N, A),

alors il existe un voisinage U de ¢(N) dans X, un voisinage V de Yy(N) dans
Y et une application biholomorphe

h:U—V tels que hop=1y.

De plus, si U est suffisamment petit et connexe a N, alors h est uniquement
déterminé.

Définition 0.2.9 (A. Andreotti-G. A. Fredricks [1]). Soit N une variété
analytique réelle. Soient 4, B deux structures de Cauchy-Riemann sur N.
On dit que B domine A4 si:

A,cB, quel que soit peN,
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Théoréme 0.2.10 (A. Andreotti-G. A. Fredricks [1], cf. G. Tommassini
[397). Dans les conditions précédentes, (X, ¢) et (Z, ) sont des complexifiés
de (N, A) et de (N, B) respectivement. On a les résultats suivants:

(1) Il existe un voisinage U de ¢(N) dans X, un voisinage V de y(N)

et une submersion h holomorphe
hU— V tels que hop=1ys.

(2) Si U est suffisamment petit et connexe a ¢(IN), alors ’application h

se détermine uniquement.

§1. Systeme des E",quations de Cauchy-Riemann Tangentielles

A) Etant donnée une variété de Cauchy-Riemann (N, 4) nous allons inter-
préter la structure de Cauchy-Riemann comme un systéme d’équations linéaires
aux dérivées partielles.

Nous montrerons grace a I’existence d’un complexifié (X, ¢) que le systéme
d’équations aux dérivées particlles associé a A4 est isomorphe au systéme
tangentiel pour le systéme des équations de Cauchy-Riemann sur X.

Soit X une variété analytique complexe, munie du faisceau 0y des fonctions
holomorphes. Soit Xy la variété analytique réelle sous-jacente & X, X, un
complexifi¢ de Xp.

On désigne par Z._j le systéme des équations de Cauchy-Riemann sur
Xy Clest un 24 -module cohérent.

Nous montrons ici un résultat essentiels.

Théoreme 1.1.1. Soit N une sous-variété analytique réelle de X. Soit
Y un complexifié de N dans X.

Pour que Y soit non caractéristique par rapport a Dc_g au voisinage
de N, il faut et il suffit que N soit générique dans X.

Démonstration. La question étant locale, prenons un point pe N. Soit
(z)=(x+1iy) un systtme de coordonnées holomorphes au voisinage de p dans
X. Soient fi(x, Y)=fo(x, y)="=frm-n(%, ¥)=0 les équations analytique
réelles de N au voisinage de p dans X, i.e.

N={(x+iy)e X|fi(x, »)=f2(x, V)= =frm-u(x, ¥)=0}
ou dfi(x, Y) Adfy(x, YA Adfy_n(X, )#0  sur N.
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Soit (X, J)=(x+i%, y+iy) le complexifié de (x, y). Désignons par f'j(i, 7) les
complexifiés de f(x, y) dans X.. On obtient que

Y__'{(g’ y)GXC'fI(i5 j‘;)=f~2(§7 )N’)==f2m—n(£: .)7)=0}
au voisinage de p dans X.

Rappelons la définition 0.1.2: Y est non caractéristique par rapport a
De-g i SS(ZDc-p) N THX ) S T'E(Xo).

Soit (%, 7; &, /) le systtme de coordonnées symplectiques de T*(X) au
voisinage de p. Il est facile de voir que (%, y; &, 7) appartient & SS(Z._g)

N TH(X) si et seulement si:
i) fix, »)=0 j=1,2,...,2m—n,
i)y, Ogyeeny gy - € C tels que

5}'+ iﬁjzgfj{alfl(ia .)7)+ +a2m—-nf2m—n(fn j})} =0 J= 1) 2""’ 2m—n »
v 5. =1(0 . ;0
ou 0;,= 5 (63? +16}7 >
On en deduit que Y est non caractéristique par rapport a 9 _g si et seulement
si:

,.ank{ a(Nfls f29"'9f2m—n) }zzm_” Sur Y.

a(zls Z2yres zm)

D’autre part on a 0, f,=0; f; (j=1,2,..., m, k=1, 2,..., 2m—n) sur X.
Il est clair d’aprés ce qui précéde que la proposition 0.2.6 entraine le
théoréme 1.1.1. c.q.f.d.

Soit IV une variété analytique réelle de complexifiée ¥. Supposons que N
se munisse d'une structure de Cauchy-Riemann 4. On désigne par 2 I’'idéal de
I’anneau 2y | N engendré par I'“(4). Le complexifié¢ de (2y | N)/2, noté Fc_g 4
est un Zy-module cohérent.

Exemple 1.1.2. Munissons une variété analytique réelle M de la structure
totalement réelle. Soit X un complexifi¢é de M. On a alors Lc_g 1, uw=%x-

Exemple 1.1.3. Soit X une variété analytique complexe. (X, AH(X))
est une variété de Cauchy-Riemann. On a alors

yC—R.AH(X) =9c-g-
Le résultat suivant est une conséquence du théoréme 1.1.1 et du résultat
de 1. Naruki (le théoréme 0.2.8). Grice a ce résultat, on peut étudier la variété
de Cauchy-Riemann du point de vue de S-K-K.
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Théoréeme 1.1.4. Soit N une variété analytique réelle de complexifiée Y.
Soit A une structure de Cauchy-Riemann sur N, (X, ¢) un complexifié de
(N, A). On note ¢¢ le complexifié de ¢, i.e. po: Y->X.

Alors le systéeme Sc_p 4 est isomorphe a un systéme des équations de

Cauchy-Riemann tangentielles. Plus précisément on a
Fe-ra=0E(Dc_g) = Dy-x.®ay Dc-r entant que Dy-modules.

Démonstration. Par abus de langage nous désignerons encore par ¢ le
complexifié de ¢, i.e. ¢: ¥—>X. L’application ¢ étant un plongement on a

alors:
yC—R,A=¢*(yC—R,¢*(A)) .

La structure ¢.(A4) coincide avec la structure induie par AH(X) ce qui entraine

que
L-R,bu(a) = Dc-R|4(¥) (cf. le lemme 2.1.5).
On obtient donc
yC—R.A=¢*(*@C—R|¢(Y))=¢%(@C—R)- c.q.f.d.

Soit X une variété analytique complexe, X e conjugué complexe de X. Si
on identifie X avec la diagonale de X x X, X x X est un complexifié de Xg.
On désigne par 1 la projection de X x X sur X.

Par définition le systéme des équations de Cauchy-Riemann sur X coincide

avec le 9%, z-module suivant:
T*Dx = Dxx%-x® 29 Dx -

Lemme 1.1.5. Soit N une variété analytique réelle, générique de X.
Soit Y un complexifié de N dans X xX. On désigne par ¢ Iinclusion ¢:
N-X, et par ¢c: Y->X x X le complexifié de ¢. On a alors

(1) 1o¢pc|N: N—>X coincide avec ¢: N—X.

2) to¢pc: Y—>X est une submersion.

Démonstration. Choisissons un systéme de coordonnées locales (s it)

holomorphes sur Y, réelles sur N. Il est facile de voir que

Oc(s+ i =(p(s+it), P(s+it)).

Cela achéve la démonstration de (1). On déduit de (1) et du théoréme 0.2.10
le résultat (2) immédiatement. c.q.f.d.
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Par abus de langage nous désignerons encore par ¢ le composé to¢po: ¥—X.

Lemme 1.1.6. Soit N une sous-variété analytique réelle, générique de
X. Soit Y un complexifié de N dans X xX. On désigne par D._g le systéme
des equations de Cauchy-Riemann. On a alors

gc-my = ¢*(~@x) = 9Y—»x®5ax-9x .
Démonstration. Par définition on a
De-riy=9E(Dc-r) = PE(*(Z%))
= Dy xx 2@ sy, 3 PxxRox Py Dx -
Un résultat de S-K-K (Chap. 2, Lemme 3.5.1) entraine que
M D%))=(100)*Dx=p*D x . c.q.f.d.

L’application ¢: ¥Y—X étant une submersion, le résultat suivant est une

conséquence immédiate du lemme 1.1.6.

Proposition 1.1.7. Soit N une sous-variété analytique réelle et que géné-
rique dans X. Soit ¥ un complexifié de N dans X x X. On obtient alors

SS(@c-piy) = ¢ (T*X) = (T*X) X ¥

B) Soit N une sous-variété analytique réelle, générique de X. Wous traiterons
le probléme du prolongement des fonctions holomorphes a la sous-variété N.

Nous montrerons que Ia structure d’obstructions du prolongement est
isomorphe au faisceau des solutions microfonctions du systéme des équations
de Cauchy-Riemann tangentielles sur V.

On obtient d’abord la

Proposition 1.2.1. Soit N une sous-variété analytique réelle, générique
de X. Soit Y un complexifié de N dans X x X. On note ¢ la submersion de
Y sur X. On a alors

SS(De-riy) N TRY=0¢*(T3X) .
Démonstration. On obtient que le diagramme suivant est commutatif.
00— T*N — T*YxN—T}(Y«—0
Y

| T |

!
00— T*N «—— T*XxN «—— T%(X «—— 0.
x

)



922 SHINICHI TAJIMA

D’aprés la proposition 1.1.7, on a SS(Z¢_gy)=¢*(T*X). On en déduit le
résultat immédiatement. c.q.f.d.

Nous allons identifier la variété T%X avec une sous-variété de T%Y.

Nous obtenons enfin le

Théoreme 1.2.2. Soient X une variété analytique complexe et N une
sous-variété analytique réelle, générique de X. On désigne par Y un com-
plexifié de N dans X xX. On a alors les quasi-isomorphismes suivantes:

(1) RWM”QY (-@c—klra 'R(N) =(9XIN-
(2) R %amxgy (@C—RllU '@N) [—Codimx N] =R FN(QX) ®wN|X .
(3) RHome, (Dc-pjy, €n)[—codimy N]=R rs;vx(nz_vllxw‘x))a® Wy |x -
Ici on a posé:
Ox: le faisceau des fonctions holomorphes sur X.
A le faisceau des fonctions analytiques réelles sur N.
Bn: le faisceau des hyperfonctions sur N.
En: le faisceau des microfonctions sur S§Y.
a: [Dapplication antipodale S} Y—S%Y.
Tyx: la projection (X—N) ISFX—X.
Remarquons que le théoréme 1.2.2 est un prototype du théoréme 3.1.4.

Démonstration. Puisque 1'application ¢: Y—X est une submersion, on

a I'isomorphisme suivant:
R '}f“m_@y (QY—*X®.@X@X9 0x)=¢"'R W”'”QX (2%, 0x).
Le lemme 1.1.6 entraine que
R Homgy, (De-riys Oy) =P 10x.

On déduit du lemme 1.1.5 le résultat immédiatement.
(2) Drapres le théoréme 0.1.5, on a

R;#amgy (.@C_R‘y, -@N)["‘Codlme] =R FNR ”’MQXXX (‘@C—R! '@XR)®(ON|X .
11 est facile de voir que
R %ﬂmQXXi (‘QC—R’ 'gXR) =@x .

On en déduit le résultat tout de suite.
(3) (cf. S-K-K. Chap. 3, Th. 2.2.5).
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On désigne par n la projection n: (Y—N)IS§Y—Y. En utilisant un résultal
de S-K-K (Chap. 1, Lemme 2.2.3) on obtient que

R Ise x (n(x(0x))* @@y x [codimy N]
R L,y (7'¢(02))* @y [codimy N]
=R lspy ('R Hom gy, (De-p)y, Oy))* @ W)y [codimy N]
=R Fs?v,, (R omp-19, (171 Dc_g)y, 17'0y))* @y y [codimy N]
=R Homn-19y (De-rjvs R lsyy (n7105)") @ Wy [codimy N]
=R Wﬂmn-lgy (Qc—kly, Ew)
—R Hom g, (Derypr €n)- c.q.f.d.

Dans le cas particulier (i.e. I’exemple 1.2.3 et I’exemple 1.2.4), M. Kashi-
wara-T. Kawai [18] ont obtenu cette relation microlocale en utilisant la théorie
du systéme elliptique.

Remarquons que le point essentiel pour la démonstration du théoréme
1.2.2 est la condition “¢: ¥Y—X est une submersion’’. En utilisant cette con-
dition, on peut aussi déduire du résultat de M. Kashiwara-T. Kawai [18] notre
résultat.

Exemple 1.2.3. Soit M une variété analytique réelle de complexifiée X.
D’aprés le lemme 1.1.6, on a alors

@C—R]X::@X—»X@@X-@X:-@x .

En utilisant le théoréme précédent, on retrouve la définition du faisceau
des fonctions analytiques réelles, celle des hyperfonctions et celle des micro-

fonctions.

Exemple 1.2.4. Soit @ un ouvert de X dont la frontiére N=0Q est une
hypersurface analytique réelle. On note ¥ le complement de @ dans X. On
note , l'inclusion de Q dans X. On a alors les suites exactes des faisceau sur
N (cf. §3):

0— Ox — /'*(/'_lmx) — H#p(0x) — 0
s #E(Og) — 0 k1.

0— Rk/'*(/'ﬂ@x)

On désignera par N, le fibré conormal extérieur au bord N=0Q en sphéres.

On a les isomorphismes suivants:

=%p’f’(@x”}v:”N|x*(éf.lé*i\,x(7":1_\'1|X(0X))a|N+)-
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En appliquant le résultat précédent a cette situation, on retrouve les iso-

morphismes suivants:
((/'*/'_lwx)/@x)|N=7TN|X*(=%¢”‘;Y (QC-—R|Y9 Ew)IN,),
Rk/*(/'—l@x)|N=”N|x*(é’wfﬁ’y(9c—n|r, En)IN,) k=1.

Exemple 1.2.5 (H. Lewy [30], cf. [4] et S-K-K. Chap. 1, Ex. 3.2.4).
Plagons-nous dans X =C? munie des coordonnées (z;, z,)=(x; + iy, X, +1iV,),
et posons:

Q={(z, zp) | x, +x}+y}<0}, ,: Q— X, N=0Q.
Soit W 1’espace complexe C3 muni des coordonnées (w;, w,, w3)=(u,+ivy,
u,+iv,, us+ivs). On note (u; 1) le systéme des coordonnées symplectique sur
T%:W. On définit ['application ¢: W—X par:
d(wy, wy, w)=(w, +iw,, —wi—w3i+iw,).
11 est facile de voir que ¢p(R3)=N et que
¢*(Dc-r) =0*(De-riy) =Pw| 2w P, ¢*(TRX)=SS(Dy/ZwP)NTEW,
ol
P=~;—<3%+ia—fv—2—>—i(wl+iw2)z,%:.
De plus par cette identification ¢*, le fibré conormal extétieur au bord N cor-

respond a ’ensemble suivant:

{(u; m) ny+uns=0, ny—uym3=0, n3>0}.

On désigne par R3 I’ensemble précédent (i.e. R3I=¢*(N,)). On a alors:
Homgpy (Dw|Dw Py Cra) | RE=0*((+4(710x)[0x)IN) .
ot o, (Dw|Dw P, €rs)|R2=0*R! 41(7'0x)) =0

(voir le théoréme 2.2.3).

Corollaire 1.2.6 (cf. T. Kawai [25]). Soit X une variété analytique com-
plexe. Soit N une sous-variété analytique réelle de X. Si N est générique,
on a

H%(0x) =0, ”Zé;vx(”mx—l@x) =0
pour k<codimyg N, dim X —codimy N <k .

Démonstration. On a dim proj(Zc_gjy)=dim X —codimg N. On en
déduit le résultat facilement.



PROLONGEMENT DES SOLUTIONS 925

§2. Analyse Microlocale de la Variét€ de Cauchy-Riemann.

A) Nous allons étudier la structure microlocale de la variété générique dans la
variété complexe, en utilisant la forme de Levi généralisée de I. Naruki [33].
Nous démontrerons aussi que la forme de Levi généralisée de 1. Naruki coincide
avec celle de S-K-K pour le systéme des équations de Cauchy-Riemann tangen-
tielles.

Dans tout ce paragraphe, X désignera une variété analytique complexe de
dimension m. On identifiera souvent TX, (resp. T*Xy) a TX (resp. T*X).
Si f est une fonction de classe C' sur Xz, df(p)e T ¥ Xy correspondant a df(p)
e T}X (o d=0+0) par cette identification.

Soit N une sous-variete analytique réelle de dimension n. Supposons que
N soit définie localement par les équations a valeurs réelles:

f1(25 2) =f2(Z’ Z): :f2n1—n(:9 Z)=0
avec
dfi(z, Z)Adf5(z, Z)A - ANdfy,— (2, Z2)#0 au voisinage de peN.

On désigne par HT(N), I’espace vectoriel complexe tangent a N en p, i.e.

0 .
<HTUVL={wg;ET}XKw5?ya@h4n“+ahh@ﬁmﬂ>un=o
V(OCI, LS TRRED O!Zm_")ECZm—n} .

Si NV est générique dans X, on a dim; HT(N),=n—m.
Rappelons d’abord la

Défimition 2.1.1 (I. Naruki [33]). Dans la situation précédente, supposons
que N soit générique dans X. Fixons maintenant pe N et ge(T%X), avec
q=(kydf +kydfs+-- + Koy pdfam-n) (p) oW ke C.  On pose

{gN(f’ Q)} (W5 V—V)= {ag(klfl + kaZ +eF k2m—nf2m—n) (p)} (W, V_V) ou WGHT(N)p .

On P'appelle la forme de Levi généralisée de (f;, f2,--., fam—n) @0 point g €
(T%X),. 1l est facile de voir que la signature de la forme de Levi généralisée
de (f1, f25+++» fam—n) ne depend que de N et de g e (T'§X),,.

Remarquons que si IV est une hypersurface définie par une équation réelle
f(z, 2)=0 au voisinage de pe N, on a
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Zn(f, kdf (p))=koof (p).

Remarquons aussi que si X est un complexifié de M, on a HT(M)=T,M
et que Fp, =0.

On pose w la 1-forme canonique et ¢ la 2-forme symplectique sur X:
wo=Y",{dz;, co=do=3Y"_, d[;Adz;.
Rappelons ensuite la

Définition 2.1.2 (P. Schapira [38]). Soit 4 une partie de T*X.
(1) On dit que 4 est une variété R-lagrangienne si 4 est une variété analytique
réelle, conique, lagrangienne dans T*(Xy).
(2) Soit A une variété R-lagrangienne. On dit qu’elle est I-symplectique si
la restriction de Img (la partie imaginaire de o) & 4 est non dégénérée.

P. Schapira [38] a remarqué le

Lemme 2.1.3. Soit A une variété R-lagrangienne. Pour que A soit
I-symplectique, il faut et il suffit que T*X s’identifie @ un complexifié de A.
En utilisant le résultat précédent, nous obtenons la

Proposition 2.1.4. Soit N une sous-variété analytique réelle de X. THX
est I-symplectique au voisinage de q € (T §X), si et seulement si:

i) N est générique dans X et que

ii) La forme de Levi généralisée de N au point q est non dégénérée.

Dans la suite, IV désignera une sous-variété analytique réelle, générique de
X. Nous supposons aussi que N soit définie localement par les équations
fi=fr=-=f,-,=0, ol f; désignent des fonctions analytiques réelles aux
valeurs réelles.

Soit (z, w) un systéme de coordonnées locales de X x X. On note fiz, w)
les complexifiés des f; dans X x X. Le complexifié de N dans X x X, noté Y,
est défini par:

fl(z: W)=f2(Z, w)="'=f2m—n(za W)=0

N étant générique, on peut supposer que la condition suivante soit satisfaite:

det(a 6(f1,f2,-'-s f2m—ll) )9&0 sur Y.

Whem+1> Wn-m+25-++5 wm)

Introduisons les opérateurs différentiels
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0 m 0 ,
X;= oy — X pemr1 82z, W) ow, j=1,2,...,n—m.

de sorte & satisfaire les conditions X,(f,)=0, k=1, 2,..., 2m—n;

X; sont uniquement déterminés par ces conditions. Il est facile de voir
que X; sont des opérateurs différentiels sur ¥ (cf. B. Malgrange, Analytic
spaces, L’Enseignement mathém., t. XIV, fasc. I pp. 1-28). Et que I’on
obtient tout de suite le

Lemme 2.1.5. On pose 2y,=2yX5+9yX5+ - +92X;=;. La suite de

Dy-modules suivante est exacte:
Oe‘—gc_Rly‘——.@Y <—-ﬁy<—-—0.
Rappelons la définition de la forme de Levi au sens du S-K-K.

Définition 2.1.6 (S-K-K. Chap. 3, Def. 2.3.1). Soit ¥ un sous ensemble
analytique involutif de P*Y, ¥ désignant un complexifié de N. Supposons que
¥V soit défini localement par les équations p; =p,=---=p,=0 au voisinage de
qgeS%Y. Alors la forme de Levi généralisée de ¥ est par définition la forme
hermitienne dont les coefficients sont les crochets de Poisson

{p;, PE}(g@)1<iza, oU ON a posé pf =p,.
1=<k=d
Nous obtenons alors la

Proposition 2.1.7. Soit N une sous-variété analytique réelle de dimension
n dans une variété complexe X de dimension m. Si N est générique dans X,
alors la signature de la forme de Levi-Naruki de N est égale a celle de S-K-K
pour le systéme des équations de Cauchy-Riemann tangentielles sur N.

Démonstration. Choisissons les équations locales de N de fagon a satisfaire
les conditions suivantes:

az;.f(p)=05 h=1! 25"'5 n—m, f=r(f1’f2?'~"f2m-n)'
On pose:

D=det (azn_m-Hf, az.,_m.;.zfa---, 6sz); D=det (ain_n,+1f’ ai,,_m+zfy"'9 aimf)s

et

E, =det (0., . fr» 6sz. yeers 02, 1), n—m+1Zam
E,;=det(d;, .. fres Oz, forees 05, f) 1<j<n—m.

On a alors
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—_ a — m E“’j a o 0 — m ﬂsﬁ a
Xj_ azj Za=n-m+lT aza ’ Xk a—z-k Zﬁ=n—-m+1 5 azﬂ

1=j,kESn—m.
X, désigne le conjugué complexe de X; sur N. On obtient que
Eaz j Ea,
(X X1 = Etpemer {0052 0o = 0:, (25 s,

+ Z:xn,ﬁ=n—m+1 { DJ az,,( %k )afﬂ - gk 5ip< DJ >az,} .

Introduisons une relation = entre les opérateurs d’ordre inférieur ou égale a

1 au point p e N comme ci-desous:
P=Q = {o,(P—Q} (=" (p)=0

ou g,(P— Q) désigne la partie principale de P—Q. Alors

X, 1= 2o 00 Zs 0., 0 (S5 o}

=L s o {Do,(E, )6, — Do, (E, )0z}

- DB a=n—m
1 m D E
E——D: a=n—m+1 {DEz,j,Eaza_DEa,k,jaiu}

ol on a pose

Eppe=det (8,,_,,, forres 02,02, frees Oz f)

E,p;=det (05, ... fo» 0205, forer 02, f)  15j, kSn—m.

Zm

D’autre part on a
{Gl(Xj)s o,(Xp)} =0'1([Xja Xzl

On en déduit le résultat facilement. c.q.f.d.

B) On étudie ici le faisceau des solutions microfonctions du systéme des
équations de Cauchy-Riemann tangentielles sur la sous-variété générique de
codimension quelconque.

I. Naruki [33] a sérieusement étudié ce probléme dans le cadre C*. En
utilisant les théorémes de structure de S-K-K, on retrouve le résultat de I.
Naruki du point de vue microlocal.

Remarquon que R. O. Wells, Jr [44] a traité la variété de Cauchy-Riemann

pour ’étude de la transformation de Penrose.
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Rappelons d’abord le

Théoréeme 2.2.1 (S-K-K. Chap. 3, Th. 2.3.10). Soit . un systéme d’opér-
ateurs pseudo-différentiels défini sur une ouvert U de P*X. Supposons que

le support V (=SS(.#)) du systéme soit défini localement par les équations

Pz, O=paz, O=-=pdz, )=0.

(1) Supposons que la forme de Levi de ¥V ait au moins q valeurs propres
strictement négatives au voisinage w de v='(z, (). Ona

éazfi-x (A, Ca)=0 pour j<gq.

v désigne I'application naturelle v: S5 X—P*X.
(2) Supposons que la forme de Levi de V' ait au moins p valeurs propres
strictement positives au voisinage @ de v-1(z, {). Ona

Enty oz (M, €a)=0 pourj>51‘1£Cc)1€ir‘;n PrOjy.e)# — P,
pour tout ensemble fermé Z de w.
Nous obtenons enfin le
Theéoréme 2.2.2 (I. Naruki [33]). Soit N une sous-variété analytique
réelle, générique de X. Soit Y un complexifié de N dans XxX. On

désigne par Dc_pg|y le systeme des équations de Cauchy-Riemann tangentielles
sur N.

(1) Si la forme de Levi-Naruki de N a au moins q valeurs propres stri-

ctement négatives au voisinage de q° e S§X, on a
é?wféy (‘@C—Ru/’ gN)qOZO Pourj<q .

(2) Si la forme de Levi-Naruki de N a au moins p valeurs propres stri-

ctement positives au voisinage de q° € S§X, on a
éaxfé-y (.@C—Rly, %N)qo=0 puorj>dimR N_dimc X_'P.

Démonstration. La proposition 2.1.7 montre que la signature de la forme
de Levi-Naruki de N coincide avec celle de 9¢_gjy. En appliquant le théoréme
2.2.1 a notre situation, nous obtenons le résultat tout de suite.

(2) Tl est facile de vérifier que la dimension projective de Z¢_g y est égale
a dimp N—dimc X. On en déduit le résultat. c.q.f.d.

D’apres le théoréme 1.2.2, on peut interpréter le théoréme 2.2.2 comme une
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généralisation d’un résultat de A. Andreotti- H. Grauert [2] & la sous-variété
générique de codimension quelconque.

Supposons maintenant que T§X — TN soit une variété I-symplectique au
voisinage de ¢°. D’aprés la proposition 2.1.4, la forme de Levi-Naruki de IV
est non dégénérée en ¢°. On déduit du théoréme 2.2.2 que R Hem,s , (Dc—gvs
%y) est concentré dans un dégré. Plus précisément on a le

Théoréme 2.2.3. Soit Ti#X—T%X une variété I-symplectique au voisi-
nage o de q°. Supposons que la signature de la forme de Levi-Naruki de N
soit (dimg N—dim; X —p, p) sur . On a alors

é’zféy(-@c—mh %n) =0 pour j#p,
St (De-riys Cn) = Crm

Démonstration. Le systtme Zc_g)y coincide microlocalement avec le
systéme de Lewy-Mizohata de la signature (dimg N —dime X —p, p). Le résultat
de S-K-K (Chap. 3, Th. 2.3.6) entraine ce résultat. c.q.f.d.

§3. Probléme de Prolongement et Systéme Tangentiel.

Nous envisagerons le probléme du prolongement des solutions holomorphes
du systéme d’équations aux dérivées partielles.

Soit X une variété analytique complexe. Soit Q un ouvert de X dont la
frontiére N=0Q est de classe C!. On notera , I'inclusion naturelle Q—X.
On désigne par ¥ le complement de Q dans X.

Etant donné un 9x-module cohérent .# sur X, le faisceau & =
Heom e (M, Ox) est le faisceau des solutions holomorphes du systéme .#. En
désignant par R? ;. le g-iéme foncteur dérivé du foncteur .., on a alors la
suite exacte des faisceaux:

0 — UF) — HUF) — 4o J7F) — HHF)—
o HUF) R (7IF) — HHF) —

On obtient donc les suites exactes sur N:

0—F — u( 71 F) — HH(F) —0,
0 — Rk Sx(1 ) —— Y (F) — 0, k1.

On en déduit facilement que tout germe de solutions holomorphes du
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systéme .# au voisinage du bord sur Q2 (i.e. ,s4( +7')) se prolonge a travers le
bord si et seulement si s#1(F)=0.

Considérons ensuite la transformation comonoidale (X—N)LIS%X munie
de la topologie de co-éclaté. On note N, (resp. N_) le fibré conormal extérieur
(resp. intérieur) au bord N en sphéres. Nous pouvons identifier S¥X avec
N, IN_. Choisissons une demiespace Q| [N_ de (X—N)LIN, IN_. On

désigne encore par , l'inclusion ,:Q—Q| IN_ et par 7 la projection naturelle

QLIN_-X.
N
2 P4

I ]
W i

: RN

On a les suites exactes des faisceaux sur N_:

e

0—nly — /*(/"ln‘l.??) —s Y (a7 1F) —0,

0—R* ,o(n7'F) — ) (a7 F) — 0, k>1.
On obtient les isomorphismes naturels suivants:
Jf’ﬁ(gf")lN=nN|X*(¢7f§5vx(n,‘vi|X F)IN_) quel que soit k.

Il est claire d’aprés ce qui précéde que le probléme du prolongement
s’interprére par le langage microlocal. Dans le cas ou N est une sous-variété
d’une variété X, nous renvoyons a S-K-K (Chap. 1, Prop. 1.2.3) pour la signi-
fication de R I" s'_;,x(ﬂ'z_vl[ xF).

Puisque nous avons I'intention de traiter le probléme du prolongement des
faisceaux d=¢f (A, Ox), nous allons considérer

RFNRz%ﬂo”zgx(.//{, 0x) et RFS‘ij(n;VIIXR‘%”mEX (.///, 0X))

dans les catégories dérivées.

Soit X une variété analytique complexe de complexifiée X x X. On note t
la projection naturelle de X x X sur X. Etant donné un @x-module cohérent
A, on définit un Dy, g-module cohérent .#._y par:

'/C—R=T*'/ﬁ/=‘gx><i _—>X®9X.ﬂ N

Ce systéme coincide avec le systéme qui a été introduit par M. Kashiwara
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[16]. Remarquons aussi que T. Kawai [24] et A. Andreotti- M. Nacinovich
[5] ont utilisé ce systéme.

Si on substitue 95 a .#, on obtient le systéme des équations de Cauchy-
Riemann 9._z. Nous allons considérer le systéme .#._p dans le cas général.
Choisissons d’abord une résolution projective locale de .4 :

Oc— ot —— 9L g B o P ghar 0.

On désignera par P ; les complexifiés de P; dans X x X. I est facile de

voir que le complexe suivant est bien défini.
0P g gu P ... Pa gran 0,
En effet il est facile de voir que

End (QC—-R) =@X P

2xxX
ou Jy désigne le complexifié de 2y dans X x X. 1l en résulte que le complexe

précédent, noté D._z(#), est bien défini.
Lemme 3.1.1. Dans la situation précédente, la suite suivante est exacte:
0c— Mc_ g Dc_g(A).
Démonstration. Par définition on a
Der=1%*Dy et M g=1"4.

Rappelons que @y, z.x est plat sur 25 (S-K-K. Chap. 2, Lemme 3.5.1). On
en déduit le résultat immédiatement. c.q.f.d.

M. Kashiwara [16] a montré le résultat suivant pour appliquer le résultat
de T. Kawai [23] a I’étude du systéme holonome.

Proposition 3.1.2. Soit .# un @x-module cohérent. On a alors
R Homgy (M, Ox) =R Homg, o (Mc_r, Bry) »

ou Xy désigne la variété analytique réelle sous-jacente a X et By, désigne le

faisceau des hyperfonctions sur Xg.
Démonstration. La proposition se déduit du lemme 3.1.1. c.q.f.d.

Ensuite nous allons étudier le module .#¢_gy en supposant que N soit
générique dans X. Nous obtenons la

Proposition 3.1.3. Soit # un 9x-module cohérent. Soient N une sous-
variété analytique réelle de X et Y un complexifié de N dans XxX. On
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désigne par ¢ Uinclusion de Y dans X x X et par ¢ la composée to¢c: Y—X.
Si N est générique dans X, on obtient alors

(1) Y est non caractéristique par rapport @ Mc_g,

(2) SS(Hc-riy)=¢*(SS(A)=5S(A) X ¥,

(3) SS(Ac_giy) NTRY =0*(SS(4) N THX).

Démonstration (1). Le théoréme 1.1.1 implique que Y est non caractéri-
stique par rapport & 9._g. En outre on a SS(A;_g)SSS(Z¢-x). On en
déduit que Y est non caractéristique par rapport a #c_g.

(2). Par définitions on a

Me_ gy =PEMc_g)=QETH(A)).
Le résultat de S-K-K (Chap. 2, Lemme 3.5.1) entraine que
Mc-giy=(1o¢c)* M =)* A .

Rappelons aussi que ¢ est une submersion. Cela termine la démonstration.
(3). On déduit de la proposition 1.2.1 le résultat immédiatement.
c.q.f.d.
L’application ¢ étant une submersion, nous allons identifier ¢p*(SS(.#)
N T%X) avec SS(#)n TEX.
Nous obtenons le résultat suivant en utilisant le langage de la théorie des
catégories dérivées:

Théoreme 3.1.4. Soit 4 un Dy-module cohérent. Soient N une sous-
variété analytique réelle de X et ¥ un complexifié de N dans X x X. Si N est

générique, on a alors les isomorphismes suivants:
(1) RJ%W.@Y (v//c—my, n) =R fﬂmgx (A, Ox)|N,
(2) R%pmgy ('//{C-R|Y7 '%N) [—Codimx N] =RFNR9fo»t9X (./17, @X)®w1le,

(3) R%”mé’y (vﬂc_Rly, (gN) [_Codimx N]
=R stvx(nz_ﬁx(R Homgy (M, 0x))* @Wp x

ou myx désigne la projection naturelle (X—N) IS§X—-X. Le premier
espace étant muni de la topologie de co-éclaté.

En particulier, le probléme du prolongement généralisé pour le systéme
M est équivalent au probléme de I’annulation du faisceau des solutions
microfonctions du systéme tangentiel Mc_g |y
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Démonstration (1). N étant générique, I’application ¢: ¥— X est une sub-
mersion. D’aprés le théoréme 0.1.4, on obtient I’isomorphisme suivant:

RAomgy (9% M, Op) =T (R Hom gy (M, Ox)) ,
ie.
R ‘%’m.@y (-//C—R[Y, 0y)=¢~'(R '}f“’"gx (A, Ox)) .

Ceci entrine le résultat tout de suite.
(2). Par le théoréme 0.1.5 on a

R Homgy, (Mc-rjys Bn) [—codimy N]
=RI'yR famgxxg (A c-rs -@xn) Qwyx-
En utilisant la proposition 3.1.2 on obtient que
R Homgy (Mc—giy, By) [—codimy N]=RIT xR Homgy, (M, Ox) @0y x.
(3) (cf. S-K-K. Chap. 3, Th. 2.2.5).
En utilisant le théoréme 1.2.2, on peut démontrer notre résultat. Mais nous
donnerons une démonstration directe. On pose d=codimy N et F=

R Homgyy (M, Ox). On désigne par = la projection (Y —N)ISFY-Y.
Nous envisageons les triangles suivants avant de démontrer le résultat.

R%Jvmgy (- R[Ya )

\l

RAomg, (Ac—griys -@N) _—’ Rm, (R ffmmy (Ac—rjys En))

|
|
H
| R Homg (A, Ox)IN

-/ \ "

R [o(#) ® x5 [d] — R 7y jxe(R Loy x(thix(#)) @ w1x[d]

II résulte alors des résultats précédents qu’il existe un quasi-isomorphisme

suivant:
R7 (R ome, (Mc-riys En)) =R 7y x:(R [gs x(”mx(ﬂ-))“)(@wmx[d]

Revenons maintenant a4 la démonstration. En appliquant un résultat de
S-K-K (Chap. 1, Lemme 2.2.3) & cette situation, on obtient I'isomorphisme
suivant:

R Fs*;vx(”z_vllx(f))(@wmx[d] =R Fs;v}'(n_lfb_l(f))®(DN|x1r.c°dimY N].
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D’autre part on a
¢~UF)=R Homgy (Mc-g)y, Oy) -
Ceci entraine que
Rrs;vx(nﬁllx(y))a(@wmx[d]
=R gy y (7 (R Hom gy (Mg, 0y))*@wy y [codimy N]
=RT5RY(R ”ﬂ/[&n—lgy (Tc—l‘///C—RH” n'l(Oy))“®wN|y [Codimy N]
=R9%mn-19y (vﬁ/cm;y: R FS:{VY(E_I(DY)G)QD(DN[Y [codimy V]
=R ‘;fomn"lﬁy (vfc~R|y, (gzv)
=Re}famey ('/%C—Rll“ %N) . C.q.f.d.
Corollaire 3.1.5.
(I) %k(RFNR'}famQx(u/{, 0x))=0
(2) H*R stvx(”ﬂx(R Hom gy (A, 05%)))) =0
pour k<codimy N, proj-dim (.#)+dimy N—dim; X <k.
Exemple 3.1.6. (Lewy-Mizohata., cf. S-K-K. Chap. 3, §2.3). On pose:
X=C={(zy, z))| zy =%, +iyy, z,=x,+1y, €},
Q={(z,, 2,) | x,+x3 43 <0}, N=0Q, M= Bx30—,
1
et
W=C3={(w,, w,y, w3)|w;eC, j=1, 2, 3},

O(wy, Wy, wa)=(w; +iw,, —w2—cwi+iws),

_ 0 . 0 _ 0 . 0 _
P = oW, —2iw, e P,= oW, 2zcw2——aw3 , N=9,/D,P,+D,P,.

11 est facile de voir que le systéme #;_ x|y est isomorphe au systéme ¢*(.£) ="
et que

i) Sic>0, le systéme .4 _ gy coincide avec le systéme de Lewy-Mizohata
de la signature (2, 0) sur SS(#)NN,.

ii) Sic=0, le systéme #;_g|y est un mélange du systéme de de Rham et
du systéme de Lewy-Mizohata de la signature (1, 0) sur SS(#)nNN,, N, dési-
gnant le fibré conormal extérieur au bold.

iii) Si ¢<O0, le systeme coincide avec le systéme de Lewy-Mizohata de la
signature (1, 1) sur SS(#) NN ,.

Remarquons que I’hypersurface x,+x}—-y3=0 est Levi plat cepandant
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que le systéme .Z;_gy n'est pas pseudo-convexe au sens de S-K-K (cf. le
théoréme 4.1.6 et le théoréme 4.2.1).

On peut aussi obtenir (comme dans I’exemple 3.1.6) le mélange du systéme
de de Rham, du systéme de Lewy-Mizohata et du systéme de Cauchy-Riemann

partiel de facon naturelle.

§4. Théoréemes de Prolongement.

A) Dans ce paragraphe nous donnerons quelques résultats comme applications
du théoréme 3.1.4 au probléme du prolongement des solutions holomorphes
d’équations aux dérivées partielles.

On désigne par N une sous-variété analytique réelle, générique dans une
variété analytique complexe X. On désigne par Y un complexifié¢ de N dans
X x X. Soit .# un @x-module cohérent.

Définition 4.1.1. Nous dirons que N est non caractéristique par rapport
a . si:
SS(HYNT(EXSTE]N.

Remarquons que si N est totalement réelle, la définition précédente coincide

avec la définition 0.1.6. Nous obtenons le

Théoreme 4.1.2. Soit A4 un Dx-module cohérent. Supposons que N soit
générique dans X et que non caractéristique par rapport a A. On a alors

R -}%M:Y (vﬂc—mm (gN) =0,
R 9%'”9,. (MC—R[Y, 'MN) =R %’Mmy (v/{c~R|y= QN) .

Supposons maintenant que IV soit totalement réelle. On a alors Ac_gy=.4#.
Donc dans cette situation le théoréme 4.1.2 coincide avec le résultat de M. Sato
(le théoréme 0.1.7).

Démonstration. D’apres la proposition 3.1.3, on a
SS(AMc-giy) NTHY =0¢*(SS(A) N T3X) .
N étant non caractéristique par rapport a .#, on obtient que
SS(AMc_ry) NTRYSTEN.

Rappelons la définition 0.1.6. 1I est évident que le systéme A#_gjy est un
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systéme elliptique sur N. En utilisant le résultat de M. Sato (le théoréme 0.1.7)
on obtient les résultats tout de suite. c.q.f.d.

Corollaire 4.1.3. Soit N une sous-variété analytique réelle, générique
dans X. Si N est non caractéristique par rapport @ ., on a alors

R Ty x(nx1x R Hog (M, 05)) =0
et
R Homgy (M, Ox)IN=RT xR Homgy, (M, Ox) [codimx N]Qwy x -
Démonstration. Le corollaire se déduit du théoréme 3.1.4 et du théoréme
4.1.2. g.e.d.

Soit maintenant Q un ouvert de X dont la frontiere N=0Q est une hyper-
surface analytique réelle. On désigne par F le complement de Q dans X.
On a alors le

Corollaire 4.1.4. Dans la situation précédente, si N est non caractéristique
par rapport a 4, on a alors

RFFRfaIMQX(Vé/, 0K)=O sur N .

Remarquons que ce résultat a été établi par M. Kashiwara [17] et M.
Kashiwara-T. Kawai [21] sans I’hypothése N est analytique’’.

Soit N I’hypersurface analytique réelle de X constituée par le bord de Q.
On désignera par N, le fibré conormal extérieur de N en sphéres et par ,
I'inclusion naturelle de 2 dans X. On pose n=(my;x)|N,. P.Pallu de la
Barriére [34] a démontré le résultat suivant dans le cas d’une seul opérateur.
Nous réussissons a obtenir le résultat suivant en utilisant le théoréme 3.1.4.

Théoreme 4.1.5. Si le systéme .« satisfait les conditions suivantes:
Sty (A, Ox)=0 quel que soit k>0,
on a les isomorphismes suivants:

T[*(.}fonzgy (‘///C—RIY’ %N)iNi-) = /*(/'_1 ”ﬂ’h@x (.//{, @X))/‘%””’.@x (‘///, (ﬂX) )
ﬂ*(éam/’é‘y ('//{C—RIYﬂ %N)lN—%\) =R* /'*(/'_1 fwu_gx (V//, OX)) kg 1.
Autrement dit, la structure d’obstructions du prolongement des solutions

holomorphes du systéeme .# est isomorphe au faisceau des solutions micro-
Jonctions du systéme Mc_gy sur N .
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Démonstration. On déduit du théoréme 3.1.4 le résultat immédiatement.
c.q.f.d.

Théoréme 4.1.6. Soit 4 un Dy-module cohérent. Soit p, appartenant a
N,. Onnote p=n(p,) 'image de p, dans N. Si la forme de Levi généralisée
du systéme Mc_gpy a au moins une valeur propre strictement négative au

point p,, on a alors
Al 7! Homay (A, 0x))/%ﬂm9x (A4, 0x),=0.

Autrement dit, tout germe de solutions holomorphes du systéme .# au voisinage
de p sur Q se prolonge en solution holomorphe a travers la frontiére IV dans un
voisinage de p.

Démonstration. On désignera encore par 7 la projection n: Q| IN_—-»X
et par , l'inclusion »:Q-Q| [N_. On a alors la suite exacte des faisceaux
sur N_:

0 — 1L Homg (M, Ox) —> _4( 511 S (M, Ox)) —
—— ARy (17 Rbomg (M, 0x))) — 171 Gt (M, Og) —> -+

Le théoréme 2.2.1 entraine que
#A'(RIy_(n7'R Homgy (A, 0x)))5, = Homgy (Mc-gr)vs En)p,=0.
On en déduit le résultat immédiatement. c.q.f.d.

Nous allons étudier le probléme du prolongement au bord qui est feuilleté
par des variétés complexes.

Soit p (resp. p,) appartenant a N (resp. N,). Soit L, un germe d’une
sous-variété complexe passant par p dans N. On désigne par L,+ I’ensemble
n~}(L,). On désigne par P _gy le systéme des équations de Cauchy-Riemann
tangentielles sur IV, en désignant ¥ un complexifié de N.

Théoreme 4.1.7. Supposons que les supports des solutions microfonctions
du systéme Zc_g|y se propagent le long de la sous-variété L,.. Supposons
que le systéme # satisfasse la condition suivante:

p+ appartient a 'adhérence de I’ensemble L,+ —SS(.#)N L,+. On a alors

/'*(/'_1 Homay (A, @x))/f}fﬂmgx (A, 0x),=0.

Démonstration. Par I’hypothése il y existe un ouvert U de L, tel que
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%ﬂfﬂfy (‘/%C—R]Yﬂ %ﬂN)‘n“(U) =0 et D+ € l'adhérence de TE—I(U) .

11 suffit de vérifier que les singularités des solutions du systéme #;_gy S€ pro-
pagent le long de la sous-variété L,.. Pour cela, considérons une résolution
projective locale de . :

Oc— M — DR — DY —— -+ — P «— 0.
On a alors la suite exacte des systémes suivante de fagon naturelle:

ro ry e Fg+1
00— M ry «—— DC-riy < DC-Rriy < Dy — 0.

On en déduit le résultat facilement. c.q.f.d.

Y. Tsuno [41] a déja obtenu le résultat suivant dans le cas d’une seul
opérateur en supposant que I’hypersurface soit Levi plat.

Théoréme 4.1.8. Supposons que le systéme des équations de Cauchy-
Riemann tangentiells sur le bord soit isomorphe au mélange du systéeme de
Lewy-Mizohata de la signature (dim X —d—1, 0) et du systéme de Cauchy-
Riemann partiel. On désigne par L, un germe de la feuille analytique com-
plexe passant par p, de dimension d. Si p, appartient a I’adhérence de
I'ensemble L,+ —SS(#) N L,-, on a alors

/'*(/'—1 '%p‘””gx (A, @x))/%ﬂ‘m_@x (A, @X)p =0.
Démonstration. Le théoréme se déduit du théoréme 4.1.7.

B) Nous allons étudier le probléme de la non hypo-ellipticité analytique du
systéme tangentiel.

Soit N, le fibré conormal extérieur au bord d’un ouvert Q, ce bord N
étant supposé analytique réel. Soit p, la conormal extérieur 3 N en pe N.
On note ¥ un complexifi¢ de N et , I’inclasion de Q dans X. Nous obtenons
d’abord le

Théoreme 4.2.1. Etant donné un Dy-module cohéreni ., si Q est un

domaine d’holomorphie des solutions holomorphes du systéme .# en p, i.e.

/'*(/.—1 f’”’gx ('//ls @X))/‘;fﬂ”’gx ('/ﬂ9 0X)p#0 s

on a les propriétés suivantes:
(1) N est caractéristique par rapport a # en pe N.
(2) N, est pseudoconvexe par rapport a .# en p, au sens de S-K-K.
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Plus précisément, la forme de Levi du systtme Mc_gy n’a pas de valeurs

propres strictement négatives en p, e N,.

Démonstration. Le premiére partie de 1’énoncé resulte du corollaire 4.1.3.
Quant a la deuxiéme partie, on déduit du théoréme 4.1.6 le résultat immédi-
atement. c.q.f.d.

Soit maintenant .# un systéme d’équations aux dérivées partielles a
coefficients constants sur C™. Rappelons d’abord le résultat suivant di a H.
Komatsu [28]:

Eotlyn (M, Ocn) =0 quel que soit k>0.
Choisissons un covecteur caractéristique { du systéme .#. On pose:
N,={zeC"Re(z, {>=0} et Q,={zeC"|Re(z, {>>0}.

On note , I'inclusion naturelle de 2, dans C™. On a alors la

Proposition 4.2.2. (C. O. Kiselman [26]). Dans la situation précédent,

supposons que .# soit de la forme suivante:
:/%:@Cl)xu:-gcrn/f ou f={P€@C"‘IPu=O} .
Alors le systéeme M _gy est non-hypo-elliptique analytique.

Démonstration. En utilisant une méthode diied C. O. Kiselman on peut
construire concrétement une fonction holomorphe sur Q. de sorte qu’elle
appartient & s4( /7! Homgon (M, Ocn)), mais n'appartient pas & Hemgon(A,
Ocm). Ceci entraine le résultat. g.e.d.

Conjecture 4.2.3. (Non hypo-ellipticité analytique microlocal). Etant donné
un systéme A d’équations aux dérivées partielles a coefficients constants sur
C™, supposons que un point q € T §.C™"—T§.R™ appartient a SS(#). Alors

il y existe une microfonction (non nulle) verifiant le systéme.

Soient 2, =Q, deux ouverts de X. On suppose que les bords N, et N,
soient les hypersurfaces analytiques réelles. On suppose aussi que le bord N,
soit tangent au bord N, en pe N, n N,. On désigne par N, (resp.N,,) le
fibré conormal extérieur & N, (resp. IV,) et par p, la conormale extérieur comm-
une en p. On note Y, (resp. Y,) un complexifié de NV, (resp. V,).

On est alors en mesure de obtenir le résultat suivant:

Théoreme 4.2.4. Soit .« le Dx-module cohérent vérifiant la condition

suivante:
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é"xf_izx (A, 0x)=0.
On a alors
'%ﬂ’”’a'yz ('///C—szs %Nz)m (::'%p“ms’y‘ (-ﬂc—my,s %Nx)m .

En particulier, si le systéme .#c_gy, est non-hypo-elliptique en p., le

systéme Mc_gy, est aussi non-hypo-elliptique en p.,.

Démonstration. On désigne par ,,(q=1,2) I'inclusion ,,: Q,—X. On
a alors les isomorphismes suivants:

vanfyq (Me-riyp EnIINgr= sl g Homgy (M, Ox))|[Homgy (M, Ox) .
On en déduit le résultat tout de suite. c.q.f.d.

Exemple 4.2.5. Soit .# un systéme d’équations aux dérivées partielles a
coefficients constants sur C™, satisfaisant la condition de la proposition 4.2.2.
Choisissons un vecteur caractéristique { du systéme .# et le demi-espace Q,
=Q,={ze(C"|Re{z {>>0} de la frontiere N,=N,. Soit Q; un ouvert de
Q,, ce bord N, étant supposé analytique réel. Supposons que N, soit tangent
a Ny en p. Alors le systtme .#c_gy, n'est pas hypo-elliptique analytique

enp,.

Théoréme 4.2.6. Placons-nous dans la situation du théoréme 4.2.4.
(1) Supposons que tout germe de soutions holomorphes sur Q, se prolonge
a Q, au voisinage de p, i.e.

S 2 Homay (M, 0%)y= s1:( 41" Homgy (M, Ox)),.

On a alors ’isomorphisme naturel suivant en p, :
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Homgy (Mc-rivy CN)p, =Homey (Mc-riv;>» Enyp. -
(2) Supposons de plus que
Eatly (M, 0x)=0  quel que soit k=1,
R* 0u( 3" Homay (M, 0%)),=R* 1u( f1' Homgy (M, 0x)), k=Zq.
Alors
&’f'}yz ('ﬂc—myz, En.)p. =ép¢flé"yl (Ac—r\v EnJr., k=q.

Démonstration. On déduit de la démonstration du théoréme 4.2.4 et du
théoréme 4.1.5 le résultat immédiatement. c.qg.f.d.

On peut rapprocher ce résultat d’un résultat profond de S-K-K (Chap. 3,
Lemme 2.3.7). En utilisant le théoréme 4.2.6, on peut généraliser ce résultat
de S-K-K de fagon naturelle. Si le systéme .# est un systéme régulier au sens
de S-K-K, on peut traiter concretement le systéme .#c_gy sans I’hypothése
“la forme de Levi généralisée de .#_gy garde un rang constant”’. Nous
voulons terminer en donnant quelques exemples. On pose:

X=C?={(z, z5) |z, =%, + iy, Z,=%,+iy, € C},

Q={(z1, 2| %2 <0}, N=00, £ =2/ B

1l est evident que le systéme .#; _ gy coincide avec le systéme de de Rham partiel:

o0,
6x1u—6y1 u==u.

Exemple 4.2.7. Plagons-nous dans la situation précédente.
(1) On pose: Q,={(zy, zo)| x, +x}+y"<0}, ou I,m=1. N,=0Q,. 1l
est facile de voir que

A1l 1 Homgy (M, Ox))INNN = so( 57" Homgy (M, Ox))INNN, .
On obtient donc

Homey (Mc-riv; En)INy N Nyw=Home, (Mc_g)y, En)INL NNy
=(gN+ﬂN1+;gR+ .

(2) On pose: Q,={(zy, z5)|x,—x3—y3"<0} ou I,m=1, et N,=0Q,.
D’aprés le théoréme 4.2.4, on a

Homey, (Mc-rivy Cn)INp S Homg, (Mc_giys En)IN,.

I1 est evident que
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/'2*(/51 f“m@x (A, (gx))/'%p“’”ax (A, 0x)IN-NnN,=0.

D’autre part, les singularités des solutions du systéme .#;_gy se propagent au
long de les variétés caractéristiques. On obtient donc

'%amfyz (Mc—myz: (gzvz)lNh =0.

(3) On pose: Q3={(z4, z5)| X, +x3+y?"1<0} ou [, m=1, et N;=0Q,.
On désigne par # 'inclusion de QU Q5 dans X. 1l est facile de voir que

A 3 Hemg (M, Ox) NN Ny=4£, (47 Homg, (M, Ox))INNN;.
On a alors
Homey, (Me-rivss En)INe N Ny EHomgy, (Me—g)y, En)|IN,.
On en déduit que

fﬂm&ya (-///c—mys, gN3)|N3+ =0.
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