
Publ. RIMS, Kyoto Univ.
18 (1982), 911-945

Analyse Microlocale sur les Variétés de Cauchy-
Riemann et Problème du Prolongement des

Solutions Holomorphes des Équations
aux Dérivées Partielles

par

Shinichi TAJIMA*

Table des Matières»

Introduction 911

§0. Préliminaires 913

§1. Système des équations de Cauchy-Riemann tangentielles 918

§2. Analyse microlocale de la variété de Cauchy-Riemann 925

§3. Problème de prolongement et système tangentiel 930

§4. Théorèmes de prolongement 936

Bibliographie 943

Introduction

Nous allons nous intéresser au problème suivant: Etant donné une famille

finie (Pj) d'opérateurs différentiels à coefficients holomorphes, les solutions

holomorphes du système PJ-w=0 définies dans un ouvert Q se prolongent-elles

en solutions holomorphes au voisinage d'un point frontière de £>?
M. Zerner [45] (dans le cas d'un seul opérateur) et J. M. Bony-P. Schapira

[6] ont montré que si le bord de l'ouvert est non caractéristique par rapport

à (Pj)9 toutes les solutions holomorphes se prolongent. Récemment ce résultat

a été généralisé par M. Kashiwara [17], M. Kashiwara-T. Kawai [21] et par

M. Kashiwara-P. Schapira [22].

C. O. Kiselman [26] a résolu ce problème dans le cas d'un seul opérateur

à coefficients constants. P. Fallu de la Barrière [34] et Y. Tsuno [40]—[43] ont
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très sérieusement étudié le cas d'un seul opérateur P à coefficients holomorphes.

En utilisant la théorie des hyperfonctions et des microfonctions, P. Fallu

de la Barrière a montré que si P n'est pas dégénéré au bord, la structure d'ob-

structions du prolongement est isomorphe à la structure du faisceau des solutions

microfonctions d'un système tangentiel.

J. Persson [35] et Y. Tsuno [42], [43] ont abordé l'étude du cas où le bord

n'est pas simplement caractéristique pour P.

Dans cet article, on interprète le problème du prolongement des solutions

holomorphes du point de vue microlocal, en généralisant ce problème pour

l'étude systématique.

En ce qui concerne la théorie des systèmes d'équations aux dérivées partielles,

on utilisera la théorie des hyperfonctions et des microfonctions de Sato-Kawai-
Kashiwara [37]. En ce qui concerne la théorie des variétés ce Cauchy-Riemann,

on aura besoin des résultats de I. Naruki [32], [33] et de A. Andreotti-G. A.

Fredricks [1]. On en donnera brièvement un résumé dans le paragraphe 0.

Le paragraphe 1 est consacré à l'étude du système des équations de Cauchy-

Riemann tangentielles. En particulier nous montrerons que le problème du

prolongement (du type "edge of thé wedge theorem") des fonctions holomorphes

pour la sous variété analytique réelle, générique est équivalent au problème de

l'hypo-ellipticité analytique du système de Cauchy-Riemann tangentiel (Th.

1.2.2).

Le paragraphe 2 est consacré à l'étude de la structure microlocale de la

sous-variété générique dans la variété analytique complexe. En utilisant les

résultats de S-K-K, nous étudierons la structure des solutions microfonctions

du système des équations de Cauchy-Riemann tangentielles. En particulier

nous retrouverons un résultat de I. Naruki [33] du point de vue microlocal

(Th. 2.2.2).

Dans le paragraphe 3, nous traiterons le problème du prolongement (du

type "edge of thé wedge theorem") des solutions holomorphes du système

d'équations aux dérivées partielles. Nous montrerons que la structure d'ob-

structions du prolongement (pour la sous-variété analytique réelle, générique,

de codimension quelconque) est quasi-isomorphe a la structure du faisceau des

solutions microfonctions du système tangentiel (Th. 3.1.4). En traitant le

problème du prolongement dans le domaine complexe, nous obtiendrons ce

résultat de façon naturelle.
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Remarquons ici que notre l'étude a été inspirée par l'article [34] de P. Fallu

de la Barrière et aussi par les articles [18] [19] de M. Kashiwara-T. Kawai.

En effet, M. Kashiwara-T. Kawai ont traité le problème du prolongement des

solutions du système elliptique dans le domaine réel.

Dans le paragraphe 4, on donnera comme applications du théorème 3.1.4 des

nouveaux résultats, en mettant à exécution les principes et les procédés dûs à

M. Kashiwara-T. Kawai [20] dans certaines cas concrets. On retrouvra le

résultat de J. M. Bony-P. Schapira [6]. On pourra aussi généraliser certains

résultats de Y. Tsuno [40], [41] et de P. Pallu de la Barrière [34] au système

d'équations.

On étudiera la non-hypo-ellipticité analytique et aussi donnera une méthode

pour déterminer la structure du faisceau des solutions microf onctions du système

tangentiel (Th. 4.2.4 et Th. 4.2.6).

On utilisera le langage des cathégories dérivées. On renvoie à [9] pour les

définitions.

§ 0. Préliminaires,

A) Soit X une variété analytique complexe, munie du faisceau &x des fonctions

holomorphes. On note T*X le fibre vectoriel cotangent à X, P*X le fibre

projectif complexe associé.

Le faisceau d'anneau &x des opérateurs différentiels sur X est défini par:

Q,dim X)\f

où on identifie X à la diagonale de X x X.

On note v la projection T*X — TXX-+P*X, nx\xxx ^a projection

(Xx X-JQLJ T*(Xx X)->X

le premier espace étant muni de la topologie de co-éclaté ([37], [17]).

On définit le faisceau &x des opérateurs microdifférentiels sur T*X par:

*>)))' sur T*X- T*X ,

X

Remarquons qu'ils sont des faisceaux d'anneaux cohérents. Pour les définitions

précises nous renvoyons à [17], [37].

Définition 0.1.1, Soit Jt un .^-module cohérent à gauche. La variété

caractéristique de ̂ , notée SS(^\ est l'ensemble
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Supp G*x®n-i*x7r ^ s T*X ,

où n désigne la projection T*X->X.

On désignera encore par ̂  le module é>
x®n-i^xii~

1^.

Soit ^ une application holomorphe d'une variété F dans la variété X.

On pose :

p :T*XxY - » T*F, œ:T*X*Y - > T*X.
X X

Définition 0.1.2. Soit Jt un ^-module cohérent. On dit que l'application

0 est non caractéristique par rapport à dt si l'application p est propre sur

Remarquons que si F est une sous-variété analytique complexe de X,

cette définition est équivalents à la condition usuelle :

Le faisceau &Y->X (resp. *fy_x) est construit dans [15] (resp. dans [37]).

é?Y->x est un p'^y-module à gauche et un or1 ^-module à droite. On définit

un ^y-module, noté <p*(*Jf) ou bien ^y^x®^x^, par:

Théorème 0.1.3 (M. Kashiwara [15], [17]). Soit J£ un ^-module cohér-

ent. Supposons que 4> soit non caractéristique par rapport à JZ . Alors

(1) 0*(^f) est un ^j-module cohérent,

(2)

Dans le cas où F est une sous-variété de X, on désignera par Jt^ le module

Soit Jt un ^-module cohérent à gauche, ïF un ^--module à gauche. Le

faisceau Jf^^x (^, J5") est le faisceau des solutions du système Jt à valeurs

dans le faisceau & '. On note R^^^^ le foncteur dérivé du foncteur JfW^.

Théorème 0.1.4 (Cauchy-Kowalewski, M. Kashiwara [15], [17]). Soit Jt

un @x-module cohérent. Soit $ une application holomorphe de F dans X.

Si <j) est non caractéristique par rapport à <Jf, on a alors un isomorphisme

naturel:

Soit M une variété analytique réelle de complexifiée X. Le faisceau



PROLONGEMENT DES SOLUTIONS 915

des hyperf onctions de Sato est défini par :

où RrM désigne le foncteur dérivé du foncteur FM et COM |X désigne le faisceau

de l'orientation relative de M à X.

Théorème 0.1.5 (H. Komatsu-T. Kawai [29], M. Kashiwara [15]). Soit N

une sous-variété analytique réelle de M, F un complexifîé de N dans X. Soit

Jt un &x-module cohérent. Si Y est non caractéristique par rapport à Jt , on

a alors:

^y(^Y3 &N) [-codimM7\T].

Soit M une variété analytique réelle de complexifiée X. Le faisceau ^M

des microfonctions sur S^X est défini grâce à la transformation comonoïdale

par:

^M = ̂ iimXM(^^x)û<8^

où a désigne l'application antipodale et n la projection

(X~M)US^X — » X.

Remarquons que le faisceau ^m a une structure de <fx-module à gauche.

Définition 0.1.6. Soit JK un ^--module cohérent. On dit que Jt est un

système elliptique sur M si :

Théorème 0.1.7 (S-K-K [37]). Soit M une variété analytique réelle de

complexifiée X. Soit ^ un ^-module cohérent. Si JZ est elliptique sur M,

on a alors:

^X (x/f , &M) = 0 ,

Q^ (^f , &M) = R «^»»»^x (^, £& M) •>

où s#M désigne le faisceau des fonctions analytiques réelles sur M.

B) Dans le paragraphe prochain, on verra que la théorie de la variété de

Cauchy-Riemann sera importante pour résoudre le problème du prolongement.

En particulier nous utiliserons le résultat de I. Naruki [32], celui de G. Tomassini

[39] et de A. Andreotti-G.I. Fredricks [1].

Soit N une variété analytique réelle, TW(g)C son fibre vectoriel tangent

complexifié.
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La structure de Cauchy-Riemann de type l sur N est un sousespace fibre

analytique A de TN®C tel que

(0) dim€Ap = l

(1) Â<]A = TN

(2) AP est involutif peN.

On dit que (N, A) est la variété de Cauchy-Riemann munie de la structure A

(S. J. Greenfield [8]).

Exemple 0.2.1. Soit N une variété analytique réelle. Alors (N, TNN)

est une variété de Cauchy-Riemann de type 0. On l'appelle structure totalement

réelle.

Exemple 0,2.2, Soit X une variété analytique complexe. On désigne par

AH(X) = T°'1(X) l'espace fibre vectoriel tangent antiholomorphe. Il est clair

que (X, (AH(XJ) est une variété de Cauchy-Riemann de type dim^ X.

Exemple 08203o Soient N une variété analytique réelle et X une variété

analytique complexe. Soit 4> un plongement analytique de N dans X.

L'application $ induit un rnorphisme cj)% de façon naturelle:

0* : TN®C - > TX® C .

On pose

pour peN.

Si h(p) est égal à une constante h pour tout p^N, alors (N, AT^(N)) est une

variété de Cauchy-Riemann de type h.

La proposition suivante est bien connue.

Proposition 0.2.4 (cf. [1]). Soient X une variété analytique complexe et

N une sous-variété analytique réelle de X. Supposons que N soit munie de

la structure de Cauchy-Riemann de type h induite par AH(X) comme dans

l'exemple 0.2.3. On a alors

dimR N-dimc X<^ h^~ dimK N.l_

Définition 0.2.5 (S. J. Greenfield [8]). Dans la situation précédente, on

dit que N est générique si on a h = dimR N—dimc X.

Soit N une sous-variété analytique réelle de X définie localement par les

équations à valeurs réelles :
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/l =/2 = =f2m-n = Q >

d/iAd/2A Ad/2 m_B^0 sur 1¥,

ou m = dimcX et n^dim^IV. Soit (zl5 z2,..., zm) un système de coordonnées

holomorphes locales autour de p e ]¥.

PropositioH 082B6 (cf. [1]). Les assertions suivantes sont équivalentes:

(1) i¥ est générique au point p E N.

(2)
S(z ls z25..., zm)

(3) ra?z& \—%v_9 ^2 ? - - - ? /2m-?J l =2m — n.
\ 3(zls z2,..., zj Jp

Remarquons que V hyper surf ace analytique réelle de X est générique. La

sous-variété analytique complexe n'est pas générique.

DéiËnition 0.2B70 Soit (N, A) une variété de Cauchy-Riemann. On dit

que (X, 0) est un complexifié de (]V5 A) si :

(1) X est une variété analytique complexe.

(2) (j> : IV-» JT est un plongement analytique fermée.

(3) La sous-variété c/)(N) est générique.

(4) faA=AT+(N).

On dit aussi que X est un complexifié de M s'il existe une plongement 0 telle que

(X, 0) est un complexifié de (M, TMM).

Théorème 00208 (I. Naruki [32]. cf. [1]). Soit (N, A) une variété de

Cauchy-Riemann, analytique réelle. Alors

(1) 17 existe un complexifié de (N, A)y

(2) Supposons que (X, 0) et (Y, \l/) soient deux complexifiés de (N, A),

alors il existe un voisinage U de $(N) dans X, un voisinage V de \I/(N) dans

Y et une application biholomorphe

h : U > F tels que h°(j) = \j/.

De plus, si U est suffisamment petit et connexe à N, alors h est uniquement

déterminé,

(A. Andreotti-G. A. Fredricks [1]). Soit N une variété

analytique réelle. Soient A, E deux structures de Cauchy-Riemann sur N.

On dit que B domine A si :

ApgBp quel que soit peN,
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Théorème 0.2.10 (A. Andreotti-G. A. Fredricks [1], cf. G. Tommassini

[39]). Dans les conditions précédentes, (X, 0) et (Z, ij/) sont des complexées

de (N, A) et de (N9 B) respectivement. On a les résultats suivants:

(1) II existe un voisinage U de (j)(N) dans X, un voisinage V de \I/(N)

et une submersion h holomorphe

h: U > V tels que h°<f) = \l/.

(2) Si U est suffisamment petit et connexe à (j)(N), alors l'application h

se détermine uniquement.

§ 1. Système des Équations de Caiichy-RIemann Tangeiîtlelles

A) Etant donnée une variété de Cauchy-Riemann (N, A) nous allons inter-

préter la structure de Cauchy-Riemann comme un système d'équations linéaires

aux dérivées partielles.

Nous montrerons grâce à l'existence d'un complexifié (X, 0) que le système

d'équations aux dérivées partielles associé à A est isomorphe au système

tangentiel pour le système des équations de Cauchy-Riemann sur X.

Soit X une variété analytique complexe, munie du faisceau (9X des fonctions

holomorphes. Soit XR la variété analytique réelle sous-jacente à X, Xc un

complexifié de XR.

On désigne par @C-R 1e système des équations de Cauchy-Riemann sur

XR. C'est un ^Xc-module cohérent.

Nous montrons ici un résultat essentiels.

Théorème 1.1.1. Soit N une sous-variété analytique réelle de X. Soit

Y un complexifié de N dans X.

Pour que Y soit non caractéristique par rapport à @C-R au voisinage

de N, il faut et il suffit que N soit générique dans X.

Démonstration. La question étant locale, prenons un point peN. Soit

(z) = (x + iy) un système de coordonnées holomorphes au voisinage de p dans

X. Soient fi(x, y)=f2(x, y) = -~=f2m-n(x9 y) = Q 1£S équations analytique

réelles de N au voisinage de p dans X, i.e.

(x, y)=f2(x, y) = -~=f2m-n(x, j) = 0}

où d/!(jc, y) A dfz(x, y) A - - - A df2m.H(x9 y)^Q sur N .
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Soit (x, y) = (x + ix, y + iy) le complexifié de (x, y). Désignons par //x, y) les

complexifiés de/j(x, y) dans Xc. On obtient que

y={(x, jOeXcLAOc, jO=/2(*, J"') = -=A»-n(*, )0=0}
au voisinage de p dans Xc.

Rappelons la définition 0.1.2 : Y est non caractéristique par rapport à

9C-R si SS(®C-R) n T*(Xc)gT*c(JCc).

Soit (x, y; £, rç) le système de coordonnées symplectiques de T*(XC) au

voisinage de p. Il est facile de voir que (Je, j~; £, fj) appartient à SS(@C^R)

n TJ(XC) si et seulement si :

i) //x, y) = 0 7 = 1, 2,...,2m-n,

ii) als oc2,..., a 2 m _ n e C tels que

+<*2m-J2m-n(x, y)}=Q j = l, 2,...,2m-n,

On en déduit que F est non caractéristique par rapport à ^.^ si et seulement

si:

rank i»/2»"-,/2m->,) \=2m-n sur Y.
Z1? Z2 , . . . , Zm) J

D'autre part on a ë-Zjfk = dèjfk (j= 1, 2,..., m, /c = l, 2,..., 2m — ri) sur X.

Il est clair d'après ce qui précède que la proposition 0.2.6 entraîne le

théorème 1.1.1. c. q.f.d.

Soit IV une variété analytique réelle de complexifiée Y. Supposons que N

se munisse d'une structure de Cauchy-Riemann A. On désigne par Q l'idéal de

l'anneau Sy | N engendré par F^A). Le complexifié de (^Y N)/£, noté ̂ C-R,A^

est un ^y-module cohérent.

Exemple 1.1.2. Munissons une variété analytique réelle M de la structure

totalement réelle. Soit X un complexifié de M. On a alors &'C-R,TMM = &X-

Exemple 1.1.3. Soit X une variété analytique complexe. (X, AH(X))

est une variété de Cauchy-Riemann. On a alors

Le résultat suivant est une conséquence du théorème 1.1.1 et du résultat

de I. Naruki (le théorème 0.2.8). Grâce à ce résultat, on peut étudier la variété

de Cauchy-Riemann du point de vue de S-K-K.



920 SHINICHI TAJIMA

Théorème 1.1.4. Soit N une variété analytique réelle de complexifiée Y.

Soit A une structure de Cauchy-Riemann sur N, (X, 0) un complexifié de

(N, A). On note 4>c le complexifié de $, i.e. cj)c: Y-*XC.

Alors le système &*C-R,A est isomorphe à un système des équations de

Cauchy-Riemann tangentielles. Plus précisément on a

^C-R,A = ^C^C-R) = &Y-+XI ® QX ^C-R en

Démonstration. Par abus de langage nous désignerons encore par </> le

complexifié de $, i.e. 0: Y->X. L'application 0 étant un plongement on a

alors :

La structure 4>*(A) coïncide avec la structure induie par AH(X) ce qui entraîne

que

^C-R,^(A) = ̂ C-R\4)(^ (Cf« le lemme 2.1.5).

On obtient donc

fà(9c-,ù- c.q.f.d.

Soit X une variété analytique complexe, X le conjugué complexe de X. Si

on identifie XR avec la diagonale de XxX, XxX est un complexifié de XR.

On désigne par i la projection de X x X sur X.

Par définition le système des équations de Cauchy-Riemann sur XR coïncide

avec le ^xxx-module suivant:

Lemme 1.1.5» Soit N une variété analytique réelle, générique de X.

Soit Y un complexifié de N dans XxX. On désigne par (j) l'inclusion (p:

N^X, et par <j)c: Y->XxX le complexifié de </). On a alors

(1) io(j)c \ N: N-+X coïncide avec $ : N-+X.

(2) T°^C: Y-^X est une submersion.

Démonstration. Choisissons un système de coordonnées locales (s + if)

holomorphes sur F, réelles sur N. Il est facile de voir que

Cela achève la démonstration de (1). On déduit de (1) et du théorème 0.2.10

le résultat (2) immédiatement. c. q. f. d.
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Par abus de langage nous désignerons encore par <j> le composé t°4>c
: Y-*X.

Lemme 1.1.6. Soit N une sous-variété analytique réelle, générique de

X. Soit Y un complexifié de N dans XxX. On désigne par &C-R ̂ e système

des équations de Cauchy-Riemann. On a alors

@c-R\Y = <l>*(@x) = ®Y->x®®x@x.

Démonstration. Par définition on a

Un résultat de S-K-K (Chap. 2, Lemme 3.5.1) entraine que

0?(T*(0X)) = (T°0C)*0X = ci)*@x . c. q. f . d.

L'application (j)\ Y-+X étant une submersion, le résultat suivant est une

conséquence immédiate du lemme 1.1.6.

Proposition 1.1.7. Soit N une sous-variété analytique réelle et que géné-

rique dans X. Soit Y un complexifié de N dans XxX. On obtient alors

SS(@C_RIY) = 0-!(T*X) = (T*X) x Y.
X

B) Soit N une sous-variété analytique réelle, générique de X. Nous traiterons

le problème du prolongement des fonctions holomorphes à la sous-variété N.

Nous montrerons que la structure d'obstructions du prolongement est

isomorphe au faisceau des solutions microfonctions du système des équations

de Cauchy-Riemann tangentielles sur N.

On obtient d'abord la

Proposition 1.2.1. Soit N une sous-variété analytique réelle, générique

de X. Soit Y un complexifié de N dans XxX. On note (p la submersion de

Y sur X. On a alors

Ç<ï(6iï } n T* 1F— fh*(T* in33(3?c-R\j) H 1 N1 — 9 V1 !*<&•) '

Démonstration. On obtient que le diagramme suivant est commutatif.

0< - T*N< - T*YxN< - T%Y< - 0
Y

T*XxN< T%X< 0.
x
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D'après la proposition 1.1.7, on a SS(^c_ll,r) = 0*(T*X). On en déduit le

résultat immédiatement. c. q. f. d.

Nous allons identifier la variété T%X avec une sous-variété de T^F.

Nous obtenons enfin le

Théorème 1,2.2. Soient X une variété analytique complexe et N une

sous-variété analytique réelle, générique de X. On désigne par Y un com-

plexifié de N dans XxX. On a alors les quasi-isomorphismes suivantes:

(1)

(2)

(3)

Ici on a posé:

Ox\ le faisceau des fonctions holomorphes sur X.

jtfN: le faisceau des fonctions analytiques réelles sur N.

&N: le faisceau des hyperf onction s sur N.

&N: le faisceau des microfonctions sur S%Y.

a: l'application antipodale S%Y-*S%Y.
nN\x: la projection (X— N)[JS%X-+X.

Remarquons que le théorème 1.2.2 est un prototype du théorème 3.1.4.

Démonstration. Puisque l'application (f>: Y->X est une submersion, on

a l'isomorphisme suivant:

Le lemme 1.1.6 entraine que

On déduit du lemme 1.1.5 le résultat immédiatement.

(2) D'après le théorème 0.1.5, on a

Il est facile de voir que

On en déduit le résultat tout de suite.

(3) (cf. S-K-K. Chap. 35 Th. 2.2.5).
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On désigne par n la projection n: (Y—N)[_jS%Y-^Y. En utilisant un résultat

de S-K-K (Chap. 1, Lemme 2.2.3) on obtient que

[codimx]¥]

[codimy IV]

[codimyIY]

Y [codimyi¥]

— R jFevMx-iQ^ (@C-R\Y-> ^N)

fT(®c-R\Y, «*)• c.q.f.d.

Dans le cas particulier (i.e. l'exemple 1.2.3 et l'exemple 1.2.4), M. Kashi-

wara-T. Kawai [18] ont obtenu cette relation microlocale en utilisant la théorie

du système elliptique.

Remarquons que le point essentiel pour la démonstration du théorème

1.2.2 est la condition "0: Y-+X est une submersion". En utilisant cette con-

dition, on peut aussi déduire du résultat de M. Kashiwara-T. Kawai [18] notre

résultat.

Exemple 1.23» Soit M" une variété analytique réelle de complexifiée X.

D'après le lemme 1.1.6, on a alors

En utilisant le théorème précédent, on retrouve la définition du faisceau

des fonctions analytiques réelles, celle des hyperfonctions et celle des micro-

fonctions.

Exemple L2840 Soit Q un ouvert de X dont la frontière N=dQ est une

hypersurface analytique réelle. On note F le complément de Q dans X. On

note y l'inclusion de Q dans X. On a alors les suites exactes des faisceau sur<?
N(cî. §3):

0 - > &x - „ /+(;-ie>x) - » jri(^) - > 0

0 - > R * ( ~ ^ x ) - > ^F+I(^) - * 0 k ̂  1 .

On désignera par N+ le fibre conormal extérieur au bord N=dQ en sphères.

On a les isomorphismes suivants :
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En appliquant le résultat précédent à cette situation, on retrouve les iso-

morphismes suivants:

Exemple 1.2.5 (H. Lewy [30], cf. [4] et S-K-K. Chap. 1, Ex. 3.2.4).

Plaçons-nous dans X=C2 munie des coordonnées (z l5 z2) = (xî + iyl, x2 + iy2),

et posons :

0 = {(*n z2)\x2 + xl + yl<0}, /: Q - > X, N=dQ.

Soit W l'espace complexe C3 muni des coordonnées (w l 3 w2, w3) = (w i + ivl9

u2 + iv2, u3 + iv3}. On note (u; rj) le système des coordonnées symplectique sur

T|3ÏF. On définit l'application 0 : FF->X par :

wl5 w25 w3 =

II est facile de voir que 00R3) = JV et que

où

De plus par cette identification 0*3 le fibre conormal extétieur au bord N cor-

respond à l'ensemble suivant:

{0; *?)l*h+Wi??3=05 ^12-^2^3=^ ^3 >0}-

On désigne par JR3 l'ensemble précédent (i.e. R5- = 0*(JV+)). On a alors:

(voir le théorème 2.2.3).

Corollaire 1.2.6 (cf. T. Kawai [25]). Soir X wne variété analytique com-

plexe. Soit N une sous-variété analytique réelle de X. Si N est générique,

on a

pou r k< codimx N, dim X — codimx N < k .

Démonstration. On a dim proj (&c-.R\Y) = dimX— codimx2¥. On en

déduit le résultat facilement.



PROLONGEMENT DES SOLUTIONS 925

§ 20 Analyse Microlocale de la Variété de Cauchy-Riemann.

A) Nous allons étudier la structure microlocale de la variété générique dans la

variété complexe, en utilisant la forme de Levi généralisée de I. Naruki [33].

Nous démontrerons aussi que la forme de Levi généralisée de I. Naruki coïncide

avec celle de S-K-K pour le système des équations de Cauchy-Riemann tangen-

tielles.

Dans tout ce paragraphe, X désignera une variété analytique complexe de

dimension m. On identifiera souvent TKR (resp. T*XR) à TX (resp. T*X).

Si /est une fonction de classe Cl sur XR9 df(p)e T*XR correspondant à df(p)

e T*X (où d = d + S) par cette identification.

Soit N une sous-variete analytique réelle de dimension n. Supposons que

N soit définie localement par les équations à valeurs réelles:

MZ, z)=/2(z, z)=.~=f2n_H(=, z) = 0

avec

dfi(z9 z) A d/2(z, z) A • • • A df2m-n(z9 z) ^ 0 au voisinage de p e N .

On désigne par HT(N)p l'espace vectoriel complexe tangent à N en p, i.e.

HT(N)p = W-G TpX\w ^Ôf\ + -+*2M-ndf2n_n(p) =0

V(a l 5a2 , . . . , a2m

Si N est générique dans X, on a dimcHT(N)p = n — m.

Rappelons d'abord la

Définition 2.1.1 (I. Naruki [33]). Dans la situation précédente, supposons

que N soit générique dans X. Fixons maintenant peN et qe(T%X)p avec

On pOSC

iv) où

On l'appelle la forme de Levi généralisée de ( f i 9 f 2 , . . - 9 f 2 m - n ) au point ^e

(T%X)p. Il est facile de voir que la signature de la forme de Levi généralisée

de (/15 /2,...,/2m-n) ne dépend que de !¥ et de g G (T&X)p.

Remarquons que si N est une hypersurface définie par une équation réelle

/(z, z) = 0 au voisinage de p e IV, on a
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Remarquons aussi que si X est un complexifié de M, on a HT(M) = TMM

et que ̂  = 0.

On pose œ la 1 -forme canonique et a la 2-forme symplectique sur X:

™ = ZT= i tjdzj* ff = dû) = Sy= i dCy A dzy .

Rappelons ensuite la

Définition 2.1.2 (P. Schapira [38]). Soit A une partie de T*X.

(1) On dit que A est une variété J^-lagrangienne si A est une variété analytique

réelle, conique, lagrangienne dans T*(XR).

(2) Soit A une variété ^-lagrangienne. On dit qu'elle est I-symplectique si

la restriction de Im<r (la partie imaginaire de a) à A est non dégénérée.

P. Schapira [38] a remarqué le

Lemnie 2.1.3. Soit A une variété R-lagrangienne. Pour que A soit

I-symplectique, il faut et il suffit que T*X s'identifie à un complexifié de A.

En utilisant le résultat précédent, nous obtenons la

Proposition 2.1.4. Soit N une sous-variété analytique réelle de X. T%X

est I-symplectique au voisinage de q e(T%X)p si et seulement si:

i) N est générique dans X et que

ii) La forme de Levi généralisée de N au point q est non dégénérée.

Dans la suite, N désignera une sous-variété analytique réelle, générique de

X. Nous supposons aussi que N soit définie localement par les équations

/1=/2 = -"=/2OT-n
==0> ou // désignent des fonctions analytiques réelles aux

valeurs réelles.

Soit (z, w) un système de coordonnées locales de X x X. On note fj(z, w)

les complexifiés des ./} dans X x X. Le complexifié de N dans X x X, noté Y,

est défini par :

f t ( z , w)=/2(z, w)=.-.=/2 m_ I I(z J w) = 0.

N étant générique, on peut supposer que la condition suivante soit satisfaite:

det ( -, d(fi>f2>->f2Ht=n) — A ̂  o sur F.
V 3(wB_m+1, wn_m+2,..., w

Introduisons les opérateurs différentiels



PROLONGEMENT DES SOLUTIONS 927

de sorte à satisfaire les conditions Xj(fk) = Q.> k=ly 2,..., 2m — n;

.Xj sont uniquement déterminés par ces conditions. Il est facile de voir

que Xj sont des opérateurs différentiels sur F (cf. B. Malgrange, Analytic

spaces, L'Enseignement mathém., t. XIV, fasc. I pp. 1-28). Et que l'on

obtient tout de suite le

Lemme 2.1.5. On pose £Y = @yXT + @YX^-l ----- h^yX^z^. La suite de

2 y-modules suivante est exacte:

0 < - &C-R\Y « - ^Y < - ^Y < - 0 •

Rappelons la définition de la forme de Levi au sens du S-K-K.

2.1.6 (S-K-K. Chap. 3, Def. 2.3.1). Soit F un sous ensemble

analytique involutif de F* F, F désignant un complexifié de N. Supposons que

V soit défini localement par les équations Pi=p2 = 'mm=Pd==Q au voisinage de

qeS%Y. Alors la forme de Levi généralisée de F" est par définition la forme

hermitienne dont les coefficients sont les crochets de Poisson

S*d> où on a

i^k^d

Nous obtenons alors la

Proposition 2,1/7,, Soit N une sous-variété analytique réelle de dimension

n dans une variété complexe X de dimension m. Si N est générique dans X,

alors la signature de la forme de Levi-Naruki de N est égale à celle de S-K-K

pour le système des équations de Cauchy-Riemann tangentielles sur N.

Démonstration. Choisissons les équations locales de IV de façon à satisfaire

les conditions suivantes :

On pose:

D=det(dzn_m+lf, aZn_m+2/,.. . , d z m f ) , 5=det(3z-B_m+1/, dSn_m+2f,...9

et

ln,m+1f,..., dtjf,..., dlmf)

On a alors
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y - 3 - ym E*.J
'" ^«=»-»+i

1 g y, ^n —

désigne le conjugué complexe de X} sur N. On obtient que

Introduisons une relation = entre les opérateurs d'ordre inférieur ou égale à

1 au point peN comme ci-desous :

P= 6 <=>{*!(*- G)} («''GO) =o
où o"1(P — 2) désigne la partie principale de P — Q. Alors

où on a pose

E.^.^detCS,,..^,/,..., djfkf,..., ÔImf)

E.tttJ=àst(8,n.m^f,..., ôjz.f,..., dimf)

D'autre part on a

On en déduit le résultat facilement. c. q. f. d.

B) On étudie ici le faisceau des solutions microfonctions du système des
équations de Cauchy-Riemann tangentielles sur la sous-variété générique de
codimension quelconque.

I. Naruki [33] a sérieusement étudié ce problème dans le cadre C°°. En

utilisant les théorèmes de structure de S-K-K, on retrouve le résultat de I.

Naruki du point de vue microlocal.

Remarquon que R. O. Wells, Jr [44] a traité la variété de Cauchy-Riemann
pour l'étude de la transformation de Penrose.
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Rappelons d'abord le

Théorème 2,2.1 (S-K-K. Chap. 3, Th. 2.3.10). Soit ^ un système d'opér-

ateurs pseudo-différentiels défini sur une ouvert U de P*X. Supposons que

le support V ( = SS(^))du système soit défini localement par les équations

(1) Supposons que la forme de Levi de V ait au moins q valeurs propres

strictement négatives au voisinage œ de v~l(z, Q. On a

^4x(<y/5 &M)(0 = 0 pourj<q.

v désigne l'application naturelle v: S^X-^P*X.

(2) Supposons que la forme de Levi de V ait au moins p valeurs propres

strictement positives au voisinage œ de v~1(z, (). On a

&***Trtz(-^> ^M)=O pour j>sup dim proj^^-p,
A ( J C . O G C O

pour tout ensemble fermé Z de co .

Nous obtenons enfin le

Théorème 2,2.2 (I. Naruki [33]). Soit N une sous-variété analytique

réelle, générique de X. Soit Y un complexifié de N dans XxX. On

désigne par &C_R^ le système des équations de Cauchy-Riemann tangentielles

sur N.

(1) Si la forme de Levi-Naruki de N a au moins q valeurs propres stri-

ctement négatives au voisinage de q°eS%X, on a

£*>siY(@c_RlY, VN)qo = Q pourj<q.

(2) Si la forme de Levi-Naruki de N a au moins p valeurs propres stri-

ctement positives au voisinage de q°G§%X, on a

#<vS*Y(&c-R\Y9 (&N}q°=Q Puor j > dïm^ N— dimc X — p .

Démonstration. La proposition 2.1.7 montre que la signature de la forme

de Levi-Naruki de IV coïncide avec celle de &C-R\Y- En appliquant le théorème
2.2.1 à notre situation, nous obtenons le résultat tout de suite.

(2) II est facile de vérifier que la dimension projective de &C-R\Y est égale
à dimjj IV— dimc X. On en déduit le résultat. c. q. f. d.

D'après le théorème 1.2.2, on peut interpréter le théorème 2.2.2 comme une
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généralisation d'un résultat de A. Andreotti - H. Grauert [2] à la sous-variété

générique de codimension quelconque.

Supposons maintenant que T%X—T%N soit une variété I-symplectique au

voisinage de q°. D'après la proposition 2.1.4, la forme de Levi-Naruki de N

est non dégénérée en q°. On déduit du théorème 2.2.2 que R«#«»/y (^C-H|Y»

^jv) est concentré dans un degré. Plus précisément on a le

Théorème 2o2.3«, Soit T%X—T%X une variété I-symplectique au voisi-

nage œ de q°. Supposons que la signature de la forme de Levi-Naruki de N

soit (dimRN—dimcX — p, p) sur œ. On a alors

®c-R\T, ^iv)=0 pourj^p,

Démonstration. Le système &C-R\Y coïncide microlocalement avec le
système de Lewy-Mizohata de la signature (dimR N— dimc X — p 9 p ) . Le résultat

de S-K-K (Chap. 3, Th. 2.3.6) entraîne ce résultat. c. q. f. d.

§ 30 Problème de Prolongement et Système Tangentiel.

Nous envisagerons le problème du prolongement des solutions holomorphes

du système d'équations aux dérivées partielles.

Soit X une variété analytique complexe. Soit Q un ouvert de X dont la

frontière N=dQ est de classe C1. On notera *' l'inclusion naturelle Q-*X.
<r

On désigne par F le complément de Q dans X.

Etant donné un ^-module cohérent ^ sur X, le faisceau ^ =

Jfàn»tx(.Jtf9 0X) es* 1e faisceau des solutions holomorphes du système <Jt '. En

désignant par R*/* le g-ième foncteur dérivé du foncteur ^^ on a alors la

suite exacte des faisceaux :

0

On obtient donc les suites exactes sur N:

o — >& — > /*(
0 - > Rfc /*(/~^

On en déduit facilement que tout germe de solutions holomorphes du
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système Jt au voisinage du bord sur Q (i.e. </*(/'~1«^r)) se prolonge à travers le

bord si et seulement si 3? Jr(^0 = 0.

Considérons ensuite la transformation comonoïdale (X—N)\_\S%X munie

de la topologie de co-éclaté. On note N+ (resp. N_) le fibre conormal extérieur

(resp. intérieur) au bord N en sphères. Nous pouvons identifier S^X avec

N+U^_. Choisissons une demiespace OU^"_ de (X-N)[_jN+UN_. On

désigne encore par ^ l'inclusion ^\ Q-^Q\_\N_ et par n la projection naturelle

. y"-- -. ï

On a les suites exactes des faisceaux sur N_ :

0 - > Ti-1 & - » /*(/~17

0 - » R* /x(/-ln-^)

On obtient les isomorphismes naturels suivants :

quel que soit k.

Il est claire d'après ce qui précède que le problème du prolongement

s'interprère par le langage microlocal. Dans le cas où N est une sous-variété

d'une variété X, nous renvoyons à S-K-K (Chap. 1, Prop. 1.2.3) pour la signi-

fication de M F s^n fa .F).

Puisque nous avons l'intention de traiter le problème du prolongement des

faisceaux ^W|x(uf, 0X), nous allons considérer

M FN R jr*»9x(jr, 0X) et Mrs^(7r^]z R Jf^z (-//, é?x))

dans les catégories dérivées.

Soit X une variété analytique complexe de complexifiée X x X. On note T

la projection naturelle de X x X sur X. Etant donné un ^-module cohérent

*#, on définit un ^xxx-module cohérent ^C-R Par:

Ce système coïncide avec le système qui a été introduit par M. Kashiwara
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[16]. Remarquons aussi que T. Kawai [24] et A. Andreotti-M. Nacinovich

[5] ont utilisé ce système.

Si on substitue @x à ^, on obtient le système des équations de Cauchy-

Riemann @C-R- Nous allons considérer le système ^C-R dans le cas général.

Choisissons d'abord une résolution projective locale de ^ :

o < __ // < _ &y> ^~ &y <-£i- ••• <-£*- ®rf^ < _ o.
On désignera par Pj les complexifiés de P7- dans X x X. Il est facile de

voir que le complexe suivant est bien défini.

n . _ *aro „ ^o qj*\ J Pi ... , PI <3)rq + i ; _ Au < - -JC-R < - -*C-R < - < - -*C-R < - u •

En effet il est facile de voir que

où 3PX désigne le complexifié de @x dans X x X. Il en résulte que le complexe

précédent, noté &C_R(^#\ est bien défini.

Lemme 3.1.1. Dans la situation précédente, la suite suivante est exacte:

Démonstration. Par définition on a

@c_R = t*@x et U^C_K = T*U^.

Rappelons que &x*x^x est P^at sur ®x (S-K-K. Chap. 2, Lemme 3.5.1). On

en déduit le résultat immédiatement. c. q. f. d.

M. Kashiwara [16] a montré le résultat suivant pour appliquer le résultat

de T. Kawai [23] à l'étude du système holonome.

Proposition 3.1.2. Soit Jt un @x-module cohérent. On a alors

- (^ , @) =R J>t?0»t (^#-R, &) •>

où XR désigne la variété analytique réelle sous-jacente à X et &XR désigne le

faisceau des hyperf onctions sur XR.

Démonstration. La proposition se déduit du lemme 3.1.1. c. q.f. d.

Ensuite nous allons étudier le module ^C-R\Y en supposant que IV soit

générique dans X. Nous obtenons la

Proposition 3.1.3. Soit Jt un @x-module cohérent. Soient N une sous-

variété analytique réelle de X et Y un complexifié de N dans XxX. On
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désigne par cj)c l'inclusion de Y dans XxX et par (f) la composée to0c: Y-*X.

Si N est générique dans X, on obtient alors

(1) Y est non caractéristique par rapport à <J?C^R,

(2) SS(^c_jR|y) = 0*(SS(^)) = SS(uT) x F,

(3) ss(^rc-RlT) n T%Y=<i>*(ss(.œ) n

Démonstration (1). Le théorème 1.1.1 implique que F est non caractéri-

stique par rapport à &C-R- En outre on a SS(u0c_jR)iiSS(^c__R). On en

déduit que F est non caractéristique par rapport à J{C-R-

(2). Par définitions on a

Le résultat de S-K-K (Chap. 2, Lemme 3.5.1) entraîne que

Rappelons aussi que 0 est une submersion. Cela termine la démonstration.

(3). On déduit de la proposition 1.2.1 le résultat immédiatement.

c.q.f.d.

L'application 0 étant une submersion, nous allons identifier $*(SS(J?)

n T* X) avec SS(X) n T* X.

Nous obtenons le résultat suivant en utilisant le langage de la théorie des

catégories dérivées:

Théorème 3.1A Soit <Jt un &x-module cohérent. Soient N une sous-

variété analytique réelle de X et Y un complexifié de N dans XxX. Si N est

générique, on a alors les isomorphismes suivants:

(1)

(2)

(3) Rj^*./y (uTc_n|r, ^) [-codimx]¥]

ow TC^IX désigne la projection naturelle (X-N)US^X^X. Le premier

espace étant muni de la topologie de co-éclaté.

En particulier, le problème du prolongement généralisé pour le système

Jt est équivalent au problème de l'annulation du faisceau des solutions

microfonctions du système tangentiel ~^C_K|Y.
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Démonstration (1). N étant générique, l'application 0: Y-^X est une sub-

mersion. D'après le théorème 0.1.4, on obtient l'isomorphisme suivant:

.e.

Ceci entrîne le résultat tout de suite.

(2). Par le théorème 0.1.5 on a

sy (*#c-R\Y9 &N) [ — codimx]Y]

= R F

En utilisant la proposition 3.1.2 on obtient que

(3) (cf. S-K-K. Chap. 3, Th. 2.2.5).

En utilisant le théorème 1.2.2, on peut démontrer notre résultat. Mais nous

donnerons une démonstration directe. On pose d = codimxN et & ' =

9x (uf , 0X). On désigne par n la projection (F-]¥)US^r-^ F.

Nous envisageons les triangles suivants avant de démontrer le résultat.

Rjf^^^y C^c-R|y5

v-
>Rn*(RjP»

II résulte alors des résultats précédents qu'il existe un quasi-isomorphisme

suivant :

Revenons maintenant à la démonstration. En appliquant un résultat de

S-K-K (Chap. 1, Lemme 2.2.3) à cette situation, on obtient l'isomorphisme

suivant :
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D'autre part on a

0

Ceci entraîne que

[codimy ]Y]

^ [codimy JV]

\^'> ^N) • c.q.f.d.

Corollaire 3.1.5.

(1) JPk(RrNRj#'*»*9x(J?9 ^x)) = 0

(2) jek(R r^x(7r^x(R sr^x (j^ ^)))) =o

pou r k< codimx N9 proj-dim (,//) + dim^ N— dimc X<k.

Exemple 3.1.6. (Lewy-Mizohata., cf. S-K-K. Chap. 3, §2.3). On pose:

et

^=C3 = {(wl9 w2, w 3 ) |w / eC, j = l, 2, 3},

Il est facile de voir que le système ^/fc_K |Y est isomorphe au système <^*(^) = ̂ T

et que

i) Si c>0, le système ^C-R\Y coïncide avec le système de Lewy-Mizohata

de la signature (2, 0) sur SS(uT) n N+.

ii) Si c = 0, le système ^c_R)y est un mélange du système de de Rham et

du système de Lewy-Mizohata de la signature (1, 0) sur SS(^) n N+9 N+ dési-

gnant le fibre conormal extérieur au bold.

iii) Si c<0, le système coïncide avec le système de Lewy-Mizohata de la

signature (1, 1) sur SS(^) n N+.

Remarquons que l'hypersurface x2+x% — yl = Q est Levi plat cepandant
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que le système ~#C-R\Y n'est pas pseudo-convexe au sens de S-K-K (cf. le

théorème 4.1.6 et le théorème 4.2.1).

On peut aussi obtenir (comme dans l'exemple 3.1.6) le mélange du système

de de Rham, du système de Lewy-Mizohata et du système de Cauchy-Riemann

partiel de façon naturelle.

§ 4. Théorèmes de Prolongement.

A) Dans ce paragraphe nous donnerons quelques résultats comme applications

du théorème 3.1.4 au problème du prolongement des solutions holomorphes

d'équations aux dérivées partielles.

On désigne par N une sous-variété analytique réelle, générique dans une

variété analytique complexe X. On désigne par Y un complexifié de N dans

X x X. Soit Jt un ^x-module cohérent.

Définition 4.1.1. Nous dirons que N est non caractéristique par rapport

à Jt si:

Remarquons que si IV est totalement réelle, la définition précédente coïncide

avec la définition 0.1.6. Nous obtenons le

Théorème 4.1.2. Soit Jt un @x-module cohérent. Supposons que N soit

générique dans X et que non caractéristique par rapport à Je ' . On a alors

R Jf^^ (^c-j?|Yï ^N) =0 ?

R 3î?en»3y (^c-j^y, j&N) =R 3?cw,Qy (^fc_R|Y, &N) .

Supposons maintenant que N soit totalement réelle. On a alors ^C_RIY = ^.

Donc dans cette situation le théorème 4.1.2 coïncide avec le résultat de M. Sato

(le théorème 0.1.7).

Démonstration. D'après la proposition 3.1.3, on a

SS(^C_RIY) n T*Y=(t)*(ss(^) n T*X) .

N étant non caractéristique par rapport à ^, on obtient que

Rappelons la définition 0.1.6. Il est évident que le système ^C-R\Y es^ un
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système elliptique sur N. En utilisant le résultat de M. Sato (le théorème 0.1.7)

on obtient les résultats tout de suite. c. q. f. d.

Corollaire 4.1.3. Soit N une sous-variété analytique réelle, générique

dans X. Si N est non caractéristique par rapport à ~<iï , on a alors

et

Démonstration. Le corollaire se déduit du théorème 3.1.4 et du théorème

4.1.2. q.e.d.

Soit maintenant Q un ouvert de X dont la frontière N=dQ est une hyper-

surface analytique réelle. On désigne par F le complément de Q dans X.

On a alors le

Corollaire 4.1.4. Dans la situation précédente, si N est non caractéristique

par rapport à Jt , on a alors

RrF*RjP*»0x(~œ, 0X) = 0 sur N.

Remarquons que ce résultat a été établi par M. Kashiwara [17] et M.

Kashiwara-T. Kawai [21] sans l'hypothèse 'West analytique11.

Soit N l'hypersurface analytique réelle de X constituée par le bord de Q.

On désignera par N+ le fibre conormal extérieur de N en sphères et par y

l'inclusion naturelle de Q dans X. On pose n = (nNlx)\N+. P. Fallu de la

Barrière [34] a démontré le résultat suivant dans le cas d'une seul opérateur.

Nous réussissons à obtenir le résultat suivant en utilisant le théorème 3.1.4.

Théorème 4.1.5. Si le système <.// satisfait les conditions suivantes:

<£*/£x(^, @x)=® quel Que soit

on a les isomorphismes suivants:

Autrement dît, la structure d'obstructions du prolongement des solutions

holomorphes du système *,# est isomorphe au faisceau des solutions micro-

fonctions du système ~#C-R\Y Sltr N+.
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Démonstration. On déduit du théorème 3.1.4 le résultat immédiatement.

c. q.f.d.

Théorème 4.1.6. Soit *Jt un @x-module cohérent. Soit p+ appartenant à

N+. On note p = n(p+) l'image de p+ dans N. Si la forme de Levi généralisée

du système ^C-R\Y a au moins une valeur propre strictement négative au

point p+, on a alors

Autrement dit, tout germe de solutions holomorphes du système Jt au voisinage

de p sur £2 se prolonge en solution holomorphe à travers la frontière N dans un

voisinage de p.

Démonstration. On désignera encore par n la projection n:

et par ^ l'inclusion ^/: O->OLJ^-- On a alors la suite exacte des faisceaux

sur j!V_ :

0 - > n-1 e^*^ (Jf, &x) - > *(-ln-1 je*wg (Jt, 0X)) —

Le théorème 2.2.1 entraîne que

On en déduit le résultat immédiatement. c. q. f. d.

Nous allons étudier le problème du prolongement au bord qui est feuilleté

par des variétés complexes.

Soit p (resp. p+) appartenant à N (resp. N+). Soit Lp un germe d'une

sous-variété complexe passant par p dans N. On désigne par Lp+ l'ensemble

Tr"1^). On désigne par ^c_R[y le système des équations de Cauchy-Riemann

tangentielles sur N, en désignant F un complexifié de N.

Théorème 4.1.7. Supposons que les supports des solutions microfonctions

du système @C-R\Y se propagent le long de la sous-variété Lp+. Supposons

que le système Jt satisfasse la condition suivante:

p+ appartient à l'adhérence de l'ensemble Lp+ — SS(~//) n Lp+. On a alors

Démonstration. Par l'hypothèse il y existe un ouvert 17 de Lp tel que
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«^«frf-y (^C_R|Y, ^rf)n-i(U) = ^ et p+e l'adhérence de n~l(U).

Il suffit de vérifier que les singularités des solutions du système ^C-R\Y se Pro"

pagent le long de la sous-variété Lp+. Pour cela, considérons une résolution

projective locale de J£ :

0< - Jt < - @y < - ^ < - ••• < - ^^+1 < - 0.

On a alors la suite exacte des systèmes suivante de façon naturelle:

0 « - **c-R\7 < - ®C-R\Y < - &Cl-R\T < ----- ®Cq-àlY < - 0 .

On en déduit le résultat facilement. c. q. f. d.

Y. Tsuno [41] a déjà obtenu le résultat suivant dans le cas d'une seul

opérateur en supposant que l'hypersurface soit Levi plat.

Théorème 4,1.8* Supposons que le système des équations de Cauchy-

Riemann tangentiells sur le bord soit isomorphe au mélange du système de

Lewy-Mizohata de la signature (dimX— d — 15 0) et du système de Cauchy-

Riemann partiel. On désigne par Lp un germe de la feuille analytique com-

plexe passant par p, de dimension d. Si p+ appartient à l'adhérence de

l'ensemble Lp+ —SS(^) n Lp*, on a alors

,x (**, ox)p =0 .

Démonstration. Le théorème se déduit du théorème 4.1.7.

B) Nous allons étudier le problème de la non hypo-ellipticité analytique du

système tangentiel.

Soit j!V+ le fibre conormal extérieur au bord d'un ouvert Q, ce bord N

étant supposé analytique réel. Soit p+ la conormal extérieur à N en pe/V.

On note F un complexifié de N et ^ l'inclusion de Q dans X. Nous obtenons

d'abord le

Théorème 4920L Etant donné un &x-module cohérent ^, si Q est un

domaine d'holomorphie des solutions holomorphes du système Jt en p, i.e.

on a les propriétés suivantes:

(1) N est caractéristique par rapport à ^ en p e IV.

(2) N+ est pseudoconvexe par rapport à Jt en p+ au sens de S-K-K.
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Plus précisément, la forme de Levi du système J{C_R^ n'a pas de valeurs

propres strictement négatives en p+ EJ¥+.

Démonstration. Le première partie de l'énoncé résulte du corollaire 4.1.3.

Quant à la deuxième partie, on déduit du théorème 4.1.6 le résultat immédi-

atement. c. q.f. d.

Soit maintenant ^ un système d'équations aux dérivées partielles à

coefficients constants sur Cm. Rappelons d'abord le résultat suivant dû à H.

Komatsu [28] :

<£^lcm (~^> 0c»0 =0 quel que soit k>Q.

Choisissons un covecteur caractéristique ( du système uf . On pose:

Nç = {z e C"|Re <z, C> =0} et Qç= [z e C'»|Re <z, C>>0} .

On note ^ l'inclusion naturelle de Qç dans Cm. On a alors la

Proposition 4.2.2. (C. O. Kiselman [26]). Dans la situation précédent,

supposons que J£ soit de la forme suivante:

^r = &cmu = &cmtf o /

Alors le système ^C-R\Y est non-hypo-elliptique analytique.

Démonstration. En utilisant une méthode dûeà C. O. Kiselman on peut

construire concrètement une fonction holomorphe sur Q^ de sorte qu'elle

appartient à ^/*(^/~l J#*w3cm(^9 0Cm)), mais n'appartient pas à J#*»*Scm(^,

@Cm). Ceci entraîne le résultat. q. e. d.

Conjecture 4.2.3. (Non hypo-ellipticité analytique microlocal). Etant donné

un système ^ d'équations aux dérivées partielles à coefficients constants sur

Cm, supposons que un point q e T^mCm — T^mRm appartient à SS(<Jf). Alors

il y existe une microfonction (non nulle) vérifiant le système.

Soient Q1^Q2 deux ouverts de X. On suppose que les bords N^ et N2

soient les hyper surf aces analytiques réelles. On suppose aussi que le bord N2

soit tangent au bord Nl en peN1 r, N2. On désigne par N1+ (resp. N2+) le

fibre conormal extérieur à Nï (resp. N2) et par p+ la conormale extérieur comm-

une en p. On note Y1 (resp. Y2) un complexifié de N1 (resp. N2).

On est alors en mesure de obtenir le résultat suivant :

Théorème 4.2A Soit Jt le @x-module cohérent vérifiant la condition

suivante:
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(^5 0X)=0.

On a alors

En particulier, si le système ^c-R\Y2
 est non-hypo-elliptique en p + , le

système ^C-R\H^ est aussi non-hypo-elliptique en p + .

Démonstration. On désigne par ^q (q=\, 2) l'inclusion yq\ Qq-*X. On

a alors les isomorphismes suivants :

On en déduit le résultat tout de suite. c. q.f. d.

Exemple 4,2.5. Soit „# un système d'équations aux dérivées partielles à

coefficients constants sur C'", satisfaisant la condition de la proposition 4.2.2.

Choisissons un vecteur caractéristique Ç du système ^ et le demi-espace Q2

= £2c = {zeC m |Re<z , C>>0} de la frontière N2 = Nç. Soit Ql un ouvert de

Q2, ce bord N^ étant supposé analytique réel. Supposons que N2 soit tangent

à IV\ en p. Alors le système ^i/c_R\Yl n'est pas hypo-elliptique analytique

en p+.

Théorème 4.2.6. Plaçons-nous dans la situation du théorème 4.2.4.

(1) Supposons que tout germe de soûlions holomorphes sur Q± se prolonge

à Q2 au voisinage de p, i.e.

On a alors l'isomorphisme naturel suivant en p+ :



942 SHINICHI TAJIMA

(2) Supposons de plus que

(•** ®x) = 0 quelque soit k ^ 1 ,

,4 /ors

Démonstration. On déduit de la démonstration du théorème 4.2.4 et du

théorème 4.1.5 le résultat immédiatement. c. q. f. d.

On peut rapprocher ce résultat d'un résultat profond de S-K-K (Chap. 3,

Lemme 2.3.7). En utilisant le théorème 4.2.6, on peut généraliser ce résultat
de S-K-K de façon naturelle. Si le système Jt est un système régulier au sens

de S-K-K, on peut traiter concrètement le système <^C-R\Y
 sans l'hypothèse

"la forme de Levi généralisée de ^C-R\Y garde un rang constant". Nous
voulons terminer en donnant quelques exemples. On pose:

Il est évident que le système ̂ C-R\Y coïncide avec le système de de Rham partiel:

0
 u =

 d u^Q

Exemple 4.2.7. Plaçons-nous dans la situation précédente.

(1) On pose: Qî = {(zl, z2)\x2 + xll + y2
L

m<Q}, où /, m^l. N1=dQl. Il
est facile de voir que

On obtient donc

Jtf"»fYi (^C-R|Yi5 &Nl)\N+ H NI* =

(2) On pose: ]Q2 = {(zl5 z2) |x2-xf j-yfm<0} où 7, wi^l, et N2 = dQ2

D'après le théorème 4.2.4, on a

II est évident que
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D'autre part, les singularités des solutions du système «^C-RJY se propagent au

long de les variétés caractéristiques. On obtient donc

(3) On pose: Q3 = {(zi9 z2)\x2 + xll + ylm-1<0} où /, m^l , et N3

On désigne par / l'inclusion de O U O3 dans X. Il est facile de voir que

On a alors

On en déduit que
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