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L'Existence d'une Fonction Analytique sur une
Variété Analytique Complexe à

Dimension Quelconque

par

Toshio NISHINO*

Introduction

Dans le mémoire précédent [3], on a vu, pour une variété analytique com-
plexe compacte ou bien pseudoconvexe à deux dimensions, que l'existence d'une
surface générique nous permet de former une fonction analytique sur toute la
variété. Cet énoncé peut être généralisé sans difficulté au cas de dimension quel-
conque. Le but de cette note est de l'indiquer dans les grandes lignes. Comme
on peut le facilement voir, quelques énoncés établits pour le cas de deux dimensions
dans [3] sont valables pour le cas général au prix de quelques modifications de
leurs démonstrations. Ils seront donc utilisés dans cette note sans faire l'objet
de démonstration. Quelques notions et quelques notations imposées seront aussi
utilisées sans répéter leurs définitions.

§ 1. Lemme Fondamental

Dans l'espace de n+1 variables complexes (x)=(xi, ••• , xn) et y, on considère
un polycylindre fermé J=(C, Z))=(Ci, ••• ,Cn;D) dont les composantes C, (/=!,
• • • , ri) et D sont données respectivement par \ X j \ ^ l (/=!, • • • , ri) et \y \ ̂ R, R
étant un nombre positif plus grand que l'unité. Fj O'=l, ••• , ri) et F sont les
circonférences de Cj (/=!, • • • , ri) et celui de D. On désigne, en général, par
A' un polycylindre fermé dans A de la forme (C', D')=(C{, ••• , C'n\ D), où CJ:
l*j|^r (/=!, -, n; r<l)et£ ' : \y\^R' (R'<R). Pour un point ( a ) = ( a l f -, aj
de (C)=(Ci, • • • , Cn\ on désigne par L(a) la droite analytique donnée par x3 — aj
(/==!, • • • , ri) dans A. Soit F une famille de surfaces analytiques dans A; à pro-
prement parler, toute surface S de F est la partie dans A de celle définie dans
un voisinage convenable de A. On suppose que toute surface S de F ne contient
aucun point (a, ô)=(a1, ••• , an] b) tel qu'on ait \b\^l. Pour une paire formée
d'un point (a) de (C) et d'une surface S de F, on considère le nombre, des points
communs Sr\L(a) qu'on désigne par n(a, S), et l'on pose

Communiqué par S. Nakano, le 19 avril, 1982.
* Faculté de Technologie, Université de Kyushu, Fukuoka 812, JAPON.



264 TOSHIO NISHINO

N(a, F}=supn(a, S).
S&F

Pour un poly cylindre fermé A' dans A, le nombre de points communs Sr\L(a}
situés dans A' sera désigné par ri (a, S). On aura alors le

Lemme fondamental. Supposons que le nombre JV(f , F) est fini pour tout
point (f) de (F) en dehors d'un certain ensemble de mesure nulle. Alors, à un
polycylindre fermé quelconque A' dans A correspond un entier positif N tel qu'on
ait ri (a, S}<N pour toute paire de (a) de (C) et de S de F.

On le verra dans la suite. Prenons d'abord une suite des ensembles fermés
ev (v=l, 2, ••• ) de points sur (F) tels que, pour tout point (f) de ev, on ait

)^v et que l'on ait

p.(ev] étant la mesure de ev. De l'hypothèse, ils existent certainement. En posant
Çj=ei0J (; = 1, — , n), soient Ev(d}=Ev(els ••• , 0B) (v=l, 2, • • • ) les fonctions
réelles définies par

logtf

0
sur (F), et posons

0.00= ô - n ^(*y. wxwi- donJo .7=1

O

Comme on le sait, les fonctions @v(x) (v=l, 2, • • • ) sont continues par rapport aux
n variables (#) dans (C) et harmoniques par rapport à chaque variable Xj (j=
! , - • • , n) dans Cj. De plus, en posant pour l (l^l^n—1)

= ^ î»-i r - r n ̂\£7l) JO JO i=l-rl

le théorème de Fubini entraîne

D'où et d'après le théorème de J?z'esz, on peut déterminer d'une façon successive,
pour chaque point intérieur (*°) de (C), une suite d'ensembles, qu'on désigne par
^z(^°) (/r=l, ••• , ri), de mesure nulle sur (F1} ••• , Fi) comme suit;

1). Chaque Wi(x°) contient l'ensemble produit (Sfi-iC*0), FI) et, pour tout
poinnt (fi, ••• , fz-i) en dehors de Wi-i(x°) de (/l, ••• , /l-i), l'ensemble de tous les
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points £i, tels qu'on ait (&, ••• , £i_i, ?j)e<2W*°), de FL est de mesure nulle.
2). Pour tout point (&, ••• , çt) en dehors de SW*0) de (fi, ••• , 7^), on a

lim ••• lim $v(xi, ••• , *i ; *?+i, ••• , *n)=çWfi, ••• , £i ; *?+i, ••• , *£)
XI-GI *I-ÊI

où chaque variable Xj (j—l, • • • , / ) varie le long du rayon terminé en £,- de Cj.
Donc, on pose, pour simplifier l'écriture

Or, on prend un polycylindre fermé quelconque A' dans A comme ci-dessus
et l'on pose R" = (R+R')/2. Alors, de l'hypothèse, on a l'inégalité

0v(x)^\og R"

dans (C') pourvu qu'on prenne y suffisamment grand. On fixera par la suite l'un
v0 de tels entiers et l'on désignera simplement par 0Q(x) la fonction correspon-
dant au u0.

Soit donnée une surface analytique S de F. Elle se représente par la forme
y—fs(p}, fs(p} étant une fonction holomorphe sur une surface de Riemann ïfts

(à n dimensions) étalée au-dessus de (C). On a l^\fs(P)\^R sur tout $R5 et
\ f s ( P ) \ = R en tout point frontière relatif de Sfl5 par rapport à (C). On pose ici

A^)=max{^oU)-log 1/^)1, 0}

où 00 est considérée comme une fonction sur Sfls. On pose de plus

ff*U)=SM/0

où la somme est prise pour tous les point qui se trouvent au-dessus d'un même
point (x) de (C) sur SR5; s'il n'y a aucun point de la sorte, Hs(x)=Q. Cela posé,
on aura

dans (C). En effet, soit (*°) un point intérieur quelconque de (C). D'abord, on
prend un point quelconque (fi, • • • Ç 7 l _ i ) en dehors de 9ïn_iU°) de (Flf ••• , A-i),
et l'on considère la surface de Riemann 3fts(f) donnée par la section de 3fl5 par
la droite analytique Xj—Çj (/=!, ••• , n — 1) dans (C) et étalée au-dessus de Cn.
Elle peut être regardée évidemment comme la partie d'une surface de Riemann,
étalée aussi au-dessus de Cn sans aucun point frontière relatif par rapport à Cn,
d'un nombre fini de feuillets. Désignons la par 3t5(f) et formons sur elle une
fonction harmonique V^p) par la résolution du problème de Dirichlet concernant
les valeurs frontières Vi(p) comme suit:

log R si p est un point frontière commun de
et de 9t5(f) et s'il se trouve

au-dessus du point de eVQ .
0 si p n'est pas ainsi.

On a alors h s(p}^V i(p} en tout point frontière de Sfl5(f) sauf celui de l'en-
semble convenable de mesure nulle. Ceci entraîne la même inégalité sur tout
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puisque hs(p] Y est sousharmonique et bornée. D'autre part, on a

où la somme est prise pour tous les points qui se trouvent au-dessus d'un même
point (fi, ••• , Çn-i', xn) (xn^Cn) sur 9t5(£). L'inégalité demandée a été donc établie
pour tout point de CTi, ••• , rn-i

m, x°) en dehors de (2tn_i(#0), #£). Ensuite, on
prend un point quelconque (f^ ••• , f n_ 2 ) en dehors de 2ïn-2U0) de CTi, ••• , Fn-2\
et l'on considère encore la surface de Riemann 3t5(f, x%) donnée par la section
de 3^5 par la droite analytique xj=Çj (/=!, ••• , n— 2) et xn=z^ dans (C), et
étalée au-dessus de Cn_i. Soit, comme dans le cas précédent, 3ts(f, Jtj) une sur-
face de Riemann, contenant $R5(f, *£), étalée au-dessus de Cn_i sans point frontière
relatif par rapport à Cn_i et d'un nombre fini de feuillets, et soit V2(p) une
fonction harmonique sur Sft5(f, *J) donnée par la solution du problème de Diric.hlet
concernant les valeurs frontières vz(p) comme suit:

hs(p) is p est un point frontière commun de
3fi5(£, jc°) et de SR5(f, *J) sauf au-dessus

V*(p)~~ de point de (Sï,-^^0), x°)
,0 si p n'est pas ainsi.

D'après le même raisonnement que ci-dessus, on a hs(p}^V2(p) sur tout
$fts(f, #£); ce qui établit l'inégalité demandée pour tout point de CTi, ••• , rn-z',
Xn-if x%) en dehors de (^n-2(^0), *»-i, ^S). Ce processus peut se continuer de
proche en proche sans aucune difficulté à ce que l'on ait l'inégalité demandée
en (*°).

Or, si un point (jc°, y°) de S se trouve dans le polycylindre fermé Af ', on a

hs(p)^log R"-log Rf

p étant le point correspondant au (x°, y°) de S^5. Ceci entraîne immédiatement

n'(x, Sî^v0 log R/(log R"-log R'} ,

Le lemme fondamental est donc démontré complètement.

D'après le lemme fondamental, on a facilement le

Corollaire. S'il y a un point intérieur (a), tel qu'on ait N(a, F}=oo} de (C),
l'ensemble E de tous les points de la même sorte dans (C) est de mesure positive.

En effet, s'il n'en est pas ainsi, on peut toujours trouver un système de
nombre positifs TJ (/=!, ••• , n) plus petits que l'unité de manière que, Ff (/=!,
••• , n) étant les cercles de la forme \Xj\=rjt l'intersection Er^(F*) est de mesure
nulle. Ceci est en contradiction avec le lemme fondamental, ce qui démontre
certainement le corollaire.
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§ 2. Surfaces Génériques

Soit $R une variété analytique complexe à dimension quelconque n (n>l).
On suppose qu'elle est connexe et constitue une réunion dénombrable de com-
pacts. Un ensemble analytique, dont les composantes irréductibles sont toutes
dimension n—1, sur Wl s'appellera dans cette note simplement surface analytique
sur 9JI Une surface analytique S sur 3JI sera dite générique si elle satisfait aux
conditions suivantes :

1). S est compacte, irréductible et non singulière.
2). Toute donnée (p) du 1er problème de Cousin dans un voisinage de S

admettant un seul pôle en S est résoluble sur S.
3). Toute donnée (z) du 2ieme problème de Cousin dans un voisinage de 5

admettant un seul zéro en S est résoluble sur S.
Etant donnée une surface analytique 5 sur 3R, si elle est compacte, irréductible

et non singulière et qu'elle se représente par le zéro d'ordre un d'une fonction
holomorphe dans un voisinage de S, elle est toujours générique. Inversement,
on a la

Proposition 1. Si une surface analytique S sur Wl est générique, on peut
former une fonction holomorphe, admettant S comme seul zéro d'ordre un, dans
un voisinage convenable de S.

Cette proposition, une généralisation de la proposition 7 de [3] dû à Kodaira
et Spencer, sera indiquée plus simplement par le même calcul que celle-ci.
D'après cela, on peut toujours trouver, pour une surface générique 5 sur 3ft,
une suite de surfaces analytiques compactes Sj (j=l, 2, • • • ) ne passant par aucun
point de S et tendant vers S en ordre un. Inversement, on a la

Proposition 2. Une surface analytique S, étant compacte, irréductible et non
singulière, sur $31 est générique s'il y a une suite de surfaces analytiques compactes
Sj (j=l, 2, • • • ) ne passant par aucun point de S et tendant vers S en ordre un.

Cette proposition, qui est une généralisation de la proposition 8 de [3], sera
aussi indiquée par le même raisonnement que pour celle-ci. Pour l'existence
d'une surface générique sur iïR, on aura la

Proposition 3. S'il existe sur 5iïl une infinité non dénombrable de surfaces
analytiques compactes et connexes ne se rencontrant jamais l'une l'autre, on peut
trouver parmi elles au moins une surface générique sur $R.

On le verra par la suite. En prenant un système de coordonnées locales
(x) = ( x i , ••• , Xn) sur 3ft, on considère un polycylindre d=(Clt ••• , Cn) où C3 : \Xj\
<Tj (j=l, ••• , n), TJ étant des nombres positifs convenables. On l'appellera en
général polycylindre par coordonnées locales (x) sur 9JL Une surface analytique
5 sur 3ft sera dite complète dans A pour n-ième coordonnée si la projection de
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dans Cn se trouve dans l'intérieur complet de Cn. A ce moment, la section de S
par une droite analytique Xj=Xj (/=!, ••• , n—1) dans A consiste en un même
nombre de points en tenant compte de v fois le point d'ordre v d'intersection. Le
nombre sera dit nombre de feuillets de S dans A pour n-ième coordonnée. Toute
surface analytique compacte S sur 30? peut être recouverte d'un nombre fini de
polycylindres A^ par coordonnées locales (x^) (/* = !, ••• , m} sur 93? de manière
que S soit complète dans chaque A^ pour n-ième coordonnée. Comme on peut
le voir facilement, on peut les choisir d'un ensemble dénombrable de polycylindres
déterminés a priori sur 30?. Donc, étant donnée une famille F d'une infinité non
dénombrable de surfaces analytiques compactes sur 93?, on peut toujours trouver
un système d'un nombre fini de polycylindres A^ par coordonnée locales (x?)
(JJL-=I., "- , m} sur 93? qui recouvre à la fois une infinité non dénombrable de sur-
faces de F de manière que toute la surface soit complète dans chaque A^ pour
n-ième coordonnée. Désignons par F0 la famille partielle de toutes ces surfaces
de F et, en considérant un système de m entiers non négatifs quelconques (v)=
O^i, • • • , ym), soit F0(v) la famille de toutes les surfaces S, telles que le nombre
de feuillets dans chaque A^ pour n-ième coordonnée soit justement v^ de F0.
Elles sont évidemment normales sur 30? et, de plus, si une suite de surfaces Sj
(j=l, 2, • • • ) de jF0(v) tend vers l'une SQ appartenant aussi à FO(P), cette con-
vergence est d'ordre un. Ceci se réalise pourvu que FQ(v) contienne une infinité
non dénombrable de surfaces, et de plus, il existe au moins une famille de cette
sorte puisqu'il n'y a qu'une infinité dénombrable au plus de systèmes d'entiers
différents. On suppose ici que les surfaces de F sont toutes connexes et ne se
rencontrent jamais l'une l'autre. On peut alors dire que

Toute surface de F est irréductible et non singulière sauf une infinité dénom-
brable au plus d'entre elles.

En général, deux surfaces analytiques Si et S2 sur 30? seront dites de même
type topologique dans un polycylindre A s'il y a un automorphisme continu de A
qui fait correspondre Ar\S^ à Ar\S2. Evidemment, il n'y a qu'une infinité dénom-
brable au plus de surfaces analytiques de type topologique différent dans A sur
93?. Supposons maintenant que F contienne une famille Fcr) d'une infinité non
dénombrable de surfaces analytiques S qui admet un ensemble analytique G de
dimensions r comme les points singuliers, r étant un entier tel qu'on ait O^r^
n~2. Alors, on peut faire correspondre à chaque surface S de FCr:> un polycy-
lindre (C) par coordonnées locales (x) tel que 5 soit complète dans A pour n-ième
coordonnée et que, pour tout point (x{, • • • , x'r) dans le polycylindre (d, • • • , Cr),
l'intersection de S et du plan analytique Xj=x'j (/—1, • • • , r) dans A admette un
et un seul point singulier isolé et soit contractile. Puisqu'on peut le choisir aussi
dans un ensemble dénombrable de polycylindres déterminés a priori sur 30?, à
une infinité non dénombrable de surfaces de FCr) correspond un même polycylindre
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A. On peut, par conséquent, en extraire une suite de surfaces Sj (/=!, 2, • • • )
tendant vers une surface SQ telles que les sections de Sj (;=0, 1, 2, • • • ) par le
plan analytique Xj=Q (/=!, ••• , r) dans A soient de même type topologique
comme les surfaces analytiques dans le polycylindre (Cr+1, ••• , Cn). Ceci est en
contradiction avec le fait que toute surface Sj (/=!, 2, • • • ) ne passe par aucun
point de S0 puisque le raisonnement pour la proposition 1 de [3] s'y applique
sans changer presque rien. La proposition est donc complètement démontrée.

§ 3. Normalité

On suppose dans cette section que la variété analytique 9JI est de dimension
n+1 (n>0). Soit V un domaine sur Siïl admettant une application analytique /
de V sur une surface de Riemann 3$ (d'une variable) telle que, pour tout point p
de Sfl, la surface analytique Sp donnée par f~1(p) soit compact et connexe. La
totalité de ces surfaces, convenons d'écrire fâ=(V9 f, Si), s'appellera famille holo-
morphe de surfaces analytiques donnée par f dans V ou, plus simplement, famille
holomorphe. Deux familles holomorphes f?y=(F, fv, $HV) 0=1, 2) données dans
un même domaine V sont dites identiques s'il en est ainsi comme famille de
surfaces analytiques. Quand on considère deux familles holomorphes fyy =
(Vv, fv, SU 0=1, 2) données respectivement dans V», l'une s'appelle prolongement
analytique de l'autre si V^c^Yz n'est pas vide et qu'elles sont y identiques. Comme
on l'a vu dans la section 4 de I de [3], le prolongement analytique se réalise
s'il y a au moins une surface analytique appartenant à la fois aux deux familles
holomorphes fjv. Dans la suite, on considérera le disque-unité (£ : | z \ < 1 sur le
plan d'une variable z comme la surface de Riemann SI et l'on supposera que le
domaine V se trouve dans l'intérieur complet de 9JL Soit 10 ($e/=[0, 2?r])
un rayon d'une direction 6 de (£: reid (0^r<l) et $0 la famille partielle de g
paramétrisée par le. Alors, on aura le

Théorème 1. Toute famille ^Q est normale sur 3ft sauf celle pour 6 de
l'ensemble convenable de mesure nulle.

On le verra par la suite. Prenons, d'abord, un point frontière quelconque p0

de V et soit Xlt ••• , Xn+1 un système de coordonnées locales en p0. On prend
ensuite n + 1 points différents PJ (j=l, ••• , n + 1) dans la partie commune du
voisinage de ce coordonnées locales et de V de manière que, Dj (/=!, ••• , n+1)
étant les droites analytiques passant par p0 et pj, on puisse prendre un nouveau
système de coordonnées locales tlf ••• , tn+i en p0 ayant Dj comme axe de tj.
Cela posé, on peut tracer n+1 polycylindres fermés âj (/=!, • • • , n+1) de la
forme \tv\<pi 0=1, ••• , n + l;v3=j) et \tj\<p2, pl et p2 étant deux nombres
positifs tel qu'on ait pi<pz, de façon que chaque point pj se trouve respective-
ment dans Aj et que la surface analytique donnée par tj—aj ( | û j | < / o 2 ) passant
par pj dans Aj se trouve dans l'intérieur complet de V. Il suffit pour cela de
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prendre pi suffisamment petit. Maintenant, on considère l'un quelconque de Jj
(/=!, ••• , n+1), pour fixer l'idée, An+l et on le désigne, à nouveau, par A. On
pose de plus

xv=tv/Pl(V=l,-,n) et y=a pf " " + l )

a étant un nombre positif suffisamment grand pour que la partie de A donnée
par |;y|^l se trouve dans l'intérieur complet de F. Le polycylindre A se repré-
sente par (C, D)=(d, - , Cn, I>), où C,-: \ x j \ gl (/=!, ••• , n) et £ > : | ; y | â / ?
(R=a- pz\ A ce moment, toute surface 52 de 3? ne passe par aucun point (a, à),
tel qu'on ait \b\^l, de J pourvu que \z\ surpasse un certaine nombre r0 (0<r0

<1). Soient f?g (0e/) les restrictions de 3?$ dans J. Les notations L(a), n(a, Sz)
et j/V(a, Fg) etc. ont les mêmes significations imposées dans la section 1. Lors-
qu'on a N(a, S?) =00, 6 s'appellera direction singulière au (a) de (C). D'après le
lemme 1 de [3] et le corollaire du lemme fondamental de cette note, on a les
deux énoncés suivants.

Pour chaque point (a') de (C), l'ensemble de toutes les directions singulières
6 (6^1} au (a'} est de mesure nulle.

Pour chaque direction 0' de /, l'ensemble de tous les points (a), auxquel Q'
est une direction singulière, de (C) est ou bien vide ou bien de mesure positive.

Soit Q l'ensemble de tous les points (a, 0), tels que 0 soit une direction
singulière à (a), dans l'ensemble produit (C, /). On peut alors conclure que Q
est de mesure nulle et ce que la projection de Q dans / l'est aussi. La projec-
tion s'appellera ensemble de directions singulières à A par rapport à n + l-ième
coordonnée.

n+l
Revenons aux notations originales A$ (j=l, ••• , n+1) etc. et posons â^— n Aj.

j=i
A chaque polycylindre A$ correspond un ensemble de directions singulières Q$ à
AJ par rapport à j-ième coordonnée dans /. La somme 0^Q—^J&j s'appellera
ensemble de directions singulières en AQ. Elle est aussi de mesure nulle. On aura
ici l'énoncé que

Toute famille fëo (6^.1} est normale dans l'intérieur de AQ sauf celle pour d
de 0,0.

En effet, soit Ar
Q=(C'j, ••• , C^+i) un polycylindre fermé quelconque dans J0,

où Cj\ \tj\ <p' (/=!, ••• , n+1) (p'<pi), et soient L/a) (/=!, ••• , n+1) les droites
analytiques données par tv=av (v=l, ••• , n+1; y^j) dans J0. D'après le lemme
fondamental, étant donnée une famille §0 (0Œ/— 0j0), le nombre des points
communs Szr\Lj(a) (S2eg^) situés dans A'^ est plus petit qu'un entier dépendant
seulment de 6. Cela veut dire que Faire de Szr\d'0 est bornée uniformément
pour toute surface de f?0. Donc, d'après le théorème de Stoll [4], la famille §?#
est normale dans l'intérieur de J0; ce qui démontre l'énoncé.

Maintenant, on prend, pour chaque point frontière p de F, un polycylindre
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Ap comme ci-dessus. D'après le théorème de Borel-Lebesgue, on peut recouvrir
toute la frontière de V par un nombre fini de tels polycylindres. Désignons les
par J(l° (v=l, - • • , A/") et par <9(i° (y—1, • • • , N) les ensembles de directions sin-
gulières en JC3°. La somme 0=U0C1° est aussi de mesure nulle dans /. Evidem-
ment, la famille f?0 (0e/—®) est normale dans 9JI. Le théorème est donc com-
plètement démontré.

0 de 0 sera dit direction singulière pour g.
Le théorème de la normalité de cette sorte peut s'établir pour une famille

holomorphe de forme un peut différente sur 2ft. Soit e un ensemble fermé quel-
conque dans l'intérieur complet du disque-unité (£: |z|<l et posons (£*=(£—e.
On suppose que l'origine de (£ se trouve dans (£*. Pour chaque 6 (0e/), on
désigne par If le segment dans (£* de la forme rei0 (r0<r<l), dont l'extrémité
ZQ—TQQIQ appartient à e ou bien coïncide avec l'origine de (£. Soit f$f*=(V*, /*, K*)
une famille holomorphe donnée par une application analytique /* d'un domaine
y* (V*(c=3ft) sur E*, et soit 3?* (0e/) la famille partielle de Qf* paramétrisée par
/*. Alors, on a, tout pareillement, le

Théorème 2. Toute famille $f sauf celle pour 6 de l'ensemble convenable de
mesure nulle est normale sur 3ft.

§ 4. Prolongement Analytique

Un domaine V dans l'intérieur complet d'une variété analytique 3ft est dit
pseudoconvexe s'il y a, dans un voisinage convenable U de toute la frontière de
y, une fonction plurisousharmonique <p telle que Ur\V soit donnée par ^<0.
Une variété analytique 9ft est dite pseudoconvexe s'il y a une suite de domaines
pseudoconvexes V'ft (//=!, 2, • • • ) telle qu'on ait F^F^+1, et 30?=WF^. Dans
cette dernière section, on suppose que la variété analytique 9JI est compacte ou
bien pseudoconvexe et de dimension n (n>l). Supposons, maintenant, que M
admet une surface générique S0. D'après la proposition 1, on peut former une
famille holomorphe f$f0 donnée par la fonction holomorphe /„ admettant S0 comme
un seul zéro d'ordre un dans un voisinage convenable VQ de S0. On la prolonge
analytiquement dans la mesure du possible sur SR. La famille holomorphe 3f—
(F, /, Sfl) ainsi obtenue, dite maximale, est donnée par une application analytique
/ d'un domaine V sur une surface de Riemann Sft (d'une variable). Si 3ft est
compacte, V coïncide évidemment avec toute la variété 9JL On verra ici que le
domaine V coïncide toujours avec 3R.

On considère d'abord le cas où 30^ est compacte. De même que pour l'énoncé
de la section 5 de III de [3], on a l'énoncé que

Le genre de la surface de Riemann est fini.

On en conclut que 9l peut être regardée comme une partie d'une autre sur-
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face de Riemann, qu'on désigne par 5Ï, compacte et de même genre que SE, n'étant
pas unique. On désigne par e l'ensemble de tous les points n'appartenant pas à
Sfl sur <3i. Soit F une partie simplement connexe de $ limitée par une seule
courbe simple fermée dans 3ft et contenant tous les points de e. On fait corre-
spondre F au disque-unité & : \ z \ < 1 sur le plan de z d'une façon conforme par
z=A(p). Désignons par e l'image de ë par /( et posons &*=&—e. On suppose
que l'origine de & n'appartient pas à e. On a alors une famille holomorphe 3?*=
(F*, /*, (£*), où f*=*f et F*^/*-1^*). Les notations If, zff, %f ont les mêmes
significations que celles définies en fin de section précédente. On aura alors la

Proposition 4. L'ensemble e est un ensemble négligeable de la classe ND au
sens de la théorie des fonctions.

En effet, d'après le théorème de Ahlfors et Beurling [1], en tenant compte
du fait qu'on peut prendre $ arbitrairement, il suffit pour cela qu'on voir que la
mesure de e est nulle. Supposons pour le réduir à l'absurde, qu'il n'en soit pas
ainsi. Alors, l'ensemble de toutes les directions d tels que les extrémités ZQ de If
appartiennent à e est de mesure positive. Par suite, d'après le théorème 2 de
[3], il y a une infinité non dénombrable de surfaces analytiques compactes ne se
rencontrant jamais l'une l'autre sur la frontière de F*. D'après la proposition 3,
c'est l'absurde puisque §* est maximale, ce qui démontre certainement la pro-
position.

Soit p un point frontière quelconque de F*. En prenant un système de
coordonnées locales (xly • • • , xn} en p de façon convenable, on trace le polycylindre
A=(Cly -•• , Cn), où Cj\ \ X j \ < l (/=!, ••• , ri), de manière que, pour tout point
(ûi, • • • , an-i) de (Ci, • • • , Cw_i), la droite analytique L(a) donnée par Xj—aj
(j=l, • • • , n—1) dans A contienne au moins un point de F*. Alors, de même
que pour l'énoncé de la dernière section de [3], la restriction de / sur L(a)nF*
se prolonge analytiquement sur tout L(a) en tant qu'une application sur 3t. Ceci
montre, d'après le théorème de Hartogs, que / est analytique dans tout A. Puis-
qu'on prend p arbitrairement sur la frontière de F* la famille holomorphe 3? est
donnée sur $R tout entier.

De même que ci-dessus, il n'y a aucune difficulté pour le cas où la variété
2ft est pseudoconvexe. On a donc le

Théorème. Si une variété analytique $R est compacte ou bien pseudoconvexe,
l'existence d'une surface générique nous permet de former une fonction analytique
sur toute la variété -ÎÏÏL
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