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Une Classe d'Opérateurs Différentiels
Invariants sur le Groupe de Heisenberg

par

N. LOHOUE*

0. Cet article est le premier d'une série où l'auteur se propose d'étu-

dier certains opérateurs différentiels invariants à droite sur les groupes de

Lie. La revue de S. Helgason dans [2] est une bonne présentation des

résultats existants sur le sujet.

On s'intéressera aux problèmes de résolubilité locale, à la régularité

des solutions de PU=f. On abordera ces questions le plus souvent par

le biais des solutions fondamentales et leur construction explicite.

Les résultats qu'on présente dans ce travail se généralisent à d'autres

groupes de Lie résolubles. Cependant on a préféré présenter d'abord le

cas des groupes de Heisenberg plus facilement digeste, puisque la structure

algébrique et les représentations de ces groupes sont simples; les ques-

tions difficiles, s'il y en a, sont de nature analytique.

Hn désigne le groupe de Heisenberg de dimension 2^ + 1; Xj9 resp.

Yj9 ~L<^j<n et Z désignent la base canonique de Hn avec la relation de

commutation habituelle.

On étudiera les opérateurs sur Hn de la forme:

P(D) = I] a^rV'X1*?
IK,T

où IK est un multi-indice et alKjT sont des constantes. En fait on peut

prouver des théorèmes avec de a>iK,r non constants.

On obtiendra des théorèmes d'existence de solutions fondamentaless
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d'où la résolubilité locale, l'existence et le contrôle des solutions de PU

=/.

le Enoncés des Résultats. Les définitions précises des opérateurs

Fs>£, H'ÔI£ sont exposées à la page 408. Dans la première partie du

travail nous prouverons l'énoncé suivant.

Théorème I. Soit P= 1] alK>rY
lKXlRZr . On suppose que les poly-

IK,Ï
nomes suivants:

- » r - "*

n'ont pas de zéros communs. {C"K sont des constantes dont la défini-

tion est à la page 405.

1°. Soit P* l'adjoint de P. Alors il existe deux distributions ESi£

et Ef}S dépendant de deux paramètres s^Rn, 0<£<l/4?2, 2ff<ey-f

dont l'une est solution fondamentale de P, l'autre celle de P*.

De plus

où E$I£ est un opérateur de convolution borné sur Lz(Hn).

2°. P et P* sont localement résolubles: soit Q un ouvert relativement

compact, soit /Œ C™ (S) , il existe une fonction W^C(Q) telle que PW

ou P*W coïncide avec f sur Q.

P et P* sont surjectifs sur C°° (Hn} .

On déduira du théorème un corrolaire qui donne des estimations

globales des solutions de PU=f.

Nous renvoyons les énoncés et preuves d'une forme un peu plus

précise du théorème I et des corollaires qu'on en déduit à la page 408.

On peut signaler tout de suite que les solutions fondamentales ainsi

construites ne sont ni explicites, ni régularisantes. Si Ton veut avoir des

solutions régulières de PU=f, il faut imposer des conditions sur P; sinon

il faudra des conditions draconiennes sur f.
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On verra (page 406) qu'à l'opérateur P= ]T] aiK,rYlKXlKZr on peut
IK.T

associer un polynôme Q(£, A), (f, ^) €EjRn+1. Les solutions fondamentales

qu'on veut décrire dépendent de ce polynôme.

L'opérateur suivant, dans Hs est assez parlant:

p = - Y2X2 + YXZ+ R (Z)

où R est un polynôme.

Si R(iX) est réel et R(i%) >l + >l2/3, P aura une solution fondamen-

tale qui est un opérateur de convolution borné sur L2(Hn).

De plus si R(iX)>1-{- A4 + /l2/3, on aura une formule pour la solu-

tion fondamentale qui est donnée par le théorème lia ci-dessous.

Par contre si 0<^R (i%) <^2/4, le polynôme associé à P qui vaut ici

Q(f, A) = F$2 + R(iX) aura des zéros Z(X) avec 0<Im Z(X)<l/2, on peut

encore trouver une solution fondamentale, moins bonne que les deux pré-

cédentes mais pas aussi mauvaise que la solution fondamentale du théo-

rème I (voir le théorème III).

Mais la situation se gâte plus avec l'opérateur P= YlXl-{-iY2X2-\-aQ

dans H5 dont le polynôme associé est Q(f, /£)——z^ + ^-f^o- Si aQ est réel,

pour chaque X la variété des zéros de Q rencontre la bande 0<Çlm ?*<Ç2.

On ne pourra ni appliquer le théorème II, ni le théorème III à cet

opérateur.

Pour terminer ce paragraphe signalons comme on le verra au cours

des démontrations que la régularité des solutions fondamentales se mesure

par l'absence des zéros des polynômes associés dans la bande 0<Çlm f $

<l/2 de Cn.

Le second énoncé que nous prouverons donne des formules explicites

des solutions fondamentales pour une classe d'opérateurs.

Ce résultat s'applique aux opérateurs de la forme:

P= S aaP
a+R(Z)

\a\<2m

pour un bon choix des aa et de polynôme R voir (pages 438 et 439).

Pour énoncer ce résultat, nous aurons besoin de quelques définitions.

Définitions. Soient Je J= {1; • • • ; n} et Ie son complémentaire.

On note !/ la fonction caractéristique du sous-ensemble rz=
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tel que .r^O, vzŒ J et ^<<05 si z'ÇÉl}. On note 1J la fonction carac-

téristique de z;ŒjRm ££//e que Vi>0 pour tout ÎŒ!; Pour les notations

425.

On prouvera alors l'énoncé suivant:

Théorème II. Sto P= E tf/*'îTI*XI*Zr ** sozï Q & polynôme
IK.T

associé. On suppose dans les deux cas ci-dessous que pour À fixé

?, ̂ )|>c>0 dans le tube 0<Im ^<]

a) On suppose aussi que I UTiû"1^» ty \d£dX<^oo. Soit H la

transformée de Fourier de la fonction \^\nQ~l(Ç, X). Alors

e-»0 ICJ J|Wf|^l/e

dU

existe au sens des distributions', c'est une solution fondamentale de

P: PE = Id.

b) 5oz'£ /^ /^ degré en ? du polynôme Q (Ç, ̂ ) ; o^ suppose qu'il

existe un polynôme q (A) en A, 5a7Z5 zéro r£e/ ̂ e

Pour p assez grand on note Hy la transformée de Fourier de la

fonction Q-1(?,^)Wn(l + ^23>)"1- Alors

lim S
e-^O JCJ

f IJ
+(^J)Iîc(-

Jlttjl^l/fi

, Y-

[ f Q \ 2p"|
/d— — \EQ est une solution

\dz/ J
fondamentale de P: PE=Jd.

Dans le dernière partie, on s'intéresse à une classe d'opérateurs différen-

tiels invariants déduite de celles qu'on a étudié dans les deux premières.

On donnera une condition suffisante d'existence de solutions fondamentales
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pour cette classe.

Plus précisément, pour tout a)ŒRn, on considère l'opérateur:

' 7\ V n, £i) / i aiE

où y+a;Z = (Yj + ûJjZ; • • • ; Yn + (ûnZ); T est un polynôme en Yt + cûiZ et

Z; il existe un entier (3*^0 tel que le degré de T(z7f,A) transformé de

Fourier de T, comme polynôme en (z/îf ) , soit égal à m-\-^.

On suppose que Max{|/x;|, <2/Xir7^0} —2jU où // est un entier et que

|r0|=Max{|r ,*p.r.,^=0}<2//. A l'opérateur F0= XI a^^^^Z^ corre-
/x,r

spond comme on Ta déjà signalé (page 399) un polynôme

Par la suite on aura besoin de la fonction suivante:

Pour la définition de l'opérateur He et la norme || |[2 fe, voir la page

449. On prouvera l'énoncé suivant.

Théorème III. On suppose qu'il existe

i) 0<fy, 6y<O e£ une fonction 6: J?— >Hn, mesurable

ii) 0<C^i, e2? 0<^, constantes

iii) ^wo: polynômes d'une variable qQ, q^>1 tels que:

C(A)= î>'r-s

lk .wi~* i] i* f tr, . iui '+ i r" si
p,r,s

(on suppose que C(A) est bornée par une constante).

vn
— 2-j

«,r
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Alors il existe une constante absolue C(e, e',6,y, ju, m) et un entier

LT telle que P possède une solution fondamentale E si:

sup \q(K) -/IC1

£', 6,7l, n, m)

iii) Z>£ ̂ /&s 072 a l'estimation

On déduit évidemment des résultats de résolubilité locale de ce

théorème.

Ce travail a été entrepris pendant un séjour au département de Ma-

thématiques de l'Université McGill à Montréal. Il n'aurait peut-être pas

été conçu sans l'atmosphère exceptionnellement amicale de "Burnside

Hall." Nous tenons à remercier ceux qui y ont contribué de près où

de loin.

Nous avons aussi profité d'une invitation au département de Mathé-

matiques de l'Université de Maryland pour faire des mises au point des

théorèmes I et III. Nous tenons à remercier Profs. R. Johnson et Ws

Kirwan pour ce séjour agréable "il fait beau en octobre à Collège Park"

et fructueux.

Nos égards vont aussi à Mrs. Berta V. Casanova. Elle a assuré la

frappe de ce texte avec beaucoup d'habileté et de gentillese, elle a tra-

vaillé contre la montre.

§ I. Quelques Notations et Définitions

On note Hn le groupe de Heisenberg de dimension 2n + l; un point

générique JiŒHn peut se décrire par trois coordonées h= (x, y, z) ,

On rappelle que le produit hhf de deux éléments du groupe est

donné par la formule: hh' = (x, y, z) (x' , y', z') = (x-\-x', y + y', z-\-z'
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On note Xj9 resp YJ9 l<Çj<^ et Z le vecteur de l'algèbre de Lie

de Hn tel que

exp Xj = (eh 0, 0) ; exp Yy= (0, eh 0) ; exp Z= (0, 0, 1) .

Où Ton a désigné par exp l'application exponentielle de l'algèbre de Lie

de Hn sur lui-même. Alors on a les relations de commutation habituelle:

Le groupe Hn possède une série de représentations fondamentales

définies comme suit. Soit/': Rn—+C une fonction de classe C£° (I?71) et

soit h — (x, y , 2) un point de Hn, on pose :

Hi (A)/(f ) = exp a (Y- f - Z)/(| - X) .

Pour tout 2 réel non nul, on obtient ainsi une représentation unitaire

irréductible de Hn sur l'espace L2 (Rn) des fonctions complexes de carré

intégrables sur l'espace euclidien Rn pour la mesure de Lebesgue.

Soit cp\ Hn—>C une fonction C™ (Hn) on définit cp (X) comme l'opéra-

teur:

£(A)= f
J

Ainsi on a la formule de Plancherel:

f \<p(x~)\*dx
jHn

Dans cette formule Tr A. désigne la trace de l'opérateur A. et A* son

adjoint.

La différentielle de II* agit sur les vecteurs précédents de la façon

suivante:

On s'intéresse à la classe d'opérateurs différentiels:

P(h,D)= S *«„-,«,

Dans un premier temps on s'intéressera au cas où les coefficients sont



404 N. LOHOUE

constants

Pour simplifier les écritures, on notera cet opérateur par:

Dans cette notation IK est un esemble d'indices entiers indexés par

une partie K de J= (1, • • • , 72) : /x= {z"fei, • • - , ikg} où

Y1*, resp X/x, désigne l'opérateur différentiel,

r7'= n n*, resP.x''= n *t.
On peut ramener, comme nous le verrons dans les pages qui suivent,

l'étude de ces opérateurs à celle des opérateurs différentiels à coefficients

constants.

Pour introduire ces opérateurs, nous aurons besoin de quelques nota-

tions.

Notations.

1°. Si x^Rn, xI désigne le point: xI—{x^-^x^ de R111 où l'on a

noté |J| le cardinal de /

a) ijt=I

b) ij<ij+i

c) Xij est la ij éme composante de x.

d) |/| est égal à r.

Ainsi chaque point x de Rn s'écrit x= {xly xlc}

2° Soient IK= {il9 '-,ir} où 4<4+i et KdJ on pose, pour

T)IK— TT /_• 9 Vfc \Xr\8= TT l^- l s
^s — LL \ * 0- I l-^/l II 1^*1 •

i*&Tx\ 0"ffc / «e^"

Soit tŒRn on pose:

où l'on a ordonné /^ comme J^.
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On définit alors un difféomorphisme ¥2 de Rn dans Fz par la relation :

pour la définition de FI (voir page 399)

y, co = (**', -'*").
Pour toute fonction U: Rn-+C, on note Uz sa restriction à /^/ et

Ui la fonction:

4° Pour tout a<=Rn on note L?(Rn, ef'xdx) l'espace de Hilbert des fonc-

tions /: Rn-*C telles que:

„= f
JJ8»

L2(Rn,ea'xdx) est muni de la norme

5° Pout tout /le!?, IIi(P) = PA désignera la valeur de la transformée

de Fourier de P au point II ̂

On veut établir la proposition suivante grâce à laquelle l'étude de

l'opérateur P précédent se ramènera à l'étude d'opérateurs à coefficients

constants.

Proposition 1. Pour tout /l^O, il existe un opérateur différentiel

sur Rn à coefficients constants Q^(D) tel que pour tout couple (U, f)

de fonctions C~ (iîn) la relation

a lieu si et seulement si pour toute partie finie Je J

Preuve de la Proposition. Pour prouver cette proposition nous

aurons besoin de fixer quelques notations. Soit (zy, kj) un couple d'en-

tiers positifs, 0<Ç&y<;zy, on note Cf/ le £/me coefficient du polynôme

Ôtf-r).
r=0

Si Jr et I'r sont deux ensembles ordonnés d'indices:

IT= (ii, "m, ir) et I'r = (ii, • • • , i'r) tels que 0<Çz"y<;z/ pour tout j, on posera:

(i) cj* = n c% .
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Considérons l'équation différentielle ordinaire d'Euler d'ordre k sur 1?:

xk - où &>0 est un entier:
dxk

Soient U et f deux fonctions de classe C£° (K) . On pose :

/!(*)=/(«•); /.(*)=/(-«*)•

Alors :

-[H
* r/ /7 \ fc-r

= ncs (•!-)
r=0 \_\dzl

On a une égalité analogue pour U2 .

D'une part:

PI (Ê, D) = S ( r

D'autre part si U: Rn—>C est une fonction de classe C£°, JcJ et [// la

fonction correspondante à U définie au paragraphe précèdent (page 405),

d'après ce qui a été dit ci-dessus,

n
ik&K

Par conséquent P* (f, D) U=f si et seulement pour tour I(Z J, QA (-D) t7/

= //•

Avant d'attaquer la preuve du théorème I faisons la remarque suivante :

Remarque. Pour tout opérateur différentiel à coefficients constants

Q(D) sur Rn, il existe un opérateur P sur Hn de page 397 tel que

l'opérateur Ql (D) associé à P^ par la proposition précédente pour la

valeur 1 du paramétre soit Q (D) .

Cette remarque est facile est établir, nous laissons la preuve au
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lecteur.

Expression du symbole de QK (D) .

Par définition

Par conséquent le symbole de Qi(D} vaut:

*1 n #
Mais

JLJL \vfc i / i ^Pfc^fc / 2^j \ -LJL

où l'on convient que C}J = 1.

Soit Ca
lK= H Q-«fc- Alors:

§ 2. Preuve du Théorème I

La preuve de ce théorème nécessite quelques lemmes et des notations.

Notations. Soit 6: R^R une fonction mesurable et soit JcJ. On

note \Y!\° l'opérateur, à priori non borné, sur L2(Hn) dont la transformée

de Fourier pour chaque À est l'opérateur de multiplication par la fonction

IJ |fi|e*W). Si OSER11, on le considère comme l'application constante de 12
ie/
dans 12n: Ot(t) =0t et \YX\6 aura le sens ci-dessus. De même si ÔŒ:R,

on le considère comme le vecteur ô~(d, • • • , # ) de Rn et iY"/|* est défini

comme précédement.

Pour tout jŒc/, on désignera par (p°j la fonction caractéristique de

l'intervalle [^«l et cp^ la fonction caractéristique des |̂ |>1. Soient:

= n fi. (xà I
où Ijs est la fonction caractéristique des x^Rn tels que Xj=/=-\ pour jŒ J.

On note 0°, resp 0}, l'opérateur de convolution sur Hn dont la trans-
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formée de Fourier pour chaque A est l'opérateur de multiplication par

<^j, resp, (p\.

Soient £ŒlT, 0<£,<1, 0<ô<l/4n et S0= (n-e>l+ (I-8n)/2)/2.

On supposera par la suite que: vj; fy + 5<l, £./ —5>0. On définit les

opérateurs FSj£, Fg^, HSj£ et H§I£ par les formules:

FSi£ = \Z\8»*

n. HZI-S°*_
107

Remarquons tout de suite que ^j£, resp H'si£, ainsi défini est l'inverse

de jF5>£, resp Hs,£. On prouvera l'énoncé suivant dont dé coulera

le théorème I.

Théorème F. Soit P= ^alRYlKXlKZr', on suppose que les poly-

nômes suivants n'ont pas de zéros communs'. qa(X) = X] Z] C"KalK>r

X ( — i X ) r ( — ̂ ) l /x l. Soient d et s comme ci-dessus, alors il existe un opé-

rateur E°SI£ de convolution de L2(Hn) telque la distribution ESi£ =

Fô>£*E°8>£*Hd,£ vérifie l'égalité: PESi£=H5,£.

On peut prouver un énoncé analogue même si £ = 0; ceci conduirait au

corollaire 2 ci-dessous. La preuve du théorème Y repose sur une proposi-

tion et une série de lemmes dont les énoncés nécessitent quelques nota-

tions.

Notations. 1° Pour tout x^Rn, on note ||log.r|| la quantité

\\logx\\ = ( f] (logl^,)2)172. Si d^Ry £EElT, L2
B,£(R

n) désignera l'espace
1=1

des fonctions sur Rn de carré sommables pour la mesure \Xj\*~lemlosx^dx.

On note aussi Fs>£ l'espace des fonctions de carré sommables pour la

mesure '̂V'11*11.

2° Soit P(c, D) = X] CaD
a un opérateur différential sur Rn à co-

\a\<,m

efficients constants: On pose:
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\a\<,m

On note aussi N(m, n) la dimension de l'espace vectoriel des polynômes

en n variables de degré m et k= (kly • • - , k^) un point de J2Û> où (ô =

2N(n,m), à coordonnées entières.

On prouvera la:

Proposition 2. Soient 0<^d<^~L/4n, 0<£i<l, alors il existe une

application linéaire continue E8>£^ de L%i£(R
n) dans L?_Si£(R

n) dont la

norme ne dépend pas de "k telle que pour toute fonction f dans L%>£(R
n)

on ait les égalités.

PI (f, D) ES, £, if= f ; ES, £> A PI (S, D)f=f.

On désigne, pour tout (0>0, par Vp l'ouvert de R& des \c\^>2p.

La preuve de la proposition 2 passe par l'assertion suivante.

Proposition 3. Soit P(C, D) = ^ CaD
a un opérateur différentiel

a coefficients constants. On peut trouver:

a) Une suite (Ojik) de points de Rn indexée par les couples (j, k)

où j est un entier positif et k un point de R®, à coordonnées entières

\\d,,k\\<S/2n.

b) Une partition C™ (IT+Û)) de l'unité de Rn+(û, gj
p'

k qui satisfont

les propriétés ci-dessous:

1° Pour tout couple (j, k) on note E*'* la distribution sur Rn

définie par la formule:

JRn

et

/(?)= f e-**f(x)dx .
JRV-

Alors Es= XJ^P'* est une distribution qui dépend de manière C°° des

C dans Vp.

2° Elle définit par convolution un opérateur borné de 38 dans

2L§ dont la norme ne dépasse pas une constante fois 1/p, où 2s, resp.
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S__s, désigne Fdi0, resp. F-8}0, telle que PE$ = Id.

Cette proposition est prouvée dans [5]. Nous voulons seulement en dé-

duire un corollaire dont découle la preuve de la proposition 2.

Lemme 4. Soint (p^C™(Rn) et $ un n multi-indice. On définit
9^0une fonction (b dans Fj par: dj = (E8*(p) oLog. Alors

X H \Xj\~0J avec C((p,x)~e8*losx* quand ||log x\-* + oo.
-

Preuve du lemme. Par définition, 0 est la somme en (j, k) des

termes FjiJc, que nous allons examiner:

= f
JR"

=1 2nizP(c,:

Mais il est facile de vérifier par récurrence que:

x

où -Ry,s est un polynôme dont des coefficients sont bornées en j et &.

On vérifie facilement, puisque \\dJik\\<i8/2Tt que si l'on désigne par

y,t(-AU la fonction (^,,fc(-|-U (0 = fe,*(-^-V) (log
\9x/ /2T \ \9^;/ /jf \ \dxJ /

alors:

-cf
JjBn

dt.
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Puisque (p est à support compact on voit immédiatement que cette quantité

est équivalente à esillogx]l quand ||log x\\—> + oo.

Comme \P(c, 2n(Ç-\-zOjifc)) l"1^^, voir [5] p. 216, en sommant en

j, k, on voit immédiatement que:

9) II \xA~ftj •
0 = OSi,-,0r)daf

Ce qui termine la preuve du lemme.

Lemme 5. Remarquons que si x^ • • • , J:«r restent minorer par ej

et bornés par e\ alors

(x) <C(£l°,£D n

ow jS'Cjff 72^ contient pas les ffj pour (j = z f c) .

Nous sommes maintenant en mesure de prouver la proposition 2,

Preuve de la proposition 2. Soient 0<<?<l/4?z et £ŒlT, 0<£i<l.

Soit Q^ l'opérateur différentiel à coefficients constants associé à P^ dont

l'existence a été prouvée à la proposition 1. On considère l'opérateur

Qî(D) dont le symbole est QJ(f) =Qi(? + ze/2). On note Ê^ une solu-

tion fondamentale de l'opérateur Ql(D) comme à la proposition 3 pour

la valeur 8/2 et l'on définit El'£ par la relation:

Alors:

Si"*? (x) = e-^ft (Jg»;S* (e+-'/»0 ) (x) .

Il s'en suit que El'£ définit par convolution un opérateur borné de Fs/2,£

dans jF-tf/2,e dont la norme ne dépasse pas M =Inf|g«(^) | puisque £j'o
a, A

définit un opérateur borné de 7^/2 dans F^s/z. Pour tout 7c«7, toute

fonction U de classe C™ (Rn) à support disjoint des axes, on définit la

fonction Esj£iJJ par la formule:

£k.,c/GiO = (£''t*ff/)°0r1(*).
On pose:
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D'après ce qui a été dit précédemment, un changement de variables montre

tout de suite que ESi£ilL est une application linéaire bornée de L2
8/Zt£(R

n)

dans L2_8/2,£(Rn) dont la norme ne dépasse pas une constante fois M.

Il reste à vérifier la relation algébrique PI(£, D) ESj£>JJ= U au sens

de distributions. On fera cette vérification pour n = 2, le cas n=^=2 se

traite de la même façon, mais exige plus de notations.

Soit geCrCR2), on veut prouver que <P,(|, D) E^U, flf> = <£7, flf>.

Il suffit (c'est la méthode générale) d'examiner la cas où P* =
Qki + kz

( — iÀ)kl+k^kl$22 - où kj_ et k2 sont des entiers kÏ9 &2>0. On ne
dfrdfr

s'occupera pas de ( — ifc)ki+kz. On veut donc calculer l'expression

= (-l)*«+*- f E
jR2

f ^fl,2} Jrj

II suffira encore d'étudier le cas où 1= (1, 2) les autres se traitant de

façon analogue:

= r r "«•.'
aNho w*.

Car l'intégrale -Ai converge absolument d'après le lemme 4, puisque

(fîi + 5)/2<l, d'après les choix de £ et d. Mais alors:

flkz+ki
*/ / /S-fco^-fc,^

Je° fc£=0 d$%*

X
 fc '-/fc/2-! * ft (^*^*'^ (fb W 0

 C

• f*" f,"h"S'l£-«E!l'JÊJ Je2 (>^2
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Puisque g est à support compact, il est facile de vérifier que:

D'autre part puisque U z est C~ (jR71) , d'après le lemme 5

et:

9*J

où ^i est une fonction à support compact dont l'existence est assurée par

le fait que g est à support compact. Le théorème de convergence dominée

de Lebesgue prouve alors que:

x ^ * 2 ^ ^1? 2^ gl =0

et:

AI —lim lim

On utilise encore le lemme 5 pour voir que l'intégrale

f O - - C f f ' g ) (fi,

Converge absolument par conséquent on a l'égalité AI = Al et:

4î = lim lim (-!)
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On refait le même raisonnement et l'on voit que :

^-(-D'.+Mim Ihnv '

Comme JEJ;J est une solution fondamentale, on voit tout de suite que:

A^-D^Mim lim

p + oo p + o

Jo Jo

si l'on fait la sommation sur I, on voit que l'on a l'égalité (PiE8,e,JJ, g)

= <E7, g> voulue.

Remarquons que L2_s/2l£ se plonge continûment dans £D' (l?71) et la

formule <^P^ESi£i^Uy g^ a toujours un sens puisque ESi£tJJ est dans

Ll/2,e(Rn) d'après la proposition 3.

On remarque aussi que le sous-espace de L%/2i£(R
n) constitué des

fonctions à support disjoint des axes est dense dans L%/2f£(R
n) .

En effet si cela n'était pas vrai, il existerait une fonction /*EE L$/2, e (Rn)

qui ne soit pas dans l'adhérence de ce sous-space. D'où une forme

linéaire (d'après Hahn-Banach) , par conséquent une fonction F de

L%/2,e(Rn) qui soit triviale sur ce sous-espace telle que

f
JR

f(x)F(x) \Xj\£-le-^mom dx=l.

Mais il est clair qu'unetelle fonction F s'annule en de hors des axes

par conséquent il y a une contradiction.

Puisque nous venons de prouver l'égalité (PiEs>£iJJ, A> = (U, h) pour

les fonctions U^C™(Rn) à support disjoint des axes, les deux remarques

précédentes prouvent que cette égalité subsiste quand C/EE Z4/2, e (Rn) . Ce

qui termine la preuve de la première égalité; la seconde se prouve de la

même façon.

On se propose d'énoncer la dernière proposition dont on aura besoin

pour établir le théorème F. Pour formuler cette proposition on aura besoin

de quelques notations.

Notations. Soit Pt le noyau de Poisson de ôrj = {(y, t)
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• Pt,tn^(y9 ~) = II —— si f est une distribution raison-
*

nable sur Hn, on définit un prolongement de f par:

F(x, y + it, z + itn+J = Pt,tn+l((y, *) - (v, u}}f(x, v, u}dvdu .
jRn + i

Par suite d'énormes notations qui s'introduisent quand on vent écrire

les énoncés pour n quelconque, nous supposons n — 2 dans la définition

suivante.

Soit f une distribution raisonnable sur Hs et soit p= (pi, pz, P&), 0<Cft

<1 on définit ] | /H^ comme étant égale à la quantité suivante, finie ou

infinie:

^ L I L l L l J r

Ps/P2

X dyi> dyz> dz\ dz .

On note R-$ l'espace des f telles que ||/||-<<oo.

Maintenant si p = (pl9 • • • , pn+i) , l^A» on pose:

r r p +°° / p+°
2
2,5= -(

Jlî^L J -oo \ J -o

PS/PI

dx .

On note L2,^(Hn) l'espace des y telles que ||/||2j-<;oo.

Soient qŒRn, g,>l, on pose q° = (g, 16/13) ; g1 =(2, 16/9); on va

prouver la proposition suivante:

Proposition 6- Soient d, s comme précédemment. Il existe une

constante Cg,e telle que:

1° a) ||*-,..(g)||i.ur.,<*,,. S ll^fflll-ar.,
|s|^rn-2

I^.C^IIL^^^, 2] l|S'fflli.w.)
|s|^»+2

b) /Soz^ ^> suffisamment proche de un pour que 0< (! —
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<^.( S II (1 + \\^\\YnD'g\\y^'\\ (1+ !(*, y,
!«|^3n+l

ll#M(ff)IU.«r.>

<^,,( S II (1+ |[x||)rD'<7||D'/2ni(l+ IIU y,
|s|fS3n + 2

2° On

a)

b) O?z suppose e = 0, on £ose 1/^ = 1 + 5/2, j^I et l/pk = l — d/2.

Alors:

Preuve de la proposition. 1° L'estimation de jp^e est analogue

à celle de Hs,&', celle de ^£ est aussi la même que HS,B- On se conten-

tera donc des estimations de HSi£ et H$>E.

a) On va utiliser la transformation de Fourier. Pour tout

le noyau de la transformée de Fourier de H$i£(g) vaut:

où

g2,3fe «, A) = f (7Cr, y, «)^"("f

JJB»+i

Mais

Tr[T(A)of*(A)]< f |f (x,f,
Jl22»+1

Par conséquent

f + °
J —0

f
Jj2z«-î

X d'kd^dx
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(d'après le choix de <î)

<c2,8 f (i + unr^ei+'>\iï,*(x,tf,V\l\W<.i+\i\')<iMÇdxJn^^i

£'a=mmSi;=Cs>8 f (1+ ||f ||)»<1-«J+«) (1+ | A|) |^,(x> f, A) ]2

JjR2«+i

ce qu'il fallait prouver pour Hs>£,

b) Ouvrons une parenthèse pour HS}£-

On reprend toutes les estimations précédentes jusqu'à *; il suffit d'exami-

ner le terme:

f
JjR*»*>

X |

• f ! * ' - <• I I = 11

x !$,»(*,£,

P

x I^UC^, f, ^)

Puisque -5/8<-2d0+ (Tz-8-1) +5(|J| -|IC|)<- 1/8, ces expres-

sions ne dépassent pas:

f !fz|-cl
JJB»*1

x
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Soit H<^p assez voisin de 1. Alors d'après le choix de S et £

n a + £ o ~p i ? / 1 ~?<1"£"S) i f /. i ~p(I~*~S) en- A*) -p i A i -•"« n a + a

et: A f ( * , f , A ) = i (1 + f ï) "p (1 + ̂ ) -p (1 + A2) "p sont intégrables.
*=i

a \ I/P r /»
Af(f)^f) \$,t(.j:,e,x)\i\hï\x,e,x)\

R*+i / L JJ22«+1

x (

où l//>+l//>/ = l, d'après l'inégalité de convexité de Riesz.

L'estimation de Az est analogue avec A2; l'estimation suivante n'est

qu'une amélioration de celle-ci.

2° a) On part encore de @ et l'on veut faire des estimations plus fines

de cette intégrale. On peut trouver une constante F (I, e, ô) telle que

l'intégrale à estimer soit le carré de la norme L2 (Hn) de la fonction:

GIiSi£(x9 y,z}

A cause de la longueur des notations, on va supposer que n = 2; on

laisse de côté la constante multiplicative qui intervient dans la définition

de GitS,8' On prend par exemple 7= {!}, ce qui ne restreint nullement

la généralité de la méthode.

z + s) ! dtds j ,— -•- ayaz
f* f* 4- 00 f* + 00 f* \ f* f I _£

< f f I f \ ̂  ̂  y '
JjB

2
 J -oo J -oo J.R2 1^ |(

1
+

fi
~

8
)/

2
'/

+ r r+~ r+~ r ig(x.y+<.
J^2 J -oo J -oo Jjg2 J/ |(1 + £-S)/2|/

(l+£+S)/2| 115/16

= 1 | A3 (a:, y, 2) 12dxdydz + | A4 (j:, y, s) 12dxdydz .
*J R^ \) R

Les deux fonctions A3 et A4 se traitent de la même façon; examinons

A3(x) par exemple: en posant ps = 16/13 et p4 — l
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I [AS (x9 y, z) 1 zdydz
JJS3

<c's,A (\ f M**y+*>
JJ£2 \ JJS

d'après [2].

On utilise l'inégalité de Minkowski pour trouver que cette intégrale

ne dépasse pas:

r \g(*,y + t,
JR* j^i(1+£-^/2|

z) \dtidtz dy
2 \ P3/2\ 2/P

on recommence le même argument pour voir que:

j
J Jî2

/ r+ o°/ r+°° \f*/pi
<cU \g(x,yi,y,,z)\^dy,} dy,

\ J —0° \ J" —oo / t

Par conséquent:

f [Ai(x, y,z}
JJ23

/ P + 0° f r + 00/ f + 0

<^8,a
\ J —°° l J —°o \ J —0

f [A,(j:,y,z)]ya:dydz
JiS5

r ( f+°°/ r+°°r r+°° ~p2/pi \p 3 /p z )2/p3
<^s,e |S^(^, 3>i, y2, «) Pl^yi ^^2 dz\ dx,

JH2 ( J -oo \ J -oo L J -oo J y J

Les autres fonctions GI>8,£ s'estiment de la même façon. Les majorations

portant sur H'Si£(g} sous les hypothèses 2°b de la proposition sont analo-

gues; pour les lecteurs qui ne sont pas au courant de la théorie des

classes de Hardy, on va indiquer les modifications.

b) On peut supposer g assez, régulière, par un argument de régu-

larisation standard. Il s'agit alors d'estimer la norme L2 (Hn) de la fonc-

tion GI>8,£ ci-dessus; on va encore supposer n = 2 et J={1}.

On pose
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Alors d'après [2]:

p + oo

\A9(x, y,z)\ 2dz
J —oo

On utilise l'inégalité de Minkowski:

f ( r°°\As(x,y,z-)\2dz)dy
JRZ \ J -oo /

/ p+°°r p / r+°° $-/>3 2 \ 1
^ ( ^tG^^y^ + is-) sdS)dy\

\ J — L Jis2 \ Jo 9^ / J

On recommence le même argument en intégrant en y1 et yz dans le

second membre de l'inégalité ci-dessus; on trouve finalement que:

j
JR

, y, z) \2dxdydz<c8i£\\g\\L =cs>£\\g\\^ .

On refait les mêmes estimations pour A4. Ce qui termine la preuve de

la proposition.

Cette proposition est démesurément longue, de plus, nous n'avons

qu'esquissé les preuves un peu compliquées et nous sommes étendus sur

les démonstrations faciles. On verra plus loin que pour établir l'existence

d'une solution fondamentale les inégalités 1° de la proposition suffisent.

Mais les inégalités 2° interviendront pour avoir des estimations globales

des solutions U de PU=f.

Preuve du théorème I'.

Remarques.

a) 1*0*0 ix,!-1^8'"0*^ I]
ICJ

b) !*(*) I^I-I^-SHIO

Prouvons a) :
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Mais

Remarquons en fin que

c) Pour tout nombre réel s.

Pour tout 0<5<C1/47Z et £ satisfaisant les conditions de l'introduction

(page 408) on pose:

hs,e(i, *) = S ?-

D'après les remarques a et c, ^,e/ est dans L|/2f£(i?
n) si

On peut donc lui appliquer la solution fondamentale ES/Z>£I^ pour les va-

leurs 0/2, e des paramètres, construite à la proposition 4 pour l'opérateur

PA(jD). On trouve alors une fonction Es/2,B,}ihdi^f^L2_s/2ie(Rn) dont la

norme ne dépasse pas |^|*°||./"||L»<.R»O- Soient:

/ï.a, x) = S /iW^
7CJ

Définissons un opérateur de convolution ES,£ de Lz (Hn) en imposant

que sa transformée de Fourier vaut: Es,£,^gi =fs,e (^) E8/2,e^hs(^) Qi. C'est

un opérateur borné sur L2 (l?71) dont la norme ne dépasse pas ~L/M

par suite des remarques a), b) et c) . Puisque E8/2le,i. est une solution

fondamentale de P^^D) on a l'égalité:

au sens des distributions d'après la remarque c.

1° Nous allons transporter cette égalité à Hn. Nous avons déjà vu que

Fs,£ et HôtE sont des distributions tempérées sur Hn; leurs transformées

de Fourier sont les opérateurs de multiplication par les fonctions f§i£ et

Aff,e.
Vérifions que FSi£* (£§j£*g) est bien une distribution sur Hn quand

g est dans L2 (Hn} . Soit jf une fonction de classe C£° (H71) , par définition
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a) <Fs,s*Elê*g, /> = <E°s,e*g, f*Fs,ey.

Alors |<^,5*ES,a*!7, />|<|| EU I <7||2( S li (1 + Wir+Wlli.cO1'*
|s|^n+2

d'après la proposition 6.

On veut vérifier que P(F$i£*Es,£*f) = Hs>£*f pour toute fonction

de classe C£°. Soit UiEzC™(Hn) une approximation de l'unité; il est facile

de voir que: ^*(F,,£*£S,£*/) = (U^F8iB) *(E?,£*/) . Puisque U^F8>£ est

dans Lz (Hn) d'après la proposition 6, on voit que la transformée de

Fourier de Ui*Fôi£ pour chaque A vaut Ui(A)fs,£(iï) où Ui est la trans-

formée de Fourier de Ut. On considère aussi Ui*FSi£*ESt£*f passage à

la limite on voit que la transformée de Fourier de Fs>£*(Es>£*f) vaut

fs,£(X) Es,£,i°f(iï) qui est égale, par construction à h8,£f(X). Et l'égalité à

prouver résulte de la proposition 2.

Soit f une fonction C£° (Hn) , d'après la proposition 6(1) H^s^f

existe et elle est dans L2(/fn). On veut vérifier que U= Fs,£*E$>£*Hs'js*f

comme distribution et vérifie PU=f.

Mais d'après l'inégalité 1° de la proposition 6, U est une distribution

tempérée puisque pour toute

S

x( S I
|s|<3»+2

x( £ |
|s|^n + 2

d'après les inégalités la) et Ib) de la proposition 6. Ce qui prouve bien

que Fs>£*E8i£*Hsi£*f est une distribution.

Il reste à vérifier la relation algébrique. Comme on l'a remarqué

au début de la preuve, HS>£ est l'inverse de Hs>£. D'après la construction

précédente on sait que PU=Hs)£*H'Sjé*f = f. Ceci prouve que FSi£*Es,£

est une solution fondamentale de P.

3° Mettons en évidence une solution fondamentale pour P*.

Par construction E8/2,e,i satisfait l'équation Es/z,£>fiU=U pour des
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donations raisonables U sur Rn.

D'autre part, d'après, la première partie, Es/2,£,i n'est autre que la

transformée de Fourier en A de la distribution FSt£*Eli£*Hsj£ = ESi£. Il

s'en suit que

Es,sP = Id et

ce qu'il fallait prouver.

Démonstration du théorèm I. Pour prouver le théorème I il ne reste

plus qu'à prouver la seconde assertion puisque la première a été prouvée

dans le théorèm F.

On va donc supposer que les polynômes qa(X) — Jj C ̂ Ka^K> r ( ~ z'̂ ) r

l^a^/jr, r

• ( — A) IJ*! ont des zéros communs. Soit qp leur plus grand commun divi-

seur. Alors les coefficients du polynôme Qi\qp qui sont des polynômes

en 1 n'ont plus de zéros communs. On peut donc faire les constructions

du théorème Y pour Pi\qp. D'où une solution fondamentale E3/2,£,x. pour

cet opérateur et une distribution ESi£ sur Hn de la forme Edf£ = FSt£*Es>£

*Hs'i£ telle que

pour toute fonction C™ (Hn) •

La même observation est valable pour P*. Soit fi un ouvert rela-

tivement compact de Hn et soit V une distribution à support compact

dans fi; considérons une solution fondamentale S pour l'opérateur différ-

entiel à coefficients constants qp(—i — ) qui soit une distribution tempérée

et une fonction ÔŒC™(Rn) qui vaut 1 sur un voisinage de fi; alors

d(S*V} est une distribution à support compact; soit W= [Fs>s*E°8i£*H"$>£

*0(S*y)]fl la restriction à fi de la distribution FM*Eîfe*H^e

alors il est facile de vérifier que (PW, g> = (V, g)> pour toute

Evidemment si V est une fonction C™ (fi) , W est une fonction C~ (fi) .

Par ailleurs (1) Chang a montré que Hn est P-convexe pour tout opéra-

teur différentiel P invariant; il découle de [5 Th. 1.9] que PC°° = C°°;

ces arguments s'appliquent à P* et terminent la preuve du théorèm I.
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Corollaire 1. Soit f^L2>^(Hn) H LZi^(Hn} où l<ft<2. Alors

l'équation PU=f a toujours une solution distribution U; pour toute

partie finie 7c«7, il existe d1, s1 et une distribution Ux telle que:

a) C7=SC7/
IC.J

+ H/H,,;,)

Preuve du Corollaire 1. On va considérer la fonction fx = 0 j*0jc*jf,

pour toute partie finie JdJ. On peut choisir d1 assez petit de telle

sorte que le vecteur £7 de Rn défini par:

We/, eï = 2/p't+8z

satisfasse les inégalités:

0<ef
J<l; £f + <

Ces choix de d1, B1 sont possibles par les hypothèses du corollaire. On

peut donc trouver une solution de PUI=fI de la forme:

d'après le théorème puisque:

Cette inégalité découle de la proposition 6 (2a) puisque f— XI//- Par ail"
JCJ

leurs FSii£i*g est une distribution tempérée pour toute fonction gŒL2(Hn)

d'après la proposition 6 (la). Puisque Fsz,ei est l'inverse de F$II£I, la

preuve est terminée.

On va énoncer un autre corollaire, dont la preuve est exactement

la même que celle qu'on vient de faire, qui découlerait d'un analogue

pour £ = 0 du théorème I' et de la proposition (6, 2. b) .

Corollaire 2. Soit f<E;Rj0Ç}Rpi, 0<£<1. Alors V équation PU

=f a toujours une solution distribution V; pour toute partie finie I

dJ, il existe d1, s1 est une distribution Ux telle que:
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a) U= Xjt/ /; k) S H-P^tf*^/!! £2(.H"n)—^ ( I l - / l l p 0 ~ f ~ 11/11 P1) •
ICJ ICJ"

Pour terminer ce paragraphe signalons qu'on peut préciser la régularité

des f telles que la solution U de PU=f trouvée ci-dessus soit par ex-

emple une fonction continue.

§ 3. Démonstration du Théorème II

La preuve de ce théorème ainsi que celle du théorème suivant utili-

sera quelques résultats sur les transformées de Fourier des inverses de

polynômes.

Nous commencerons cependant par une description de la solution fon-

damentale et nous examinerons les problèmes de convergence d'intégrales

soulevés au cours de cette étude dans les pages qui suivent.

1» Description de la solution fondamentale,, On va commencer par

introduire certaines fonctions et décrire la solution fondamentale comme

la limite de ces fonctions dans un sens approprié.

Pour tout >îel?, notons H^ la transformée de Fourier de [Qk(x)]~l

comme fonction de x. Soit U une fonction C~ (Rn) à support disjoint des

axes de coordonnées et soit IdJ une partie finie. On pose:

f
JR"

E{U est bien définie car H^ donne par convolution un opérateur borné

sur L2(_Rn). C'est d'ailleurs une fonction de classe C°° dans le secteur

où on l'a définie, qui tend vers 0 quand l'un des xt tend aussi vers 0.

Si on fait le changement de variables t — (\)^l(v) on trouve que

ElU(x) = f U(vlt -v^H
J(I£+)n

VIC

Dans cette expression log/f —), logf —) désigne le point de Rn de
L V 77 j/ V i) Jc / J

coordonnées:

f ~ ~, / ~, \
1 ••*'£ 1 •A'i 1 / •̂ '7 \ 1log—^, • • - , log—*-!-, log îz±M, . . . ? log
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et {vt, -f, .} = (»,.,-,
*=l

OÙ I=(Z!, - - - , Z r ) ; / C =(f r + l, "

Elle vaut aussi:

£ft/(o:)=lz(X> f f
J.BI*I Jjt1'"!

f
Jjg v / J v

Considérons l'opérateur E^ défini à priori sur les fonctions C7,

à support compact disjoint des axes par la formule:

ICJ

qui, d'après le calcul antérieur vaut aussi:

EJJ(x)= f C/(»)
jRn

Posons:

X^ n'est autre que le noyau de ^

Si Ton prouve que E^ donne lieu à un opérateur borné sur L2(Rn)

le même argument qu'à la preuve du théorème I montrera que E^ est une

solution fondamentale de PI (Ç , D) .

En fait on veut calculer la trace de JT^ (x, y, z) E^ dont le noyau vaut

A [logj ( (TV - x) /u) ]

En général sous les hypothèses du théorème cette trace n'existe pas

toujours; pour éviter ces ennuis, on va régulariser EI correctement. Pour

cela on va introduire deux fonctions a)^ et 0£,£l dépendant de trois para-

mètres e, e', Ê!.



OPÉRATEURS DIFFÉRENTIELS INVARIANTS 427

(n+^e-ll(x^ll/ef-d€£(x) = Jïiej(xj) où 0 est la fonction
.7=1

caractéristique de l'ensemble {x3j s

Soit

x 17, (a,.) g*0y [log/ (v/u) ] (1 + £ A2) ~n

u

ou 17. («)=!£(-*).
On va prouver qu'il existe une suite E£'£''EI d'opérateurs de convolution

de L2 (Hn) , un opérateur de convolution E de L2 (Hn) tel que pour tout

A, la transformée de Fourier de E£'E''EI a pour noyau j^f'£ ' '£l, la norme

de EE>£f'£i comme opérateur sur L2(Hn) est dominée par une constante

absolue c\ El'E''Ei provient d'une fonction explicite sur Hn\ E£>£/'EI con-

verge fortement vers E.

Preuve de l'assertion précédente. Définissons

Eïtf'tf (*)=!,(*)

f
Jl8

II est clair que pour tout couple (£/l5 C72) de fonctions à supports com-

pacts disjoints des axes de coordonnées

lim<Eî;:;C71, UI> = <£fC7I, f/2> .
e .̂0

e'->0
8l-»0

II est non moins clair que la norme de -EJ;î/J comme opérateur sur

Lz(Rn) est dominée par une constante indépendante de À fois celle de

HI*O)£, comme opérateur de convolution de L2 (Rn, el'xdx) que nous esti-

mons ci-dessous.

On remarque aussi que

f
JR»

où z'/2 désigne le vecteur de C* de composantes i/2.

Ceci est une simple conséquence de la formule de Stokes et du fait
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que la fonction £»-> sup J — — - - ^ ' tend vers zéros quand ||f ||— > + oo.
0^^1/2 |Q(f + Îy9 A)|

On pose HI*CO£, (x) = e~l'x/2H^ (x) . Par hypothèse H\, est un opéra-

teur de convolution de L2 (J?71) dont la norme est dominée par une con-

stante absolue, puisque vfell
n, vy§ 0<^<l/2, \Q(Ç + iy,X)l\^c. Soit

f Hl
e,(x-t)el't/2g(t)dt

JRn

On voit done que Hi*a)E' définit un opérateur sur Lz (Rn, el'xdx) dont la

norme ne dépasse pas une constante fixe.

On définit une fonction ye-£''£i Sur Hn par la relation

fs'6''£l (x, y, z)

= f
J12

Remarquons que y£ > £ / i £ i est bien définie, puisque 6£ est à support compact

disjoint des axes, que HI*O)£> est bornée car JQ^C?) i"1^^ et SÊ' est bien

intégrable.

On va vérifier que la transformée de Fourier de /£,£/>£l est le champ

mesurable, borné, d'opérateurs ^i— >Ef£''£l:

r(«"), f /£ 'e ' '£ '(^y,2)gfeyJB*»*I
(1)

Pour cela on fera deux remarques.

i) Soit g une fonction de classe CT (Hn) , si g2,3 désigne la transformée

de Fourier de g en (y, 2:) le noyau de g (77,0 vaut g (77A) (f , ^:) =

g2,s(Ç — x, — /If, ^) par conséquent celui de g(77^)* est:
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ii) g(x,y,z)= Tr[7J j l(A~1)Mffi)]M"^ où /T1 = (-*, -y,
J— 00

— £ — .ry). Ces deux remarques découlent directement de la description

des représentations ZT^.

Soit à prouver l'assertion ci-dessus

( f£>6'>Sl (x, y, z) g (x, y, z) dxdydz
jR2n + l

= f \( ei(

JM2n+1LJRn

= f K}*''a*(
JJR»»+I

= f ^r'
JU2n*l

= f *?"•*
J/8«»+i

D'après la formule

*r-''° Cff (ZTO ]*(»,«)= f ^!'s''f' (», A) g* (77) (h, u) dh
JRn

= f &•'••> (v, A) ^2>3 (u-h,- lu, A) ̂  .
JJ2"

Par conséquent:

f^Tr^î''-''^^)*^!"^
J —oo

- f Kf£'>£i(u, h)fai(u-h9 -lu, K)\l\*dhdudl.
JJ8«»*i

Ce qui prouve l'égalité souhaitée.

Comme la norme des opérateurs ££ '£/ '£i est bornée indépendamment de

e, £'BI et qu'on a l'égalité (1) il s'ensuit que E est la limite forte des

opérateurs Ee>e''ei, par conséquent la distribution encore notée £ qui donne

lieu à l'opérateur est la limite des fonctions f£'£/>Bi considérées ci-dessus.

On veut étudier cette limite. On va d'abord réécrire f£>£f'£i sous

une forme un peu plus agréable, en examinant chaque terme de la somme:
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= f c-"
JjR"

[log

= f li(;
Jiî« U

= f fl^
JRn

u
où H£' désigne la transformée de Fourier de la fonction

a)£, (f) |/i|n/Q(f, X) • (1 -fs'^2) ~h par rapport à la variable (f, X) .

On doit faire face maintenant aux problèmes de convergence.

2. Problèmes de Convergence. Si mn[Q(?, ̂ )]-1 est absolument

sommable, pour tout JcJ,

limim f 04.t(Z7)l7
'-»0 J.R71

= f 0f,ei
Jlê"

ceci résulte simplement du fait que H£ converge uniformément vers la

fonction H° et que 0e, ̂  est à support compact. Dans ce cas il ne reste

plus qu'à étudier la limite:

lim f fl^CtOl/TOl?.^/.)
Si->0 JRn

[log,xH\ * - ~ l u ~*~^ ^ " /TT ' "^ ~ '"" /rr ' "N ^^
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Les arguments qu'on vent développer pour étudier cette limite sont les

même qu'on utilisera pour étudier la quantité analogue sous la seconde

hypothèse; le lecteur voudra bien les suivre ci-dessous.

On aura besoin du lemme suivant sur les transformées de Fourier

des inverses de polynômes.

Lemme 8. Soit p assez grand; on considère la transformée de

Fourier Hp de la fonction |/H71Q'1(1 + >12) ~p. Soit JcJ.

Sous les hypothèses b du théorème II, pour p suffisamment grand,

Hp est une fonction et il existe une constante c>0 telle que si \x\>_c

on a:

eu \ Hp (x, y) 1 <Cl ; c{ ) Sup | HJMÛV (x, f) \ < Cl
£>0

c2) \ Hp*a)£, (x, t) \ <cz exp ( - ( £ x^ /4) exp (s'/16) .
ie/

Preuve du lemme 8. Il faut examiner deux cas:

ii)

Dans le premier cas, on pose k = 0 et dans le second k — n — //+!.

Il existe un polynôme Qi (f , A) tel que Q (f , A) = Q1 (À$, A) . Sous l'hypo-

thèse b) il existe un polynôme qj en À tel que:

II suffit de calculer les dérivées pour le voir. Soit p tel que:

r+
l=

J
<00 .

On voit tout de suite par intégration par parties que:

\\x\\k\Hp(x,f)\<c

<c\
JRn+i

Ce qui prouve Ci puisque l'intégrale de droite est convergente; supposons
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On remarque aussi que la fonction £>-> f] f — QfYf, X)e~îx'^d$
j=l JR* 9f J

s'annule quand .r = 0, on peut donc y remplacer e~ix°*n par e~ix'^ — 1 dont

la valeur absolue ne dé passe pas <?||.r||n||? pl/îl"9 , pour tout

Par conséquent:

f
:, i)\<c
' "~ Jj,..,

Ce qui prouve que: | Jf (x, t) \<Z,c\ x\\~k+7!. Considérons la fonction:

sup *-<"•»> f IHpC^-y.i-O
s>o Jii(y,0«^«

<sup 5-("+1> f f I^Car-y.ï-
s>o Jllyll^s J|î|^s

<Cl sup s~n f ||x-y||-l!+»rfy
s>o Jllyll^s

si k est non nul, on voit facilement que la quantité ci-dessus ne dépasse

pas:

D'où Ci et Ci par les arguments classiques

II reste à prouver c2.

Soit IdJ, on désignera par (z'/4)/ le vecteur de Cn tel que x^ — i

si JŒ/ et Xj = 0 sinon.

D'après la formule de Stokes,

HJ>*<Ù& (x, r)

et

, r)

fonction pour la quelle on veut faire le raisonnement précédent.
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c -Se*

D'après la forme explicite de S)£'9 on voit facilement que:

H1^, (x, r) - e'fl'HlWr (x - (e/8) 7, r).

Un raisonnement analogue à celui de la première partie prouve que si

\\jc\\ est assez grand

ce qui prouve l'inégalité c2.

Fin de la preuve du théorème II. Montrons d'abord que sous les

hypothèses (b) du théorème.

lim f ^..
E'-»0 JR*

= f 6t,.l(jr)lî(Ul-)l7.(UI.')
JRn

où Hp=Hp*(ù6,.

Ce sera une conséquence du lemme précédent et du théorème de

convergence dominée de Lebesgue. Les cas embêtants sont ceux où l'on

se trouve au voisinage d'un point u avec l'un des #«= — Xi. Nous étu-

dions en détail l'exemple du groupe HQ\ le cas général se traite de la

même façon mais prend inutilement trop d'espace avec les notations. On

examinera l'intégrale au voisinage du point u\ = — x\ ; uz — — xz ', us= — XB;

Soient #i, #2, #3 trois nombres positifs assez petits; on va découper

Rs à l'aide des 0,$ suivant des régions où l'on peut contrôler Hp.

On note

1) -Afj.k le produit de trois intervalles dont l'une des bornes seulement
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est finie et vaut —XI — OL^ ou —Xi + Qti\

ou — xk-\-ak.

2) Af\ le produit de trois intervalles tels que:

a) Tune seule des bornes des deux premiers est finie et vaut

— Xi — Œi ou — xt -\-at;

b) le 3° est de la forme \_ — xk~akj —xk + <%%].

3) A$,k est de la forme T}xT2
yxT8

f c avec

Ti = '] — oo,—xi — ai~] ou [ —

et

4)

Alors

«y R

, dU
U

J
CD

xHîTlog, (*L^9y.(U + x) -z\lx (U + x}^L .

L'intégrale sur A|^-,fcxll3 ne pose pas de problèmes puisque H%\ log ,

y- (U+x) —z\ converge vers Hp\ log/f ? ~ / > ^' (U+x) —z\, de plus

elle est bornée sur ces intervales d'après le lemme 8(^1). Puisque 0Ê|£l

est à support compact, le théorème de convergence dominée de Lebesgue

montre que

J xi,j,kx-

= I] L xje8^,£l
i,J,* J *,/,* X/C
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(U + x\ frj . ^ 1 , fjj , x dUëi , y • (y + x) — z i j (u + x) ——— »
\ U f J U

C'est la même preuve que sous l'hypothèse a.

Les intégrales sur les trois types d'intervalles se traitent de la même

façon on peut étudier pas exemple celui de Afjjk.

Si OLj et ak sont assez petits logf— -), logf— -) sont assez
U2

grands et d'après le lemme 8, c2

U2
1/4 1/4

On utilise encore le théorème de convergence dominée de Lebesgue pour

conclure grâce à la compacité du support de 0£ > £ l que

dU
U

r
— I CY\ Oc c

1 A\6'. . ' *

Xffjlog, (U + X^,y(U + x-)-z\II(U + x') dU

U

II reste à se débarrasser de e^

On utilise encore l'inégalité *.

Le théorème de convergence dominée de Lebesgue permet encore de con-

clure que:

lim f ^..
8!-»0 JJZ8

C7"

= f l7
Jl «,|<l/«

U

Ce qui prouve le théorème sous l'hypothèse (a) avec£ = 0. Soit p assez

grand pour que les conditions du lemme 8 soient remplies et soit Hp
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la fonction obtenue, pour terminer la preuve du théorème il faut d'abord

remarquer, d'après ce qui a été dit antérieurement que

dU
U

existe en tant que distribution et la limite a lieu au sens des distributions.

D'autre part si l'on désigne par Id la masse de Dirac à l'origne, il est

clair d'après la construction qu'on a faite que:

[ / fi \2 p~li,- (-£-} k=7,.V dz/ J

Pas conséquent:

n \2pi
r F-\ 9s / J

est une solution fondamentale de P. Ce qui termine la preuve du

théorème II.

§ 4. Quelques Exemples d'Opérateurs Satisfisant les

Hypothèses des Théorèmes II et III

1° A chaque opérateur Çk(dk/dÇk) correspond, comme on l'a vu au

paragraphe (I) un polynôme -Pfc(f) de degré k.

D'autre part, il est facile de vérifier que l'ensemble {1, • • • , Pk} forme

une base de l'espace vectoriel complexe des polynômes de degré inférieur

ou égal à k. Comme il en est ainsi de l'ensemble (!,£,-••, f fc) , pour chaque

indice a

OÙ

i) p% sont des constantes

") ^s(f)=II^(f»)-fcex

Par conséquent le polynôme (/lf)a correspondant à l'opérateur
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En particulier nous noterons P\m l'opérateur correspondant à (Af$)2m

2° Soient {a*}?=i des constantes strictement positives; considérons l'opéra-

teur

P= S aiPï"+$m(iZ)
i=l

où <? est un polynôme réel positif tel que q(iX) >8/l27z + l.

Alors suivant les valeurs de m, P satisfait les hypothèses a et b

du théorème II et celles de l'opérateur P0 du théorème III.

La polynôme associé à P est:

= S.7=1

Si

pour tout ||

Si w< — + 1 les hypothèses a) du théorème II sont satisfaites; sinon
Zj

les hypothèses b du théorème II le sont; cet opérateur peut jouer le

rôle de l'opérateur PQ du théorème III.

3° Soit Q° un polynôme réel, elliptique de degré 2m; soit

<Çl/2; on note

Soit:

P0 = £ P" (X, Y) Q» (t,

si on prend 0(A) =v alors l'opérateur P0 satisfait les bonnes hypothèses

du théorème III pour un bon choix du polynôme réel

En effet le polynôme associé à PQ

et

Q W (f + w) , /î) = Û° Wf ) + igm (X) •
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Par définition du polynôme elliptique, il existe <2>0 tel que si ||.r||;

lû°(?) l>£|l?||2m; soit q un polynôme réel positif, q(X)^>a pour tout

si #(^)^>8«>î2, on aura l'inégalité désirée.

4° Si l'on pose:

T"* ( V VA X~* S*\aVa/~}Q f ntr7\1 {I, Zj) — / , (Zj i: ^2.a\VZj)

on voit aussi que T est un bon candidat pour l'opérateur du théorème

III, suivant les valeurs de m.

Preuve du théorème III.

A) P?(f, D) s'exprime:

^./,,9J*

Par un changement de variables, on est ramené à l'opérateur correspondant

à û> = 0.

Soit 7c«7 une partie, on pose:

et l'opérateur qu'on va étudier s'exprime:

S^,r(-^)r(-^)'7x' S
i K, r ~

S

OÙ
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Pour trouver un inverse de P^,i il suffira de calculer un inverse de

R{(u,D) qui est (TV-H./(«,£>)•

Plan de la démonstration. On fixe u et Ton considère R*(u,D)

comme un opérateur différentiel à coefficients constants.

Sous les hypothèses du théorème on va prouver qu'il existe une

solution fondamentale Q\ de jRf qui satisfait certaines inégalités.

Soit Si l'opérateur défini sur & (jR71) par la formule:

= \ Sl(t,t-y)f(y)dy.
JR"

Soit Gl = Rl(u,D)Sl-Ia.

On prouvera que la norme de Gf est strictement plus petite que un.

Alors l'opérateur Gf + Id sera inversible et l'égalité

fournira un inverse à gauche pour R*.

B) Estimations de R{ (u, f ) et de ses dérivées.

Soit

on va commencer par estimer (Tz) ~l (ku, X) B(u, $ + iv,

Bj) On note

Soient ri</>i éventuellement nuls tels que: [</>f !~ r2(w) ] |

MW-'MAI1"-"1^!.

Puisque |T'a«, A) |>[||^(«) || + |

Puisque p\-\-Tï<jn
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finalement:

ai) si |/li

(1) \m

P,r,s

az) si

(2)

Soit

I] l * r . m | i + l r l Si

Puisque :

si c est grand par rapport à CzCi(X) on a l'inégalité:

(3) |Jîf(K,f + i

On veut déduire de (1) , (2) et (3) des estimées sur les dérivées de

R* (u, £ + iv) 1 °n va commencer par les dérivées de TJ.

B2) Estimations de dérivées de T1.

T1 (lu, X)=*£ t^Wt («) ) * ( - tf ) r
a,r

et:

D;TJ y», ̂ ) = s ta,ra
r (i^x (u)Y(- M) r .

<*,r

Mais

(4) |Zy.T'(*«, A) (TO-'C^, A) \<c S
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Soient H°=(Tz)-1B(u9}L9Ç + iv) et p^-0. Alors

et

lHQDl-aT^ (T1)"1 .

On obtient, comme dans (1) et (2) l'inégalité:

Par conséquent:

(5) ijostfo

<cCl(7, T) S \DIH\C + iv} \ + C l ( X ) (|U(? + «0 || +1) l r°1

a<p

|/>] = 1 des inégalités (2) et (5) on déduit la suivante:

|£>SH°(f + ti!')|^c1a

Il s'en suit que pour tout p

où q'p est un polynôme d'une variable.

On suppose l'assertion vraie pour \p\ = l et voici la preuve pour

\p\=l + l. D'après (5)

On remarque que les polynômes çp sont de degrés croissants en \p\.

On aura besoin de calculer des dérivées D^R* d'ordre élève mais fixe.

On aura donc un polynôme qT indépendant de \p\<iM tel que:

(6) IJDtRîtf + fzOl^^W^

on pose <f(X) =Ci(X)qT{_cl(^ T)].

La prochaine étape consiste à étudier les dérivées de (Ri) -1 = Va

en ? et &.

B3) Estimation des dérivées de V^.

Exprimons la dérivée d'ordre p de Vi en termes de celles de Ri:
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À une constante multiplicative près, d'après (6)

(7) ID'ViCa.f + x i O I

et d'après (3)

<c H {DïV^u.Ç + ivïtfW.
l«|-£ll»|-l

Si l'on a supposé dans (3) que (c — c± (1) c'2) >£3 et que |

comme il a été dit dans l'énoncé du théorème.

Un raisonnement analogue à celui de la fin de B2 montre que:

(8)

où 5i est un polynôme en #°(/l) qu'on peut fixer si l'on calcule des

dérivées d'ordre inférieur à un nombre donné.

On veut alors estimer:

DÏD'JBl («, £ + » tO = (T') -1 {Z)S [A* (B (u, A, f ) ) ]

s

Df-DîW («, f + «0 = Dk
s

Par conséquent un argument semblable au précèdent montre que:

si \k\<\r,\.

Avec la notation de page 401

(9') \D1Ri(u,Ç+iv}\<[\\l(^ + iv}

si on réécrit la dérivée d'ordre k de V* en tenant compte de (1) et

(90, on trouve:

^ (f + «0 1 1 Df-Sï(u, € + iv)\]Vi (u, f+* t
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Cette inégalité entraine que:

Dans la dernière étape, on va estimer les dérivées mixtes de

B4) Estimation des dérivées mixtes de V.

= S fâ (î ) (V) D^DIV, («, f + it») D^'Dl-Rl («, f +
a<p \Cc/ \^1/ \^2/

îgï, x A*-*1^ («,

Par conséquent d'après (9) et (10)

xlA^DïV^B.

si |^>|=1, d'après (1) cette inégalité entraine la suivante:

Il s'en suit qu'on peut trouver deux constantes cl
M^ c2^0 ne dépendant

que de M0, \k\<^M0, \P\<MQ telles que:

Ce qui termine les estimations sur les dérivées.

C) Estimations des Transformées de Fourier I eixm* (iX)a

Dans toute cette partie on suppose 0<;/><Çû:; Q<@<^(X—p et le coefficient
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de Da dans Q*(Z>) où B(u,A,D) non nul.

On suppose de plus que le polynôme Q^ est de degré 2jU en S et

satisfait une inégalité du type:

pour v tel que

où y est un nombre positif ou nul; on veut trouver deux constantes

cz (^, b) , c3 (À, b} , telles que :

) | J (if ) -'-WDïV,. \t, Ç + id (A) /2] dÇ \

<c2 (A, b) \\x\\ —

b) J ^ (if) " p ffet('xD? Vi \t, £ +

^c.Ol,*)!*!—-V"*1 si \x\>a.

) OTZ examine d'abord le cas où V = 0.

On va faire deux estimations:

i) n+I<2(ji-\a-p-$\.

D'après (8)

(12) f
J-R»

+ | J | - C+D]

et l'on a l'estimation à prouver au voisinage de 0.

ii) 2/JL— \a-p- @\<n; on pose s = n — 2ti+\a—p—{i\+\.

D'après (11)

\x<\' f (tf ) -'^Dîy, («, f + ifl (A) /2) e*'
J«»

= f
Jl8» fc=



OPÉRATEURS DIFFÉRENTIELS INVARIANTS 445

x L

x I

Par conséquent:

(13) f (i
JR"

x (cir.[ff°w[
fc = 0

iii) On pose &o = 7z + l; on travaille alors comme en ii) et Ton voit

que:

f «
JjR»

(A)]*•-*'«(A) -^d«-*-»i

Par conséquent:

(14) f (|-f) «-
J«»

fco

S
*,=o

Soient s(A) = (|^|-M"1/1+|;|—»*+1/1, s'a) = (!Ar2*+1+]/tr"+1>). On

déduit facilement et i) et ii) la preuve de l'assertion a) pour 77 = 0 et

de iii) celle de l'assertion b) dans ce cas.

Il reste à prouver les deux assertions dans le cas général.

iv) Soit Q=j^u^Rn; on considère u = y\\u\\~lu; comme on a les esti-

mations (11) dans le tube Ç + i ( d ( X ) / 2 + cû) \\(ù\\<J], en utilisant la for-

mule de Stokes, on trouve par exemple dans le cas iii)
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£) "''"'*'I>îZ>f'-''V* (a, £ + »fl (A) 2) e«-

f à g"
JjJ» kt = Q \KI

La technique développée au paragraphe précédent s'applique puisqu'on a

les estimations (11) ; ce qui termine la preuve de a) et b).

Remarquons que si Q* = Q[ q{ (X} où q( est un polynôme sans zéro,

et Q[ satisfait les hypothèses du théorème, on obtient en principe une

meilleure constante, c\ voir 2°, en étudiant un opérateur qui est lié à Q^i

\_q( (X) ] ~lPi (f, D) = T (iXS, - iX) Qi (f, D) + [_q{ (X) ] ~1B (f, X, D).

D) Estimations de G1

DI) Quelques estimations liées à Fa,p,p .

D'après (13) et (14)

I^ApC»,^)!^^!!-"^!^^)!-1^^) â^b'WCftW)-*]1111
fc = 0

Il s'en suit que l'opérateur

f
JlJn

est borné sur L2 (Rn) et sa norme ne dépasse pas l'intégrale du second

membre ci-dessus:

ii) 7j = Q et 2^-|a-p-/

On utilisera les inégalités (12) et (14)
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(16) \ F a , g , p ( u , j - ) \

à
X

et comme ci-dessus la norme de l'opérateur f*-*Fat$ip(f) ne dépasse pas:

(17) || Fa, A,

+ <*.«"« fe (A) ]

iii) ^^=0 par un choix approprié de la constante a09 on remplace

les constantes précédentes par:

(18) || F0l

et

|-I/2 cir.Cç" W [8.
* = 0

° (A) [g, (A) ] *•-* {5 (A) [1 + il | '"} w,-1

; (A) |Ar + 5 ' (A)] |<?(A) -1/2{g°(A)51(A)

~*) I3" + ^09°W te (A)]'

en utilisant l'estimation (15). Ici K>0>0 est un nombre choisi pour tenir

compte de la taille de 7].

D2) Estimations des €i'ff = DfD*ëï(l9t-y).

i) Pour simplifier l'exposé, on note qa(X) le coefficient de Da dans

& et è«(w,^) celui de Da dans B( ? / ,A ,D) .

On remarque d'une part que:

_J P,
0<p<o;

où cpiQ: sont certains constantes. Puisque <?f est une solution fondamentale

de Rl(ii,U) on a l'égalité:
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R! (u, D) SI (t, t - y ) = /4 + S «« (r) S DïDZ-'Si (t, t - y) c,,a
a=/=Q O<P<[Q:

+ CTO-1 ££«(«, A) I] ^ZW-^'CM-y).
a=iM) 0<p<;a:

ii) D'après l'estimation (3), cette solution fondamentale de R1 (u, D)s

est:

II est évident que

f \Glf(x) \*ee^-xdx< sup IQ.Cf, M+z0(A)/2) !~2 f
Jjg» Meiê» J-R7

On veut prouver que la norme de G1 comme opérateur sur l'espace

L2(Rn,e6a}'xdx) ne dépasse pas 1.

Alors

= f D?Vi(x9JRn

x

et pour estimer la norme de G{'ta~P comme opérateur sur L2(Rn, eQ(®'xdx)

il suffit alors d'estimer la norme de l'opérateur f*-+Faip(f)9 qui à été

étudiée au paragraphe D10

D3) Remarquons enfin qu'un calcul analogue à celui de page 440

montre que:

p,r,s

On aura besoin de cette estimation pour prouver le théorème III.

E) Fin de la preuve du théorème.

1° La norme de l'opérateur G/ sur L2 (Rn, eea^ 'xdx) ne dépasse pas la

somme:

d'après D2) i) et D3).

D'après les inégalités (15) et (17), sous l'hypothèse y =
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Puis que c4(À, fi) est bornée, comme il en est ainsi de

Elle sera plus petite que un si la condition i) de la page 402 est remplie

pour un certain entier LT.

Dans ce cas on trouvera une solution fondamentale E{ de R{ (u, D)

qui est bornée sur L2(Rn, eoa}'xdx) et l'on peut s'arranger de telle sorte

que sa norme soit plus petite qu'une constante donné en choisissant C(s, fî',

6, 7]^ ju, m) assez petite.

L'application f^Ë',1 (/) =Sf ( (T1) ~lf) est bornée sur L2(Rn,

eea}'xdx) ; c'est une solution fondamentale de Plj.

2° On va définir une solution fondamentale de PA (f , D) . Soit £/Œ

C™ (Rn) à support disjoint des axes de coordonnées. Pour tout JcJ, on

pose: Ei(U)=E't
z(Ui)o^ et

on vérifie facilement que:

f lElUWWxjl-v-'Wdx^-—^- - -f
JRn qim+p JRn

on vérifie aussi comme à la proposition (3) que E\ est une solution de

Pa(£9 D) . Soit H6, resp. H'6 l'opérateur de convolution dont la trans-

formée de Fourier pour chaque À est l'opérateur de multiplication par

W(1-d(^/2\xj\(l-ea^\ resp. \l\-<1-'™'*\xJ\-<
1-'™'*. On voit comme à la

page 421 qu'il existe un opérateur de convolution E' borné sur L2(/fn)

tel que si l'on pose El = H6E'

PE1 = II6 .

Pour terminer la preuve du théorème il suffit d'utiliser comme en (40)
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le lemme suivant:

Lemrae 9* On suppose que £*<0i(/l)<2 — £-, 0<eis

v2
UTTerUÏ ^ V-1 / f / f l ™ ^ / Mr 7 \ ^^/||L(#n)<£ 2 \D9f(x9y9z)\rtdy)

|s|^2n \ JjBn + i\ Jjgn /

||^-YlU2(Hn)<^ I] (f (f \D>f(x9y9z)\'dy)*'rdyd.
\S\^2n \ JJS»+1 \ JRn /

l/rj= sup (1/2+ (l-eO/2) ; l/r,= sup(l/2+ (1-

1/2

La preuve de ce lemme est tout à fait analogue à celle de la proposi-

tion 6; on laisse au lecteur.

E = E1*H~6 est une solution fondamentale de P, comme on le vérifie

immédiatement. Signalons que si di (^) = 1/2, E est un opérateur de con-

volution borné sur L2 (Hn).

Ceci termine la preuve du théorème III.

Ennonçons un corollaire du théorème III.

Corollaire 10. Soit P(D) =Q1(U)QZ(D) où Q,(D) est de la

forme décrite dans le théorème III et Q2(D) est comme au théorème

I alors P(D) est localement résoluble et surjectif sur C°° (H^).

La preuve de ce corollaire est sensiblement la même qu'à la page

423.

Il est plus facile en partant des estimations à priori de prouver que

E* possède une solution fondamentale sous l'hypothèse que Ci(X) n'est

pas trop grand.
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