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Une Classe d’Opérateurs Différentiels
Invariants sur le Groupe de Heisenberg

par

N. LOHOUE*

0. Cet article est le premier d’une série ol ’auteur se propose d’étu-
dier certains opérateurs différentiels invariants a droite sur les groupes de
Lie. La revue de S. Helgason dans [2] est une bonne présentation des
résultats existants sur le sujet.

On s’intéressera aux problémes de résolubilité locale, a la régularité
des solutions de PU=jf. On abordera ces questions le plus souvent par
le biais des solutions fondamentales et leur construction explicite.

Les résultats qu'on présente dans ce travail se généralisent 4 d’autres
groupes de Lie résolubles. Cependant on a préferé présenter d’abord le
cas des groupes de Heisenberg plus facilement digeste, puisque la structure
algébrique et les répresentations de ces groupes sont simples; les ques-
tions difficiles, s’il y en a, sont de nature analytique.

H, désigne le groupe de Heisenberg de dimension 27+1; X}, resp.
Y;, 1<j<n et Z désignent la base canonique de H, avec la relation de

commutation habituelle.
[X;, Y] =042
On étudiera les opérateurs sur H, de la forme:
P(D) = Y ag, Y*X*Z'
Ig,r
ott Ix est un multiindice et a;, sont des constantes. En fait on peut

prouver des théorémes avec de a;,, non constants.

On obtiendra des théorémes d’existence de solutions fondamentales,
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d’olt la résolubilité locale, 1’existence et le contrdle des solutions de PU

=f.

1. Enoncés des Résultats. Les définitions précises des opérateurs
Fy e, Hj ¢ sont exposées a la page 408. Dans la premiére partie du

travail nous prouverons 1’énoncé suivant.

Théoréme 1. Soit P= Y a;,,Y*X'*Z". On suppose que les poly-
Ig,7

nomes suivants:
(D) = 25 Chear,(—il) (=)=
a<Igr

n’ont pas de zéros communs. {C%, sont des constantes dont la défini-
tion est a la page 405.

1°. Soit P* ladjoint de P. Alors il existe deux distributions E;.
et Ef, dépendant de deux parameétres e R", 0<0<1/4n, 20<g;+0<1
dont lune est solution fondamentale de P, Pautre celle de P¥*.

De plus

_ 0 ’
Es = Fa,e*Ea,e*Ha,e

on Ej . est un opérateur de convolution borné sur L*(H,).

2°, P et P* sont localement résolubles: soit £ un ouvert relativement
compact, soit fCy (), il existe une fonction WeC(Q) telle que PW
ou P*W coincide avec f sur L.

P et P* sont surjectifs sur C~(H,).

On déduira du théoréme un corrolaire qui donne des estimations
globales des solutions de PU=f.
Nous renvoyons les énoncés et preuves d’une forme un peu plus

précise du théoréme I et des corollaires qu’on en déduit & la page 408.

On peut signaler tout de suite que les solutions fondamentales ainsi
construites ne sont ni explicites, ni régularisantes. Si l’on veut avoir des
solutions réguliéres de PU=F, il faut imposer des conditions sur P; sinon

il faudra des conditions draconiennes sur f.
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On verra (page 406) qu’a Uopérateur P= Y ar,,Y*X'®Z" on peut
Ig,T
associer un polynéme Q(&, 1), (§,1) € R**'. Les solutions fondamentales
qu’on veut décrire dépendent de ce polynome.

L’opérateur suivant, dans H; est assez parlant:
P=-Y*X*+YXZ+R(Z)

ott R est un polynéme.

Si R(i2) est réél et R(i1)>1+ /3, P aura une solution fondamen-
tale qui est un opérateur de convolution borné sur L*(FH,).

De plus si R(14)>1+A*4+4*/3, on aura une formule pour la solu-
tion fondamentale qui est donnée par le théoréme Ila ci-dessous.

Par contre si 0<CR (¢1) <A’/4, le polyndéme associé & P qui vaut ici
Q (&, ) =28+ R(iA) aura des zéros Z(4) avec 0<Im Z (1) <{1/2, on peut
encore trouver une solution fondamentale, moins bonne que les deux pré-
cédentes mais pas aussi mauvaise que la solution fondamentale du théo-
réme I (voir le théoréme III).

Mais la situation se gite plus avec l'opérateur P=Y, X, +:1Y,X,+a,
dans H; dont le polynéme associé est Q(§, D)=—1i4&, + A6, +a,. Si a, est réel,
pour chaque A la variété des zéros de Q rencontre la bande 0<{Im &§,<C2.

On ne pourra ni appliquer le théoréme II, ni le théoréme III & cet
opérateur.

Pour terminer ce paragraphe signalons comme on le verra au cours
des démontrations que la régularité des solutions fondamentales se mesure
par l’absence des zéros des polyndémes associés dans la bande 0<CIm &;
<1/2 de C.

Le second énoncé que nous prouverons donne des formules explicites
des solutions fondamentales pour une classe d’opérateurs.

Ce résultat s’applique aux opérateurs de la forme:

P= Y a,P*+R(2)

|a|<2m

pour un bon choix des a, et de polyndme R voir (pages 438 et 439).

Pour énoncer ce résultat, nous aurons besoin de quelques définitions.

Définitions. Soient IcJ={1;---;n} et I° son complémentaire.

On note 1; la fonction caractéristique du sous-ensemble I''={xrc R",
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tel que x;>0, Viel et ;<<0, si i€1}. On note 1} la fonction carac-
téristique de v R telle que v;=>0 pour tout i=1I; Pour les notations
(x1, 21c) et logi((U+x) /U) woir page 425.

On prouvera alors 1’énoncé suivant:

Théoréme II. Soit P= Y a'®"Y'xX')7" et soit Q le polynéme
associé. On suppose dans leIsK’Tdeux cas ci-dessous que pour 1 fixé
|Q (&, ) |=>c>0 dans le tube 0<Im §;<1/2.

a) On suppose aussi que J‘RMMI”IQ_I(E, A |dédi<<oo. Soit H la
transformée de Fourier de la fonction (A|"Q7'(§,2). Alors

E=tim 3 | 1L (U)L(-Un L (U+2)

e—>0 ICJ

xH[log,<%+i>,Y- U +2) —z] déf

existe au sens des distributions; c’est une solution fondamentale de
P: PE=1,.
b) Soit u le dégre en & du polynome Q(€,R); on suppose qu’il

existe un polynome q(A) en A, sans zéro réel tel que
Q¢+, [ =c(2]"+1aD) ] 0<n<1/2.

Pour p assez grand on note H, la transformée de Fourier de la
Sonction Q7' (E, D) |A"A+27) L Alors

lim 3 jl L)1 U L@ +2)

e—0 ICJ

au

XH,,[Iog,(U;x),Y-(U—i—x)—z] LS

2p
existe au sens des distributions et E= I:Id— <a—a-> ]Eo est une solution
Z

fondamentale de P: PE=1I,.
Dans le derniére partie, on s’intéresse a une classe d’opérateurs différen-
tiels invariants déduite de celles qu’on a étudié dans les deux premiéres.

On donnera une condition suffisante d’existence de solutions fondamentales
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pour cette classe.

Plus précisément, pour tout w& R", on considére 'opérateur:
Po=TX+0Z, 2) Y ar,, Y +o0)&EXxZ"
Ig,7

+ Byrs (Y +0Z)? X" Z8

[l +[s]|<m
<p

ot Y+wZ=(Yi+w,Z; --; Yo+w,Z); T est un polynéme en Y;+w;Z et
Z; il existe un entier >0 tel que le degré de 7' (7A€, A) transformé de
Fourier de T, comme polynéme en (Z1€), soit égal a m-+pf.

On suppose que Max{|Ix|, ar,,, 50} =24 ot # est un entier et que
[7o] =Max{|r|, b, 70} <24 A lopérateur Py= Y az.,,Y*X®Z" corre-
spond comme on l’a déja signalé (page 399) ;1;1' polynéme Q(§, )
=>"q.(A) &~

) Par la suite on aura besoin de la fonction suivante:
(1) = f‘, C 20 laa(D)DIA7+ LS
j=1 i<fal<n i

Pour la définition de l'opérateur F° et la norme | [0, voir la page

449. On prouvera 1’énoncé suivant.

Théoréme IIi. On suppose qu'il existe
i)  0<e;, e5<<1 et une fonction 0: R—R", mesurable
&;<0;,<2—¢]
i) 0<e, €, 0<%, constantes
i) deux polynomes d’une variable q,, q>1 tels que:
1QE+iy) [=allAE+w) [*+q@) ] si [6(2)/2—y[<7
T (@2, ) |= a2+ a1 ™" .
Soient
lgo () |~# E, [65,7,sH 4] st |A]<1
!410(/1)1”“’1;s |05, rs[[A]7F17 s [A]>1

c)=

(on suppose que C(A) est bornée par une constante).

Ci@a, Ty =3 —Harl 121

P S on T (M, 0) = 3ty (—i2E)*(—iD)".
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Alors il existe une constante absolue C(e, €', 0,7, 1, m) et un entier

Ly telle que P posséde une solution fondamentale E si:
i) sup lg@) [7°CL (4, T *C(A) {[g (D) 1™ + 1} {]A 7 2] =2
+ AT <C(e, €, 0,7, 1, m)
i) sup CA lg@) T ATH# 5+ A7 27
<C(9,0", 0,7, n, m)
i) De plus on a Pestimation

”H_"Ef||u<11,l)_<_ci|f”&"o .

On déduit évidemment des résultats de résolubilité locale de ce
théoréme.

Ce travail a été entrepris pendant un séjour au département de Ma-
thématiques de 1’Université McGill 4 Montréal. Il n’aurait peut-étre pas
été congu sans l’atmosphére exceptionnellement amicale de “Burnside
Hall.” Nous tenons a remercier ceux qui y ont contribué de prés onl
de loin.

Nous avons aussi profité d’une invitation au département de Mathé-
matiques de ’Université de Maryland pour faire des mises au point des
théorémes I et III. Nous tenons i remercier Profs. R. Johnson et W:
Kirwan pour ce séjour agréable “il fait beau en octobre a College Park”
et fructueux.

Nos égards vont aussi & Mrs. Berta V. Casanova. Elle a assuré la
frappe de ce texte avec beaucoup d’habileté et de gentillese, elle a tra-

vaillé contre la montre.

§ 1. Quelques Notations et Définitions

On note H, le groupe de Heisenberg de dimension 272+ 1; un point
générique he H, peut se décrire par trois coordonées A= (x, y, 2), x€ R",
yeR", zcR.

On rappelle que le produit Ak’ de deux éléments du groupe est
donné par la formule: AR’ = (x,y,2) (2,y,2") =(x+ 2, y+y,2+2’
+xy’).
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On note X, resp Y; 1<<j<<m et Z le vecteur de l’algébre de Lie
de H, tel que

exp X;= (e;, 0,0); exp Y;= (0, ¢;,0); exp Z=(0,0,1).
Ou l'on a désigné par exp l’application exponentielle de 1’algébre de Lie

de H, sur lui-méme. Alors on a les relations de commutation habituelle:
[Xi, Y] =045Z.

Le groupe H, posséde une série de représentations fondamentales
définies comme suit. Soit f: R"—>C une fonction de classe C7(R") et

soit A= (x, v, 2) un point de H,, on pose:
(W f(§) =expid(Y-§—=2)f(§—X).

Pour tout A réel non nul, on obtient ainsi une représentation unitaire
irréductible de H, sur l’espace L*(R") des fonctions complexes de carré
intégrables sur ’espace euclidien R" pour la mesure de Lebesgue.

Soit ¢: H,—C une fonction C7 (H,) on définit % (1) comme ’opéra-

teur:

)= L I,(R)eR)dh .

Ainsi on a la formule de Plancherel:

[ o@raz= [TTsio e @1arar.

Dans cette formule Tr A désigne la trace de ’opérateur A et A* son
adjoint.

La différentielle de II; agit sur les vecteurs précédents de la facon

suivante:
Al (X)=—-0 1<j<a
0§,
AT, (Y ) =128, 1<j<n
dll,(Z) = —il.

On s’intéresse a la classe d’opérateurs différentiels:

P(h,D)= 33 as,.;,, (A)Y2Xit. . YirXinZir,

Dans un premier temps on s’intéressera au cas oil les coefficients sont
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constants

P(h,D)= 3 ai,.., YiXi - YoXinZin,
0<t;<mjy
1<i<n

Pour simplifier les écritures, on notera cet opérateur par:

P(D)= X ar, Y'sX""Z'.

Dans cette notation Iy est un esemble d’indices entiers indexés par
une partie K de J=(1, -, n) : Ix= {ix, -, &x,} o0 e KCJ.

Y%, resp X'%, désigne l'opérateur différentiel,

Yi*= J] Y% resp. X'*= J] X%.

iwElg wElg

On peut ramener, comme nous le verrons dans les pages qui suivent,
’étude de ces opérateurs a celle des opérateurs différentiels & coéfficients
constants.

Pour introduire ces opérateurs, nous aurons besoin de quelques nota-

tions.

Notations.
1°. Si x€R", z; désigne le point: z;= {x;, ---, z;,} de R"™ oa l'on a

noté |I| le cardinal de I

a) i]EI
b) <t
c) x;, est la 7; éme composante de .

d) || est égal & 7.

Ainsi chaque point x de R" s’écrit x= {x;, xr}

2° Soient Ix= {f, -, i,} ot £,<iy4; et KCJ on pose, pour 0 R

i
e g1 ()" = g e
iwEIx 0&, i€l

Soit £ R™ on pose:
etl'x= (etil s "% etir)
1343 t
e Te— (e fl’ -, etin-r)

ol 'on a ordonné % comme Ix.
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On définit alors un difféomorphisme ¥; de R" dans I'; par la relation:

pour la définition de I'; (voir page 399)
¥, (@) = (7, — ).

Pour toute fonction U: R"—C, on note U; sa restriction & I et

U, la fonction:
ij: U_[Ow.l .

4° Pour tout &€ R" on note L*(R", e**dx) ’espace de Hilbert des fonc-
tions f: R"—C telles que:

|Fla= [ 17 femedz<oo

L*(R", ¢e**dx) est muni de la norme |f|sza-
5° Pout tout A€ R, II,(P) = P; désignera la valeur de la transformée
de Fourier de P au point II,.

N

On veut établir la proposition suivante grice a laquelle 1’étude de
opérateur P précédent se raménera a 1’étude d’opérateurs a coefficients

constants.

Proposition 1. Pour tout A5=0, il existe un opérateur différentiel
sur R™ a coefficients constants Q,(D) tel que pour tout couple (U, f)
de fonctions C7 (R"™) la relation

PXU:f
a lieu si et seulement si pour toute partie finie ICJ

QDU =71;.

Preuve de la Proposition. Pour prouver cette proposition nous
aurons besoin de fixer quelques notations. Soit (4;, #4;) un couple d’en-
tiers positifs, 0<k;<(7;, on note Cfi le k;#0 coefficient du polyndéme
iy
11 (¢E—7).

T=0 . "/ . .

Si I, et I) sont deux ensembles ordonnés d’indices:

I,= (4, -+, 1,) et I; = (47, -+, 3;) tels que 0<(i3<(i; pour tout j, on posera:

¢)) Cr=T1ICy.

€Ly
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Considérons 1’équation différentielle ordinaire d’Euler d’ordre %2 sur R:
k

xkt dd — olt £>0 est un entier:
x

Soient U et f deux fonctions de classe CZ(R). On pose:
U2 =U(); U.(z) =U(—e)
i) =£€);  filz) =f(—¢).

=
d k

Alors:

Jeo [ (& )0

nel() oo,

Il

On a une égalité analogue pour U,.

D’une part:

P,(§, D)= Z‘, (Za,m(—z/l) (=)= gxDx,

D’autre part si U: R™—C est une fonction de classe Cg, ICJ et U, la
fonction correspondante & U définie au paragraphe précédent (page 405),

d’aprés ce qui a été dit ci-dessus,

(P15, D)U) o¢y

= 2 (D an, (i (=)' I (=) 33 C{D*4T,

=0
=0, (D)U,.

Par conséquent P;(§, D) U=f si et seulement pour tour ICJ, Q,(D) U,

=fz-

Avant d’attaquer la preuve du théoréme I faisons la remarque suivante:

Remarque. Pour tout opérateur différentiel & coeflicients constants
Q(D) sur R* il existe un opérateur P sur H, de page 397 tel que

Popérateur Q,(D) associé a P, par la proposition précédente pour la

valeur 1 du paramétre soit Q(D).

Cette remarque est facile est établir, nous laissons la preuve au
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lecteur.
Expression du symbole de Q,(D).

Par définition

I
Pi, D)= 5 arg (il et B

Par conséquent le symbole de Q,(D) vaut:

Qi) = 3 argy (—i7 (=D TT e+ 31 Cher.

ixEIg 1<pe<iz—1

Mais
M @+ 3 Cirm= 3 (I Choe

wEIK 1<pp<ix—1 1<ap<ix iwEl
ol 'on convient que C#=1.

Soit Cf,= [] C#_,. Alors:

wElg

Qi@ = X an, (=)™ 3T Cree

I<a<Ig

26, 2, Cherg, (—id)" (=1)"%).

0<a<Ig

§ 2. Preuve du Théoréme I

La preuve de ce théoréme nécessite quelques lemmes et des notations.

Notations. Soit §: R—R une fonction mesurable et soit ICJ. On
note |Y;|® opérateur, & priori non borné, sur L?(F,) dont la transformée
de Fourier pour chaque A est 'opérateur de multiplication par la fonction
HI |£:1%®, Si 6= R"™, on le considére comme 1’application constante de R
;ieans R™: 0;(¢) =0; et |Y;|° aura le sens ci-dessus. De méme si 0€R,
on le considére comme le vecteur § = (0, ., 0) de R™ et |Y;|° est défini
comme précédement.

Pour tout jEJ, on désignera par ¢% la fonction caractéristique de

Uintervalle |xz;{<(1 et ¢} la fonction caractéristique des |x;|>1. Soient:
97 (x) =15(x) 11;[ ¢i(x); ¢r(x) = iﬂg@ (x:) 15(x)

ot 15 est la fonction caractéristique des x& R" tels que x;5~1 pour j&J.

On note 0%, resp 0%, P'opérateur de convolution sur F, dont la trans-
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formée de Fourier pour chaque 1 est l'opérateur de multiplication par
¢1, Tesp, ¢r.

Soient e R", 0<Ce;<{1, 0<<0<{1/4n et Oo= (n—e-1+ (1—0n)/2) /2.
On supposera par la suite que: Vj; &;4+0<1, &—0>0. On définit les

opérateurs Fy e, Fy,e, Hye et Hj e par les formules:

F;. =] le°*1§ D0 Y ;| A3 s @ x| Y | e+
Fie = ]ZI_S"*I;, O |Y ;| =30 s PY ok | Y 4| 6072
H;, = | Z|%x I;, O |Y 7| S0 2 L | Y | A6 —02
Hj, = !Zl_s"*I;J@‘}*]Y,]‘(l'“s)/z*a)}c*]Yn|—<1—€—8)/2 .

Remarquons tout de suite que Fj., resp Hje, ainsi défini est linverse
de Fje resp H;e.. On prouvera !’énoncé suivant dont dé coulera

le théoréme I.

Théoréme ¥'. Soit P= ) a;, Y*X®Z'; on suppose que les poly-
Ig,7
némes suivants w'ont pas de zéros communs: q.(A) = 2, > CHeares
Ig,7 0<a<Ig
X (—i)7 (=N &', Soient 0 et ¢ comme ci-dessus, alors il existe un opé-
rateur E}. de convolution de L*(H,) telque la distribution Es.=

Fy xE} exH, . vérifie Pégalité: PE; e = H,,..

On peut prouver un énoncé analogue méme si €=0; ceci conduirait au
corollaire 2 ci-dessous. La preuve du théoréme I’ repose sur une proposi-
tion et une série de lemmes dont les énoncés nécessitent quelques nota-

tions.

Notations. 1° Pour tout x&R", on note |log x| la quantité
n

llog x| = (3 (loglx:) ). Si 0€R, ec R*, L} .(R™ désignera ’espace
i=1

des fonctions sur R™ de carré sommables pour la mesure |X;|® 1?2,

On note aussi Fj . ’espace des fonctions de carré sommables pour la

mesure &7,
2° Soit P(c, D) = ) C,D* un opérateur différential sur R" a co-
la|<m
efficients constants: On pose:
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fel=( >3 1CalH™.

laj<m

On note aussi N(m,n) la dimension de 1’espace vectoriel des polynémes
en n variables de degré m et k= (k, ---,k,) un point de R° ot w=

2N (n, m), & coordonnées entiéres.
On prouvera la:

Proposition 2. Soient 0<60<1/4n, 0<<e;<(1, alors il existe une
application linéaire continue E,¢, de Lj.(R™ dans L*;.(R") dont la
norme ne dépend pas de A telle que pour toute fonction f dans Li . (R™)

on ait les égalités.

P, (E, D) Ea,e,xf=f§ Ed,a,zP/l (3 D)f:f

On désigne, pour tout >0, par V, louvert de R® des |c|>20.

La preuve de la proposition 2 passe par l’assertion suivante.

Proposition 3. Soiz P(C, D) = MZS]"LCQD"‘ un opérateur différentiel
a coefficients constants. On peut trowver:

a) Une suite (0;;) de points de R" indexée par les couples (j, k)
0@l j est un entier positif et k un point de R®, a coordonnées entiéres
10,61l <<0/27.

b) Une partition C2(R™*) de lunité de R*°, g}'* qui satisfont
les propriétés ci-dessous:

1°  Pour tout couple (j, k) on note E}'* la distribution sur R"

définie par la formule:

s (EDFE _ " F@r(E+20,,))dEdz
fo KBS D Langp (6 =1 2mizP (¢, 2n(§ +20,,))
et

7= Lf_”'f f(x)dz.

Alors Ey= Y E}'* est une distribution qui dépend de maniére C” des
k7
C dans V,.
2° Elle définit par convolution wun opérateur borné de ¥, dans

S_s dont la norme ne dépasse pas une constante fois 1/0, on Gy, resp.
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G_s, désigne Fy,, resp. F_s,, telle que PE;=1,.

Cette proposition est prouvée dans [5]. Nous voulons seulement en dé-

duire un corollaire dont découle la preuve de la proposition 2.

Lemme 4. Soint o= Cg(R™) et 8 un n multi-indice. On définit

(78
une fonction  dans I'y par: o= (Egx@)olog. Alors PRI x)
x

x I 12|™ avec C(p, )= quand. |log x| -+ co.

Preuve du lemme. Par définition, ¢ est la somme en (j, k) des

termes [ que nous allons examiner:

Foe(@ = [ 00"@®

y I exp 27z (logx) (€ +20,,.)) 9§ (—2n(§+20,,:) ) d=zd§
et 2nizP (c, 21 (€ +20,,)) '

Mais il est facile de vérifier par récurrence que:

6F,k iy 97* (¢, €) — o .
Slir@= T & L»****(l it ], e 2eillos2): (¢ +20,,)

— T~

A+ 16D Ry (L) (~2m 6+ 26,,))
2miP (¢, 2n (6 +20;,,))

dédz

ot R;, est un polynéme dont des coefficients sont bornées en j et 4.

On vérifie facilement, puisque [|0;:]|<{0/27 que si 'on désigne par

(R,-,,, <%>¢>X la fonction <Rj, <@x> >X(t) = <Rj,,, <%>¢> (log x+1)

alors:

W IED™ (Ro (7o) €420,

<c| em > ;DS<RJ”°<_6%>¢> (logx—l-t))dt

R™ [sl<n+1

=CJ esnlogz-tn Z
R™ [sl<n+1

D <R, . ( aa @ ]dt
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Puisque ¢ est 4 support compact on voit immédiatement que cette quantité

est équivalente & Mgl

quand |log x| — + oo.
Comme |P(c, 2w (§+20;:)) | *<c, voir [5] p. 216, en sommant en

j, k, on voit immédiatement que:

(81, Br)

Py @) =C(z,9) II lz;I™%.
. 0.2: | 8=
Ce qui termine la preuve du lemme.

Lemme 5. Remarquons que si xi, -+, xi, restent minorer par &
2 0
et bornés par & alors

'
0xf

(x)]saes, TN N E

=831 B

o B’ CB ne contient pas les [8; pour (j=1i).
Nous sommes maintenant en mesure de prouver la proposition 2,

Preuve de la proposition 2. Soient 0<0<1/4n et e R", 0<e;<1.
Soit Q; 'opérateur différentiel A coefficients constants associé 4 P; dont
P’existence a été prouvée a la proposition 1. On considére ’opérateur
Qi (D) dont le symbole est Q5(§) =Q;(§+17¢/2). On note N;‘;g une solu-
tion fondamentale de 1’opérateur Q5(D) comme a la proposition 3 pour

la valeur 0/2 et 1’on définit E3° par la relation:
e C (R™) — <EY, o> =<ELs, (e7%) ) .
Alors:
Eying(z) = e (Ehix (e 7)) (2).

Il s’en suit que Ei’e définit par convolution un opérateur borné de Fj, e
dans F_;,. dont la norme ne dépasse pas M:In;f]qu(/l)l puisque E’j{;ﬁ
définit un opérateur borné de Fj, dans F_.. ?’our tout ICJ, toute
fonction U de classe Cg(R"™) a support disjoint des axes, on définit la

fonction Ej .U par la formule:
EL, U () = (B3U,) og7'(x).

On pose:
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ES,E,XU (‘r> = I;JEb{,e,AU(x) .

D’aprés ce qui a été dit précédemment, un changement de variables montre
tout de suite que Eje,; est une application linéaire bornée de L}, .(R")
dans L%;,:(R™ dont la norme ne dépasse pas une constante fois M.

Il reste a vérifier la relation algébrique P, (&, D) Es,;U=U au sens
de distributions. On fera cette vérification pour n=2, le cas n=+2 se
traite de la méme fagon, mais exige plus de notations.

Soit g Cy (R?), on veut prouver que {P;(§, D) Es ..U, g>=<U, g>.
I1 suffit (c’est la méthode générale) d’examiner la cas ou FP;=

kit+ky

(—z'/l)"‘*"’f{“é’é‘*—a%; oll A et k, sont des entiers ki, £>0. On ne
1 2

s’occupera pas de (—ZA)***:, On veut donc calculer ’expression
{Pi(§, D) Ey,e,.U, 95

=By U, Py = (—1) "+ j By U@® 2 ag,, G OIOE,

=(=Dhte 18£8k
(=1 Icu 2 .f Es.eaU®) 5 arozn aék 0$k ( £:°9) (5)d§.

I1 suffira encore d’étudier le cas ot I= (1,2) les autres se traitant de

fagcon analogue:

A= [ [ B U(é)%,’jj;;;—z@m»g) (@)

— lim 1imj j ErexT ) olog (&) -0 (ehigkrg) (€)dE .

&0 30

afk 65"
Car l’intégrale A; converge absolument d’aprés le lemme 4, puisque
(8:+0)/2<1, d’aprés les choix de & et §. Mais alors:

T, ky gk,
j j (Boexll ) olog (8) -0 - aek w GRNGES
+oo kg—1 , k) rTi0.E ° 4 €
— ) kgo( l)k 0 (E *U;kllOg(g’a)
akg-—k’+k1
b kp 1 d 1
x[————~$kz e s GHE00) 6 &, 4

+<—1>*2f j i 052 (BT, olog (64, £9)
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o 07 (ERg) (&, &) dEdE,
o0&k '

Puisque ¢ est a support compact, il est facile de vérifier que:

e g

() 68 | }<cls
D’autre part puisque U; est C2 (R", d’aprés le lemme 5

‘ DE5 [(Ey*+Tn)e log(5)3<<C(Ur)lle B A

et:

aw’

—kh+i,—1

H s ErsUrelog (&, &) - S Eher) (6, 6

]Eg=sg

< (63) 1—(s+€3)/2’ A —(SHT)/Zlgl @1

N

oll ¢; est une fonction & support compact dont l’existence est assurée par
le fait que ¢ est & support compact. Le théoréme de convergence dominée

de Lebesgue prouve alors que:

lim (75 (Cpym PEERHT ) olog &y, &)

!
90 Je}  j=0 0&k

pr-Hml (ghebg) (8, 6D d

X aé kp—kh— las £,

et:

~tim Lim [ [ (~pmer 0 (E"' +01) olog (6, &) O e
B €3 1

eg-—>0 eg—ﬂ)

X (§1'9) (&4, §2)dEdS, .

On utilise encore le lemme 5 pour voir que l’intégrale

A=)

Converge absolument par conséquent on a 1’égalité A = A, et:

(3T ) olog (&, &) 0 pen (51“9) (€1, €2)d€dEs.

+ o0 +oo kg ~ ~
Af=tim tim (== [ [ ea% (EveT ) olog (&, £2)

0 0
20 €0

(5 '9) (§1, §2)d6:dSs .

05"
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On refait le méme raisonnement et l'on voit que:

A= (-nrentim tim [ [Tengpd BT clos @@

0&,%08,"

Eg—>0 eg—m

Comme EE;S est une solution fondamentale, on voit tout de suite que:

+oo +oo
A= (—1)*** lim lim f J U (&) g(&)de

S GYIGES

si 'on fait la sommation sur I, on voit que l’on a ’égalité {P,E;¢.U, g)
=<U, g> voulue.

Remarquons que L%;, . se plonge contintiment dans &)’ (R™ et la
formule <{PiE;¢;U,g> a toujours un sens puisque FEse,U est dans

3¢ (R™) d’aprés la proposition 3.

On remarque aussi que le sous-espace de LZ,.(R"™ constitué des
fonctions a support disjoint des axes est dense dans L2, .(R").

En effet si cela n’était pas vrai, il existerait une fonction f& L}, . (R™)
qui ne soit pas dans l’adhérence de ce sous-space. D’olt une forme
linéaire (d’aprés Hahn-Banach), par conséquent une fonction F de

L, ¢ (R™) qui soit triviale sur ce sous-espace telle que
j F(@)F (2) | X, |5 e~ gz =1,
y A

Mais il est clair qu’unetelle fonction F s’annule en de hors des axes
par conséquent il y a une contradiction.

Puisque nous venons de prouver ’égalité (P E; .U, hy ={U, k> pour
les fonctions UeCy (R") a support disjoint des axes, les deux remarques
précédentes prouvent que cette égalité subsiste quand Uc L}, . (R™. Ce
qui termine la preuve de la premiére égalité; la seconde se prouve de la

méme facon.

On se propose d’énoncer la derniére proposition dont on aura besoin
pour établir le théoréme I’. Pour formuler cette proposition on aura besoin

de quelques notations.

Notations. Soit P, le noyau de Poisson de 0r,={(y, ) € R™P?,
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>0} Py, (v, 2) =11 %—é—t"—“—z si f est une distribution raison-
JET L4y Lt 2
nable sur H,, on définit un prolongement de f par:

F(z, y+it, z+its,) = LMPMW(@, %) — (v, 1)) £ (z, v, w)dvdu .

Par suite d’énormes notations qui s’introduisent quand on vent écrire
les énoncés pour 7z quelconque, nous supposons #=2 dans la définition
suivante.

Soit £ une distribution raisonnable sur H; et soit p= (P, Py, 5), 0<<p;

<1 on définit | f|5 comme étant égale A la quantité suivante, finie ou

infinie:
O°F (x, vy +it, 2 +ity) Py

5= L L L

D2/DPy D3/P2 2/P3
xdyl} dyz} dz} .

On note Rz l'espace des f telles que | f|z<Coo.
Maintenant si p= (py, =+, Pas1), 1<<py, on pose:

IFI25= L{n[ ji:(j‘i:[f(x, Vi Yoy s Yy Z) imd%)z’zm

2/Pnes
x dyz--.dz] dz.

2
tltztadtldtzdts]

On note L;3(H,) Vespace des f telles que || f||,z<co.
Soient g€ R", g;>>1, on pose ¢’= (g,16/13); g'= (g,16/9); on va

prouver la proposition suivante:

Proposition 6. Soient 0, ¢ comme précédemment. Il existe une

constante c; . telle que:

1 8) |Foe@ arg=ese 30 1Dl

<n-+2

1 H e (D) s =<cse 2. [D'0lLsan
|s|<n+2

b) Soit p suffisamment proche de un pour que 0< (1—e¢;+0) p<<1

alors:

55,6 (O || 22y
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<o 3 1@+ D" D)™ ] A+ 3, Dol e
13,6 (9) || zecaay
<ee( | 3 1A+ 12D "Dl A+ Iz, v, )"l Eay”

2° On pose:
a) VJE]CJ, l/PI,le—(é“‘Ej)/Z, Vk%[, 1/P1'k=1—(8k+6)/2
Alors:
[H3, () | L2<H,.)£Cs,e1§ l91le,3:+ 912,32 -
b) On suppose =0, on pose 1/p;=1+0/2, j&let 1/pr=1—05/2.
Alors:

[-Hs,e () | zearm=cs,e (25 19132+ 1913 -

Preuve de la proposition. 1° L’estimation de Fj. est analogue
a celle de Hj¢; celle de F{,E est aussi la méme que H,;',e. On se conten-
tera donc des estimations de Fye et Hye.

a) On va utiliser la transformation de Fourier. Pour tout l€R,

le noyau de la transformee de Fourier de H,.(g) vaut:
T(z, & D =g (z—$, 1, D) 2501 (€)@ () |61 6| 72
ot
02 28,0 = [ 0(z, 9, 0¢84 0dydz.
Mais
Te[T @) T*WI [ [T, 6, D 'dds

Par conséquent

T[T () 0 T (1) ]14]"dA

é 2 IAEI|1—€+8liélcsl—e—slag,:!(x, lf, }\) |2Ml280+e-1—8(|lx—116|)M|n

Rin+t ICT

Xdld§dx
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(d’apreés le choix de §)

=czs Lem L+ 2D "5+ |gh s (z, 26, D) [*AI" A+ [2) dAddx

&) =min es; = o L» LA+ €D (L A]) (38 (2 &, D) PdAdgd

=Ces 2] [ DyD2 | 1o,y
|s|<n(1—e)+8)
|pI<1

<ces 2 | Dgltea,y

|s|<n-+3/2

ce qu’il fallait prouver pour Hj ..
b) Ouvrons une parenthése pour Hje.
On reprend toutes les estimations précédentes jusqu’a *; il suffit d’exami-

ner le terme:

[, A©E® Q81 a0
X I@g,s(x, l:’&, l) Izlilnll{—280+(n—s-1)+8(111—-;Ifl)dfdldx

< J\ 'EI | —(1—é+8)lslc] —(1-&-9)
—J ier :

&<, i€
l€51=1al, je&r
[4=1
X 1G5 (x, &, 2) [P 4] 7ot et g ) d 1
—|-J ISI ! —(1—&+8) I Elcl—(l—e—a)

16:1<h, 1€l

1€71<4, J&EI

[A<1

X 193,3(, €, 2 [*| 4|+ eI IDGEd ) d x

Puisque —5/8<<—20,+ (n—e-1) +0 (|| —|I°) <—1/8, ces expres-

sions ne dépassent pas:

j‘R"qléll~(1-a+s)|5n|—(l—e—s)lazys(x’ 5, /1) lzlll_s/sdfdldx

el e, 6, 2 dgddz

=A1+A2.
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Soit 1<(p assez voisin de 1. Alors d’aprés le choix de 0 et ¢
TT (L) 216117709 g 702 (1425 2(2 7 TT (142~
- i=T

et: h¥(x, §, 1) = iﬁ A+EH?A+xH"?A+ 25?7 sont intégrables.

1p’

1/p
a=({ m@ae)”| [ 1o & 0PI & DI dadead]
n+l Rzﬂ‘*l
<cne( 2 [ @+lz)™Dg5)
|s|<8n+2
X 20 1A+ 9,2 D™ ) @27
|8]<8n+2
ot 1/p+1/p’ =1, d’aprés l'inégalité de convexité de Riesz.
L’estimation de A, est analogue avec h,; l’estimation suivante n’est
qu’une amélioration de celle-ci.
2° a) On part encore de @ et ’on veut faire des estimations plus fines

de cette intégrale. On peut trouver une constante /I (I, ¢,0) telle que

I’intégrale & estimer soit le carré de la norme L?(F,) de la fonction:

GI,B,E(x, Yy, Z)

=I'(,¢ 6)J 9(x, y+¢t, z4s)|s| e CUITIEND G 5t
’ 7 R+t 2| G+e=D| g | aterdye .

A cause de la longueur des notations, on va supposer que z=2; on
laisse de c6té la constante multiplicative qui intervient dans la définition
de Gres On prend par exemple I= {1}, ce qui ne restreint nullement

la généralité de la méthode.

[, 1Grse(a 3, 2) Pdyaz

tel e z,y+¢ 2+5)\deds [
—<—J‘ j f j IO(EH,_?;/; - (1+e+a))/'z 11/16 ydz
Rr J—olJ - IR |1y iz [s]
+f J‘*‘” J‘“"J‘ l9(z, y+2,z+s)|dsdt [, 5
R: J —o - JR2 Itll (1+5“5)/ZI tZI (1+5+5)/2[Sll5/16 Y

:j | Ay(x, v, 2) |"dzdydz+ J |Ai(z, v, 2) |"dzdydz .
R R3

Les deux fonctions Aj; et A, se traitent de la méme fagon; examinons

A;(x) par exemple: en posant p,=16/13 et p,=16/9
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J;N [As(x, v, 2) *dyd=

<c, < Ig(x, y+t, z)ldtldtg
=Cp,¢ R | Jre [tli (1+£—8)/2|t2l A+&+8)/2

d’aprés [2].

Ps 2/Ps
dz> dy

On utilise 'inégalité de Minkowski pour trouver que cette intégrale
ne dépasse pas:

< La < j I : dy> Pa/2> 2/s

on recommence le méme argument pour voir que:

J

” oo oo Z2/Py 2/P2
£C§’é< j‘ < j‘ lg(x, Y1, Ve, Z) !pldy1> dy2> .

—o0

j‘ |9 (x, y+¢, 2)|dede,
R

H 1(1+&-8)/2 1+&+38)/2
2 Itll( )/ Itzl( )/

2

g(JC, y -+ t, z) dtldtg

R || HE-DE| g, | Arerta)ye

Par conséquent:

[ 14 5, 9 1a5az
R?

+oo +oo +o0 D3/Py D3/P2 2/ps
<eoe [T ([ 106 3 90 20 17d9) g™ ax)

j [A;(z, v, 2) 1*dxdyd=z
RS

+oo +oo +oo P2/Dy P3/Pz 2/P3
gcs,ejm{J_ (j_ [j_ 19 (x, y1, ¥s, z)l”‘dyl] dy2> dz} dz .

Les autres fonctions Gj; e s’estiment de la méme facon. Les majorations
portant sur F .(g) sous les hypothéses 2°b de la proposition sont analo-
gues; pour les lecteurs qui ne sont pas au courant de la théorie des
classes de Hardy, on va indiquer les modifications.

b) On peut supposer g assez, réguliére, par un argument de régu-
larisation standard. Il s’agit alors d’estimer la norme L?(F,) de la fonc-
tion Giyse ci-dessus; on va encore supposer n=2 et I={1}.

On pose

GL ooz, v, 2) = j*“ j*“’ 9(x, y+t,2)dtdts

e ltli (1—e,+8)/zl tzl A+&+8)/2 °
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Alors d’aprés [2]:

+oo
[T1as@ 9,912

=ad J(J,”

On utilise 1'inégalité de Minkowski:

L, < ji:]As(x, Y, 2) |2d2>dy

=200 sas)as])

On recommence le méme argument en intégrant en 3y, et vy, dans le

3
E;Ps *G.IT,B,S(x, Yy, z)

S

2 D3/2 2/ps
sds> dz] .

3
aafs *G]f, 8¢ (x: y9 z + ZS)

second membre de 1’inégalité ci-dessus; on trouve finalement que:

[ 14:G, 5, 2) Pdzdyaz=<e,dlly = cuddls -

On refait les mémes estimations pour A, Ce qui termine la preuve de

la proposition.

Cette proposition est démésurément longue, de plus, nous n’avons
qu’esquissé les preuves un peu compliquées et nous sommes étendus sur
les démonstrations faciles. On verra plus loin que pour établir ’existence
d’une solution fondamentale les inégalités 1° de la proposition suffisent.
Mais les inégalités 2° interviendront pour avoir des estimations globales

des solutions U de PU=f.

Prewve du théoréme 1’.

Remarques.

a) 1B (x) IXJ I —1+€e+81110g.tl|£ Z (0(} (x) ¢1[c (x) IXII —(1-¢&+3) I XIC l —(1—&-3)
ICJ

b) lB (x) IXJ | —1+ée—3}llog$lIZ 2 ¢0I (x) ¢1i‘-' (x) IXI l —(1—-¢&-98) IXIE | —(1—&+3)
ICJ

Prouvons a):

15 (2) | X |7 4e™5 = 15 () | X | 7™ 3 (03 () + ¢ ()]
i€

=15 (&) | X[ 145619 31 6 (@) gt ().
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Mais

M98 (2 o () Zexp <a 3o 1 I )exp PHLEDPIOPIE

e
<X |71 X rel 07 (2) 91 ().

Remarquons en fin que

c) Pour tout nombre réel s.
[ 2 01 (2) 0re (2) | X1 * X 1e| ] = 3 ¢ (2) e (2) | X1 || X pe] .
ICJ ICJ

Pour tout 0<{0<{1/4n et e satisfaisant les conditions de lintroduction

(page 408) on pose:
hae (2, 2) = 3 ¢ (2) @ () | X g | 78D X | 4-5D21 2]
fcr

D’aprés les remarques a et ¢, hsef est dans L3, .(R™ si feL*(R").
On peut donc lui appliquer la solution fondamentale Ejy¢; pour les va-
leurs 0/2, & des paramétres, construite & la proposition 4 pour 'opérateur
P,(D). On trouve alors une fonction Egsp e 1hsef S Liss(R™ dont la

norme ne dépasse pas [A|®| f|Legm. Soient:

Frel 2) = T, 0% (2) e (2) | X 52| X | G407 12
ICJ

FheQ 2) = X6 (2) he(2) | X, |- 0-07 X o007 1|
ICJ

Définissons un opérateur de convolution Ej . de L*(H,) en imposant
que sa transformée de Fourier vaut: Ej 01 =15¢(A) Eome s (A) g1. Clest
un opérateur borné sur L*(R™ dont la norme ne dépasse pas 1/M
par suite des remarques a), b) et c). Puisque FEgse2 est une solution

fondamentale de P;(D) on a 1’égalité:

P, fo,eE3,e,001 = a0

au sens des distributions d’aprés la remarque c.
1° Nous allons transporter cette égalité & H,. Nous avons déja vu que
Fye et H; . sont des distributions tempérées sur H,; leurs transformées
de Fourier sont les opérateurs de multiplication par les fonctions f3. et
hs, e

Vérifions que Fyex(Ej*9) est bien une distribution sur H, quand
g est dans L*(H,). Soit f une fonction de classe Cy (R™), par définition
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a)  (FptESexq, £>=ES g, f5Fy .
Alors  [<FyeeBlox0, FYISIESAN9:( 3 1+l D" )

d’aprés la proposition 6.

On veut vérifier que P (Fy o*E}xf) =H;xf pour toute fonction
de classe Cy. Soit U,€Cy (H,) une approximation de I'unité; il est facile
de voir que: Upk (Fy o+ E3 ex ) = (UixFy ) % (Ej ex ). Puisque UxFe est
dans L?(H,) d’aprés la proposition 6, on voit que la transformée de
Fourier de U;xF; . pour chaque 4 vaut U, Q) fo,e(A) ot U, est la trans-
formée de Fourier de U,. On considére aussi U Fy xE; % passage a
la limite on voit que la transformée de Fourier de Fj % (Eje*f) vaut
e QD) ESe.0f(2) qui est égale, par construction a hsef(1). Et I’égalité a
prouver résulte de la proposition 2.

Soit f une fonction C{(H,), d’aprés la proposition 6(1) Hye*f
existe et elle est dans L*(H,). On veut vérifier que U= Fy +Ej xHj % f
comme distribution et vérifie PU=f.

Mais d’aprés 1’inégalité 1° de la proposition 6, U est une distribution

tempérée puisque pour toute g=Cy (H,).
2° [ KFy et EsexHj ox f, 90| ¢, Es e+ Hj o5 f 2] 95 F5,e] 2

Seod Hyorfla 30 1 QL+ 1219 DG )
<ene( 31 1@+1=D DAY
15| <3n+2

X 2 1A+ v, 2 1D Fll psa,y) &2

|s|<3n+2

x( m§+z IA+ 121" DG | zacar,) ¥

d’aprés les inégalités la) et 1b) de la proposition 6. Ce qui prouve bien
que FyoxE} #Hy e+ f est une distribution.

Il reste a4 vérifier la relation algébrique. Comme on !’a remarqué
au début de la preuve, Hj ¢ est l'inverse de Hj.. D’aprés la construction
précédente on sait que PU=Hj ¢xH; f =f. Ceci prouve que Fy +Ej .

*xHj . est une solution fondamentale de P.

3° Mettons en évidence une solution fondamentale pour P*.

Par construction FEy,¢,; satisfait ’equation FEyp ¢ 23U=U pour des
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donctions raisonables U sur R™
D’autre part, d’aprés, la premiére partie, FEsne; n'est autre que la
transformée de Fourier en 2 de la distribution Fj*Ej xHje=F;. Il

s’en suit que
E;,.P=1I, et P¥Ef.=1I,

ce qu’il fallait prouver.

Démonstration du théorém 1. Pour prouver le théoréme I il ne reste
plus qu’a prouver la seconde assertion puisque la premiére a été prouvée

dans le théorém I'.

On va donc supposer que les polynémes g, (4) =, aZI Gl (— 1)
- (=) "&! ont des zéros communs. Soit g, leur plussgrsagg commun divi-
seur. Alors les coefficients du polynéme Qilg, qui sont des polynémes
en A n’ont plus de zéros communs. On peut donc faire les constructions
du théoréme I’ pour P,|g,. D’od une solution fondamentale E;, ¢, pour
cet opérateur et une distribution Eg. sur H, de la forme Ej;.=Fj*Ej ¢

xHj ¢ telle que
.0
PEyf=a,(—i ) f
0z

pour toute fonction C7 (H,).

La méme observation est valable pour P*. Soit £ un ouvert rela-
tivement compact de H, et soit V une distribution & support compact
"dans £; considérons une solution fondamentale S pour 'opérateur différ-

sy . .0 . C . L
entiel & coefficients constants qp<—za—> qui soit une distribution tempérée
2

et une fonction 6=C7 (R™ qui vaut 1 sur un voisinage de 2; alors
6 (S%V) est une distribution a support compact; soit W= [Fy +E§ +Hj .
*0 (S*V) ] la restriction & £ de la distribution FyexEj exHy %[0 (SxV) ]
alors il est facile de vérifier que <PW, ¢g> =V, g)> pour toute g Cg (2):

Evidemment si V est une fonction Cy (£2), W est une fonction Cg (£2).
Par ailleurs (1) Chang a montré que H, est P-convexe pour tout opéra-
teur différentiel P invariant; il découle de [5 Th. 1.9] que PC”=C%;

ces arguments s’appliquent & P* et terminent la preuve du théorém I.
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Corollaire 1. Soit f&€ L,z (H,) N Loz (H,) oa 1<p;<2. Alors
Péquation PU=f a toujours une solution distribution U; pour toute

partie finie TCJ, il existe 07, &' et une distribution U, telle que:

)  U=XUs
b) pa 1 For, ek Ur |l oy <C (| flla, 30+ | f 2,3

Preuve du Corollaire 1. On va considérer la fonction f;=0%*@%.* f,
pour toute partie finie IcJ. On peut choisir §° assez petit de telle
sorte que le vecteur & de R™ défini par:

Viel, ¢i=2/p;+0!
satisfasse les inégalités:
0<<ef<l; ef+07<1l; €f—0">0.

Ces choix de ¢, &' sont possibles par les hypothéses du corollaire. On

peut donc trouver une solution de PU;=f; de la forme:
U;=FyeaxEdy o Hyr a* f1

d’aprés le théoréme puisque:
1H, e frlle=cor,er (| f o3+ [ fll23)

=csa (| fllaz+ 1 F1230)-

Cette inégalité découle de la proposition 6 (2a) puisque f= Y f;. Par ail-
foi

leurs Fyr erxg est une distribution tempérée pour toute fonction ge& L?(H,)

d’aprés la proposition 6 (la). Puisque Fyer est Uinverse de Fyer, la

preuve est terminée.

On va énoncer un autre corollaire, dont la preuve est exactement
la méme que celle qu'on vient de faire, qui découlerait d’un analogue

pour €=0 du théoréme I’ et de la proposition (6, 2.b).

Corollaire 2. Soit feRpNRp, 0<p<<l. Alors léquation PU
=f a toujours une solution distribution V; pour toute partie finie I

cJ, il existe 0%, & est une distribution U, telle que:
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a) U=232Us b BlFuaxUsluay<c(flz+ /13-

Pour terminer ce paragraphe signalons qu’on peut préciser la régularité
des f telles que la solution U de PU=f trouvée ci-dessus soit par ex-

emple une fonction continue.

§ 3. Demonstration du Théoréme I

La preuve de ce théoréme ainsi que celle du théoréme suivant utili-
sera quelques résultats sur les transformées de Fourier des inverses de
pdlynoémes.

Nous commencerons cependant par une description de la solution fon-
damentale et nous examinerons les problémes de convergence d’intégrales

soulevés au cours de cette étude dans les pages qui suivent.

1. Description de la solution fondamentale. On va commencer par
introduire certaines fonctions et décrire la solution fondamentale comme
la limite de ces fonctions dans un sens approprié.

Pour tout A€ R, notons H, la transformée de Fourier de [Q,(x) ]!
comme fonction de x. Soit U une fonction Cg (R"™) a support disjoint des

axes de coordonnées et soit ICJ une partie finie. On pose:
EIU (2) =1, (z) L"ﬁ, ) H,[¢7'(z) — £]dt .

EIU est bien définie car H, donne par convolution un opérateur borné
sur L*(R™. Clest d’ailleurs une fonction de classe C” dans le secteur
ot on l’a définie, qui tend vers 0 quand 'un des x; tend aussi vers O.

Si on fait le changement de variables z=¢7'(v) on trouve que

EU@=| Uy, —v)H, {log, (:”_f) log <r’”—f>} ‘fo_*’l, ().

(BI™ v; Ve

Dans cette expression [log1<-x—f>, log<;xn>:| désigne le point de R™ de
Uy Vre
coordonnées:

{IOg ﬁ, ) 10g xi,., IOg <_—'x1:’"1 >, Ty 10g < —_-Z'i_,.>}

U; Vs, Vi,

1
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et {v;, — v} = (Vi "5 Uiy — Uiy s _'Uin)

on I= (i1, tty ir); I°= (ir-}-h Tty ln)

Elle vaut aussi:

EBU@ =1 [ | U@, -om)

X H, <108ﬂ, log<_xfc >> dvye dvy

Vr Vye Viye Ur

“L @ [ U@ @) 15(—en) H[log (2) ][22

v
Considérons ’opérateur E; défini & priori sur les fonctions U, C7 (R")

4 support compact disjoint des axes par la formule:

EU (2) = 2 1:(2) EiU ()

qui, d’aprés le calcul antérieur vaut aussi:

EU@= [ U@ {Z1L@ 1 @) 1i(—v)} Ha(Z) 22
Posons:
Ki(v,0) = 1)1 ) 1o~ 2 H [ logs (2)]

K, n’est autre que le noyau de E,.

Si 'on prouve que E; donne lieu a un opérateur borné sur L*(R")
le méme argument qu’a la preuve du théoréme I montrera que E; est une
solution fondamentale de P; (¢, D).

En fait on veut calculer la trace de I, (x, v, 2) E; dont le noyau vaut
[IIZ (x, Yy, z)Kl] (‘U, u)
=e{z(y.1_g) Z lj(v—x) ].;— (uI) 1}—:(_‘ujc)Hx [logl((v—x)/u)] .

IcJg u

En général sous les hypothéses du théoréme cette trace n’existe pas
toujours; pour éviter ces ennuis, on va régulariser E; correctement. Pour
cela on va introduire deux fonctions w.. et @, dépendant de trois para-

S 7
metres €, €', €.
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j=n
o (x) = (7)) ~hemi@mne g (x) = [10;(x;) ot 0 est la fonction
i=1
caractéristique de ’ensemble {x;, e<|x;|<<1/&}.

Soit
K54 (v, u) =1, (v) I; Oc,e, () 17 (1)

o 7o (u1e) Hiwe [logs (v/u)] (1 +62%) ™"
u

ou 1r(w) =1f(—w).

On va prouver qu’il existe une suite £%°"% d’opérateurs de convolution
de L?(H,), un opérateur de convolution E de L?(H,) tel que pour tout
A, la transformée de Fourier de E®®"®t a pour noyau K§5°"%, la norme
de E®®"°t comme opérateur sur L?(H,) est dominée par une constante
absolue c¢; E$%”% provient d’une fonction explicite sur H,; E®®"°t con-

verge fortement vers E.

Preuve de lassertion précédente. Définissons

Ez5'U (2) =1;(2)
=1;(x) Lﬂl‘“ (v1e) 17:(v1e) H 30, [log <i:}—>] U (v) 0,6 (V) fivl .

Il est clair que pour tout couple (Ui, U,) de fonctions a supports com-

pacts disjoints des axes de coordonnées

im<ES U, Upp=<EjU,, Uy .
e—0

e’—0
&0

Il est non moins clair que la norme de Eji’’ comme opérateur sur
L?(R™ est dominée par une constante indépendante de A fois celle de
H;*we. comme opérateur de convolution de L*(R” e"*dx) que nous esti-

mons ci-dessous.

On remarque aussi que

H %0, (x) =e 17" j Me”'id{:
R Q(s+1/2, 1)
ol ;/2 désigne le vecteur de C" de composantes 7/2.

Ceci est une simple conséquence de la formule de Stokes et du fait
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que la fonction §— su M
o<y;=12|Q(E+ 1y, L) |
On pose Hyxwe. (x) =e *™*H: (x). Par hypothése Hi est un opéra-

tend vers zéros quand ||§]— + oo.

teur de convolution de L*(R"™) dont la norme est dominée par une con-
stante absolue, puisque YE€ R", Yy 0<<y;<<1/2, |Q(§+12y,A)|=>c. Soit
geCy (R")

H +0p 59 (2) = e~ j HL (z—£) e"*2g (£) di
R™

[ H xwexg |

g1= [ Hzx (e"9) [ 2
<c|gla: -
On voit done que H*w, définit un opérateur sur L*(R", e"“dx) dont la

norme ne dépasse pas une constante fixe.

On déﬁnlt une fOI’lCtiOH €. 8% 8 sur H;I ar la relation
P
fS,E',61 (-’L‘, Yy, Z)

e M@ W= (U +x) 06,6, (U) 1 (Up) 17 (Use)
ZJ X H %0y [logy ((U+2x)/U)]|A|"dAdU
1C7 JRnn A+eH"U

Il

j e BTt Kae ([T 4 2 U) [A|"dUdA .
R+

Remarquons que f*°"® est bien définie, puisque @, est & support compact
disjoint des axes, que H*¥we. est bornée car |Q,;(§)|'<<c et @, est bien
intégrable.

On va vérifier que la transformée de Fourier de f*,°"°t est le champ

mesurable, borné, d’opérateurs Ar—>E$&"¢:;

W geCr@®), [ (s 5, )7 (e, v, 2) dadyds
R2n+1

_ inr [E&eeogs (IT,) ] |12|"dA. .

Pour cela on fera deux remarques.

1) Soit g une fonction de classe Cy (H,), si §,s désigne la transformée
de Fourier de g en (y,z) le noyau de () vaut GI,) (§, x) =
Gos (E—x, —2AE, 2) par conséquent celui de §(II;)* est:

(9T 1* (b, w) =Gos (u—h, — A, 2)
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+oo
i) gy = [ TILGHRA I o B = (—z —y,
—z—uxy). Ces deux remarques découlent directement de la description

des répresentations II;.

Soit 4 prouver l’assertion ci-dessus

J‘Rhﬂq fe’sl’sl (.Z', Y, z)g(x! y, Z) dxdydz

n

- [ j T KU /1 (U /1) — x)dldU] iz, v, D)dydzdz
R

JR2n+1

r

= K54 (U, U —x) 9,5 (x, —Au, ) |A|"dxdudl

JR2n+1

r

= Kpeo (Gt x, 60§ (2, —A(§i+2), 2) [2]"déidzd 2

JR2n+1

n

= K558 (0, £) s (u— &, — Au, ) | A|"dudéda .

JR2n+1

D’aprés la formule

Kg#oo[g(I)1* (v, w) = [ K§*% (o, h)g* (D) (hy )

= J K% (v, h) Go,s(w—h, —Au, A)dh .
R‘"-
Par conséquent:

+oo
J Tr[K7e g (I1,) *|2{"d4

— Koe# (u, h)az,s(u —h, —Au, A)|A|"dhdudX .

R2n+1

Ce qui prouve 1’égalité souhaitée.

Comme la norme des opérateurs E® "¢t est bornée indépendamment de
g, e’e; et qu'on a l’égalité (1) il s’ensuit que E est la limite forte des
opérateurs E®°"®1 par conséquent la distribution encore notée E qui donne
lieu 4 l'opérateur est la limite des fonctions f®¢“%: considerées ci-dessus.
On veut étudier cette limite. On va d’abord réécrire %% sous

une forme un peu plus agréable, en examinant chaque terme de la somme:

fe0(z, v, 2)



430 N. LOHOUE

= | e H@TNDY (U +2) 04,6 (U) 1 (U 17 (Ure)

R»

x Hz*we,[log ( UZ}L”)} A" (1 + 2% ~"dadU

= J‘ 1,(U +x) Oce, (U) 17 (Ur) 17 (Uyre)
Rn U

D (6) |A"exp (=i (A (y- (U +2z) —2)
XJ —log(U+x) /U-&))dédA aU
R2n+1 Q(E’ l) (1+ 5/}.2) n

_ jmaeys‘ (1 UD15 (U

xH&'[logz U;x,y- <U+x>—z]1,<U+x>%

ot H* désigne la transformée de Fourier de la fonction
Be- () |A"/Q(&,2) - A1+ 2) ™" par rapport a la variable (&, 1).

On doit faire face maintenant aux problémes de convergence.

2. Problemes de Convergence. Si |A|"[Q(§,4)]™" est absclument

sommable, pour tout ICJ,

lim | 0ae,(U) 17 (Un) 17 (U-r)

xHé'[log, (T2, 5 W+ -z}L(U +x>%U—

— fm@“‘ (N1 (U1 (Ur)

xH[log, Ul_/f__x,y-(UJFx)—z}lz (U+x)d7U

ceci résulte simplement du fait que H® converge uniformément vers la
fonction H° et que 0, est & support compact. Dans ce cas il ne reste
plus qu’a étudier la limite:

lim Rnae,sl H1rUnN1x Ur)

&0

xH[logI ( U;fx> v (U+2) -2]11 (U+x)i[§f_.
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Les arguments qu’on vent développer pour étudier cette limite sont les
méme qu’on utilisera pour étudier la quantité analogue sous la seconde
hypothése; le lecteur voudra bien les suivre ci-dessous.

On aura besoin du lemme suivant sur les transformées de Fourier

des inverses de polyndmes.

Lemme 8. Soit p assex grand; on considére la transformée de
Fourier H, de la fonction |A|"Q7'(A+2) 72 Soit ICJ.

Sous les hypoihéses b du théoréme II, pour p suffisamment grand,
H, est une fonction et il existe une constante ¢>0 telle que si ||x||>c

on a:

) | Hy(x,y)<c; c1) S;? | Hp¥we: (z, ) | <&

cp) |Hprwe (x, ) |<crexp(— ( é_ x;) /4) exp (¢'/16).

Preuve du lemme 8. 1l faut examiner deux cas:

iy wu>n+1

i) u<ntl.

Dans le premier cas, on pose =0 et dans le second k=n—pu+1.
Il existe un polynéme Q,(§,4) tel que Q(§,4) =0, (45,2). Sous I’hypo-
thése b) il existe un polynéme g; en 1 tel que:

¥

' 0¢;

S D) ]slqk,w |+ &) "

I1 suffit de calculer les dériveés pour le voir. Soit p tel que:

IEEQ 3 PHCIERIES
o) A+ (29

<oo.

On voit tout de suite par intégration par parties que:

=¥ H ,(x, ) | <e¢

j+wj\ _QEgith é 0 Q' (&, D) e~ dEd
- Jrn (14+29)7 7= 085 P

[ (3} lax, @ | +1)dEd2
Tee @y @ lED

Ce qui prouve ¢, puisque l'intégrale de droite est convergente; supposons
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k0.

n k
On remarque aussi que la fonction &— Y J il
=1 Jre 08

s’annule quand x=0, on peut donc y remplacer e **¥* par ¢ ****_1 dont

1—1(5’ l)e—i.‘b-éﬂ-dé

la valeur absolue ne dé passe pas c|lx||"|§]|"]4]77, pour tout 0<%<(l.

Par conséquent:

i Pliales lqi, (D) |+ 1) [€]"|z]"d§ dA
x| *H,(x, t)]<cj‘ =
Rnt A+27 1+ &)~

Ce qui prouve que: |H(xz, ) |<c|z| **". Considérons la fonction:

sup - j \H,(x—y, t—') |dydt’
>0 1y, HU<s

_<__sup S—(n+1)J\ J‘ al(x—y,t—t’) ldydt’
>0 iyi<s Jiz|<s

<¢, sup s‘"f [z—y|~**1dy
>0 yl<s

si £ est non nul, on voit facilement que la quantité ci-dessus ne dépasse

pas:
2 s =

D’oll ¢; et ¢f par les arguments classiques

Il reste 4 prouver c,.

Soit IcJ, on désignera par (i/4); le vecteur de C" tel que x;=i/4
si j&l et ;=0 sinon.

D’aprés la formule de Stokes,
H 0. (x, T)

2| £ DD (§ 4 (/4) 1) dEdA
QE+ G/ ) A+2)?

—ewp (— (B 20/ [

et

exp (2, 2,) /4) (H pve) (z, T)

— . [ @ &DG [+ (i/4) []dEdR
__.prE'(x, 7-’)“ j‘le Q($+(2/4)I, ]\) (1_}_12)1;

fonction pour la quelle on veut faire le raisonnement précédent.
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' llnei(:c, EDIEIR
S H (2, 0) = I :
oit OO e BG+ G/ D A+ 1

D’aprés la forme explicite de @.., on voit facilement que:
H; o (x, 1) = Hx0. (x— (¢/8) 1, T).

Un raisonnement analogue 4 celui de la premiére partie prouve que si

|| est assez grand

c si k=0

R 1

ce qui prouve l’inégalité c,.

Fin de la preuve du théoréme II. Montrons d’abord que sous les

hypothéses (b) du théoréme.

lim | 0. (U)1F U 15 (Ur)

e’—0

XH%’[logI <gf]+—'£>, y-(U+x) —z]l;(U—{-x)iUg—
= [ 001 U1 UL

xH,,[log, <£%+£> v+ (U +2) —2]11 (U+r>%

ot Hi =H *0, .

Ce sera une conséquence du lemme précédent et du théoréme de
convergence dominée de Lebesgue. Les cas embétants sont ceux oil I’on
se trouve au voisinage d’un point # avec ’un des ;= —x;. Nous étu-
dions en détail ’exemple du groupe Hj; le cas général se traite de la
méme facon mais prend inutilement trop d’espace avec les notations. On
examinera l'intégrale au voisinage du point = — I} U= — Ty} Us= — X3}
U — Zy5 UsHE — L5} UsT — Ton

Soient &, &, (¢ trois nombres positifs assez petits; on va decouper
R® a l'aide des «; suivant des régions olt ’on peut contrdler Hp.

On note

1) A« le produit de trois intervalles dont I’une des bornes seulement
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est finie et vaut —x;—a;, ou —x;+ —Zj+ Q& ou —x;— Uy, — Tp— U
ou —.Z‘;H,—Oék.
2) AP, le produit de trois intervalles tels que:

a) l'une seule des bornes des deux premiers est finie et vaut
— Xy — 0 ou — X+ Qs
b) le 3° est de la forme [—xp— s, — e+ As].
3) AP, est de la forme Tix T5XT5 avec

i=]—o0, —zi—ay] ou [—xitas +oof
et
2i=[_af—xj’ o;— 5] ; T?c:[_a{k—xk’ O — X

4) 1(11)2,3:[—1'1_6!1, —mta] X [—x— s — 2+ ]
X [—xs— s, — 23+ 5]

Alors

Lﬁe,s, N1F UD 17Uy

« HE 1og,(UJ“’>, v (U+2) —z]l,(U+x>%]—

[ Ose, (U)1F (UD) 17 (Us2)

1
i, 7.k, 0 u‘4§,)j,chR‘

m
£y

X H'

]

log; ( U&”‘) y- (U +2) —z]1, (U+x)iU(i,

L’intégrale sur A{% X R’ ne pose pas de problémes puisque H;'[log U(—Ji- x

y- (U+x) —z:l converge vers H,,[log,(Uz}- x>, y- (U4 x) ——z:l, de plus
elle est bornée sur ces intervales d’aprés le lemme 8(c;). Puisque O,
est 4 support compact, le théoréme de convergence dominée de Lebesgue

montre que

im 33 [0 00e D17 UD12(U)

04,7,k

fo,'[log ( U(‘f”) e (U+2) —z]ldU%—x)%

s f( One,(U) 15 (U157 (U o)

).
5k JA e RS
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x 8, [tog; (VE), 3 W) -2 | LW+ 2.

C’est la méme preuve que sous ’hypothése a.
Les intégrales sur les trois types d’intervalles se traitent de la méme

facon on peut étudier pas exemple celui de A{; ..
. . u Us+x
Si a; et a, sont assez petits log<—2+—x2>, 1og<—su> sont assez
Uy Ug
grands et d’aprés le lemme 8, c,

]Hi:[logl (T2, 5 @+2) -]

1/4 1/4

Uy
U+,

Usg |
Us+ x5 |

<c

On utilise encore le théoréme de convergence dominée de Lebesgue pour

conclure grice a la compacité du support de 0. que

lim AP, xR Oee, (U)17 (UD) 17 (Ure)

e’—0

fo,’[log, (U[J]Fx> v (U +2) ~z]1,(U+x)d—[§I—

ZJ\ a9, Ose, (N1FUD 1 (Uie)

XHp[log, <U(}{—x>, y- (U+x) —z]L(U+x)—C£UQ.

Il reste a se débarrasser de &;.

On utilise encore l’inégalité *.
Le théoréme de convergence dominée de Lebesgue permet encore de con-
clure que:

lim e Oc,e, H1rUN1rUr)

&0

= 17 (U)1r(U;se)
|ui|<1/8

pr[logI (UZ}HC>, y- (U+x) —z]lz(U-l—x)iUU—.

Ce qui prouve le théoréme sous 1’hypothése (a) avec p=0. Soit p assez

grand pour que les conditions du lemme 8 soient remplies et soit H,
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la fonction obtenue, pour terminer la preuve du théoréme il faut d’abord

remarquer, d’aprés ce qui a été dit antérieurement que

E,= lim D117 U)1(Uye)

&—0 lui|<1l/e ICT

pr[log, (%) y-<U+x>—z]1,(U+z>%

existe en tant que distribution et la limite a lieu au sens des distributions.
D’autre part si ’on désigne par I; la masse de Dirac 4 l’origne, il est

clair d’aprés la construction qu’on a faite que:

i (2 et

Pas conséquent:

0 \**®
E=[Id~<—> |z
0z
est une solution fondamentale de P. Ce qui termine la preuve du

théoréme II.

§ 4. Quelques Exemples d’Opérateurs Satisfisant les
Hypothéses des Théorémes II et III

1° A chaque opérateur &*(d*/df*) correspond, comme on l’'a vu au
paragraphe (I) un polynéme P (§) de dégré k.

D’autre part, il est facile de vérifier que ’ensemble {1, ---, P} forme
une base de l’espace vectoriel complexe des polynémes de degré inférieur
ou égal a4 . Comme il en est ainsi de I’ensemble (1, §,---, §¥), pour chaque

indice
§*= > pxPx(6)
KCa

ol

i) p% sont des constantes
i) Px(§) = ]I Px(§)-
EEK

Par conséquent le polynéme (4§)* correspondant & l’opérateur
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Pe= 3 pg (1) *YXFZ!e s
KCa

En particulier nous noterons P?™ ’opérateur correspondant a (A&;)*™

2° Soient {a:;}?-; des constantes strictement positives; considérons 1’opéra-

teur
P= 21 a; P+ q™ (i Z)

oll ¢ est un polynéme réel positif tel que gq(Zd) >8n+1.
Alors suivant les valeurs de m, P satisfait les hypothéses a et &
du théoréme II et celles de 'opérateur P, du théoréme IIIL

La polynéme associé a P est:

QU&= 3 a;(AE) ™ +a" ().

=
Si g(1) =82
1Q(AE+)), HI=@/3"[QAIE+|)*+q()]™
pour tout ||7]<1.
Si mg%—l—l les hypothéses a) du théoréme II sont satisfaites; sinon

les hypothéses & du théoréme II le sont; cet opérateur peut jouer le

réle de l'opérateur P, du théoréme III.

3° Soit Q° un polyndéme réel, elliptique de degré 2m; soit vEe R, 0<lv;
<<1/2; on note
Qx (1) = D*Q° (7).
Soit:

Po=20 P*(X,Y) Qi (vZ) +iq" (iZ)

si on prend 0(4) =v alors l'opérateur P, satisfait les bonnes hypothéses
du théoréme III pour un bon choix du polynéme réel g(A).

En effet le polynéme associé a P,

QU =Q (A€ —iv)) +ig™(A)

et

QA +1iv), ) =Q° () +ig™ (A).
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Par définition du polyndme elliptique, il existe a>0 tel que si ||z||>a,
Q" (&) |=c||€]*™; soit g un polynéme réel positif, g (1) >a pour tout 2

Q@) + e "= + ¢ (D) = [ 18]+ q (B I

si g(A) >8nA%, on aura l'inégalité désirée.

4° Si ’on pose:

T(Y,Z) = 23 ()*Y*Qa(vZ) +ig™ (iZ)

a

on voit aussi que 7T est un bon candidat pour l’opérateur du théoréme

III, suivant les valeurs de m.

Preuve du théoréme III.
A) Pj(, D) s’exprime:
I

P2 (&, D) =T (126 —iko, X) IZ Argr (—I2) = (—12) (6 —w) "K'%gj—x

DM G AL TN SIER VAR

Ip17 Bl<m 0¢&

Par un changement de variables, on est ramené & ’opérateur correspondant

N

a w=0.

0'x

P,(&, D) =T3¢, 2) IZ sy, (—id) Txi+1gx e

Z (—il)s(—-—l)'”bp,r,s(l‘}-) IPIEP ar

Im;rs:sllsm —agF )
Soit I J une partie, on pose:
T (A, 2) = T (e (), A)
et I'opérateur qu'on va étudier s’exprime:

Pir(u, D) =T (A, 2) 33 ary, (—id) (—i) "= 3 Cf.D*
Ig,7

1<a<Ig

+ 20 (i) (—1)""bg,y,s (GA) ' PTTYE T (w )(ZA) T B(D)

lpi +Trl<m
r<p
ol
B.(D)= > C:D=,

1<ap<rg
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Pour trouver un inverse de Pj§; il suffira de calculer un inverse de

RI(u, D) qui est (TH'P,;(u, D).

Plan de la démonstration. On fixe u et 'on considére R} (u, D)
comme un opérateur différentiel a coefficients constants.
Sous les hypothéses du théoréme on va prouver qu’il existe une
solution fondamentale £7 de R{ qui satisfait certaines inégalités.
Soit S; l'opérateur défini sur & (R™ par la formule:

Sif@O= [ el t-nsdy.

Soit Gf = R} (u, D) ST — I,.
On prouvera que la norme de Gj est strictement plus petite que un.

Alors Vopérateur Gf -+ I, sera inversible et 1’égalité
Ri(u, D)S; (G'+ 1) '=1,
fournira un inverse & gauche pour Rf.
B) Estimations de R} (u,&) et de ses dérivées.
Soit

B(u, §+iv, l)=|p[+lZTlsm(—il)‘(— D@D by, s (w)ER) " BAE +iv)
<D

on va commencer par estimer (7'7) '(du, X) B(u, &+iv, 2).
B;) On note
AL = ()T (= 1) by s GR) 977 () (i)™
X B, (§+iv) (TH'(Au, 2).

Soient 7;<{p; éventuellement nuls tels que: [¢F2772(n)]]A|72<1;
[r] () P | AP mi>1,

Puisque |77 (A, 2) | = [ ¢ () || + a0 (2) |1+
=il g (D) 1°[1A¢r (@) | + @ (D) 1™
=1l go(A) [P AP TgBT (1) | (g (R)) ™1 BT
Puisque p,+7r<m

| Az, 7,si <C 1160, 7,s] A+ A7) (JAE+i0) [ +1)' (D) | 7#
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finalement:
a;) si |41
@ TH'Qu,2)B(u, 2, £+iv) |
=c p,;,:., [ao () |2 (E+iv) [P+ 1) "2 2[*| by,r,sl.

a,) si [A|>1

@ (T Qw, DB, 4, §+iv)|
<ci1ao@) (7 3 (Bl 7RG +i0) [ 1) 2.

Soit
(@ (2)|~# ;S (65,75 |4]° si [4]<1
[qo(2)]~# pZ“ [bo,r,s |A]FT 81 |2] =1

Cl(l =

Puisque:
QA€ +1v)) |=c[llAE +iv) |*+ () ]
| R (#, § +1v) |=c[|2(§ +0) |*+ g (D) " —caer (D) (JA(E+7v) [|°+1) 7o'
si ¢ est grand par rapport A cjc,(1) on a linégalité:
3 |RE (2, §+10) |=>[[A(E+iv) |2+ g ) 1*[c—er (D) 5 ]-

On veut déduire de (1), (2) et (3) des estimées sur les dérivées de

Rf(u,£+1iv); on va commencer par les dérivées de T
B,) Estimations de dérivées de T'.

T (Aety ) = 2 Lo,y (41 () * (—32)

et:
DT (A, 2) = ; Loy (GAr () ) (—ZA)T.
Mais
| T (Aet, 2) | = [ 2dr () || 4 @0 (D) 1™ = || Ar () [|'*' [@o (A) T4
et:
@ DT u, 3) (T G, 1) |<e 33 Al AT _ 0 3oy

i o (2) [
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Soient H°= (T") "'B(w, 4, §+1iv) et p5~0. Alors
DiR;= D3 (H")
et
Dy(H") = (DiB~ 33 (§) DsH'Dz-=T7) (T .
On obtient, comme dans (1) et (2) linégalité:
|DEB(T™) 7' (§+i0) | (A +iv) [|*+1) '™cy (4) -
Par conséquent:
(&) |DIH) (§+iv)]
<ce; (4, T) ag; [ DiH’(§+1iv) | +c: Q) (JA(E+iv) | +1) '~
Ip! =1 des inégalités (2) et (5) on déduit la suivante:
|ID}H (£ +iv) |<cei(AD)[1+c:Q, T)](|A(E+iv) |P+1) ™72
Il s’en suit que pour tout p
|DEH" (¢ +iv) | <cgy[e: (R, TV 1e: (@) (|2 (6 +iv) [P4+1) ™.

oll ¢, est un polynéme d’une variable.

On suppose l’assertion vraie pour |p|=1[ et voici la preuve pour

|pl=1+1. D’aprés (b)
|D2H’ (& +iv) |
<c (a4, T) %q;_l[cl(l, )] +1) e ) (A +iv) [P+ 1) o2,

On remarque que les polyndémes ¢, sont de degrés croissants en |p|.
On aura besoin de calculer des dérivées DER; d’ordre élévé mais fixe.

On aura donc un polyndéme gy indépendant de |pj<CM tel que:
6) |DIRI(§+iv)|<cer(V)arlei(A, TYT(A(E+io) [P+ 1)~
on pose ¢°(A) =D gr[e(X, T)].

La prochaine étape consiste a étudier les dérivées de (Rf) '=V;

en § et u.

Bs) Estimation des dérivées de V.

Exprimons la dérivée d’ordre » de V, en termes de celles de Rj:

ngl (u, $+Z'U)
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ta1<T7] 1<§> DV (u,§+iv) DE“Ri (u, §+iv) Vi (§+iv).
a -

~

A une constante multiplicative prés, d’aprés (6)
(7)  |DiVi(u, é+iv) |
<c >3 |DiVi(u, §+iv)|g Q)| A€ +iv)|*+ 1) |(Vi(#, § +iv))]

le|<|pi-1

et d’aprés (3)

<c 2 |DiVi(u,é+iv)|d"(4).

lel<|pl-1

Si l'on a supposé dans (3) que (c—c;(A)es)>cs et que 7| <24
comme il a été dit dans 1’énoncé du théoréme.

Un raisonnement analogue & celui de la fin de B, montre que:
) | D3V, (%, §+iv) [<cg" (D) si (D) [[2(E+iv) [*+q(D)]™*

ot s; est un polynéme en ¢°(A) qu’on peut fixer si 'on calcule des
dérivées d’ordre inférieur & un nombre donné.

On veut alors estimer:
DED3R] (u, §+iv) = (T") ' {D3[Dt(B(u, 4, €))]
— Y. DiDi(H) D3~*T*}

agp

si |p|=0
DEDERE (u, € +iv) = DEDEH(u, £ +iv).
Par conséquent un argument semblable au précédent montre que:
|DiDERT (u, §+iv) | <cg" () [1AE+iv) [+ g () [T
si k< |r].
Avec la notation de page 401

(90 |IDERi (%, £ +iv) |[S[JA(E+iv) [P+ q)]* "0, (1)  0<|R|<2n

si on réécrit la dérivée d’ordre 2 de V, en tenant compte de (1) et

(9"), on trouve:
| DEV; (u, € +iv) |
<c |DEV, (§+iv) || DE“Ri (u, §+iv) || V.(u, §+iv) |

lel<|k|-1
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—<—clal<§|—1lD?V" (E+iv) [[|A(E+iv) |P+1) ] 1%

X @) [JA(E+iv) |IP+qA)]
<c |DEV i (§+iv) [(|A(E+70) |+ 1) 7" /g, (4).

le|<|k|-1

Cette inégalité entraine que:

(10) |DfV i (u,&+iv)|
<[e@®1"[21E+iv)[*+q@]1* A +iv) [|*+1) 7.

Dans la derniére étape, on va estimer les dérivées mixtes de V).

B, Estimation des dérivées mixtes de V.

DDV, (u, § +1v)

- & (fc) @ @ D¥D3V, (u, § +iv) DE*D3“R] (, § +iv)
= x DERV, (u, §+iv).

Par conséquent d’aprés (9) et (10)

| DEDEV , (u, § +iv) |
=¢ ; lga () [~ F (2§ +iv) ||+ 1)~ *e g ()
alp
= X |DEDV, (u, § +iv) |

si |p| =1, d’aprés (1) cette inégalité entraine la suivante:
[DEDLV; (u, § +iv) |<cq"(A) |@: (D) "' [ 2 (§ +iv) |I*
+g@) ] (|2 (E+iv) |2 +1) w2,

Il sen suit qu'on peut trouver deux constantes cy, ¢y, ne dépendant

que de M, |k|<M,, |p|<<M, telles que:
(11) |DEDiV,(u,§+iv)|

<[ @ DIa@)™) ™' + g W@ ()] I L E +i)|*+1) =7
— [I2(E+iv) [*+q@)]* '

Ce qui termine les estimations sur les dérivées.

C) Estimations des Transformées de Fourier j A ¢
Rn
X DYV (8, §+i0(2) /2) df = Fop,5(t, ).
Dans toute cette partie on suppose 0<p<<a; 0<B<<a—p et le coefficient
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de D* dans Q;(D) ou B(w,4, D) non nul.
On suppose de plus que le polynéme Q; est de degré 2y en § et

satisfait une inégalité du type:

|Qi[2(¢ +iv) ]| =c[llA(E+iv) [P+ (D) ]
pour v tel que
16 /2—o]| <7

olt 7 est un nombre positif ou nul; on veut trouver deux constantes

c:(4,0), c3(4,0), telles que:
a) L» (i6) =74 =DFV, [1, & +i0 (1) /2] d¢|

<er(3,8) 2] e s |z]<a

b | [ o etV erio ) /214e)
<cs(4, D) |||~ T si |z|=a.

C.)) On examine d’abord le cas on 7=0.
On va faire deux estimations:
) n+1<2u—|a—p—p|.
D’aprés (8)

an [ 161 1DV, £+i0 () /2) |ag

. [ e’
< D)D) j‘m [Q@IEN+q@)]*

=cq’ (1) s:(A) [qA) J~rHrriemp=BR[[2] 7+ 4 2]~ 0]
et I’on a l’estimation 4 prouver au voisinage de O.
ii) 24— |a—p—pB|<n; on pose s=n—2u+|a—p—p+1.
D’apres (11)

2 [ GV (410 /D s

= [ 5(3) GO DDV, £+i0 () /2) (e**— Dyt
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S}g cu, [ (A) @2 (A)* 1!+ ¢l (A) [22 ()]

|| 5 ” Xa—P—ﬁl—'k——l/ZdS
S [IAE17+ (1"

= e 37 Leh [ D [ 11 + chug' ) 22D 1]
X |2 V2 g () |7V2| 4|~ i iams=gink)
Par conséquent:
{1 ] Lﬂ (i6) “*~*DEV, (u, §+i0 (1) /2) ¢**d
<[] mesnnnimaaa| g () [ (|2 OR 4 [
X g (i, [d" D) [@: (D) T 1" + €3, g" (D) [@: (D) ]*75).

ili) On pose ky=7n-+1; on travaille alors comme en ii) et 'on voit

que:

[ 224] *

| L (8)“2FDIV, (u, &+i0 (1)/2) A

ko
SC%U., k;ﬂ [q° Q) [gz(A) J*e "] '® + C?uoqn A [ ] _—
+ ¢4, @" () [g2 (A) o~ Frg () ~#FUa-B=PI=DA| ] |~ (nHla=f=Pi=ly)
Par conséquent:
(14) 1 J‘R (&) 2DV, (u, E+160(R) /2) e**dE

_<_“x||—n—-1 (lll —2p+1 _I_ Ill—n-—ZM—l) Iq(l) l—ﬂ+(la~p—ﬁ|—1)/2

X 3 [ [ @417 + g’ W [ (D]

Soient s(A) = (|| + [T, 5" (A) = (A7 +1417""). On
déduit facilement et i) et ii) la preuve de l’assertion a) pour 7=0 et
de iii) celle de ’assertion b) dans ce cas.

Il reste a prouver les deux assertions dans le cas général.

iv)  Soit O0=z< R"; on considére u=7|u|'%; comme on a les esti-
mations (11) dans le tube §+7(60(1)/2+w) ||w|<%, en utilisant la for-

mule de Stokes, on trouve par exemple dans le cas iii)



446 N. LOHOUE

i LG ;Z:no <i:> (&) *?2-F-tDE Dk Y, (u, E+10 (1) 2) e*°dE

<[ > G:j) 1€ +iu, | 'e?-r-k

R™ k=0
X |DED5 5V, (w, E+i (0 (A)2+u,)) |dEe " .

La technique développée au paragraphe précédent s’applique puisqu’on a

les estimations (11); ce qui termine la preuve de a) et b).
Remarquons que si Q;=Qjq! (1) ol g est un polyndéme sans zéro,

et Qj satisfait les hypothéses du théoréme, on obtient en principe une

meilleure constante, ¢, voir 2° en étudiant un opérateur qui est lié a Q;:
[gt D17 Pi§, D) =T (626, —il) Qi (§, D) + [¢i )1 'B(, 4, D).

D) Estimations de G*

D)) Quelques estimations liées a Fapp-
i) 7=0cet 2u—|a—p—Bl<n.
D’apres (13) et (14)

| F a0, 2) | <[z 7"**2[q(2) |75 (A) kg e, [a"(2) (@2 (2))*~*]'™
+ C?&roqo (2) (g:(2)) s—k1||z||<a
+ [l 722 s(A) ] g (A) |7 ( :Zﬂ ¢, [a'(AX(g())~*]'™!

+ C%w.,qo (}J (g2 (l) )s_k) Liziza

Il s’en suit que l'opérateur

P [ Fans (2= 9) f )3 =Fan () @)

est borné sur L*(R") et sa norme ne dépasse pas l’intégrale du second

membre ci-dessus:

15 [Fuss(Dls
<s () [1+ 1211 [g (@) [ 33 ek, (@ D) [ DT ™

S TAONACN e Wi PP

i) 7=0cet 2u—|a—p—B|=>n+1.
On utilisera les inégalités (12) et (14)
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(16) | Fo, 6,0 (2, 1) |
<{l cq’ W s: (D1 g () E_mlnzus«z + |z g ey f_l/g]lurnza

X 3% ek (@ () [ (D ) + g () [as () 177"}

X [s() 417+ ()]
et comme ci-dessus la norme de l'opérateur fi>F, 4 ,(f) ne dépasse pas:

AD  Fupr (Ol
<el Flea W5y @) + 3 el (@D [ (DD ™

+ei,g (D) [g(D) T [s(D A1+ (D) ] [q (@) |7

ili) #=~£0 par un choix approprié de la constante a, on remplace

les constantes précédentes par:

A8 [ Fapn(Hls
<1 e g @ 77 3 e (@ (D) [a: (D]

+cin,d’ () [ (D)7 s () [T+ 14]7} i

et

15|
<[s@ [+ (D 1g @) 77{d" (A) s: (D)

* 5‘;—‘; Ci, (@° () [@: (AT 7' + ¢l (A) [ (D) 1"} e 770

en utilisant estimation (15). Ici w,>0 est un nombre choisi pour tenir

compte de la taille de 7.
D,) Estimations des Cp§=DiDECT (1, t—y).

i) Pour simplifier ’exposé, on note g,(4) le coefficient de D* dans
Q, et b,(u,A) celui de D dans B(w, A, D).

On remarque d'une part que:

D?S){(t,t—y): Z Cp,quD;_pef(t, t_.\’)

I<p<a

Oll ¢, SONt certains constantes. Puisque &7 est une solution fondamentale

de Rf(u, D) on a l'égalité:
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Ri(u,D)Ei (¢, t—y)=1Is+ 25 0.(r) 3 DIDZ"E1(%, t—y)Ca
a0 1<rZe
(T 20, ) 3] €0aDIDTPENE, t— ).
a0 1<pZe

ii) D’aprés lestimation (3), cette solution fondamentale de R'(«, D),

est:

EIf(z) = RUCSRY eiu'zf(u +i6 (1) /2) du .
! r~ RI(z,u+10(R)/2)

Il est évident que
[ 1e1r@ reerans sup 1046 u+i0 1) /2) | [, 1F@ ez,
R™ uER? R

On veut prouver que la norme de G' comme opérateur sur ’espace
L*(R" e’?*dx) ne dépasse pas 1.
Alors

DD *E1 f(y)
— L”val (z, E+i0(R)/2) (E+i0(R) /2)=>

X F(E+i0(2) /2) e Eremgg

et pour estimer la norme de £I'¢ , comme opérateur sur L*(R" ’®*dx)
il suffit alors d’estimer la norme de l'opérateur fi>F, ,(f), qui a été
etudiée au paragraphe D,.

N

D;) Remarquons enfin qu’un calcul analogue a celui de page 440

montre que:

(T 7 (e, D ba(, D <|q0(D)|* 2 baraldTT =00, 8).

On aura besoin de cette estimation pour prouver le théoréme IIIL

E) Fin de la preuve du théoréme.
1° La norme de l'opérateur Gf sur L*(R", &*®**dx) ne dépasse pas la
somme:

IGHI< 2 | Fap,5l [1+c:(4,8)]
0<p<la

le{<2u

d’aprés D,) i) et D,).
D’aprés les inégalités (15) et (17), sous I’hypothése 7=0
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IGil= 2 cll+e(@ B]Ls(@) +5"(A)]lg () |-

lpl<
X WD+ 2 el DI + g’ Dla (W]

<c[1+c@,B)11a@) |7 {a"(X)s:(2) + [¢"(2) [a:(2) ] ]*
+¢' () [g: ()]} [s (D) +5" (A)].
Puis que ¢,(1, 8) est bornée, comme il en est ainsi de c(4).
G =0a) ™) {d" W) s: (D) + (@A) [@ (DT ™ +a" (D) [q (D]}
X (s(A) +s" (D).

Elle sera plus petite que un si la condition i) de la page 402 est remplie
pour un certain entier L.

Dans ce cas on trouvera une solution fondamentale Ef de RI (u, D)
qui est bornée sur L*(R", e¢’**dx) et 'on peut s’arranger de telle sorte
que sa norme soit plus petite qu’une constante donné en choisissant C (g, &’,
0,7, u, m) assez petite.

L’application fi>E{I(f) =EI((T")"'f) est bornée sur L*(R"
e*?P*dx); c’est une solution fondamentale de Pj ..
2° On va définir une solution fondamentale de P,(§, D). Soit Ue
C? (R™ a support disjoint des axes de coordonnées. Pour tout IcJ, on
pose: E{(U) =E;" (Up) o¢r' et

EiU= S EL(U)
I1CJ
on vérifie facilement que:

| |2 [ =D1=0)1 ] o <7 — 4 J‘ 2 [1-6(2)]
[ 1BU@ P rE— g e @ et

on vérifie aussi comme & la proposition (3) que Ej est une solution de
P, (¢, D). Soit H? resp. H° 'opérateur de convolution dont la trans-

formée de Fourier pour chaque A est l'opérateur de multiplication par
p

]Zl (1—0(/1))/2|xJ| (1-6(A))s2 lll —(1—6(1))/2|IJ| —(1—-0Ns2

, resp. On voit comme a la

page 421 qu’il existe un opérateur de convolution E’ borné sur L*(H,)

tel que si 'on pose E'=HE’
PE*=11°,

Pour terminer la preuve du théoréme il suffit d’utiliser comme en (40)



450 N. LOBOUE

le lemme suivant:

Lemme 9. On suppose que &,<0;(A) <<2—¢;, 0<e;, 0<e; <1

18 an=e 3 ([ ([ 1079, 21md9)"" dzaz)”

|s|<2n

|EH-°f| L*‘H’L)gc, P <LM< Ln[D‘f(x, v, 2) ]"dy>2/"dydz>l/2

s|<Zn

1/rs= sup 1/2+ QA—¢1)/2); 1/ry= S:lp(l/2+ (1—¢e)/2).

La preuve de ce lemme est tout a fait analogue a celle de la proposi-
tion 6; on laisse au lecteur.

E=E'*+H? est une solution fondamentale de P, comme on le vérifie
immédiatement. Signalons que si 6;(1) =1/2, E est un opérateur de con-
volution borné sur L*(H,).

Ceci termine la preuve du théoréme III.

Ennongons un corollaire du théoréme III.

Corollaire 10. Soit P(D)=0Q,(D)Q:(D) o O, (D) est de la
forme décrite dans le théoréme III et Q,(D) est comme au théoréme

I alors P(D) est localement résoluble et surjectif sur C*(H,).

La preuve de ce corollaire est sensiblement la méme qu’a la page
423.

Il est plus facile en partant des estimations A priori de prouver que
E* posséde une solution fondamentale sous 1’hypothése que ¢;(1) n’est

pas trop grand.
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