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Developpements Asymptotiques et
Microfonctions dans les Classes de Gevrey

Par

JEAN-Louls ERMINE*

§I. Introduction

Le travail qui suit se veut une étude ‘“‘comparative” des dévelop-
pements asymptotiques et des microfonctions dans les classes de Gevrey.

Les outils employés dans 'un ou Pautre cas sont en dualité:
fonctions Gevrey et ultradistributions, théoréme de prolongement de
Whitney et sa version duale etc... De plus, les méthodes utilisées dans
les deux théories sont parfois trés proches.

L’introduction des classes de Gevrey s’est révélée extrémement
fructueuse dans I’¢tude des équations différentielles & points singuliers
irréguliers ([16] cf. théoréme V. 8), de la resommation des solutions
formelles d’une telle équation ([17]), des modules microdifférentiels
([13]). Ici, elle a, entre autre, Pintérét de mettre sur un méme plan
Pétude des développements asymptotiques et des microfonctions (en
effet, le cas classique de ceux-la est s=4o0 et de celles-ci s=1).

Voici le plan de Particle. La premiére partie introduit les espaces
fonctionnels utilisés par la suite.

La seconde partie (§IV) est consacrée aux développements
asymptotiques. On généralise et on retrouve certains résultats de
Malgrange [10] et Ramis [15] (corollaires IV. 6 et IV. 7).

La troisiéme partie (§V) donne la définition des microfonctions
Gevrey de classe s au point 0 de €. On établit un théoréme d’indice
dans les microfonctions Gevrey (théoréme V. 6). Ces résultats sont
ensuite appliqués pour montrer que dans une équation différentielle,
toute solution formelle de classe de Gevrey s converge, pour un ensemble
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de valeurs s déterminé par Iirrégularité de ’équation (théoréme V.7).

§II. Espaces Fonctionnels dans les Classes de Gevrey

Soit X une variété différentiable de dimension 7, ou une variété
différentiable a4 bord.
Soit Y un fermé de X, ou Y=0X [qui est localement un demi-
espace].
On supposera que 0Y est défini localement par ’équation p(x) =0
ou p vérifie
lo(x) | >A4d(x, 9Y).
Dans la suite on travaillera sur un ouvert de coordonnées U de X
tel que
oY NU={p=0}.
Soit K un compact de U.

1°) Fonctions et ultradistributions Gevrey de classe s [8].

*) On note % (K, A) ’ensemble des fonctions f, €~ sur K au
sens de Whitney, qui vérifient la propriété suivante:
FI>0 FA>0 'asN" "xeK
|Df (%) |<e(aD)*A™
On note %,(K) =lim ¢ (K, A4).
0
L’ensemble des fonctions Gevrey (Roumieu) de classe s sur U est
Pensemble
2 . (U) =lim lim ¢ (K, A) =lim % ,(K)

KcU A>0 KcU

*) On note Z,(K, 4) l'ensemble des fonctions ¥ de X, & support
dans K, vérifiant la méme propriété que les fonctions %,(K, 4).

On note Z,(U) =lim lim 9,(K, 4). C’est un espace DFN.

KcU A4>0

*) On appelle espace d’ultradistributions de classe s sur un ouvert
U de X lensemble 'Z,(U) dual fort de 2,(U). C’est un espace FN.
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*) %, désigne le faisceau associé au préfaiseau
U—-%,U).
C’est un faisceau fin. On a I' (U, ¢,) =2,U).

2, désigne le cofaisceau associé au copréfaisceau

U—-2.U)

*) '9, désigne le faisceau associé au préfaisceau
U—~"2,).

C’est un faisceau mou, mais pas flasque.

2°) Fonctions a décroissance s-rapide et distributions s—tempérées.

%) On note %,y(K, A, B) Pensemble des fonctions f de % (K, A)
qui vérifient
FI>0 'keN 'x€K-Y YacsN"
lo(x) |* | D*f (%) | <cA™ B*(al)* (k1)

On note Z,y(U) =lim lim %, y(K, A, B) c’est un espace complet de
kcv 430
B>0
Schwartz.
Grace 4 la formule de Taylor, on voit que %, y(U) est ’ensemble

des fonctions de % (U) infiniment plates sur Y.

x) On note ¥, y(K, 4, B) ensemble des fonctions de 2,(K, 4) qui
vérifient la méme propriété que les fonctions de £, y(K, 4, B); et
L y(U) =lim lim &, y(K, 4, B). Cest un espace DFS.

KcU A>0
B>0

*) On appelle espace de distributions (ou ultradistributions) s-
tempérées le long de Y, sur un ouvert U de X, Pensemble '&;y(U)
dual fort de &#,y(U). C’est un espace FS. &, y(U) s’identifie aux
éléments de "2,(U—Y) qui sont prolongeables a U.

*) On note %,y et "&,y les faisceaux associés correspondants. On
a Fc(U, gs,Y) :yS,Y(U), Fg(U, Iys,y):zlgs_y(U) on note ys_y et Igs_y
les cofaisceaux associés correspondants.
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3°) Théoréme de Whitney.

%) On note ¥%,y(K,A) le sous-espace des fonctions de Whitney
sur Y F=( fa)aEN,, qui vérifient:

D >0 YaeN" "x€K |fo(x) |<cA'™(al)"

2) En notant R7(x,%) =f.(y)- [a+§$mfa+ﬂ 0V g!x) :

>0 Va, |al<m "‘meN 'x,y€EK
|Ry (%,9) | <cly—x "1 4™ (m4-1) /*
Pour un ouvert U de X, l’ensemble des fonctions Whitney Gevrey

de classe sur Y est ’ensemble

Z.4(U) = lim lim %,(K, 4).

KcUnY A>0

x) On note Z,y(K, A) le sous ensemble fermé de Z,y(K, 4) des
éléments dont l’extension € > 4 Y donnée par le théoréme de Whitney
est nulle en dehors de K.

On note Z,y(U) = lin l_i_n'_l)@s.y(K, A). Clest un espace DFS.

KcUnYy A>0
x) @,y désigne le faisceau associé au préfaisceau
U—)gs,Y(U)‘
On a I',(U, %,v)=9.v(U). 9,y désigne le cofaisceau associé.

%) Théoréme de Whitney dans les Classes de Gevrey (cf. [6] par
ex.). On a des suites exactes (avec morphismes continus)
02, y(U)—>%.(U)—>%,y(U)—0
0—-I'v(U,"2)~>I'(U," 2)—~>1'(U," %:y) —0

§III. Fonctions Holomorphes a Décreissance
et a Croissance Exponentielle

On suppose maintenant que X-Y est une variété analytique com-

plexe de dimension 1. 0 désigne la dérivation anti-holomorphe Taz:

ol z est la coordonnée complexe de X-Y.
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1°) Fonctions holomorphes & décroissance exponentielle d’ordre t le long
de Y

Soit f une fonction holomorphe sur U-Y. On dit qu’elle est a
décroissance exponentielle d’ordre ¢ le long de Y (ou a décroissance
rapide d’ordre f) si elle vérifie

"KCU 23>0 3T>0 ‘xeK—Y |f(x) |<¢ CXp(—l—p—Z;x)T).
L’ensemble des fonctions holomorphes sur U-Y & décroissance exponen-

tielle d’ordre ¢ le long de Y se note @, . y(U) ou encore pour
simplifier @ ;_,,(U).

Proposition II.1. f€0, ., (U)©df=0 e [fELsy(U) avec
1
s—1°

Démonsiration. 1l est aisé de voir que [cf. [4] p. 170 par exem-
ple] que si feZ,y(U) alors YacN? 5, >0 T>0 "xeK-Y
| D (x) | <ec, CXP<—I_,0(TT)F>' Si de plus g—J;:O, ceci prouve que f&
0;-rp(U). Réciproquement si f€ O, ,,(U) en appliquant la formule

de Cauchy dans U-Y & fsur un disque de centre x et de rayon
Alp(x) | (A assez petit)

| D% (x) | <cal|2o(x) |7'*  sup p<_T£)T>'

1—=l=2[p(®) |
Pour [{—=x|=2]|p(x)| et grace a la condition imposée & p on a
o0 1<6d €, Y) <al IC—x|+d(x Y) 1< |p(x) |
d’out

D) |<ealoG) [ ~exp( — )

en utilisant I'inégalité obtenue par dérivation

o))

on obtient |D*(x) |Sc, exp< ) d’ott le résultat.

l()l

2°) Fonctions holomorphes & croissance exponentielle d’ordre t le long
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de Y.

Soit f une fonction holomorphe sur U-Y. On dit qu’elle est a
croissance exponentielle d’ordre ¢ le long de Y (ou a croissance

modérée d’ordre t) si
YKCU Y90 36>0 "seK—Y |f(x) |£cexp(—|;(%)—|;>.

L’ensemble des fonctions holomorphes sur U-Y & croissance exponen-
tielle d’ordre ¢ le long de Y se note @ ,uy(U) ou encore pour
simplifier O _,,; (U).

Proposition II1.2. f€ 0, ,q.(U)©df=0 et f&'Fy(U) avec
t= L .

s—1

cf. par exemple [4] p. 137 ou [19] pour la dimension 1 [20] ou[21]
pour la dimension 7.

§IV. Développements Asymptotiques
dans les Classes de Gevrey

1°)  Définition.
Soit ¥V un secteur angulaire ouvert de € de sommet 0. Soit f
A +oo .
une fonction holomorphe dans V et soit f= ), a,z? une série formelle
=0

soit s un réel supérieur a I.

On dit que f admet f pour développement asymptotique Gevrey
de classe s en 0 si pour tout sous-secteur fermé W de V, il existe
des constantes Cy et Ay telles que

— k
"kEN zeW |f(x) — Pffoapzf’ | <Cwdly (K1) |z |~

L’ensemble des fonctions f admettant un développement asymptoti-
que Gevrey de classe s dans V note A,(V).

On note 4, (V) I’ensemble des fonctions admettant un dévelop-
pement asymptotique nul dans V.

Si f€4,,(V) alors on vérifie aisément que pour tout fermé W
de V, il existe des constantes Cy et ay tel que
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e W (2 | <ew exp<—T%) ot t=1/s—1

et réciproquement.
2°)  Faisceau des développements asymptotiques.

On peut interpréter les développements asymptotiques comme un
faisceau sur éclaté réel de 0 dans C.

Soit §' I’ensemble des nombres complexes de module 1. On note
C le sous ensemble de C XS suivant:

é={( TE‘l) si 20 (0,8) vees).

On munit € de la topologie induite (un voisinage d’un point & de
S! est un arc de cercle V(§) contenant &, il est intercepté par un
secteur angulaire de sommet 0 qu’on notera V(£)). On note S=
{0} x S

Il est clair que €-S est homéomorphe & C-{0}, et au voisinage
d’un point (0, &), la carte locale donnée par les coordonnées polaires:

(z, )~ (Arg§, |z)) =(0,7)

munit ¢ d’une structure de variété 3 bord, de bord S.

On peut donc parler de fonctions différentiables, Gevrey de classe
s etc... sur , qu’on notera &, &, etc....

On note t la projection naturelle ¢—C.

On définit le faisceau &, sur € (et de méme le faisceau &) par:

Jaf().s|6—s: O {0

Si V est un ouvert de S, auquel il correspond un secteur angulaire
dans C noté V

%o.s|s(17) = _l_if_n)Ao,s(Vn U)
U

o U parcourt un systéme fondamental de voisinages de 0 dans C
3°) Résolution du faisceau ...

Soit &, s le faisceau sur € des fonctions de & plates sur S(qui
sont aussi les fonctions & décroissance s-rapide le long de ).
,S?s,s est un faisceau fin (puisque c’est un &,-module) et on a:
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Z,.s(S) =(Zs.m)o et Ls(C) =2, ,(C).

Proposition IV.1. On a une suite exacte de faisceaux

0—9%0,5 g;_s gs,s 0.

Démonstration [cf. 10].

*) Pour les fibres aux points de € -S, ce n’est autre que la résolution
du 0 dans %, car Ly, 6-5s= Oc_ry €t L 516-5= Zs1c—, quon obtient
ici par la résolution %= habituelle et lellipticité de d en degré 0.

Montrons maintenant le résultat pour les faisceaux restreints a S.

%) De par la remarque faite au IV 1°), on voit que &y, = O_rap s

. . ~ 0 = .
avec = donc le noyau de lapplication &£, ——%,s est bien

1
s—1’°
o, s d’aprés la proposition III. 1.

¥) Soit 7 un fermé de S, soit fE€L,5s(P) = lim Z, ,,(VNU)
A
notons encore f le représentant dans &£, (V). Par finesse, f se
prolonge en une section g de & ,(C). Soit & une fonction Gevrey
de classe s qui vérifie —g%;g.

La série de Taylor de % en 0 est une série formelle 4 vérifiant
les conditions de croissance Gevrey de classe s, de plus elle ne contient
pas de terme en Z, i.e:

FeC[[211:= (T ax* € C L] Z )s — e {3}].

D’aprés théoréme de Borel-Ritt Gevrey ([17]), si V' est assez petit,
il existe iEA,(V) tel que h admette £ comme développement asy-
mptotique. Posons alors h-A;=k, k est un élément de ¥,(v) infini-
ment plat en 0 et comme 0k, =0 elle vérifie gkf— glv=f, ce qui montre
la surjectivité du o.

4°) Lisomorphisme de Malgrange-Ramis ([10] [15]).
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Grace au théoréme de Whitney, on a une suite exacte complexes

de faisceaux mous:

0 gs,s gs ?S.S 0
ook
0— L s—F—F.s—0

En prenant les sections sur § de cette suite exacte on obtient une

autre suite exacte d’espaces vectoriels
0—(Zs) (%) (Y5 0) 00
bl
0—(Zs )0 (¥ )0 (Z 5. 0) o0

On écrit ensuite la longue suite exacte de cohomologie associée, d’aprés

le résultat précédent on a
Ker (£ ) o= (Lo0)0) =0,.(5) =0

coker (L. o) o (Lo ) o) =H'(S, Ls.)-

Il est de plus clair que

Ker ((%2)——(%)0) =C {2}
coker ((9.)e—— (%)) =0
KCT((gs.(o))o—é—*(gs.m))o) ZC[[Z]]s-

On obtient donc:

Theoreme IV.2. Il y a un isomorphisme

C[[11./C {} ——H'(S, o4,..).
5°) Généralisation d’un théoréme de Malgrange [10].

Sur C on considére le faisceau .#,, des fonctions holomorphes sur
C-{0} vérifiant la propriété suivante:
Si U est un voisinage de 0

My (U)={fe0U—-{0}) f(2) = ngza,,z" avec goa_,,(n!) ST =g(T)

est une fonction entiére}.
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Pour s=+oo, M, ... désigne le faisceau des fonctions méromorphes
de pole 0.

Soit P un opérateur différentiel d’ordre fini a coefficients analyti-
ques au voisinage de 0.

On note L' le complexe de faisceaux sur € suivant:

L' sty ——sly

on note &, p=H"(L") =Ker P.
On considére le complexe de faisceaux sur C:

*
M:: ./IO'SL’)./[O,S.

On s’intéresse aux faisceaux des “solutions” (cf. par ex [14]) de P*
dans ., Ker P* et coker P*, qui sont les groupes de cohomologie
de M.

On a alors le résultat suivant:

Theoreme IV.3. Le dual itopologique de H'(C, M) est isomorphe
a H:*(C, L.

Pour démontrer ce théoréme nous aurons besoin des lemmes ci-
dessous:

Lemme IV.4. On a une suite exacte de faisceaux

[}

0 Mo, "Fs 0 ) 0.

Démonstration. On a un isomorphisme (de module différentiel):

FO ( 95)
“@@éﬂim 2

En effet, on sait [8] que toute ultradistribution sur C & support dans
{0} est une somme de dérivées de Dirac a Porigine. Plus précisément
Si TEF(())(,QS)

T= 3 a,D%(z,2) avec la condition

aEN

TAS0 TS0 oy | <A

/)s'

Ai L' ('2,)
insi un élément de arm,( )

se représente d’une maniére unique
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par
T= > a.0"(2) avec la condition

A0 >0 |a,,[<cT:l~4!;—s.

Cet élément est identifié isomorphiquement & un élément de ’ensemble
{3 a.z"avec X a_,(n))s'T"=g(T) est une fonction entiére}
n<0

grace & Papplication (déduite de l’application valeur principale)

. n
5 sgin 3 (D50,
neN Z neN n.
D’ou Iisomorphisme en question.
Ensuite, on écrit la suite exacte de complexes de faisceaux (mous)

donnée par le théoréme de Whitney:
0__)1-'(0) (I ‘95) ——)I 95—)/<¢5‘ (0}_“"90
| ol
0—1I0(2)—" 22— L ;—0.

On applique la longue suite exacte de cohomologie, et on obtient le
lemme IV. 4.

Py

Lemme IV.5. Le complexe M (C) est & cohomologie de dimension

finie.

Démonstration. Ceci résulte des théorémes d’indices de [11] et
[16].

La caractéristique d’Euler-Poincaré de M*(C) (i.e. Pindice de P*
dans 4, (C)) est égale a y1(P*)-yx(P*) ot y1(P*) est 'indice de P*
dans C {z} et y,(P*) lindice de P* dans C[[z]].

Démonstration du théoréme. Grace au lemme IV. 4, le faisceau "%,
étant fin, la cohomologie de M (C) est égale a4 la cohomologie du
complexe simple associé au complexe double

"L (C) a—”ys.(rn(c')

p*i lp*
"L (C)——' Py 1 (C).

Cette cohomologie étant de dimension finie par la proposition pré-
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cédente, les espaces étant de type FS, on peut appliquer le lemme
de dualité ([1] par exemple) et le dual des groupes de cohomolo-
gie ci-dessus est égal aux groupes de cohomologie (de degré 2-j) du
complexe simple associé au complexe double suivant:

s

y,,(o,(C)<——,¢s_m,(C)

,T T,

§

'?S.(O)(C)<_"ys,{0)(c)

qui n’est autre que le complexe double suivant:
Z.5(C)=T(C, 2.9 —T.(C, Z.s) =F.5(C)
pT Ip
I.(C,2.9—T.(C, 2.9

Les faisceaux Z, s étant fins donc c-mous, on obtient le résultat grace
a la proposition IV. 1.

Corollaire IV.6. Le dual topologique de H'(C, M) est isomorphe &
HZ(C, Aosp)-

Démonstration. 11 suffit d’appliquer au résultat précédent la suite

exacte de faisceaux:
P

0 MO,S,P do,s %0.3 0

qui est théoréme fondamental des développements asymptotiques
énoncé dans [15].

Corollaire IV.7. Dim H(C, &.») =2:(P) — 1 (P).
Démonstration. Elle est immédiate grace au théoréme IV. 3. et

au lemme IV. 5 et du fait que y(P*)=—y(P).
On retrouve ainsi un théoréme de Ramis énoncé dans [15].

§ V. Microfonctions dans les Classes de Gevrey

1°) Co-éclaté C en 0.

Si V' est un secteur ouvert de C d’origine 0, on note V* le polaire
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de V et V* le secteur dual de V

Vt={eC|"¢eV<E, (>0

V* =Int(V1).
On note S** le cercle des nombres complexes de module 1 muni de
la topologie duale de S, c’est-a-dire les ouverts de S, J* sont
interceptés par des secteurs angulaires V* duaux des secteurs V
interceptant des ouverts 7 de S%. (En fait S est homéomorphe a
Y.

On note ¢* le sous—ensemble de C XS suivant:
c"'*={<z, %) si 220 (0;0) "CES‘*}.

On munit ¢* de la topologie ainsi définie:
On note D le sous-ensemble de S$'xS™ défini par

D= {(§0<§,>=>0}.
On considére ¢t le sous-ensemble de € X S'XS™ ainsi défini
e={(e, 2 i) i 20 (0,80 (6,0 D).
¢={(= Ep o) s 20 (0,600 D)
On munit €* de la topologie suivante (non séparée)

-Si z,#0, un voisinage de (Zo, i) est ’ensemble des points z

IZo|
tels que z appartient & un voisinage de z, dans C — {0}
-Si z,=0 un voisinage de (0, &, ) est le sous ensemble de
V(0) X V(&) xV*&) NC* des points (z,£,0) tels que

Si z=0 éeV(&) LeT* ) avec <§(>>0

Si z+#0 $=£=% avec E€V(&).

On a des projections:
r: *+——C

. ~ etw: C*—C.
. Ct+—C*

On munit ¢* de la topologie quotient associée a 7 [i.e. pour la
relation d’équivalence: (z,§,0)~(Z,¢,0) & z=2, {(=(1].
Cette topologie se décrit ainsi:

z") est Pensemble des points

|20 |

-Si 2,#0 un voisinage de (zo,
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<z, %) tels que z appartient & un voisinage de z, dans C — {0}.
0

-Si 2,=0 un voisinage de (0, {) est le sous-ensemble de
V(0) X 7*() NC* des points (z,{) tels que

Si z=0 (e 17* &)
Si z#0 C:—éwi avec {ETV* (), & esttel quiil existe LE T* (L) tel
que <§,{>>0.
On a alors un diagramme commutatif d’applications continues
G+
v N
L ™
C\ /C*
r\ /n
C

On note $*={0} xS*=x"1({0}).

Cette topologie est assez pathologique, sauf sur $*, ou elle coincide
avec celle de S. Cependant, il est “équivalent” d’étudier un faisceau
sur ¢ ou C*, ainsi que sa cohomologie, ou sa cohomologie locale
dans §*, comme le montrent les propositions suivantes [18].

Proposition V.1. 1) Soit F un objet de la catégorie dérivée des
Saisceaux sur C, on a un isomorphisme

Rt,n' 'R s(v7F) —>RFS* (z71%)
Rt R[4 (z71F) —~Rx,RI", (z71F).

2) Les catégories dérivées des faisceaux abéliens F sur C et % sur C*
sont équivalentes, on a lisomorphisme

4G =Rc o' ' F.
Enongons aussi la proposition suivante [18]
Proposition V.2. Soit & un faisceau sur C, pour tout point(0,()
de §* on a ({=e)
(Hg* (W_ly))(op:liin)H{}nV(Ua F)

ou U et V décrivent (par exemple) la famille
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Ue={2EC | 121<e} Vee={z|Argz—0] <F +¢}.

2°)  Microfonctions.

Soit la suite exacte (Résolution de @ par les ultradistributions)

0— 00—, "9 —0 (3=10)
0z
L’exactitude de cette suite est simple & établir en dimension un; il
suffit par exemple de résoudre le 0 dans les hyperfonctions et d’uti-
liser Pellipticit¢ du o.

1

On applique ensuite & cette suite exacte le foncteur #%, qui est

exact, puis le foncteur I« qui lui n’est plus exact, on obtient une
suite exacte longue de faisceaux sur C*
0—I' (7' 0)—— L (z7 'D)——L (77, ‘D) —+--.

D’aprés la proposition V.2, I' ,(z7'0) est réduit & {0}. On note
%g'szcoker(fs* (7Y '9) _5—9['5* (77! ’9D,)) et on a

Proposition et Definition V. 3. On a une suite exacte de faisceaux
sur C*

0L (a ‘D) ==L D) —F ' ——0

€5 sappelle le faisceau des microfonctions de classe s en 0.

Remarque. Dans [18] on définit les microfonctions en prenant
en plus Pimage inverse des faisceaux n~' '@, par application anti-
podale de $*; nous ne ’avons pas fait ici.

3°) Image directe des microfonctions.

Soit %, le faisceau des opérateurs ultradifférentiels a coefficients

d

constants sur € ([8]) c’est-a-dire, en notant 0= ——

dz

(gs={P= S 4,0 YAS0 F>0 |a,,lgcJL}
neN (ﬂ,)s
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Si PE¥,, 0 désignant la distribution de Dirac a lorigine, on pose
formellement

Po= Y] a,5.

neN

On note %,=%0 (cf. [16]).

Theoreme V.4. On a une suite exacte de faisceaux (de O -modules) sur
C

0 Y . €5’ Ocio 0.
De plus Rim, €% =0 si i>0.

On utilise ici la suite exacte
0—T (@™ ‘D)~ (@ ‘D)5 ——0.

En écrivant la longue suite exacte de cohomologie, on obtient:
0>l u (7 ‘D) > o (7 /D) o1 G
SRz L (7 D) >Ry (n7 /D) >
Il nous reste & calculer R"n*fs* (= '9,) pour i=0, 1.

D’aprés la proposition V.1, il suffit de calculer Rz, ['s(z™! '92;), ce
qui est plus simple car Papplication z est propre et séparée.

x) Caleul de 7,.[s(z™! ‘D).
Ecrivons la suite exacte de cohomologie locale de ™! ‘9, & support
dans §

OHIS(T_I IQS) —)f(éa T—l l93>—)f(€_55 T_l 'Qs)_)"'-

Comme I's(z7! ‘@) est concentré sur S, on s’intéresse 4 la fibre en

(0, &) de cette suite exacte, mais sur S, ! ‘D, est le faisceau cons-
tant de fibre ('9,), et de plus, ['(€ —S,z7' '2,) =I'(C — {0}, 'D,).
Donc I's(z7! ’®,) est le faisceau constant sur § dont la fibre est le
noyau de la restriction:

(D)o (L(C—1{0},'2.)),
Cest-a-dire (I",(2.))o.
On a donc (r,.['s(z71'9,)) =I'(S, ['s(c™ '9D,)) puisque 7 est propre
et séparée ([2]), donc



MICROFONCTIONS GEVREY 753

T*fs(f_llgs) =F(0) (lgs) .

%) Calcul de R'[s(z7! 'D,).
Le théoréme de Whitney fournit la suite exacte de faisceaux

0—>f(0) (’@s) ﬁ'@s‘a,ys,(m"o-
On en déduit d’aprés le calcul précédent et ’exactitude du foncteur
™! une autre suite exacte:
0->Is(z YD) >t VD>t VP, 5,—0.
En appliquant le foncteur z, on obtient une longue suite exacte
050, s(t7VD) 514V D o1t VY R s (TVD ) —>
QRIT*T_IIQS‘)RLF*T_F‘?S‘ """
On a (cf. [2] ch. IV par ex.)

_1/ ’ 1 _1/ — 7
TxT gs: 95 RT*T QSIS_‘(@S‘)O
-1/ .’ 1 -1/ o
T,T VL= L R'Tat FLsoms= (L. 00

1 -1/ ~ —
Rz, &s.016-s=0

(les foncteurs dérivés R’ pour i>1 sont nuls).
Y2)=In(9,), en scindant la suite exacte cidessus

RtV 9D 6-5=0

Comme 7,1 's(r
en suite exacte courte, on obtient la suite exacte:

0_>,ys, (O)QRIT*ES(T—VQO) -1 (2,)—0

d’otl:
R . ['s(rY9,)="9.

x) Calcul final.
On a la suite exacte longue:

’ a ’ 4 a ’
0L (D) ——1' (D) > (TE 50> (D) e— (D).
En scindant celle-ci en une suite exacte courte, on obtient une suite

exacte:
I'y (9, s
0*% = (@ E50 > Ociw —> 0
et grace au lemme IV. 7 on a:

I'y(2,)
%sz (0) ’
ol (2,
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ce qui termine la démonstration.

Remarques. 1) Pour s=1, ¥, désigne les opérateurs différentiels
d’ordre infini & coefficients constants, et comme ‘2, désigne le faisceau
des hyperfonctions, qui est un faisceau flasque, %#,=H{,(0) on
retrouve la suite exacte de [18]

0->Hip(0) — 145 —> Ociin—0

2) on peut montrer qu'on a un isomorphisme d’espaces vectoriels
(sans topologie)

(Ren €, 00=H'S, £,.) =HXC, of,) = SHEL:.

Remarquons aussi, puisque #§* est un faisceau concentré sur $* qu’on
a un isomorphisme d’espaces vectoriels:

I(C*, %3 =T (5", €1,
4°) Représentation des microfonctions.

Notons B, la boule de centre 0 et de rayon ¢ dans C. Si &=¢",
notons V., lintersection du secteur fermé

{z||Arg z—0 | <m/2+¢} avec B..

0 t. mod (Bs — Vs.;) \ 1
0 (BE) s—1

Proposition V.5. (%€§°) o p=lim

Démonstration. On a une suite exacte

0—>FS* (7' '9y) *fs* (z''D) >€E -0

et grace a la proposition V.2:

([ (z7 IQS))(O.Q):E_IEFV&C(BE; ‘D).

De plus par la proposition III. 2, on a
O ma(Be—Veg) =Ker (Fy, ——'%y, ).

A

En écrivant la longue suite exacte associée a la suite exacte de
complexes donnée par le théoréme de Whitney dual on obtient le
résultat.
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5° Un théoréeme dindice dans les microfonctions.

Faisons tout d’abord un rappel sur lirrégularit¢ de Katz d’un
opérateur différentiel ([3] par ex). Soit P= } 4;(z) 9’ un opérateur
0<i<n

différentiel d’ordre fini a coefficients analytiques au voisinage de

0(82—5’%). En développant chaque a;(z) en série on obtient

on note N(P) = {(i,j—1i) €R? a; ;#0} et Z (D) lenveloppe convexe de
N(P) s’appelle le polygone de Newton de P. (On ne considére dans
ce polynome que les droites de pente positive).

L’invariant de Katz, ou irrégularitt de Katz de P est la plus
grande pente, notée £(P), de ce polygone.

On note %g"'PzKer((g(‘)“—L(go"") tz%

1
Theoreme V.6. Si t>k(P) on a une suite exacte

P

0——F 5 G P G B,

De plus €5*F est de dimension finie égale a val(ay).

Démonstration. D’aprés [7], [12] le résultat est vrai pour s=1
c’est-a-dire pour %5.

Il reste donc & montrer que si fEZF et u€ ¥ vérifiant Pa=f
alors 2 ¥¢¢°. Notons u un représentant de # dans O (B.—V..) et
f un représentant f dans O, pa(Be—V.,)

P= Z ai,jzj—(t+1)iz(t+l)iai-

D’aprés ’hypothése sur ¢ j— (¢ +1)i>val(a,) — (¢+1)m. Ainsi quitte a

—val(am)+(t+1)m

multiplier P par z , ce qui n’affecte pas les estimations,

on peut supposer que

P:Z(t+1)mam + Z ¢ (Z) [z(t+1)iai]
0<i<m—1

ce qui sécrit [9]



756 JeEAN-Louls ERMINE

P=M)"+ ¥ 27b:(2) (29
0<ig<m—1

ism—

od a; >0 et b;(z) est holomorphe et ne s’annule pas au voisinage de
zéro.

13
Soit Z =<%> , par ce changement de coordonnées P se transforme
en (nonobstant les constantes)
- L)"‘ (L)“f .(L)(L)"
Pﬁ(dz + os;s:mﬂ 7)) “\zvN\diz )

Si pour simplifier on prend par exemple {=:
B.—Z..;={ lz]<e _E<Arg Z<71'—I—5}.

Se transforme en un secteur a [Pinfini
t
Du=1Z1>(L)  —trte <Arg z<sd

O ma(B:—Z,,;) se transforme en P’espace des fonctions holomorphes
de type exponentiel nul sur D.; qu’on notera @ _(D.,).

Soit W un sous-secteur & Pinfini de D,; on note L,y ’espace de
Banach des fonctions de @ (D.;) telles que

lJfH,,.w=Su1,1p |f(2)e ™ | < o0,

On munit 0 _(D,;) de la topologie définie par ces semi-normes:
0 _(D,;) =lim L, y.
W
Soit aE D, ; on note

07 (2) = Sf () dt

Montrons que 0, est un opérateur linéaire continu de L,y dans L,y
Soit t=s(z—a) +a s€[0,1] a étant bien choisi

1
10 | =1 fs(e—a) +) c—a)ds| < Iz—ale"™| fllm
1
[, emteetds <emeteni| ],
0
Il suffit alors de montrer le résultat pour

_ 1V (1 Yo
Po—l+osi§n—1 (Z‘) a'(Zw>a )

Soit en changeant de notation
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B; )
Po=1+ Y <i> b.(Z2) o~ =1+P,
1<izm\Z

Pour ¢ assez grand ||Py|}, »w<{1 donc P,=1+P; réalise une bijection
de L,w sur lui-méme on en déduit le résultat.

Remarque. En reprenant Pargument de [9] on peut construire
une solution # de ¥g vérifiant P@=0 qui n’appartient pas a €g°
pour tout s vérifiant (< k(P). Donc dans le cas ¢<k(P) si €§*7
est toujours de dimension finie, il est différent de €§7.

6°) Application a Pétude des équations a points singuliers irréguliers.

On retrouve un théoréme de [16]:

Theoreme V.7. Soit P un opérateur différenticl dordre fini &
coefficients analytiques, soit s tel que tzs_%>k(p), On a un quasi-

isomorphisme

C {z} C {7}

CL[:1l, —— CI[z]l.-

Démonstration. U, étant en dualité avec C[[z]],, il suffit de
montrer (cf. [16]) le quasi isomorphisme suivant

Us _._P__> Us

Lo,

U1 _— U]_ .
D’aprés le théoréme V.6, on a un quasi-isomorphisme

P

€5 €3
(gg _P_, (goﬂ

en appliquant r,, par le théoréme V.4 on obtient un autre quasi-
isomorphisme
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7. E&°

T E5"

. CE . €¢

Notons U; le complexe U,——U,
K; le complexe =, %"'s%n* g R
L. le Complexe 0 c [(0}—P_> 0 ¢ 1{0}

Par le théoréme V.4, on a un morphisme entre suites exactes de

complexes:

0 U—K, L 0

| 1

0 Uy K L 0

En appliquant les longues suites exactes de cohomologie on obtient

un morphisme de suites exactes

0—>H(U)—>H" (K)—>H (L) —>H"(Uy) > H' (K;) >+~

S T T

0—>H(U) ~H" (&) > H (L) >H'(Up > H' (K) >+
Le résultat précédent et le lemme des cing terminent alors la démon-

stration.
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