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Sur les Classes Caractéristiques des Sous-Feuilletages

par

Demetrio DOMINGUEZ*

Abstract

The purpose of this paper is twofold. First, we compute the cohomology algebras H( W(g,
H),); and second, we study some properties of subfoliations, in order to give a geometric
interpretation for certain secondary characteristic classes of subfoliations, in particular,
Godbillon-Vey’s classes of a subfoliation. We also construct examples of subfoliations with
non-trivial Godbillon-Vey classes.

§1. Introduction

Soit M une variété différentiable de dimension #, TM son fibré tan-
gent. Un sous-feuilletage de codimension (g1, gz) sur M est une paire (F3,
) de sous-fibrés intégrables F, de TM de dimensions #n—q., =1, 2, et tels
que F3 soit un sous-fibré de Fi. Les classes caractéristiques secondaires ou
exotiques ont &té définies pour les sous-feuilletages de codimension (g1, g2),
par Cordero-Masa [3], en utilisant les techniques de Bott [1]. Finalement,
Carballés [2], en utilisant les techniques de Kamber-Tondeur [8], généralise
la construction de Cordero-Masa en introduisant I’homomorphisme ca-
ractéristique dx=4%(P): H(W(g, H);) — Hpr(M) d’un fibré principal
(F\, Fy)-feuilleté P— M. Cest un fibré principal de la forme P=P,+ P,
de groupe structural G=G\XG; tel que P— M, i=1, 2, soit un fibré
principal F:-feuilleté de groupe structural G..

Le but de ce travail est double : d’'une part calculer la cohomologie de
l'algébre de Weil relative tronquée W(g, ); pour certaines paires
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réductives (g, )=(:® gz, Ph;) d’algebres de Lie, d’autre part étudier
quelques propriétés des sous-feuilletages, en interprétant géométriquement
certaines classes caractéristiques secondaires, en particulier, les nouvelles
classes de Godbillon-Vey d’un sous-feuilletage.

Le §2 est consacré A quelques rappels concernant en particulier
I’homomorphisme caractéristique généralisé Jdx« d’un fibré principal (F,
F)-feuilleté P=P,+ P,. D’autre part, nous montrons que ’homomorphis-
me caractéristique généralisé 4« d’un fibré principal (F, F2)-feuilleté P
(admettant une connexion basique somme @w= w:+ w;, au sens de Carballés
[2]) ne dépend pas du choix de la connexion basique somme sur P.

Le § 3 contient le calcul de 1a cohomologie de I’algébre de Weil relative
tronquée W(g, k); pour certaines paires réductives (g, 2)=(g:P gz, hiDhs)
d’algébres de Lie de dimension finie sur un corps commutatif & de caracté-
ristique zéro. Ceci nous permet d’introduire la notion de classes de
Godbillon-Vey pour les sous-feuilletages de codimension (g1, ¢2).

Le § 4 étudie la compatibilité des structures F»-feuilletées canoniques
des fibrés vectoriels isomorphes Q.= TM/F; et QP Qo=(TM/F\)D(F:/F>).
On interpréte en particulier les classes de Godbillon-Vey d’un sous-
feuilletage (F, Fz) de codimension (qi, ¢2). Ce paragraphe contient aussi
le cas ol le sous-feuilletage (F, F3) est de la forme (Fy, FiNF’) pour un
feuilletage F” de codimension d=¢:—¢:1=0 sur M.

Le § 5 montre que les classes de Godbillon-Vey d’un sous-feuilletage
peuvent s’obtenir en utilisant des techniques analogues 2 celles utilisées par
Godbillon-Vey [5] pour un feuilletage.

Au § 6 nous donnons quelques exemples de sous-feuilletages localement
homogeénes pour appliquer les résultats des paragraphes précédents. En
particulier, nous calculons les classes de Godbillon-Vey de ces sous-
feuilletages.

Tout au long de ce travail, toutes les variétés et toutes les applications
seront différentiables de classe C*. Nous adoptons aussi les notations de
Kamber-Tondeur [8] et Carballés [2]. De méme, on désignera par g/(m)
(resp. par si(m)) l'algébre de Lie du groupe GL(m)=GL(m, &) (resp. du
groupe SL(m)=SL(m, &)).

Ce travail est une partie de la dissertation doctoral de ’auteur qui
exprime sa trés grande reconnaissance 4 X. M. Masa pour son aide et
encouragement.
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§ 2. Homomorphisme Caractéristiqgue d’un Fibré (F\, F3)-Feuilleté

Soient HC G=G1X G des groupes de Lie, kCg=gi@g. leurs alggbres
de Lie. Pour une paire (g1, ¢2) d’entiers g. tels que 0= ¢: < g2, on désignera
par W(g, H); 'algébre de Weil relative tronquée (W(g):)x des éléments H -
basiques de I’algébre de Weil W(g),= W(g)/I tronquée par l’idéal I
="FX D W(g)+ FX"* YV W(g) de I'algébre de Weil W(g)= W(g)® W(gz)
engendré par les sous-espaces S'gi*®S’g.* tels que 7>¢1 ou i+7>¢..

Soit (F1, F3) un sous-feuilletage de codimension (g1, ¢z) sur une variété
différentiable M de dimension # et soit P= P+ P,— M un fibré principal
(F, Fy)-feuilleté de groupe structural G=GiX G.. Supposons que H soit
fermé dans G et qu’il existe une section s: M—— P/H de la projection
canonique 7 : P/H— M. Alors, d’aprés Carballés [2], 'homomorphisme
caractéristique généralisé

A*:A*(P) . H( W(g, H)1) —‘—’HDR(M)

du fibré principal (Fi, F2)-feuilleté P est ’homomorphisme induit en co-
homologie par le DG-homomorphisme composé

A(a))=s*°k(a))y N W(g, H)I—_’.Q(P)H;.Q(P/H)—’-Q(M) ’

ol k(w): W(g) — Q(P) désigne ’homomorphisme de Weil d’'une conne-
xion adaptée somme w=w:\+w: sur P=P,+ P; (au sens de Carballés [2]).
De plus, 'homomorphisme 4x ne dépend pas du choix de la connexion
adaptée somme w sur P. De méme, si H contient un sous-groupe maximal
compact de G, 'homomorphisme 4« est aussi indépendant de la section s
choisie.

Considérons maintenant le fibré principal (F, F3)-feuilleté P=L(Q,)
+ L(€o) des repéres transverses au sous-feuilletage (F, F), c’est-a-dire le
fibré des GL(q:) X GL(d)-repéres du fibré normal v(Fy, F2)=Q:®DQ, de (F,
F»), ot d=g>—q:=0. Alors (cf. Carballés [2]), pour H=0(q:)*x O(d) (ou
H ={e}, dans le cas oii le fibré normal de ce sous-feuilletage est trivialisé),
I’homomorphisme Jx=4«(P) coincide avec ’'homomorphisme caractéristi-
que Af,r,) défini par Cordero-Masa [3]. Dans ce cas, les éléments de Im 4«
C Hor(M) seront appelés des classes caractéristiques de (Fi, F3).

D’autre part, supposons que le fibré principal ([, F2)-feuilleté P=P
+ P,— M admette une connexion basique somme w=w:+ w. (au sens de
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Carballés [2]), alors, par un raisonnement analogue a celui utilisé dans [2],
nous obtenons le résultat suivant.
Proposition 2.1. L ’homomorphisme caractéristique généralisé
Ay : H(W(g, H):1») — Hpr(M)

du fibvé principal (F\, F»)-feuilleté P=Pi+ P, ne dépend pas du choix de la
connexion basique somme w= w1+ w2 sur P, oa 1" est le G-DG-idéal de
Palgebre de Weil W(g)= W(g)® W(gz) correspondant a la paire ([(q1+1)/
2], [(g2+1)/2]).

Soit la situation précédente. Alors ’homomorphisme Jx se factorise
de la maniére suivante :

de: H(W(g, H)im) —22 H(W(g, H)) — Hoe(M),

oll p est la projection canonique induite par l'inclusion
I"c IIZIFZ([m/Z]H) W(g)+F2([q2/21+1) W(g)

mais ’homomorphisme dx=4(w)x: H(W(g, H)::) —> Hpr(M) dépend, en
général, du choix de la connexion basique somme w=w:+ w2 sur P=P,+ P,
si g1 ou ¢z est impair.

On déduit de cette proposition le

Corollaire 2.2. L ’homomorphisme carvactéristique généralisé

Ax=4x(P): H(W(g, H)a+1ym) — Hor(M)

d’un G-fibvé principal F-feuilleté P—— M admettant une connexion basique
w est indépendant de la conmexion basique w sur P choisie, ot q est la
codimension du feuilletage F° sur M.

De la méme maniére, on a la factorisation
ds: HW(g, H)ia+1y21) —”p*_*H( W(g, H)qz) — Hpr(M) ,
mais ’homomorphisme dx=4(w)x: H(W(g, H)q/21) — Hpor(M) dépend,

en général, du choix de la connexion basique w sur P si ¢ est impair.

§3. Calcul de la Cohomologie H(W (g, H):)

Soient (G:, H:), i=1, 2, des paires de groupes de Lie, (g:, %) leurs paires
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d’algebres de Lie. On désigne par (G, H) la paire de groupes de Lie (Gi X
G», Hi X H,) et par (g, k) sa paire d’algébres de Lie (¢:®gs, 7 ®Phz). Etant
donnée une paire (g1, ¢z) d’entiers, avec 0= q: < gz, considérons ’algébre de
Weil relative tronquée W(g, H);. Pour simplifier le calcul de la co-
homologie H(W(g, H):), on suppose que les algébres des polyndmes
symétriques invariants /(G) et I(g) soient canoniquement isomorphes, que
H ait un nombre fini de composantes connexes et que, pour chaque =1, 2,
la paire d’algébres de Lie (g., %:) soit une CS-paire (i.e. une paire réductive
d’algebres de Lie admettant une transgression z. pour g¢. telle que Ker(Z/(g:)
—— [(h))=1déal(z:P:)C1(g.), ot P. désigne lespace de Samelson de la
paire (g:, #.)). Par conséquent, (g, %) est aussi une CS-paire.

Avec les hypothéses précédentes, Carballés [2], en utilisant un certain
isomorphisme (d’algébres graduées)

HA)® o[ (H) —— H(W(g, H).),

réduit le calcul de la cohomologie H(W(g, H):) a celui de la cohomologie
de la DG-algébre tronquée

/L :A( W(Q)I)ZAP@)I(G)I 5/\?1@/\?2@(1(61)@]( Gz))l ,

ot P (resp. P.) est I'espace de Samelson de la paire (g, %) (resp. de la paire
(gi, k.)). Si, de plus, I'application de restriction I(G)— I(H) est sur-

jective, "homomorphisme canonique H(A;) —— H(A)®: o I(H) est un

isomorphisme ; par suite, on a donc
H(AN=H(ANQue) I(H)=H(W(g, H):).

C’est par exemple le cas si (G, H)=(GL(n)X GL(7z), O(1)x O(rz)). En
particulier, pour »1=gq: et 7=g:—qi, on vérifie que A, est la DG-algebre
WO, utilisée par Cordero-Masa [3] dans la construction de 'homomorphis-
me caractéristique dx=Af,.ry 1 H(WO;) — Hpr(M) d’un sous-feuilletage
(F\, F») de codimension (g1, g2) sur M.

Nous calculons maintenant la cohomologie H (A;) comme suit. Soient
(g., h.), i=1, 2, deux CS-paires d’algébres de Lie de dimension finie sur un
corps commutatif & de caractéristique zéro ; on considére la CS-paire (g, %)
=(g:Dgs, i@h,) d’algébres de Lie. Soit Py=P,PP,, le sous-espace des
éléments primitifs de g (ot P,, désigne le sous-espace des &léments primitifs
de ¢.) et soit P=P,@®P,C P, I'espace de Samelson de la paire (g, %) (ot P,
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est ’espace de Samelson de la paire (g:, %£:)). Alors on a I(g1))=8[c, , cri)
avec degc: <degci+1 et »1=rangg, et de méme, 1(g:) =R[c/, -*, cr.] avec deg
ci =degci+1 et »,=rang g.. Par conséquent, une base de Py, (resp. de Pg,)
est donnée par les éléments transgressifs avec ci, -, ¢, (resp. avec ¢/, -,
Cr,). Soient 7/ =dimP;=rangg:—rangh:, i=1, 2, et y1, -+, Y- (resp. v/, -,
y7,) une base de P, (resp. de BP;) telle que y: (resp. y:) soit transgressif avec
Ca, pour a1 <--< ar (resp. avec cp, pour f1<--<fry. En particulier, si
=0 (resp. h2=0), alors P,=P,,, n'=n et &;=1 pour i=1, -, 7 (resp. P,=
P,,, i =7, et B:=1 pour i=1, :**, 72). De la méme maniére, si h="h;=0,
alors Pi.=P,,, Bo=P,,, n'=mn, ri=r, a;=1i et B:=1i pour tout i.
D’autre part, pour 0= ¢: < g2< 00, considérons I’idéal

I="F*"*0](g)+ F*=*[(g)CI(9)=1(g)®1(g2)

(engendré par les sous-espaces *(g1))®1%(g.) tels que 1 >¢g1 ou i+7>¢2) et
la DG-algébre tronquée

Ar=AW(@)) =N, =, yr)QAGY, ) Yror)
®(Q[Cl, ", CT]]®@[C;! Y lez])l

dont la différentielle d (de degré +1) est caractérisée par dy:= ca, dc:=0,
dy/=cp: et dc/=0 pour tout i.
Pour énoncer le résultat, nous avons besoin des notations suivantes :

yor=ya/\""Ayis pour (9)=(i1, -, i),
1=0<<is=m', si s>0;

yo=1 pour (7)=0 si s=0;
Yin=yu/\ " Nyire pour ()=, is),

14/ <<ig=<r), si s>0;

van=1 pour (i)=0 si s=0;

cor=cri™-cfy pour ())=(jr, -+, jr), 0=ji;
con=a"" /™ pour (F)=Qi, -, 7)., 0=ji;
2in=y0®cu), Zwin=yun®c u;

Zirin5in = 2602 (11,50 =YY (:n&Q c(»HQ € (iny ;

2n:=degc:, 2pr1=deg C(j)=2§11].i'ni;
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2n',»=degc,-' y 2pz=degc'(m=2§j',~° n,-' , D=pD1t+D2;

Ww=11 et #Npw=Na Si $>0, =n,= si s=0;
=10 et NWig=ns, si >0, dd=n,y=00 si §=0;
jo=minA, et #n,=na, si A,F0, jo=nj=0 si A;=0;
Jo=minA'; et #iy=nss si A;*0,

Jo=np=00 si A =6,

ot A, (resp. A'y) désigne I'ensemble des éléments i=1, -:-, 7 tels que ja, >
0 (resp. des éléments 7=1, -*-, 77 tels que 75 >0).
Nous obtenons alors le résultat suivant.

Théoréme 3.1. Une R-base de H(A,) est fournie par les classes de
cohomologie des cocycles mondmiaux 2., vVérifiant les conditions
suivantes :

(1) 0=pZq, 02p=<qy, 0Ss=n1 et 0=s=1y ;

(2) #notmZ@i+] ou nt+pqe+1, et wit+tp=ge+1 (condition de

cocycle) ;

(3) cette condition est énoncée comme suit

(@) %< et 10=5j0 ST Ni> Wiy ]
(b) w<jo et n(=njy si i<W e Nut+p<q+1;
(c) do=joet iW<j st nuw<ni et nip+p=q:+1.

Démonstration. 11 est clair que 'ensemble C des éléments z,,;, tels
que 0Spi<qy, 0Sp=<gs, 0<s<7 et 0=s'<7, ; constitue une R-base de A,.
Soient Cqs, Cs» et Cc les ensembles des z:,q,;,nE C satisfaisant respective-
ment aux conditions suivantes :

(@) %> i, Wiw<njo et io<jo;

(b) Nig= n'i.y, R+t D1 <q1+1, W<jo et n,= n',or ;

(©) nu<ni, notpZq+1, <joet i <jo
(en particulier, on a donc C.NCpr=CaN Cc=Cs»N Cc=0). Posons C.'=C,
—Cd", Co=C»—Cv" et C/=Cc—C.", ot C.”, Co" et C.” désignent les
ensembles des z,..;,7» appartenant respectivement a Ca, C» et C. tels que
soient des cocycles (c’est-a-dire satisfaisant respectivement aux conditions
suivantes: #w+p=¢g:+1; niwtp=qe+1; n'w+p=g.+1). Considérons
maintenant les sous-ensembles de C donnés par Ci'=C,/UC,<’UC., C"=
C"UCY"UC”, Ci=C/UCI"=C,UCyUC;, C:=C—C, et C'=C—CY,
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ol Cy” est ’ensemble des z:,i,;,nE C tels que 7= % iy, B+ M2 @1 +1, Ho=
Jo, nW=ny et jo<iy. Par consédquent, C\” est I'ensemble des =z,
satisfaisant aux conditions (1), (2) et (3).

D’autre part, étant donné un élément z.,~.;,,»€ C, on a alors

S s’
dZ(i,z",j,j’)= tzl(_l)t+lzt + tg](__1)s+u+lz,tl ,
oll z: et zi- désignent respectivement les éléments
Va/\ AT\ NYisQY (i@ Cai* cH®C ' et
y(z’)®y,i1'/\'"/\iri’t'/\"'/\y’i’s' ®C(j)®clﬂi'z'cl(j') .

Supposons maintenant que 2=z, ECi'=C./UCs'UC. ; alors on voit
que dz+=0E A, et que les éléments z;, 1<t <s, et 2, 1< t'<s’, vérifient les
conditions suivantes :

@) 2 €C; et les z:, 1<t<s, et 2'v, 2=t'<s’, différents de 0E A,
appartiennent a C, si z€C4 ;

() z2EC, et les z, 2<t<s, et 2z, 1St'<s’, différents de 0E A,
appartiennent respectivement 3 CoU C.U Cy” et C» si zECy '

() 2'€CY, z2=0€A,, 1<t<s, etles 2, 2= t'<s’, différents de 0€ A,
appartiennent 3 C. si z€C.'.

Il s’ensuit que ’application

8: Ci'=C/UC/ UC— C=C/ U

définie par 6z=2z pour zEC.,UC. et dz=z pour zEC,, est bijective.
Compte tenu des conditions (a’), (b") et (¢’), il en résulte que ’application
dicy: C'—>d(CY) est bijective et que les ensembles d(C\), C:Ud(C))
(avec CiNd(CY)=0) et Ci” Ud(Cy') sont respectivement ®-bases de dA,, A,
et Ker d. Par suite, on a alors
A =C®dA,=C'®C/PdA, et Kerd=C/DdA,,

ot G, Ci et & désignent les !-sous-espaces de A, engendrés respective-
ment par les ensembles C,, Ci' et Ci”. Ceci prouve que la projection
canonique Kerd— H(A;)=Kerd/dA, induit un isomorphisme ®-linéaire

C’—— H(A,), d’oti le théoreme.
Remarques. 1) Le résultat précédent généralise celui de Kamber-

Tondeur [8], Théoréme 5.110 (cf. aussi Masa [10]). Par conséquent, le
Théoréme 3.1 est une généralisation du théoréme de Vey [7], p.383.
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2) Les classes des 2zu.,p.,.0=2:,7Q1EC\” avec s'=p.=0 (resp. des
2,00 =1Q2 ;nE C” avec s=p1=0) constituent une base de I'image de
’homomorphisme injectif canonique H(A(W(g)q)) — H(A,) (resp.
H(A(W(g2)a,)) — H(A,)). De méme, une base de I'image de
'homomorphisme canonique H(A(W(g)s,)) — H(A,) est fournie par les
classes des z,.,;,»E Ci” tels que n,+p=g.+1. En particulier, si ¢gi=g.=
g¢=0, alors A(W(g)s)=A, et les éléments de la base de Vey de
H(A(W(g)q)) coincident (2 un signe prés) avec les éléments de la base de
H(A,) donnée dans le Théoreme 3.1. D’autre part, pour ¢:=0 ou g2=90, on
a donc H(A))=H(A(W(9)a)QH(A(W(gs)an)).

3) Les classes des 2,6, =1R1Qc,&c';nEC\”, s=s"=0, cons-
tituent une K-base de l'algébre des classes caractéristiques universelles
primaires (induites par ’'homomorphisme canonique /(g) — H(A,)). De
méme, les classes des z.,..,,nE Ci” tels que s >0 ou s">0 constituent une
R-base de ’algébre des classes caractéristiques universelles secondaires ; de
plus, les conditions suivantes sont vérifiées :

(@) 2qi+1=degzu,.,.,n=2g.+ mi pour s >0 et s'=0 (si, de plus, p>=0, on
a deg 2., =2q1+my), olt mi=dimg ;

(b) 2¢2+1=degz.,.,.;n=2g.+m; pour s=0 et s">0, ot m=dimg:;

(c) 2¢:+2< deg 2,0 =2g2+m pour s>0 et s'>0, ol m=m+me=
dimg.

4) Pour 0< 1< g2< 0, les classes secondaires des z(,..,,.,nE C.” (avec
s>0 et s'>0) tels que %W+ miZq1+1, B0+ p<gz+1l, #w+p2g2+1 et
%+ 02<q2+1 (en particulier, 7.,<# .), ne sont pas induites dans H(A,)
par celles de H(A(W(g1)a))QH(A(W(g2)a) ou H(A(W(9)a)).

Définition 3.2. La R-base de H(A,) fournie par les classes des Zi..p.
€ C\” satisfaisant aux conditions (1), (2) et (3) du Théoréme 3.1 sera appelée
la base de Vey de H(A)).

Exemple 1. Pour la paire (g, 2)=(gl(r)®gl(r:), so(r)Pso(rz))
d’algebres de Lie de la paire (G, H)=(GL(») X GL(72), O(»)X O(72)) de
groupes de Lie et 0< ¢ < g; <00, considérons la DG-algébre tronquée A, =
/\(yl, Vs, *°e, yn’>®/\(y1,, ya', Tty y'n')®(§R[Cl, Cz, *°*, Cr.]®m[C1’, Cz', ey C'Tz])l
dont la différentielle d (de degré +1) est donnée par

dyv.=c,, dc,=0, dy,/=c. et dc,=0 pour touti,

oil les éléments y. (resp. y.) de degrés 2:i—1 sont les suspensions des
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polyndmes de Chern ¢.€I(GL(n))=R[cy, ¢z, -+, cr] (resp. ¢’ €EI(GL(72))=
Rlci, ¢z, =+, cr.]) de degrés 21, avec ¢ impair, et ol 7/ =2[(:+1)/2] -1, i=
1, 2. Soient maintenant

R(1,i’,5,3") :y(i)®y,(i’)®C(j)®C,(j') =va/\" /\yis®y,i1’/\' VANV

®C1j1"' C;’;‘@C{j’;"' c;jz’r,
les cochaines de A; telles que
1=4<--<is<7 avec i, impair pour s>0,
yo»=1 pour s=0;
1=4/<-<7s¢<7, avec i, impair pour s >0,

Ywn=1 pour s=0;
T1 72 , .
2p1=degc(j)=2i§1ji'i y ]1;0 , 2p2=degc (jr)=2i§j i*l,

JiZ20, p=pi+p2;

o=1 pour s>0, Z=00 pour s=0,

=1 pour s >0, i=0c0 pour s=0;
jo=minA,; pour A;#0, jo=0c0 pour A,=0,
Jo=minA'y pour Ay*+0, jo=c pour A;=0,

ot A, (resp. A';) désigne I’ensemble des 1=1, 3, --*, i tels que 7: >0 (resp.
des =1, 3, -+, 7, tels que 7/ >0). Alors, d’aprés le Théoréme 3.1, 1a base de
Vey de H(A,)=H(W(g, H):) est constituée par les classes de cohomologie
des cocycles mondmiaux =z, satisfaisant aux conditions suivantes :
(1) 0=p=qi, 0=p=q, 0=<s=[(n+1)/2] et 0=s'=[(7.+1)/2];
(2) do+pi=qi+1 ou do+p=2qe+1, et i +p=g.+1 (condition de cocy-
cle);
(3) cette condition est énoncée comme suit :
(a) 70 <jo et Z'oléjol si 7> Z'o,;
(b) do<joet iv<jo si 0o et ot m<qi+1;
(C) w=j et ioléjo’ si 70=1 et h+m=g+1.
En particulier, les classes des cocycles suivants seront des classes
caractéristiques secondaires de degré minimum (pour g,<co):
(i) y»®a"=y®1Qc1"®1 de degré 2¢:+1;
(i) W R =1y R1IRc” et »Pcrci’?7'=y1Q1Qc’Xci’'? ™7 (ou son
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cohomologue y1'®ci’ e ? VT =1Q@y'Rc’ ' ®ci’ YY) pour 0=7< q1, de
degré 2g:.+1;
(iil) AW Rcral 7 =ynQ®y'Pc’@ci’ 7 pour 0=j =g, de degré 2¢+2.
Ainsi, pour =g et 72=g.—q1=0 (avec g2<0), on a obtenu la base de
Vey de 'algébre H (A))=H(WO,) des classes caractéristiques universelles
pour les sous-feuilletages de codimension (g1, gz).
De méme, pour n1=7=1 et q2<0, les classes caractéristiques secon-
daires de degré minimum des cocycles (i), (i1) et (iii) constituent la base de
Vey de

H*(W(g/(1)Dgl(1), 0Q)*x0Q))
=H*"(W(gl(1)Dgl(1)):)=H* (A (y)Q A (3 )Q@R[c:]@R[c)'])1) .

Définition 3.3. Les classes secondaires de degré minimum [y:&Qc:1?],
[y(@cﬂc;"”"’], [yl/\y1’®C1jC1/q2_j}EH+(W(gl(l)@gl(l))1) pour 0§j§01,
sevont appelées les classes de Godbillon-Vey (universelles) pour les sous-
Seuilletages de codimension (qu, g2).

Plus précisément, on verra au § 5 que de telles classes nous permettent
d’obtenir des classes caractéristiques secondaires pour les sous-feuilletages
de codimension (g1, ¢z), en utilisant des techniques similaires i celles
utilisées par Godbillon-Vey [5] pour un feuilletage. Par exemple, si (£,
F,) est un sous-feuilletage de codimension (g, ¢z) sur M, la classe de
Godbillon-Vey de Fi (resp. de F3) est donnée par d«[y/®c"|€HiE (M)
(resp. par

1

QZ+1

Asx[(n+31)®(cr+ 1) %] =]

Jj=0

Asl ' ®cre 7| HEg (M)

pour ¢:< qz) ; d’autre part, les classes de Godbillon-Vey
Ay Ay cre/ * e HEE (M), 0=j<q,

non nulles sont, en général (pour 0< ¢;< gz< ), des nouveaux invariants
caractéristiques secondaires du sous-feuilletage (F1, F2) qui ne peuvent pas
s’obtenir en considérant séparément les feuilletages de la paire.

Exemple 2. Prenons (G, H)=(GL(»)X GL(72), SO()X SO(r2)).
Compte tenu de I'isomorphisme H(W(g, H))=H(A)RiI(H), avec 0= ¢,
<g;=0, on a donc
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H(A) pour n=2m—1 et r.=2n—1
(H(A)®R[en))/(can—en?)  pour n=2m et r,=2n—1
H(W(g, H)))=1 (H(A)Q%R[ex])/(camn—er?)  pour n=2m—1et r,=2n
(H(A)®R[en]@R[ex])/(can— en?, can' —en’?)
pour r1=2m et n2=2n,

ot la cohomologie H(A,) a &té calculée dans ’Exemple 1, et ol enE
I*"(S0(7)) (resp. en €I*"(SO(72))) est le polyndme de Pfaff pour n=2m
(resp. pour 7,=2n).

Remarque. Le calcul de la cohomologie H (W (u(r1)@u(r:), O(rn)X
O(72))1) (resp. H(W(u(rn)@u(rz), SO(r)x SO(72)):)) est identique a celui
de H(W(gl(r)DPgl(rz), O(1)*X O0(#2)):) (resp. de H(W(gl(r)Dgl(r2),
50(7’1) X SO(VZ))I)) .

De la méme maniére, nous calculons les cohomologies
H(W(gl(r)@gl(72))1), HW(u(r)Du(r2)):) et H(W(gl(r, €)Dgl(rs,
€)):;). Ainsi, nous obtenons en particulier la base de Vey de ’algébre
H* (W)= HY(W(gl(q)®gl(g2—q1)):) des classes caractéristiques univer-
selles secondaires pour les sous-feuilletages de codimension (g1, ¢2) a fibré
normal trivialisé.

Soit maintenant A, la DG-algébre considérée dans le Théoréme 3.1.

Alors, par un raisonnement identique a celui qui a été utilisé dans la
démonstration de ce théoréme, on obtient le résultat suivant.

Théoréme 3.4. Une R-base de H(A)) est fournie par les classes de
cohomologie des cocycles mondmiaux Zi,r.;.n vérifiant les conditions (1) et
(2) du Théoreme 3.1, et la condition suivante

(3") cette condition est énonciée comme suit

@) niw<nj et t0=jo Si N2 N i ;
D) i0=Zjo et n:<#jy SI Nig< Wiy et Bi+ 1< a+1;
() do=joet i0=<ji si n(<wi et ni+pq+1.

§4. Quelques Propriétés des Sous-feuilletages. Classes Caractéristiques

Dans ce paragraphe nous étudions quelques propriétés des sous-
feuilletages. En particulier, nous donnons certaines interprétations
géométriques des classes de Godbillon-Vey d’un sous-feuilietage.

Soit (Fy, F») un sous-feuilletage de codimension (g1, ¢2) sur une variété
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différentiable M de dimension #, et soit d =¢.—¢:=0. Considérons le fibré
normal @D Qo=(TM/F\)D(Fi/F:) (resp. Q:= TM/F>) de (F\, F3) (resp. de
F). D’aprés Cordero-Masa [3], les fibrés vectoriels isomorphes @: et
@:@D Qo sont canoniquement F-feuilletés, mais ces fibrés ne sont en général
pas isomorphes comme fibrés vectoriels F3-feuilletés.

Soient maintenant I/ une connexion sur & et m : TM— F\ une
scission de la suite exacte de fibrés vectoriels

h Y5}

0 F ™ 9% 0.

La torsion de /7 par rapport 2 m’ est la 2-forme T = Tx, sur M 2 valeurs
dans @ donnée par la dérivée extérieure covariante de m =mem :
TM— Fi— Qo (par rapport 4 I/), oli m est la projection canonique,
c’est-a-dire

T(X, Y)=Vxm'(Y)—Vym(X)—m[X, Y] pourtout X, YEI'(TM).
Par conséquent, on a donc
T(X, V)=V xm(Y)—Vym(X)—m[X, Y] pour tout X, YEI'(F).

Ainsi, pour F1=TM, cette notion coincide avec la notion habituelle.
D’autre part, par un raisonnement analogue a celui utilisé par Cordero-
Masa dans [3], nous obtenons alors le résultat suivant.

Proposition 4.1. 1) Une connexion V sur Qo est adaptée (@ la conne-
xion partielle de Bott sur Qo) si et seulement si 1,*(1(X)T)=0 pour tout X
€I'(Fy), o T="Tx, est la torsion de V par rapport @ ume scission m'
quelconque de la suite exacte précédente, et ou i(X) est l'opérateur substitu-
tion.

i) Pour que les fibvés Q. et QD Qo soient isomorphes comme fibrés
vectoriels Fo-feuilletés il faut et il suffit qu’il existe une scission m' de la suite
exacte précédente telle que i(X)T =0 pour tout XEI'(Fy), oit T = Try est la
torsion d’une connexion Fr-adaptée V sur Qo quelconque.

ii1) 1l existe un feuilletage F' de codimension d=q:—q=0 sur M tel
que Fo=F\NF" si et seulement si l'on peut choisir une connexion I sans

torsion sur Qo (i.e. T =Tx,=0) par rapport @ quelque scission m' de la suite
exacte précédente.

On en déduit le

Corollaire 4.2. S’ existe un feuilletage F’ de codimension d=q.—q
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sur M tel que Fo=F\N\F’, alors Q. et QD Qo sont isomorphes comme fibrés
vectoriels Fa-feuilletés. L’implication véciproque est aussi valable pour q:=
1.

Remarque. Si F est un feuilletage de codimension ¢ sur M considéré
comme un sous-feuilletage des trois facons différentes, on a (i) F'=TM
pour Fi=F,=F et Qi=q2—q , (11) F=F pour Fi= TM, FzzF, 4120 et g2
=gq; (iii) pour Fi=F, F;=0, ¢i=q et gz=n, on peut seulement affirmer
que Q:=TM et QP Qo=(TM/F)®F sont isomorphes comme fibrés vecto-
riels 0-feuilletés.

Pour interpréter géométriquement certaines classes caractéristiques
d’un sous-feuilletage, nous considérons le

Lemme 4.3. Si Q: et QD Qo sont isomorphes comme fibrés vectoriels
Fy-feuilletés, il existe une comnexion Fy-adaptée V sur Qo de courbure R telle
que

R(X, Y)=0 pour tout XI'(Fy) et tout YEI'(Kerm)=I'(Q:),

ot m' est la scission de () F ™ 9N 0 donnée dans la Proposi-
tion 4.1, partie ii).

Démonstration. Soit g une métrique riemannienne sur M telle que
Kerm' =@, soit le fibré complément orthogonal de Fi dans 7M. En
utilisant cette métrique, le fibré Q. (resp. &o) est isomorphe au fibré complé-
ment orthogonal de F> dans 7M (resp. dans F1). Par conséquent,

F=F®0Qy, Q:=QP@Q et TM=FPxQ=FPQ:=FPQPQ: .

Considérons maintenant la seconde conmexion VV de la variété feuilletée
riemannienne (M, g, F1) au sens de Vaisman ([13], p.181). Puisque I’appli-
cation composée 7 oV ramnxre : I'(TM)X I'(Qo) — I'(Q,) est une conne-
xion I7° sur Qo, on dé&finit alors une connexion Fz-adaptée 7 sur Qo en posant
pour tout X=X+ X,€I'(TM), X, EI'(F;) et XoET'(Q,), et tout ZEI'(Qv),

VxZ=m|X\, Z1+V%.Z .
Compte tenu de la Proposition 4.1, partie ii), on obtient
R(X,Y)=0 pourtout XeI'(F;) ettout YeI'Kerm)=I'(Q\),
R &tant la courbure de I7, d’oii le lemme. ]

On déduit de ce lemme le
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Théoréme 4.4. Si Q2 et Q1D Qo sont isomorphes comme fibrés vectoriels
Fy-feuilletés, ’homomorphisme caractéristique A« du sous-feuilletage (Fi, F)
se factorise de la maniére suivante :

Jw: HOWON 25 H(W(g1(0)Dgl(d), 0(g1)X O(d))1) — How(M)

o# p est la projection canonique induite par [’'inclusion
ICI'=1+ W(gl(q))QF*aa+d+Dy(g](d)) .

Ainsi, avec les hypothéses du théoréme précédent, les classes de
Godbillon-Vey

A3’ Rc1? *c/4*] et A*[yl/\y1'® C197* ¢, 475

de ce sous-feuilletage sont nulles pour £=[g/2]+1, -+, q..
On en déduit le

Corollaire 4.5. Pour que les structures Fi-feuilletées de Q. et QP Qo
sotent incompatibles il suffit que ['ume des classes de Godbillon-Vey
précédentes soient non nulles.

Dans le cas oti Fe=F1NF’ pour F’ de codimension d=qg.— qi, le fibré
vectoriel Fe-feuilleté Qo= TM/F" est aussi F’-feuilleté. Par suite,

Théoréme 4.6. S’il existe un feuilletage F’ de codimension d=q.—q:
sur M tel que Fo=F\NF’, homomorphisme caractéristique Asx du sous-
feuilletage (F\, F3) se factorise comme suit :

de: H(WO) 25 H(WO0,)@H (WO

Ax(Q1)® s ()

Hoe(M)Q Hope(M) — Hor(M)

o 1 est la multiplication de Hpr(M), oi Ax(Q:) (resp. Axr(€o)) est
I’homomorphisme caractéristique du feuilletage Fy (vesp. du feuilletage ), et
o p’ est la projection canonique induite par ['inclusion

IC(F* W (gl(g))@ W(gl(d))+ W(gl(q))QF*“* " W(gl(d)) .

Pour 0< g1 < g2, le théoréme précédent implique que les uniques classes
de Godbillon-Vey du sous-feuilletage (F, F»)=(F1, FiN F’) qui peuvent étre
non nulles sont les deux classes suivantes :

Ae[»i®c1?] et A*[yl/\y1’®C1q1C1'd];
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par conséquent, la classe de Godbillon-Vey du feuilletage F> est nulle (cf.
aussi Moussu [12]).
On en déduit le

Corollaire 4.7. Si ['une des classes de Godbillon-Vey
A*[y1'®C1"“"cl'd+“] et A*[yl/\y1'®cl"“’“cl'd*k] , 1§k§q1 ,

n’est pas nulle, il n’existe aucun feuilletage F' de codimension d =q.— q: sur
M tel que Fo=F NF".

Remarque. 11 est clair que toutes les classes de Godbillon-Vey de (F3,
F3) sont nulles dans les deux cas suivants :
(i) le fibré des repéres transverses a ce sous-feuilletage admet une conne-
xion basique somme ;
(i1) le fibré normal de ce sous-feuilletage est orientable (i.e. @: et & sont
des fibrés vectoriels orientables) et la structure (Fi, F3)-feuilletée de P=
L(Q1)+ L(Qo) est induite par une structure (F, Fz)-feuilletée d’une SL(g:1) X
SL(d)-réduction P’=P/+P: de P.

§5. Classes de Godbillon-Vey d’un Sous-feuilletage

Dans ce paragraphe, en reprenant les notations du § 4, nous cons-
truisons les classes de Godbillon-Vey d’'un sous-feuilletage de deux fagons
différentes, I'une d’elles est basée sur les techniques de Godbillon-Vey [5],
I’autre utilise ’homomorphisme caractéristique du sous-feuilletage.

a) Construction de ces classes par les techniques de Godbillon-Vey.

. z T . _ .
Soit 0 Qo Q: @ 0 la suite exacte de fibrés vectoriels,

canoniquement associée a (I, Fz). Soint Q.*, =0, 1, 2, les fibrés vecto-
riels duals de @; ; on considére §o* comme un sous-fibré vectoriel de @-*, en
utilisant une scission p* : Qo*—— Q.* de la suite exacte de fibrés vectoriels

0 Qi Q> Q" —0.

Par conséquent, on a donc A@Q:*@NQ*=NQ*CTN\TM*.

Supposons maintenant que (F3, F») soit un sous-feuilletage a fibré
normal orientable (c’est @: et €, sont des fibrés vectoriels orientables).
Soient 71 et 7. deux formes volumes de @: et o respectivement; en
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particulier, y=nAy: est une forme volume de . Alors il existe un
recouvrement ouvert R={U} de M et un repére mobile {w.}, 1=i= g, sur
U pour @:*=Q*PQo*C TM* tel que {wu}, 1= u<q: (resp. {wa}, 1 +1=a=
g2} soit un repére mobile sur U pour @:* (resp. pour @Qo*), et tel que, sur
chaque UE R, on ait

n=wi/\""Nwa et 7=wq1/\"""\wq.
Par le théoréme de Frobenius, il existe des 1-formes locales a@uv, @av €t @ao,

q1
1Su, v=qi, i +1=a, b=q,, sur M telles que da)u=21a/uv/\a)u et dw.=
=

q1 g2
Zlaav/\CUv+b > laab/\(l)b. Ainsi, par différentiation de ces relations, on
v= =q1+

obtient, sur chaque UER,
d71=2'1”/171 et d’)’z_TzUA)’z:;i_l‘.lwv/\‘ﬁveFl.Q(U)
=I'(U, @* - 2x)C(U),

q1 q2 q2
ot Z'IU:uzlauu, n'= 2+la’aa et ¢v=a§) l(—1)“““a/au/\cuqlﬂ/\'"/\cf)a/\
= = lJ—

a=q,
*Nwq, et ot @* désigne le faisceau de 1-formes locales annulant Fi.
D’autre part, considérons une partition différentiable de 1'unité {1}
subordonnée au recouvrement R. On définit alors deux 1-formes r et
sur M en posant

rizuﬂgz/i”-n” pour i=1,2.

Il en résulte que
d‘)’1=2'1/\71 et d}’z_ Tz/\)’zEFlg(M):F(M, Ql*".QM)C.Q(M) .

En particulier, on a donc dy=rt/\ y avec r=n+ 1.
Nous obtenons alors le résultat suivant.

Lemme 5.1. Les formes ni/\(dn)?, :/\(dn)’ AN(dr)? 7 et
a/A\eN\dn)y /N\dn)®, 05j<q, sur M sont fermées, et leurs classes de
cohomologie dans Hpr(M) ne dépendent que du sous-feuilletage (I, ).

On peut généraliser la construction précédente au cas général d’un
sous-feuilletage (Fi, F2) dont le fibré normal @@ Qo n’est pas nécessaire-
ment orientable comme suit. Soit R={U} un recouvrement ouvert de M
tel qu’il existe un repére mobile normé 7:Y (resp. 7:Y) sur U pour A*@Q:*
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(resp. pour A%@Qo*) par rapport 3 une métrique riemannienne fixe sur
AT"Q* (resp. sur A%Qo*). En particulier, yY=7YA7." est un repére
mobile normé sur U pour A?@Q*=AN\"Q*@N?Qy* par rapport a la
métrique riemannienne induite. Alors, par une technique similaire 4 celle
utilisée dans le cas précédent, on construit deux 1-formes n et z sur M
(entidrement définies) telles que, sur chaque UER, dn?’=n/An" et dr.’
—nA\r’€F'Q(U). Par suite, dy’=r/A\yr" avec r=n+r. Compte tenu
du lemme précédent et du fait qu’il existe un revétement i quatre feuillets
fi:M— M tel que f'(Fy, F2)=(f""(F), f'(F2)) soit un sous-feuilletage
de codimension (g1, g2) sur M’ dont le fibré normal est orientable, on obtient
le résultat suivant.

Théoréeme 5.2. Les formes n/\(dn)?, ow/N\dn)N\(dn)® 7 et
a/A\eA\dn)y N(dr)® 7, 0<;<q, sur M sont fermées, et leurs classes de
cohomologie dans Hor(M) ne dépendent que du sous-feuilletage (I, ).

De telles classes de cohomologie dans Hpz(M) seront appelées les
classes de Godbillon-Vey du sous-feuilletage (F:, Fz).

Remarques. 1) 1l est clair que [a/\(dn)®]€ HE# (M) est la classe
de Godbillon-Vey du feuilletage F1 et que (pour ¢:1< gz)

g1

[zA(dD)*”]=2

Jj=0

QZ+1

[zA(dn) N\(dr)? 7€ HE# (M)

est la classe de Godbillon-Vey du feuilletage F.

2) Du Théoréme 5.2 on déduit immédiatement que ’homomorphisme
f*: Hpr(M)— Hpr(N) induit en cohomologie par une application
différentiable transverse f: N— M a (F, F3), transforme chaque classe
de Godbillon-Vey de (Fi, F>) en la classe correspondante de Godbillon-Vey
du sous-feuilletage 7 '(Fi, F2) sur la variété N. En particulier, les classes
de Godbillon-Vey d’un sous-feuilletage ne dépendent que de la classe
d’homotopie de ce sous-feuilletage.

b) Construction des classes de Godbillon-Vey en utilisant [’homomor-
phisme caractéristique.

Soit P=L(Q:*)+ L(Qv*) le fibré principal (F1, F3)-feuilleté des GL(q:)
X GL(d)-repéres de Q*®Qo*. Alors le fibré principal (Fi, F3)-feuilleté P’
=LA"Q*)+ L(NA\“Qo*) des GL(1)X GL(1)-repéres de A" Q*P/\“Qv* est
associé a P par 'homomorphisme de groupes de Lie o=(dét, dét) : GL(q:)
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X GL(d) — GL(1) X GL(1). Par suite, 'homomorphisme caractéristique
généralisé 4« de P’ est donné par la composition

44 HOW(glD)@gi(1), 00)x 0%, 11w, 2% Howu)

oll 4 désigne 'homomorphisme caractéristique généralisé de P.

Soit maintenant '*@F?** une connexion adaptée somme sur le fibré
vectoriel (Fy, Fy)-feuilleté A" Q:*®/A\*Qo*. Considérons des métriques
riemanniennes sur A" @Q:* et A%Qo* respectivement. Soit 71 (resp. 72) un
repére mobile normé (de norme 1) pour A“@:* (resp. pour A“@Qo*) sur un
ouvert U de M au-dessus duquel A" @Q\* (resp. /\%@Qv*) est trivial. Alors,
par un raisonnement analogue i celui par lequel on a prouvé le Théoréme
7.20 dans [8], on en déduit le

Théoreme 5.3. Les classes de Godbillon-Vey Ax[yvi®ci1?],
Ad[v'®cr’e/ 7] et Ax[niAyi'Rcrci'? 7], 0=7< qu, sont réalisées respective-
ment par les formes fermées 01/\(do1)?, 0:/\(do\)’\(do2)"*"7 et
o /\o2/\(dor ) N\(doz)® ™, 0L < qu, sur M, ot les 1-formes o1 et 02 sur M
(entierement définies) sont déterminées (sur U) par les formules

Visn=2n0(X)y et U¥7.=2r0/X)y. pour X&I'(TM).

Par conséquent, pour chaque =1, 2, 270, est la forme de la connexion
7**, 2ndo, sa forme de courbure, associée au repére mobile normé 7, sur U.

Remarque. Si (F, F3) est un sous-feuilletage a fibré normal orientable,
il est clair que ’on peut choisir les repéres mobiles précédents de telle sorte
que 71 et 72 soient des formes volumes de §: et §o respectivement.

¢) Relation entre les classes de Godbillon-Vey consivuites par les voies
a) et b).
Démontrons d’abord le résultat suivant.

Lemme 5.4. Il existe des connexions adaptées V', V et V* sur @, Q- et
Qo compaltibles avec les homomorphismes canoniques n: Qr—— Q1 et
i Qi Q: telles que V' et IV soient des conmexions sans torsion.

Démonstration. Soit g une métrique riemannienne sur M. On
identifie alors ., =1, 2 (resp. Qo) avec le fibré complément orthogonal de
F, dans TM (resp. de F: dans Fy). Soit I/ la seconde connexion de la
variété feuilletée riemannienne (M, g, F1). Alors 'application
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V'=mol\ramxran : T(TM)X T'(@)— I'(Q)

est une connexion Fi-adaptée sur §: et sans torsion. D’autre part, en
utilisant la connexion F°= 7 °F ranxrw : T'(TM)X I'(Q) —> I'(Q0) sur
Qo, on définit une connexion Fi-adaptée I”? sur @ de torsion 73 en posant,
pour tout X=X1+XEI'(TM), X,EI'(F;) et X.€T'(Q-), et tout ZEI'(Qo),
V%{Z=7[0[X1, Z]'H79(ZZ.

On peut maintenant considérer la connexion I/’ sur Q2= Qo® @: donnée,
pour tout X&I'(TM), par la formule

17;(2=(47X220—%T2(X, Zl))+17}(zl | Z=Z+Z:E1(Q))

ZoeTl(Qo), ZieI'(@).

On définit alors une connexion Fj-adaptée I/ sur @ et sans torsion en
posant, pour tout X=X,+XEI'(TM), Xi€I'(F;) et X.=I'(Q:), et tout
ZeT(Qy),

sz=7T2[X1, Z]+VIXZZ .

Les connexions 7', IV et 7> sont évidemment compatibles avec les
homomorphismes canoniques 7 et . Ceci achéve la démonstration du
lemme. g

On dira, d’un triplet ("', 7, ’?) de connexions adaptées qu'il est adapté
au sous-feuilletage (F3, F2), si ces connexions vérifient les propriétés
précédentes (cf. aussi Cordero-Masa [3]).

Soit (7!, 7, %) un triplet adapté de connexions adaptées. Considérons
le triplet adapté ('*, ’*, ’**) de connexions adaptées sur @i, Q.* et Qo*
induit par ("', 7, 7?). Soit U un ouvert de M au-dessus duquel @:*, @.* et
@Qo* sont triviaux, et soit {w:}, 1 <7< g, un repére mobile sur U pour @:*C
TM* adapté (au sens de Cordero-Masa [3]), cela signifie que {w.}, 1S u<q
(resp. {i*wa}, ¢1 +1=< a=<q.) est un repére mobile sur U pour Q*C Q.* (resp.
pour §*). Alors les matrices (8i»), (8:5) et (8%) des connexions I**, ’* et
7** associées au repére mobile adapté {w.} sur U vérifient respectivement
Oso="0uv, Ous=0 et 02%=0s pour 1=u, v<q et i +1<a, b<gq,. Par
conséquent, les connexions adaptées '*, I’** et ’* sur A" Q\*, N\*@Qo* et
A" induites par les connexions précédentes sont données respective-
ment, pour tout X&I'(TM), par les formules

Yr=aX)rn, F¥Fi*re=o(X)i*r. et ir=t(X)y,
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q1 q2
ol n=wi/\"N\Waq, 72=0q+1/\"""/\Wqs, 7v=71/\72, r1=uZ_!l<9uu, = 2 lé’aa

a=q1+
et r=n+r1r. Il sensuit que A"Q*RNQ* et A”Q,* sont isomorphes
comme fibrés vectoriels F3-feuilletés.
D’autre part, puisque /7' et I/ sont des connexions sans torsion, on a
alors

q1 q1 gz
dw.= 2 Ouw/N\wy et dw.= 2 Oav/\ W+ 2 Bav/\ s
v=1 v=1 b=q1+1

pour lsu=q et qt+l=a=gq..

Par différentiation de ces relations, on obtient donc

g1
dn=uln, d72=§1wu/1¢u+rz/\72 et dy=rt/7,

ol ¢u= % ("—1)a—meavAwq)+lA"'A@aA'"/\a)qz-

a=q1+1
Supposons maintenant que 7: (resp. *7:) soit un repére mobile normé
sur U pour A" @:* (resp. pour A\?Qo*) par rapport 3 une métrique rieman-
nienne fixe sur A7 @Q\* (resp. sur A?Qo*). Ilenrésulteque n, net r=n+r
sont des 1-formes sur M (entieérement définies) satisfaisant, sur chaque
ouvert UCM de la trivialisation locale,

dn=u/\n et dr—nuN\rcF'QU).
De plus, on a donc
=270, y Z:]., 2, et r=nt+n=2x01+2n0 y

ol les o, sont les 1-formes sur M données dans le Théoréme 5.3. On a ainsi
démontré le

Théoreme 5.5. Les classes de Godbillon-Vey construites dans les
Théovemes 5.2 et 5.3 vérifient les relations suivantes :
(1) [aAdn)"]=QCr)"  aA(do)" e H33 (M) ;
(i) [eAdaPA(de)??]1=Cr)? " 0:/\(do1) N\(do2)* 1= H ;& (M), 0<;
=q;
(iii) [aAn/\dn)y /N\(dw)”]=02r)?**[61/\0:/\(do1)’ N\(do2)*’]E H 3#**
(M), 0=j=q.

§6. Quelgues Exemples

Pour appliquer les résultats des paragraphes précédents, nous donnons
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dans ce paragraphe quelques exemples de sous-feuilletages localement
homogeénes ayant des classes de Godbillon-Vey non nulles.

Soient HC G:C GiC G des groupes de Lie, 2C g.C ¢ C g leurs algébres
de Lie. Supposons que H soit fermé dans G. Soit I'C G un sous-groupe
discret opérant de maniére proprement discontinue et sans points fixes sur
G/H. Considérons le sous-feuilletage localement homogeéne (Fi, F3)=(Fe,,
Fe,) de codimension (g1, g2)=(dim /g1, dim §/g2) sur la variété localement
homogéne M=I\G/H de dimension z=dimg/kz induit par le sous-
feuilletage sur G, déterminé par les orbites des opérations a droite de G et
Ga. Soit Q1P Qo (resp. Q) le fibré normal de (F, F3) (resp. de F2). On a
alors d=g:— qi=dimgi/ge, Q:=I'\G X ug/g:, i=1, 2, et Q=I'\G X u 91/g2.

Exemple 1. Pour d =1, prenons G=SL(d +2), Gi=SL(d +2, 1)o, Go.=
SL(d+2,2), H=S0(d) et I un sous-groupe discret, uniforme et sans
torsion de SL(d+2), oli SL(d+2,1) (resp. SL(d+2,2)) désigne la
composante connexe du groupe SL(d +2, 1) (resp. du groupe SL(d +2, 2))

Al %
des matrices de déterminant 1 de la forme " pour A€
A *
GL(d+1) et A=détA™' (resp. Az | % pour BEGL(d) et A, A
00 |B

eGL(1), avec Ai™'=A-détB). Soit (F, F2)=(Fc,, Fe¢,) le sous-feuilletage
localement homogéne de codimension (¢, ¢2)=(d +1, 2d +1) sur M=
I'\SL(d +2)/SO(d) dont le fibré normal Q:@D&, est orientable. Pour
appliquer le Lemme 5.1, considérons la scission p*: Q*—— Q.* de 0

A F— Q" Qo* 0 induite par la scission GL(d +1)-équivariante
6: g— g de la suite exacte 0 G g Jlo 0, définie par la

formule

A | * Al *
* | A 01A

D’autre part, soit {x}}, 1=7, j<d+2, la base duale de la base canoni-
que {x;} de g/(d+2). On désigne par w; la restriction de x% a s/(d +2).
On vérifie alors que {ws;} U{wse}, 154, j<d+2, i+j,1=k<d+1, est l1a base
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duale de la base canonique de s/(d +2) et que éwi,:O, ot m=d+2. De

*
plus, une base de (§/g)*C(g/gz)* (resp. de (gl/gz)*L(ﬁ/gz)*) est donnée
par

{wa}, 2=<i<m (resp. par {w:}, 3<i<m).

11 s’ensuit que les deux bases précédentes fournissent une base de (g/g:)*=
(g/a)*®(g1/g92)*. Notons respectivement 7, et 7. les bases wa1/\***Awm et
w32/\**Nwnz de N Flg)* et A% gi/g.)*. Du fait que la différentielle de
Chevalley-Eilenberg d. sur /A g* est définie par

m
dAa)fj=-§1wu/\wkj pour 1=i, j<m=d+2,
on obtient donc
dar'=a' Ay et diy = E?’G)il/\¢z +n /Ay,

ol Z'1’=ma)11, Z'z,=a)11+(m—1)(l)zz et ¢f=(_l)ia)m/\a)az/\'"A@izA"'Awmz.
Puisque @, 2, 71, 2 (/A g*)u (sous-algebre des éléments H-basiques de
AG*), ces éléments induisent des formes n, m, 7 et 7. sur M=I'\G/H
vérifiant

dn=un/\7r et dr—n/\reF'Q(M).
De plus, 71 (resp. 72) est une forme volume de @ (resp. de Qo).

D’autre part, on déduit de daw:= —:@lwik/\wki les identités suivantes :
(dAwll)d+1:(_1)d+l(d+1)!k/=\2(wlk/\wkl) , (dACl)ll)d+2:O ;

(drwe)" ' =(= 1D d+ Dl onN oA AlonAow), (dwn)*?=0;
(dAa)ll)d+l/\(dAw22)d= - (Cl'/\(z)n)d/\(a'/\C()zz)d+1

= —(d+ D1 WA (oA o)A (0nAww)

(darY N(drr2)™=7=—(d +2)(d +1)"(d —7) [ qz;j

X(dAwll)d+1/\(dAa)22)d y 0§]§CI1:d+1 .

Par suite, on a donc
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[A(dn) N\(de)? 7 ]1=0€H3# (M), 0=j=<q;
[aAA(dn) N\(dr)" =0 HEZ (M) .

En particulier, la classe de Godbillon-Vey du feuilletage F3 est nulle.

Pour démontrer que les autres classes de Godbillon-Vey du sous-
feuilletage (F, F2) ne sont pas nulles, nous procédons comme suit. Puisque
o' A(dan)? ' =(d +2)* ?wn/A(drwn)**" est un élément non nul dans
(APG*)sLiasny, avec p=dimg/si(d+1)=2¢:+1, il en résulte que la classe
[’ A(dar) ' l€e H(g, H) est non nulle. De méme, pour chaque j=0, 1, -+,
a1, j¥+d, I'élément

o A Adrt' Y N(drr)? 7 =—(d +2)*(d +1)**(d —7) [ (Iz‘;]]

Cl)u/\ Cl)zz/\(d/\ a)u)dH/\(d/\ Cl)zz)d

n'est pas nul dans (A?d*)sc), avec ¢q=dimg/s/(d)=2q¢.+2. Par consé-
quent, la classe [0’ Az /A\(dAti'Y N\(dat2)?']l€ H(g, H) est non nulle pour 0
<j<q et j+d. Comme l'algébre H(g, H) satisfait a la dualité de Poin-
caré (par rapport 3 un élément non nul dans (A"g*)x, avec n=dimg/h=
dim M), et comme la variété M est compacte et orientable, on a obtenu le
résultat suivant.

Théoréme 6.1. Pour le sous-feuilletage localement homogeéne (Fi, F2)=
(Fstia+21y0, Fsiarz.2y,) de codimension (qu, gz)=(d +1, 2d +1) sur M=
I\SL(d +2)/SO(d), les classes de Godbillon-Vey [n/\(dn)"1€ H3%# (M) et
[aAAdn)Y N(dr)? e HEFY (M), 0=j<q, j*d, sont non nulles.
Ainsi, d’aprés le Corollaire 4.5, les fibrés Q. et QD Qv ne sont pas isomor-
phes comme fibvés vectoriels Fi-feuilletés.

Ceci montre que le fibré principal (Fi, F3)-feuilleté P=L(Q:)+ L(Q)
des repéres transverses a (Fi, Fz) n’admet pas une connexion basique
somme et que la structure (Fi, F3)-feuilletée de P n’est pas induite par une
structure (F, Fy)-feuilletée de une G\’ X G -réduction P’=P,'+ P, de P, oii
Gi' X G, désigne I'un des groupes suivants :

SL(q) X SL(d), GL(q:)XSL(d), SL(q:)xGL(d).

Remarque. Si d=1, alors, pour chaque j=0, 2, on vérifie que
a/A\n/\(dn)’/\(dr:)* " est une forme volume de la variété compacte M=
I'\SL(3). Par suite, on peut considérer ce cas comme une généralisation
de I'exemple de Roussarie [5].
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Exemple 2. Pour d 21, considérons les groupes de Lie G=SL(d +2),
Gi=SL(d+2,1), G.=SL(d+2,2), H=0(d) (ou O(1)X0(d)) et I'C
SL(d +2) un sous-groupe discret, uniforme et sans torsion. Alors le fibré
normal @:® Qo du sous-feuilletage localement homogéne (Fi, F3)=(F¢,,
Fe,) de codimension (g1, gz)=(d +1, 2d +1) sur la variété compacte connex-
e M=I\G/H n’est pas nécessairement orientable.

Soit maintenant o la représentation canonique de H dans A g*. Avec
les notations de 'Exemple 1, on obtient alors o(A)wn=wn, o(A)wz=
wz, p(A)n'=A%ét A%y’ et p(A)y,=2A%détA-y; pour A=(4, A)EH,
ol A=1si H=0(d). Par conséquent, pour chaque i=1, 2, ’élément 7./ €
(A g*)w induit une 1-forme z: sur M. De méme, 71 (resp. 7.) détermine un
produit intérieur euclidien H-invariant sur A%*(g/g)* (resp. sur A% g/
g2)*) tel que 7' (resp. 72) soit de norme 1. Ainsi, pour appliquer le
Théoréme 5.2, on peut utiliser les métriques riemanniennes sur A" @Q*=
P\G X aA"(Flg)* et AN4Qo*=I'\G X u/\%g:1/g2)* induites par les produits
scalaires précédents. D’autre part, on obtient un recouvrement ouvert {U}
de M et des repéres mobiles normés 71V et .Y sur U pour A" Q:* et A?Qo*
(par rapport a ces métriques) tels que

dn’=n/A\n" et dr."—n/\rR"€F'Q(U).

Comme I’homomorphisme canonique H(g, H) — H(g, SO(d)) est in-
jectif, il en résulte que les classes de Godbillon-Vey de (I, F2) sont données
par 'Exemple 1 et le Théoréme 6.1. En particulier, Q. et @@ Qo ne sont
pas isomorphes comme fibrés vectoriels F3-feuilletés.

1I est clair que ’application canonique
f: M'=I\SL(d+2)/SO(d) — M=I\SL(d +2)/H

est une application de variétés sous-feuilletées. Par suite, ’homomorphis-
me f* : Hpr(M) — Hpr(M’) transforme chaque classe de Godbillon-Vey de
(Fsta+21y, Fseas22) en la classe correspondante de Godbillon-Vey de
(FSL(d+Z,1)o, FSL(d+2.2)o)-

Remarques. 1) Si, dans les Exemples 1 et 2, on remplace les groupes
G:, =1, 2, par les groupes G.' des matrices transposées de celles de G, on
vérifie que les 1-formes 7, i=1, 2, sur M=I'\G/H, obtenues pour les
nouveaux sous-feuilletages, sont données par r'’=—1;, i=1, 2, oll 0 et
sont les 1-formes sur M construites dans les Exemples 1 et 2. 1l s’ensuit
que
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[a' A= N(dn') Nde')? 7 ]=~[aN\N\(dn)y N(dr)*]+0€ H 3#+4 (M),
0=s/=q, j+d.

Par conséquent, il existe au moins deux sous-feuilletages de codimension
(g1, g2)=(d +1, 2d +1) sur M, qui ne sont pas intégrablement homotopes.

2) Dans une publication ultérieure, en utilisant I’homomorphisme
caractéristique d’un sous-feuilletage, nous montrerons que, si 4 est impair,
les classes de Godbillon-Vey non nulles de degré 2¢g.+2 des sous-
feuilletages considérés dans les exemples précédents sont des invariants
(non nuls) de ces sous-feuilletages, qui n’appartiennent pas a la sous-
algébre de Hpr(M) engendrée par les classes caractéristiques des feui-
lletages de la paire. De méme, la non trivialité de ces classes implique que
les algébres de Lie s/(d +2, 1), i=1, 2, ne sont pas réductives. De plus, on
vérifie que, si d est pair, aucun feuilletage intégrablement homotope a F1 ne
peut se prolonger en un feuilletage de codimension ¢ pour 0<¢<gq:=d +1.

3) Pour un sous-feuilletage localement homogéne (F, F3)=(Fg,, Fc.)
de codimension (qi, gz) sur M =I'\G/H, on peut facilement démontrer que
Q: et Q1P Qo sont isomorphes comme fibrés vectoriels Fy-feuilletés, pourvu
que ¢» soit une sous-algébre réductive dans g et que Gz ait un nombre fini
de composantes connexes. C’est par exemple le cas si G=SL(g+2), Gi=
GL(g+1), Ge=GL(1)X GL(g), H=0(q) et 'CSL(g+2) un sous-groupe
discret, uniforme et sans torsion.

De la méme maniere, s'il existe un sous-groupe de Lie G'C G tel que G:
=GiNG’ et dim g/¢g=d=g—q (¢’ étant I'algébre de Lie de G'), alors F;
=FNF’, ou F’ désigne le feuilletage localement homogéne Fg, de
codimension & sur M. Un exemple de ce cas s’obtient en prenant G=
SL(d+1), G:=SL(d+1,1), G=SL(d+1,1)!, Ge=GL(d), H=0(d) et 'C
SL(d +1) un sous-groupe discret, uniforme et sans torsion. De méme, on
peut prendre G=U(g+1), G:=SU(¢+1), G’=UQ)x U(g), G:=U(q), H=
0(q) et I'={e}.

4) Avec les notations de la Proposition 2.1, on démontre sans difficulté
que I’homomorphisme caractéristique dx: H(W(g, H);) — Hor(M) de
chacun des sous-feuilletages localement homogénes suivants (2 connexion
basique somme) dépend du choix de la connexion basique somme (I’ étant
'idéal correspondant a la paire ([¢1/2], [¢2/2])) :

1) (F, F)=(Fue), Fvw), (@1, g2)=(2,5) et M=SO(4).

i) (Fy, F)=Fuw, Fsva), (@1, ¢2)=2g+1,2q+2) et M=U(g+1).
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iii) (F1, Fz):(Fso(2n>xU(q+1), FSO(zn)xU(q)), (Ql, q2)=(2n, 2n+2q+1) et M
=S0@n+1)x U(g+1).

iv) (F, F2)=(Fora, 0), (a1, ¢2)=(2,3) et M=I\SL(2), ot I'CSL(2)
est un sous-groupe discret et uniforme.

Dans le cas d’un feuilletage localement homogeéne a connexion basique
dont ’homomorphisme caractéristique dx«: H(W (g, H)iqz)) — Hpe(M)
dépend du choix de la connexion basique (¢ &tant la codimension du
feuilletage F sur M), nous donnons les exemples suivants :

1) F=Fuy (resp. F=Fsu@n), ¢=2q'+1 et M=U(q'+1) (resp. M=
SU(q +1)).

i) F=Fsoen-n, q=4n—1 et M=SOQ2n+1).

i) F=Faw=0, ¢=3 et M=I'\SL(2), ot I'CSL(2) est un sous-
groupe discret et uniforme.

Ainsi, en vertu du Corollaire 2.2, on a obtenu le résultat suivant.

Proposition 6.2. L’ensemble (supposé non vide) des commexions basi-
ques @ un feuilletage de codimension q est J(>[(q+1)/2])-connexe (au sens
de Lehmann|9)]), mais cet ensemble n’est généralement pas J(>[q/2])-con-
nexe si q est impair.
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