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Freech Abstract

Soit X une variété analytique complexe et Y une sous-variété lisse de X. Nous introdui-
sons la notion de "système différentiel fuchsien le long de F", et nous montrons que pour de
tels systèmes les solutions méromorphes et les solutions à singularités essentielles sont les mêmes.
Nous montrons aussi que les solutions formelles (le long de F) sont toujours convergentes.
Ces résultats sont bien connus dans le cas holonôme singulier régulier.

English Abstract
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§ 0. Introduction

Soient X une variété analytique complexe et Y une sous-variété
lisse de X. Soient Se x (resp. ^£) le faisceau des opérateurs diffé-
rentiels d'ordre fini (resp. d'ordre infini) sur X9 0 x le faisceau des
fonctions holomorphes sur X et 0 X\Y le complété formel de 0 x le
long de Y. Soit BY\X (resp. BYIX) le faisceau des hyperfonctions
holomorphes le long de Y d'ordre fini (resp. d'ordre infini).

Dans ce travail nous introduisons la notion de "module fuchsien
le long de F" et nous démontrons que pour un tel ^^-module on a

ainsi que les théorèmes dits de "comparaison" entre les solutions for-
melles et les solutions convergentes, i. e.

(Je, 0 X\Y), -
A A

et entre les solutions méromorphes et les solutions à singularités
essentielles;

(Jè, BYIX).

Ces théorèmes sont bien connus dans le cas où Jt est un module
holonôme à singularités régulières (of. [K-K-2], voir aussi [M],

[R]).

Pour définir la notion de module fuchsien nous construisons une
variété 1 -microcaractéristique relative.

Rappelons que la variété 1 -microcaractéristique d'un ® ^-module
Jt le long du fibre conormal A* à Y a été définie dans [M. F.] où
elle est notée Cl

A*(Jt) et dans [L] où elle est notée ChA.(oo, 1) (J[)a

Cette variété 1 -microcaractéristique était un sous-ensemble de T*A*
alors qu'ici la variété 1 -microcaractéristique relative est un sous-
ensemble du fibre cotangent relatif T*(A\Y) (où A désigne le fibre
normal TYX).

Nous disons qu'un module est fuchsien le long de Y si sa variété
1 -microcaractéristique relative ne rencontre pas le fibre conormal à la
sphère unité des fibres de A au dessus de Y.

Par exemple si le module Jt est de la forme 2 x/& x P et si
Y= {(j;l5 . . . , j^, 0 ^Cp+l ; * = 0} , il sera fuchsien le long de Y si et
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seulement si P s'écrit sous la forme

P(y, t, Dy, A) =r£?[P0U tDt} +tQ (y, Dy, t, */),)]

où Q, est d'ordre inférieur ou égal à l'ordre de P0 tandis que l'ordre
de P0 est égal à celui de P0(0, tDt),

Ainsi l'opérateur (tDt)
2 + $(y) + tDy est fuchsien le long de Y alors

que l'opérateur

(tDt)2 + D, ne l'est pas.

Signalons que dans le cas où Y est une hypersurface et où ^ se
réduit à une seule équation le théorème de comparaison entre les
solutions dans (9 x et dans 0 X\Y & été démontré par Oshima ([O]).

Lorsque Y est réduit à un point la condition sur P est celle
énnoncée par Kashiwara, Kawai et Sjôstrand dans [K-K-S] et par
ailleurs les systèmes qui admettent une 6-fonction régulière relative à
Y au sens de [K-3], [S], sont fuchsiens le long de Y. (En particulier
les modules holonômes réguliers sont fuchsiens le long de toute sous-
variété de X).

Notre méthode de démonstration consiste à démontrer les théorèmes
de comparaison d'abord pour un opérateur et ensuite pour un système.

De ces théorèmes, nous déduisons l'isomorphisme

puis que les modules induits par Jt sur Y sont les mêmes qu'on les
prennent au sens des opérateurs d'ordre fini ou d'ordre infini c'est à
dire

Enfin nous obtenons un théorème du type Gauchy-Kowalewsky.
Nous tenons à remercier P. Schapira qui nous a soumis ce problème

et M. Kashiwara avec qui nous avons tenu de très utiles discussions.

§ 1. Construction de la Variété 1-Microscaractéristique
Relative

1. 1. Filtrations sur $ x

Commençons par rappeler quelques notions sur les filtrations que
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l'on peut définir sur l'anneau des opérateurs différentiels (voir [K-3],
[S], [L. Sch.]).

Soient X une variété analytique complexe, Y une sous-variété lisse
de X, 0 x le faisceau des fonctions holomorphes sur X et </Y l'idéal
de définition de Y dans 0 x. On note A=TYX le fibre normal à Y
et p: A-*Y la projection. Soit @x le faisceau d'anneaux des opérateurs
différentiels d'ordre fini sur X. Sur @ x on définit deux filtrations :

(i) La filtration usuelle par l'ordre que l'on notera F.(@x) ou

(ii) La filtration associée à Y que l'on notera V, (@ x)-> par
définition on a :

k for any j

avec la convention /Y~@X si J<0.
Le gradué grv(@x) est alors isomorphe à p*®w\ où ®w\ désigne

le sous-faisceau d'anneaux de 2 A des opérateurs différentiels sur A à
coefficients polynomiaux dans les fibres de p,

On déduit une bi-filtration sur @ x

VkFl(®x) = Vk(®x)nFl(®x).

Suivant [S] on note RVF(^X) l'anneau de Rees associé

keZ
l(=N

C'est un faisceau d'anneaux cohérent et noethérien. Soit Jt un

^x- module cohérent. Une bi-filtration de Jt est une famille (uÉ^^Oiez
year

de sous- 0 ^--modules cohérents de JK vérifiant:

(1)

(2) Pour tous i, k^Z, j, l^N on a

Définition 1. 1. 1. Une bi-filtration sur Ji est bonne si localement il
existe des sections wl5 . . . UN de Ji et (&1? . . . , kN) ̂ ZN, (Il9 . . . , 1N) ̂ NN tels

que Von ait

A toute bi-filtration ^u on associe le module de Rees
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est un RVF(^X)-module, cohérent si et seulement si la

bi-filtration est bonne.

On a le lemme d'Artin-Rees:

Lemme 1.1.2. Soit (^j)iez une bonne bi-filtration d'un 2x-module

cohérent Ji. Alors elle induit sur tout sous-quotient de Ji une bonne bi-
filtration.

1.2. Variété caractéristique relative

La variété caractéristique relative d'un 2 ^-module est définie par
Schapira dans [Sch]. Ici nous allons la définir pour un module sur
l'anneau de Rees de 3èx. Lorsque ce module est le module de Rees
d'un ®^-module on retrouve la définition de [Sch].

Soit Y une variété analytique complexe et soit A >Y un fibre
vectoriel. On définit le fibre cotangent relatif T*(A\Y) par la suite
exacte de fibres sur Y:

et les projections canoniques

f : r*yi-*y, p:T*(A\Y)-+Y9 r

On note 0 LA^ le sous-faisceau de 0 A des sections polynomiales
dans les fibres de p. Soit ^[yl] l'anneau des opérateurs différentiels
sur A polynomiaux dans les fibres de p.

On note encore @IA\YI le sous-anneau de ^c/1] des opérateurs
relatifs, c'est à dire, des opérateurs qui commutent avec p~l 0 Y-

On note ^\_A\J (resp. S[yliy],) la filtration de ^M] (resp. de
^Min) Par l'ordre. Le gradué associé s'identifie à r*^[rM], le
faisceau des fonctions holomorphes sur T*A polynomiales dans les

«. P
fibres de p T*A >Y (resp. à f* G IT*U\Y^ le faisceau des fonctions

holomorphes sur 7"* (A \ F) polynomiales dans les fibres de p).

Notons J^ = 0d,6jV^M].X l'anneau de Rees de ^M] et ^Q = ®jeN

^iA\Yi,jts l'anneau de Rees de &IA\YI>

On a alors J&/TJ&~gr(&iAi) ~7* @ [T*AI et de même J/O/TJ/O^
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Proposition 1. 2. 1. Tout ^ -module cohérent est un £0 '^-module pseudo-

cohérent.

Démonstration.

£0 et j/o sont des faisceaux d'anneaux noethériens. Considérons
des coordonnées locales (y, t) sur A oùy=(yl. ..yp) est un système
de coordonnées locales sur Y et t = (^. . . tq} sont linéaires dans les
fibres.

Filtrons 0W] par G4(0M]) = {PeSM], ordre de P en Dy est
inférieur ou égal à k] et filtrons j/ par j^ = Rees (Gé(^[yî]))5 où
l'on considère Gk(@iAi) filtré par l'ordre usuel. Alors j/É~j/0(><)C

c

k (oùC[rDy]k désigne l'anneau des polynômes en rDy de degré

et la filtration (j/J^o satisfait les conditions de la proposition
1. 1.5. de [K-K-2]. q.e.d.

Soit Jf un j/0-module cohérent.

Définition 1.2.2. La variété caractéristique de Jf (notée Car(Jf)) est

le support dans T*(A\Y) du 0 T*(A[Y}-module cohérent 0

Car(^T) est donc un sous-ensemble analytique fermé de T1* (A \ Y) .

Remarque. Soit & un S^^-module cohérent muni d'une bonne
filtration &k et soit jV= © 3?kr

k le module de Rees associé.
feeJV

Alors Jf est un j/0-module cohérent et la variété Car(^) définie

ci-dessus est égale à la variété caractéristique de & (car on a

Lemme 1.2.3. Soit Q-*Jf'-*Jf-*Jf"-*Ç> une suite exacte de

modules cohérents. Alors on a

Car 0/10= Car O/O UCar(^ /x).

Démonstration.

On a une suite exacte

rJT"
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Par définition ZTor^ °(j/0/rj/0, Jf"} est le noyau (que nous noterons

Jf ) de l'application r : JF-+JT. Désignons par T le foncteur exact

?'*1 de la catégorie des j/0/rj2/0-modules à valeurs dans la

catégorie des 0 T*(A\Y) -modules (donc Car(JO =supp T(Jf/rJf)). Pour
montrer le lemme il suffit de montrer que si en un point x*&T*(A\Y)

on a rO/r/ïvO^O alors r(Jf),. = 0.
Notons Jfn le noyau de rn : Jf-^JT et tf* = #*/?#*. On a donc

jf1 = jf1 = Jf. Alors la suite ^CJf'c. . . CJfnc. . . est stationnaire
dans Jf" (car J2/0 est noethérien) et donc il existe n^N tel que
jf» = jf»+1, c'est à dire, Jfn = jen+l. Or pour tout /?<EJV on a une

suite exacte X»"-*#*^jr frJT.
Par suite si TW/rrf"r)x* = Q9 T définit pour tout p un morphisme

surjectif de T(Jfp+l) dans T(Jfp) et donc rn est un morphisme
surjectif de T(3fn+1)x. dans T(tfl)x. = T(tf )x. mais rn étant nul sur
T(^fB) il en résulte r(Jf),. = 0.

Soit maintenant ^ un j/-module cohérent; il existe toujours
localement un j^-sous-module cohérent Jt§ qui l'engendre (cf. Pro-
position 1.2. 1).

Proposition et Définition 1. 2. 4.
a) Soit Ji un s$ -module cohérent. U ensemble analytique Gar(^0) ne

dépend pas du choix du ^Q- sous-module JtQ qui V engendre \ on le note

CA\Y(^) et on l 'appelle variété caractéristique relative de Jt.
b) Soit 0— >^'— »^->^"-*0 une suite exacte de sé '-modules cohérents.

Alors on a

Démonstration.
a) Soient ^0 et Jt'% deux j/0-sous -modules cohérents de Ji qui

l'engendrent. Considérons la filtration jtfk de j/ définie plus haut.

Alors il exist l^N tel que ^0C^/^o et ^i étant libre en tant que
j/0-bimodule on déduit grâce au lemme précédent Car (Jtù cCar (Jt'Q.)

b) Résulte de la proposition 1.2.1 et du lemme 1.2.3.

Remarque. Si T est injectif sur Jl alors il existe un ^[yl]-module
cohérent J( dont Jt est le module de Rees et alors CA\Y(^) est la
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variété caractéristique relative de Jl (cf. [Sch], Ch. III),

1.3. Variété 1-microcaractéristique relative

Considérons la bi-filtration de 2X définie dans §1.1. Par définition
on a

et donc
D f f7> \

-- 0

Or, comme on a vu au paragraphe 1.1.

* ' ̂  * \-~ @{.A\,i\k~\ (ensemble des opérateurs dans 3f^A\i homo-
yk-i^i(-^x)

gènes de degré k dans les fibres de p:A-*Y). Donc

Soit Ji un ^^-module cohérent muni d'une bonne bi-filtration; le

module de Rees R(^) étant cohérent \ ; est un «^-module

cohérent.

Proposition 1. 3. 28

1) La variété CAIY

T* (A \ Y) indépendant du choix de la bonne bi-filtration de ^, On le notera

1) La variété CAIY ( n /-,/ J\ ) ^ M?z sous-ensemble -analytique de

2) Si §-^Jt'-+Ji->Jt"-*§ est une suite exacte de @ x-modules cohérents

alors on a

Démonstration^

1) Soient Jii3 et ^'i} deux bonnes bi-filtrations sur ^_ La démon-
stration se fera en deux étapes :

a) Supposons d'abord que pour tout ï, j, Ji'^^Lji^ et montrons
que dans ce cas
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( R(J(')

i) Supposons de plus qu'il existe k>\ tel que JC^

pour tous i, j. Soit Jf^—Jf^^^'i^j. On a

\^îr ij V - e/K j'y V - v'ffl t + 1 .7

Donc en raisonnant par récurrence sur A; on peut se ramener au

cas k=l. On a alors
6R(Jt}çiR(^')ç2R(Jt) et donc les suites exactes de ^-modules

cohérents

Q OR(Jt) R(Jt'} R(Jt')~* ~* ~*

Q_~

En appliquant la proposition 1.2.4. on obtient

\

ii) On suppose seulement Jt'^ÇLJt^. Notons Jiïlj = JP kj n (
i

On a donc :

Soit &k = R(Jt)c:( \J O-tR^')); c'est une suite croissante
0<i<k

sous-modules cohérents de R(^), donc elle est localement stationnaire
et il existe (localement) un entier r>0 tel que

R(J[') =R(J!} H 0-rR(J{').

En particulier R(Jt") est cohérent donc J£"u est une bonne bi-fîltration

de Jt.

On a OrR(j

et d'après le cas i)

Par ailleurs l'application canonique

est injective
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donc

b) Cas général: Soient Jtu et Jt'u deux bonnes bi-filtrations sur Ji.
Alors il existe £0, 1Q^N tels que

et en notant J?"j=JP'i+k J+l on se retrouve dans la situation de a)

c'est à dire, CV(-*)<=CV(-<O et il est clair que CV(uT) =CV
(uO- De la même manière on conclut que C\\YW) est contenu dans

2) Soit O-^^'-^uÉ'— >uÉr*-»0 une suite exacte de ^-modules
cohérents. Soit Jt{j une bonne bi-filtration de Ji et considérons Jt'
(resp. uf) muni de la bi-filtration induite (resp. de la bi-filtration
quotient).

On a alors les suites exactes

->/Z (uf)

et il reste à appliquer la proposition 1.2.4. q. e. d.

Soit P un opérateur différentiel et soit ôA(P) le symbole principal
de P au sens de la F-filtration.

Définition 1.3.3. On définît

°\IY(P} = °(ÔA(P}} si <^(P)Œ#M i n ** si V ordre
de ôA(P} est égal à V ordre de P (pour la F-filtration)^ et

ffA\y(P) —0 dans les autres cas.

Dans un système de coordonnées locales (jy, t) sur X où Y est
donnée par {£ = 0} dire que <r\\Y(P) est non nul signifie que P
s'écrit sous la forme

P(y, t, D,9 A) =PQ(y, t, A) +Pi(y, t, D,9 A)
avec ordre PQ = ordre P au sens de la F-filtration et ordre Pl stricte-
ment plus petit que celui de P au sens de la F-filtration. Alors
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Proposition 1. 3. 4. Soit ^ un idéal cohérent de @ x j alors:

Démonstration.
Considérons Jt — 3)x/J muni de la bonne bi-filtration Jti3

J? où @iJ = ViFj(@x). Alors

— 0'V.
UK{*M) ï.j {ï&ij f 1 J* ) ~i~ £0i-\tj

Or on a

a où * / i j — à j

Soit JP {— 0 «/|V ; alors J = w J j est un idéal gradué de 2IA^ la
./>0 j>0

famille ,/, définit une filtration de J et on note R(J^)=@J^jrj Pan-
j>0

neau de Rees associé. (Remarquons que cette filtration n'est pas en
général la filtration induite par celle de 2^A{).

Alors

et le module J!Q = R (SM.n) /R(S) H R (3Um) = iAm — est
/z(>n^win)

cohérent sur R(&LA\TT\) et engendre R(Jt)/OR(Jt).

Notons (Jj (Q) le symbole d'ordre j de Q, pour la F-filtration, c'est
à dire l'image de Q^ dans Fj(&LAlY^/FJ_l(&LAlYi). (En particulier si
l'ordre de Q, est inférieur à j, 0j(Q)=Q).

Alors Car (uT0) =W (a>E:T*(A\Y) kXd) (û>)=0 pour tout

Finalement

), *«2,)(ûO=0 pour tout (iŒ^Min tel qu'il

existe Pe^, Q, = *^(/>) et ordre de Q, = ordre de P] . q. e. d.

Remarque : Dans le cas absolu, c'est à dire, si on calcule la variété

caractéristique de \, \ dans PM on retrouve la variété Cl
A.(Jl)
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définie par les auteurs (cf. [L]? [M. F.]), où A* désigne le fibre
conormal T* X à Y dans X.

Exemple.
Considérons l'opérateur t2Dt + \ pour X=C et Y={Q}a

Alors suivant les notations de la démonstration précédente on a

,j-iJ>l donc

et donc

I\Y(- — T A.

§2. Théorèmes de Comparaison

2. 1. Définition des Sz-modules fuchsiens

Soit X une variété analytique complexe et Y une sous-variété lisse.
Comme au §1 on notera A = TYX et p:TYX-*Y la projection. Soit
yQ un point de Y et ^=p'l(y^C.A.

Si S est une sous-variété analytique réelle de 2 le fibre conormal
7?ZI à 61 dans Xi est un sous-ensemble du fibre cotangent réel (T"*Z])«
que l'on identifiera au fibre cotangent complexe T*XI.

Ce dernier fibre est isomorphe à T*(A\Y)X^ et peut donc être
A

considéré comme un sous-ensemble de T*(A\Y). On peut donc
définir

Définition 2. 1. 1. 60*Y ^ MW Sfx-module cohérent défini au voisinage
d'un point y^Y. On dira que Ji est fuchsien le long de Y en j>0 s'il
existe une métrique hermitienne sur Vespace vectoriel ^1=p~1(jo) dont la
sphère unité S vérifie

On dira que Ji est fuchsien le long de Y sur un ouvert U de Y
s'il est fuchsien le long de Y en tout point de U.

Remarques.
1 — Si Ji est fuchsien le long de F en jy0 il existe un voisinage U de
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yQ dans Y tel que Jt soit fuchsien le long de Y sur U.

2 — La définition 2. 1. 1 dépend du choix de la métrique, en particulier

si on a une suite exacte de .^-modules cohérents

et si Ji est fuchsien le long de Y, Ji' et Ji" le sont aussi, d'après la

proposition 1.3.2, par contre si Ji' et Ji" sont fuchsiens le long de

Y pour des métriques différentes, il n'est pas clair que Ji soit fuchsien.

Voyons ce que la définition précédente signifie dans le cas où JI

est défini par un seul opérateur P.

Lemme 2. 1.2. Soit Ji=$x/$xP. Alors Ji est fuchsien le long de Y

en j0 si et seulement si il existe au voisinage de yQ un système de coor-

données locales (jl5 . . . , y^ Jb . . . , tq} sur X où Y= [tl = . , . =tq = Q] et

un entier k tels que P s'écrive

(*) P(y, f, A, A) = S pa,(y}taDI + d(y, t, D,, A)

avec

a) <L^V^Fm(a

b) VrŒC'-{0},

Démonstration.

Soit 61 la sphère unité d'une métrique hermitienne de p~l(yQ) qui

vérifie les conditions de la définition 2. 1. 1.

Choisissons des coordonnées locales (y, 0 de X induisant les coor-

données (7, r) sur A de sorte que Sdl soit définie par <r, f> = l.

Comme d'après la Proposition 1.3.4.

C^ i r(^)-^!F(P)-1(0)^r*(^lY) on a par définition

, t, Dy, A) =PQ(y, t, A) +a (y, ^ &» A) où
P*(y,t,Di)= Z pap(y}t«DI et

1/81-101=*
I ^ S I ^ m

ÛŒF^^C^^). De plus on a dA(P) =PQ(y, r, A) et la Définition

2.1 .1 entraîne que S est non caractéristique pour PoCj^^A)? c'est

à dire que la condition b) est vérifiée. q. e. d.
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Remarque. Dans le cas où Y se réduit à un point de X on retrouve
ainsi la condition de Kashiwara-Kawai-Sjôstrand (cf. [K-K-S]).

Proposition 2. 1. 3. Soit Je un @x-module cohérent fuchsien le long
de Y en yQ. Alors par toute section u de Je il existe un opérateur P^VQ(^X)
tel que Pu = Q et que @ x/ @ XP soit fuchsien le long de Y en y^

Démonstration.
Fixons une métrique sur %=p~l(yo) vérifiant la définition 2. 1. 1

et soit S sa sphère unité.
Soit u une section de Jt. D'après la proposition 1.3.2 on a

et donc

CV(#rfOn7?J? c fO} .

Donc, d'après la proposition 1.3.4, pour tout T0E:S il existe un
voisinage ouvert U de r0 dans S et un opérateur P défini au
voisinage de jy0 tels que

(**) c

S étant compacte on peut choisir un nombre fini d'ouverts (£/,-) Î = L . . J V
et d'opérateurs (P t)I=L..^ définis au voisinage de yQ tels que \j £/,.

»' = !... ,P

= S et que chaque P{ satisfasse (**) par rapport à £/,-.
Considérons maintenant des coordonnées locales (j;, t) comme dans

la démonstration du lemme précèdent de sorte que S soit définie par
<r,r>=i.

Si Q(j>,t9Dy9Dt)= Z aaf)r(y}taDlDr
y est un opérateur différentiel

«.0.7

sur X on notera

, t, D,9 A) = Z g^
a,]3,r

Comme chaque Pt vérifie la condition (*) du lemme 2. 1.2 avec b)
remplacée par

b') Vref/,-, Z Pa

l'opérateur P= Z P>Pi vérifie Pu = 0 et @X/@XP est fuchsien le
t = l _____ N
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long de Y en j>0. q. e. d.

Remarque. Lorsque Y est une hypersurface les objets de la catégorie
RY définie para Kashiwara [K-3] (voir aussi Sabbah [S]) sont fuch-
siens le long de Y.

Ainsi le lemme 4. 1. 5 de [K-K-2] montre que les modules
holonômes réguliers sont fuchsiens le long de toute sous-variété de X.

2. 2. Théorème de comparaison pour BY\X et By\x

Rappelons maintenant (cf. [S-K-K], [K-K-2]) que si Y est une
sous-variété lisse de X de codimension d on pose

lim
Byur=*&i(0;r)=— **t*x(0 x/S?9 0 x) où SY désigne l'idéal

de définition de Y,

et Bylx = ^d
Y((Dx).

Si on se place dans un système de coordonnées locales (jy, t) sur
X où Y= [t = Q] alors BY\X est le quotient de 2 x par l'idéal engendré
par *b . . . , f «, Dy ...D, et BYIX - 3 x (x) BY lx .

®x
Les sections de BY\X sur un ouvert U de X s'écrivent de manière

unique

«= E «aOO« fa)(0
aejV«

où 5(a)(0 désigne la classe de Z)" et où les wa sont des fonctions
holomorphes sur Un Y telles que

t/, VOO, 3C£>0, sup KOO

Alors fiy|^ est le sous-ensemble de By\x des sommes finies M =

«00*(a)(0.
Nous noterons

,tt« = s a m .

Par suite -Sy,x= w BY\x(m).
mejV

Théorème 2. 2. 1. Soif Ji un @ x-module cohérent fuchsien le long de

Y sur un ouvert U.

Alors le morphisme naturel
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R Jfom0x(J!f,BYlx)-*R sTom^Jt, B?lx)

est un isomorphisme sur U.

Démonstration,
Par une méthode désormais classique nous allons nous ramener au

cas où ^f=@x/@xP pour un opérateur P^S>X. Soit donc u l a e a u N

un système local de générateurs de Jt en yQ^U. Suivant la définition
2.1.1 il existe une métrique hermitienne sur £] =/J~1 (j;0) telle que
l'on ait

} et donc Vî, \<i<N, Cl
AlY(®xuJ n 7? Se (0}0

D'après la proposition 2.1.3 il existe P{ annulant u^Pi^VQ(^x

tel que l'on ait encore

Par suite C1
AIY( © ^X/^XP{) fl T|Ec {0} et donc &= © Sx/3xPi1=1 »=i

est encore un ^^-module fuchsien le long de Y,
On obtient ainsi une suite exacte

où Jf est fuchsien le long de YB

On notera êxt^(Ji, BY\X) =M'°°5 ffxtbtJt, BY\X) =MJ' et de même
JL A

pour les modules Jf et J^7.
On a alors le diagramme commutatif suivant dont les lignes sont

exactes :

A A A A A

*-i 0*-i| ^1 r*| #*|

Si le théorème est démontré dans le cas d'un opérateur, pour tout
i les flèches ft sont des isomorphismes. Montrons le théorème par
récurrence sur k,

On suppose que pour tout /<£ et pour tout module Jl vérifiant
l'hypothèse du Théorème les morphismes M'-^M'00 sont des isomor-
phismes. Par suite dans le diagramme précédent <j)k-i est un isomor-
phisme et donc <J)k est injectif.

Comme Jf vérifie les hypothèses du Théorème, <j*k est aussi injectif
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donc ¥k est surjectif, donc un isomorphisme.

Pour montrer le Théorème on peut donc supposer que Jt = @}x/

&xPi avec P£= F0(^jr).
Le complexe R 3Pom& (JK9 By\x) est alors quasi-isomorphe à BY\X

*BY\X tandis que le complexe R Jfom^(^, BY\x) est quasi-iso-

morphe à BY\X >By\x-
Nous devons donc démontrer que P défini un isomorphisme de

dans lui même, et nous sommes ramenés à démontrer la pro-BYIX
BY\X
position suivante:

Proposition 2.2.2. Soit P un opérateur différentiel sur X d'ordre 0

pour la V-Jiltration et tel que (@x/&xP) soit fuchsien le long de Y en

un point yQ ; il existe un voisinage U de yQ et un entier NQ tels que, pour

tout N>N0, P induise un isomorphisme de BY\X/BY\X(^) dans lui-même

sur Couvert U.

Démonstration : D'après l'hypothèse, il existe un système de coor-

données locales (yl9 .. .9yp, tl9..., tq) dans lequel yQ = Q,

Y=[(y,t)ŒX\t = Q} et P s'écrit:

P(y, t, Dy, A) =P0(y, t, A) +Û0>, t, Dy, A)

avec

i)
2)

et

(2.0)
|a| = !/9|=w

L'opérateur Q, ( y, t, Dy, A) peut être écrit sous la forme

a (y, t, D,9 A) = Z qaft7 (y) t«
\a\>\0\

Cette somme est infinie en l'indice a et l'analyticité de Q^ au
voisinage de j;0 se traduit par :

(2.1)
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Nous poserons pour k^N, k>l :

Pk (y, t, D» A) = S qaftr 00 **&*&,
\a\-\p\=k

on a ainsi P=Z P*
k^O

On peut encore décomposer P0 sous la forme

P0 (7, /, A) =P*(*> A) +Pl(y, ^ A)

avec Pi(f, A)=-Po(0,f, A) et />î(0 , f , A)=0.
On écrira

avec ^ a ,^ ,o(0)— 0 et, puisque gra i /8 io
 est analytique:

(2. 2)

Notons 5" = C[/b . . . 9 £?] l'espace des polynômes en q variables et
pour yŒJV, Sv le sous-espace de S des polynômes homogènes de
degré y.

Si v = Xi Ma^S5 on P^e M=supa |z;a |. Rappelons un résultat de
Kashiwara-Kawai-Sjôstrand [K-K-S] :

Lemme 2.2.3: Soient S2q~l la sphère unité de Cq et jj. la mesure
standard sur S2q~l normalisée par ft(S2q~l) =1,

Soit || || la norme induite sur S par la norme de L2(S2q~1^ JJL) :

Soit P= X! PaataDj un opérateur différentiel qui vérifie:
a\

\a\ = lfi\=m

II existe un entier N0 et une constante C>0 tels que pour tout k>NQ

et tout u£îSk on ait :
(i) A-||«||^C||P«||
(ii)

(iii) ( ; f c _ g

(iv) C-*|

La partie (i) de ce lemme est montrée par [K-K-S], d'autre part
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la famille (></*) i « i = * pour <Ja = cqJ ^ 'a '—2 h. (avec cq constante ne

dépendant que de q) est une base othonormée de (Sk, || ||) ce qui
montre facilement les points (ii), (iii) et (iv).

Suite de la démonstration de la proposition 2. 2. 2.

Un élément u de By\x s'écrit de manière unique u= X Ma(jO^ (a )(0
aejV3

avec ua holomorphe au voisinage de j>0.
A une série formelle u= X Ma(jO^C a )(0 nous associerons les poly-

nomes <% définis pour Ne.N et ôe.N" par

V(0)r«

Si on pose, pour v= X V"? M = sup \va\ on voit que u = ^ua
\a\=N \a\=N

(y}ô(a}(t} est un élément de By\x dans un voisinage de jv0 —0 si et
seulement si

\"« ^ ) I W s^\J V S^X^U I Wg^»^ V/ y U. T N JL T Y V ^^ -*• * | *" 7V \**/ I "** ^^EW ^^ llTl *

La propriété (iv) du lemme 2.2. 3 montre que dans la formule
ci-dessus on peut remplacer la norme | | par la norme || || du
lemme.

D'autre part, par définition de l'action de Six sur By\x on a
~i a) (0 et D?ô(r^ (t) = ô(7+^ (t) donca),

a)

b)

c) 0Sr(P;(f, A)«) =^i(-A, r)^(«).
La condition (2.0) montre que P'0(t, Dt) vérifie les hypothèses

du lemme 2.2.3 et on observe que dans ce cas P^(-D^r) vérifie
lui aussi ces hypothèses comme opérateur sur C[rb . . . , rj.

On voit donc que pour tout N>N0(NQ donné par le lemme) et
tout u^By\x on aura

L'opérateur P'Q(t, Dt) est donc inversible sur BY\X/BY\X(NQ).

Si u = Xwa^(a) (05 on posera



416 YVES LAURENT ET TERESA MONTEÏRO FERN ANDES

0= Z ua( y)fl (a)(0 et Po"1^) =Pf
Q~l(a) et on a une majoration \/N>NQ

Soit HŒjBy|Z(,j,o on définit une suite un de By\x.y0 Par

Pour montrer la proposition, nous allons montrer que la série 2 un
B^O

est convergente dans By\x.yQ
 ce qui montrera que P est inversible sur

BYix/BY]X(N) pour N>NQ.
En fait nous allons montrer par récurrence sur n que si NQ est

donné par le lemme 2. 2. 3 on a:

(2.4) 3C>05 3

avec <f»a(N} = Ù l

(1) 5z (2. 4) est vérifié pourtant n, la série ^ un est convergente*
n>0

Fixons tout d'abord /= |a| et écrivons l = ms-\-r avec r<jn. Gomme
a\ = ̂ tai<nm on a s<n.

Pour |a|=/, la plus grande valeur de $a(N) est atteinte lorsque

l = m, ...,as = m, as+l = r, as+2 = . . . =an = 0 donc

Q m

où ^ ne dépend que de m.

Z <
al m an

On aura donc:

C2 ne dépend que de m donc pour 6< , cette majoration
2C/2

montre que les séries £ ^("«) sont convergentes quand N>N0 et
n>0
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donc que la série Xi un est convergente.
n>0

(2) Montrons les relations (2. 4) par récurrence sur n.

Si u vérifie (2.3), il est clair qu'on a (2.4) pour n = Q. Supposons

donc (2.4) vérifiée au rang n et posons z0B = Pjf1 (MB)

On a Wn+1=-(P0-fQ>n et

Dans cette somme on a |/3 1 -h [f] <m et |a |> | jS | , de plus si

| a |= | /3 | on a f = Q (car PJ est indépendant de Dy) et fji^ô (car

(La notation ô</jt signifie \/i = l, . . . q, ^<ft et _

avec (i\ = (JL£. . . pq !.)
D'après le lemme 2. 2. 3 on a les majorations suivantes :

la I ~ Ir !)•
/ A/-_ i o I \ | -

En utilisant l'hypothèse de récurrence et les inégalités (2. 1) et

(2.2) on obtient:

a,<m, . ,a <m

i

La somme ci-dessus se décompose en A^A2 où Al est la somme

des termes tels que |«|= |/8| (donc ^ = 0, ^<//) et A2 la somme pour

^ n-2|/a|

= Z <V-X7T

Z
m a <m

Gomme
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ai) (1*1+ lai) (M+|/£|) ! g
«<

on obtient:
fln-21/il+l
9^. F n\p\ y1

'̂ 6 ~ivr~c .,*J-..
e

II existe 00 ne dépendant que de la dimension p de y, de ^ et de
C tel que si

Considérons maintenant A2, on a donc |a|>|£| et

A^! 1

On pose &i = m- |j8|, â2 = a*..., àn+l = an donc |â | = |a|+m- |/3|>
+ l r l et comme | a | — |^|>1 on a:

(N- |j8|)!

|a|-Bi+ 1/8 1+ \r\+ \ô\)l.
ô<,ft

(Dans la suite nous écrirons a pour a). On a:

< s
0<,ft

On obtient donc :

avec £(«)=-!•^

Pour tout C>0 et tout 0>0, il existe £i(0)>0 tel que
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1

Donc pour 0<00 et £<inf(£i(^), e0) on aura:

E

ce qui termine la démonstration de la proposition 2. 2. 2.

2. 3. Théorèmes de comparaison pour G x et 0 X]Y

Nous allons à présent démontrer un théorème de comparaison
concernant le faisceau 0 x des fonctions holomorphes et le complété
formel de 0 x 1e long d'une sous-variété.

Si y est une sous-variété lisse de X, nous noterons comme
précédemment /Y l'idéal de 0 x des fonctions holomorphes nulles sur
y.

Le complété formel de 0 x le long de y est le faisceau :

lim

Théorème 2. 3. 1. Soit Jt un 2 x module cohérent fuchsien le long

de Y en j>0 Eî Y. Il existe un voisinage U de yQ dans Y sur lequel on a :

Cuf, 0 x) l^/Wom^Cur, G rfY) k

Nous démontrerons ce théorème directement en nous ramenant,
suivant la même méthode que pour ce théorème 2.2. 1, au cas d'un
seul opérateur, c'est à dire à la proposition suivante :

Proposition 2. 3. 2. Soit P un opérateur différentiel sur X, d'ordre 0

pour la V-filtration, tel que &x/@xP soit fuchsien le long de Y en un

point jv0. II existe un voisinage U de yQ et un entier kQ>Q tel que pour

tout k>k^ P induise sur U des isomorphismes /\-^>/\ et /\® X\Y~*
&k sa *àr Y& X\Y>

Remarque : Cette proposition a été démontrée par Kashiwara-Kawai-
Sjôstrand dans le cas ou y est un point et par Oshima [O] lorsque
y est une hypersurface. Nous suivrons ici la démonstration de
[K-K-S] (en utilisant en particulier le lemme 2.2.3).
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Démonstration : Nous nous plaçons dans un système de coordonnées
locales (jyb . . . ?j^, 1 19 . . . , tq) où P se décompose comme dans la
démonstration de la proposition 2. 2. 2 et s'écrit donc

P= H,Pk,Pk opérant de /1
Y dans /pk.

k>0

On note encore S = C[tly . . . , tq~\ et SN le sous-espace de S des
polynômes homogènes de degré N.

On désigne par 0 Y.o le germe en y0 = Q du faisceau 0 Y des fonc-
tions holomorphes sur Y, ¥ = G Y 0®S= 0 Y 0[tl9 . . . t g ] et 3*N= 0 Y 0(><)SN.

c ' c
Si u(y,t} est un élément de £f N on peut l'écrire en développant

ses coefficients en série de Taylor en 0 :

Pour tout p^>0 on pose:

IMI,= Z \\ua\\p
lal

aeNp

où \\ua\\ est la norme sur SN définie dans le lemme 2, 2. 38

Nous noterons <$%(/°) 1e sous-espace de £f N des éléments u tels
que HMH^ + OO —il est clair que ^N

=^^N(P) (cette définition
pX)

s'applique également à 0r.o — ̂ o)-
Les éléments de 0^ (resp. de /\0 X\Y) sont les séries formelles

u= l^Uu (resp. u= ^uv) avec MyŒ^y pour tout y.
y>0 y>fe

II est clair (vu le (iv) du lemme 2.2.3) qu'un élément u = ̂  uu

de 0 X\Y (resp. de /Y®x\v) est dans @ x.yQ (resp. /\,y^) si et seule-

ment si :

05 3OO, V^>0? \M

Lemme 2.3.3: L'opérateur P=

, 3*0,

2) 3Pû>0, V/o>0, ^<ft, 3C2>0, 3C3>0,
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Démonstration : D'après le lemme 2. 2. 3 on a, pour tout

tout uŒ&k(p) et tout (a,

D'autre part la formule de Gauchy montre (cf. [B-K]) que:

V(M) l/2<s<t,\\D"yu\\sp<CM\a \l

L'opérateur P, s'écrit /% = £ qaftT(y)taDfD7,
\/3\ + lT(<m
\a\-\0\=ft

et d'après (2. 1) il existe #)>0 et C0>0 tel que pour p<pQ on ait

On obtient donc immédiatement le point 2) du lemme. D'autre

part P0 se décompose comme précédemment sous la forme:

P0(y, t, A) =P'0(t, A) +P'»(y, t, A)
avec p;o,A)=^o«U,A).

L'opérateur P'0 vérifie les hypothèses du lemme 2. 2. 3 donc :

, 3C0>0 3

De plus P"0(y,t,Dt)= S ^(7) t«Z>f avec ^(0) = 0 donc
la| = l /8 | ^w

VÊ>O 3^>0 \/p<ô, \\pap\\p<£ et donc si u^Seh(p) on aura:

"

Si on choisit g— ̂ n,r on obtient:

y^r/ I I - 1 - u'\\p^—11' l l ^ l l p '

q. e. d.

Fin de la démonstration de la proposition 2. 3. 2.

Le lemme 20 3. 3 montre qu'il existe k0 tel que pour k>k^ P0

soit bijectif de &*k dans lui même.

On en déduit immédiatement que pour k>kQ P est injectif sur

</Y® X\Y et donc aussi sur /\.
Montrons que P est surjectif.
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Si u= Xi ̂  est un élément de /\0 X\Y et si v = Pu on a v =
V^k

avec yy= Z PHU»-^
fjt'ZQ

L'équation P u = v est donc équivalente a:

V j > *, PQUj = V3 - £ ^, -y"/

Pour £>£0, P0 est bijectif sur <£% donc on peut toujours résoudre

les équations ci dessus et P est surjectif de /\® x\v sur /\0 x\v* Pour

montrer que P est surjectif /\-*/\ il suffit de montrer que si

"J- alors U<EL/\.

Soit z;= Z ^</r, il existe ^0 et Z)>0 tels que

( n *>+i

et donc pour 1/2<J<1, \M\sp<(-±~) ^D^-^—J . Soit u = ]

tel que Pu = v.

Montrons par récurrence sur j que pour tout j on a :

\ / •*• ̂  ^* i M M

où C est une constante à déterminer.

Pour j<£, z/, = 0 donc la relation est vérifiée. Supposons cette

relation vérifiée pour tout v<j".

Si Pu = v on a POUJ = VJ— ^Pj-vu»
V<J

D'après le lemme 2. 3. 3 on a :

et

v_

et donc d'après l'hypothèse de récurrence

-[|kll,,+ S H^-AlU

Cette inégalité est vraie pour tout £ tel que — <O<O<!1, or
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donc

IIP i i II << /^fn/^ij-v+l/^v + l
I l-^j-v^ul Isa — *-* 2 *-* 3 ^
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J \ />+my

(w_

OrV-fl

donc ET — v > x, > ms ^^a o ù « n e déPend qu e d e m-p=o(v-m+p)\ pp(mv}m" y ^

T. \\PJ-U\\,f

et donc

et la relation de récurrence est vérifiée dès que

C>2CQD et C>C3+2flCoCrC1.

q. e. d.

Soit Ji un ^-module cohérent. On note ^*=Jî^fom 9 (Jt, 2 x}-

c'est un complexe de ^jf-modules à droite. Les constructions menant
à la définition 2. 1. 1 étant encore valables dans la catégorie des
^-modules à droite cohérents, on définit de la même manière la
notion de .^-module à droite fuchsien le long de Y et on a :

Proposition 2.3.4. Soit Jl un @ x-module cohérent. Alors:

ii) Si ^ est fuchsien le long de Y alors Jt* est un complexe dont

les groupes de cohomologie sont fuchsiens le long de Y.

Démonstration.

ii) Résulte immédiatement de i).
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i) 1) Considérons d'abord le cas où Jt = @x/Q>xP. Alors Jt*~

@x/P@x et le résultat est évident.

2) Dans le cas général, soit donné localement un système de

générateurs MIB . . UN de ^.

Soit ^*ŒT*(^|Y) tel que x*f£ChY(JT).

Il s'agit donc de montrer que pour tout j

On a une suite exacte

où P,u, = 0, &= © ^x/^xPj et

Pour tout j±l, Sxt j®x (&,@X)=Q et d'après 1)

x*eClAv(*xtl*x(

D'autre part on a les suites exactes

et

(**)

On déduit de (*) que ** £ CV ( ef *4^ (^, Sz)) et donc x*&Cl
A{Y

(£xtlg,x(Jf, &x))* On raisonne alors par récurrence sur j.

q. e. d.

Remarques :

1 —Les théorèmes de "comparaison" 2.2.1 et 2.3.1 restent valables
pour les Sz-modules Ji qui sont extension de modules fuchsiens le
long de F, c'est à dire, pour les modules pour qui il existe une suite
exacte Q^>rf'-*Jt-*rf*-*Q où Jfr et Jf sont fuchsiens le long de Y,
2 — Les théorèmes 2.2.1 et 2.3.1 restent valables si on remplace

•
Jt par un complexe Ji de ^-modules cohérents dont les groupes de
cohomologie ffî* (J%} sont nuls pour \j\ assez grand et sont fuchsiens
le long de Y. En particulier si Ji est fuchsien ils sont vrais pour le
complexe dual de Ji. Pour voir cela nous définissons suivant [H]
les foncteurs "troncature" a>n et o'^n où n^N par
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i dn+l

--Q >Im dn »jHn+l >^

pour i>
Alors on a rri/- ' "NN '"" N~ ' V

0 pour iOz + 1

f//'"MÔ pour i>?2
et //'(<?;>„ (u?)) = \ . De plus on a un triangle

l 0 pour i<^n

et on peut donc raisonner par récurrence décroissante sur n.

§ 3. Applications

Reprenons les notations du paragraphe précédent.
Soit X une variété analytique complexe et Y une sous-variété lisse

de X. Soit /Y l'idéal de définition de Y. Rappelons que l'on note

&Y-*X—^X//Y®X \ c'est un (Sy, ^z)-bimodule

On a @Y-»X = BY\Y*X®@X où Qx désigne le faisceau des formes

différentielles holomorphes de degré maximum et où l'on identifie Y
au graphe de l'injection F1 >X. Soit ^J le faisceau des opérateurs
différentiels d'ordre fini ou infini sur X. On note @Y-*X—@Y-

On a de même ®Y-»X — BY\YXX®®X et on pose encore @ X+-Y —
®x

BY\YXX®@Y et @X*-Y = BY\YXX®@Y- Si Jt est un S^-module cohérent,
(9 y ®Y

le système induit par ^ sur Y est par définition le complexe J£Y
 =

u

= & Y®^ • Si J2? est un Sj-module on pose de même

&Y = @Y-*X®<& - 0
o~

Remarquons que si Jt est un ^^-module cohérent fuchsien le
long de Y alors Ji est elliptique le long de Y au sens de [L-Sch]
(cf. aussi [Sch]) et donc J(Y est à cohomologie cohérente sur @Y*
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Puisque /ïrm(^)-^^y(g)^y[-ûr] (cf. Prop. 4.2 et Prop. 4.3 de
%

[K-2]) on en déduit que RFm(Jt} est à cohomologie cohérente sur

®x>

3. 1, Comparaison des cohomologies d'un système fuchsien

Si Ji est ^-module cohérent nous noterons Jt°°=@x®J(.
®x

Théorème 3. 1. 1. Soit Ji un @ x-module fuchsien sur un ouvert U
de Y. Alors le morphisme naturel

^00) est un isomorphisme.

Remarque. Dans le cas où Ji est holonôme singulier régulier ce
théorème a été démontré par Kashiwara-Kawai [K-K-2] (voir aussi
Mebkhout [M]).

Démonstration.
Par une méthode analogue à celle du théorème 2. 2. 1 on peut se

ramener au cas où Jt=@x/@xP avec P fuchsien le long de Y et
donc démontrer que les complexes

X Sx
 m X * 2X

et

o—>RrY(@%)—^-*RrY(<&x)—»o
sont quasi-isomorphes.

Soit d la codimension de Y dans X.
Considérons la suite d'immersions fermées de variétés YdYxXd

XxX et notons Z=YxX, & = XxX. Rappelons que &x = BXiXxX®

^x (cf. [S-K-K]). Comme le théorème est de nature locale on peut
donc identifier &x et BxlXxX.

On a alors RFm(3x) ^RPm(Rrm(ff X x X ) [«]) ~

et de même
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[n-fl.

Par la première projection de X XX dans X, l'opérateur P s'identifie

à un opérateur de @x*x fuchsien le long de Z. D'après la proposition

2.2.2 il existe donc un entier NQ>Q tel que pour tout N>N0 le

morphisme de complexes

0 - ^^[AG-^WPV] - >0i , i
0 -- *Bz\9r - »-Bzur - *0

soit un quasi-isomorphisme. On a donc un quasi-isomorphisme

o — >tfr'(flzi,[^)-^»//r'(5zi*[Ar]) — »o

I 1
0 - >HY-' (£?,*) — //r' (£?,*) - >0

Identifions 5Z1^-[JV] à & Z®$N où SN désigne comme au § 2 le C-
c

espace vectoriel des polynômes à d-variables de degré inférieur ou

lim
égal à N et BZI& à 0 z®$ où S= > SN est le C-espace vectoriel

des polynômes à ûf-variables.

On a alors

RrY(BZw\_N'])~RrY((!)z)®SN et d'autre part

Vérifions donc que &S®Rrm(0 z)~RrY(0 z). Puisque X et Z sont
®x

transversales dans XxX et que XÇ}Z=Y on a

lî TTÎ
II reste à remarquer que __>

q. e. d.
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3.2. Systèmes induits

Théorème 3. 28 1. Soit Jt un @x-module cohérent fuchsien le long de
Y sur un ouvert U de Y, Alors le morphisme naturel :

L L
®Y® (@Y-»X®<^} - »^r->*®^

% ®X ®X

est un isomorphisme (c'est à dire G^°°)y~ C^r)00).

Démonstration*
D'après le théorème 3. 1. 1 on a

^^ et donc
L

Or comme nous l'avons vu plus haut RF^i C/^) — @ X«-Y®*^Y\_~ d\

donc

(d désignant la codimension de Y dans JQ.
L L

D'autre part ^Y->x®RrY(^°°) ~RrY(@Y-+x®^°°) ~ G^°°)y5 ce qui
^~ ^jf

termine la démonstration. q. e. d.

Soit Jt un ^^-module. Alors on a un isomorphisme canonique
U^fom^C^, 0yî.x) |F—U=^fomSF(^r? G y) (II suffit de vérifier ce

résultat dans le cas jfé=@x).
Le Théorème 2.3. 1 permet donc d'obtenir le théorème de

Cauchy :

Théorème 3.2B2 e Soit Jl un @ x-module fuchsien le long de Y ; alors
le morphisme naturel

est un isomorphisme.

Ce même théorème 2. 3. 1 entraîne la proposition :
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Proposition 3.2.3. Soit Jt un @x-module fuchsien le long de Y.

Alors le morphisme naturel

(Qx (g) Jt) >QY ®

est un ïsomorphisme.

Démonstration,

On a

L L L

fi*

et donc

X {& */™ -— "* X ^CV °^ X V

~ Qx ®RFY (Jt~) ~QX® (RFm

L
^Z. ùûY (X) *^tY [_ - U J .

q. e. d.

Les résultats du § 2 permettent encore de donner un théorème de
Cauchy pour BY\x •

Si Jt est un Sz-module cohérent (ou un complexe de S^-modules
cohérents à cohomologie cohérente) on note comme précédement:

L
Le complexe induit sur Y par Jl* est par définition J(Y ~

Enfin (uT?)* est le dual de uT?, c'est à dire / ÏJfom(^,

Théorème 3. 2. 4. Soit Jl. un <£} x-module fuchsien le long de Y. Alors

on a
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Démonstration.
Nous utiliserons le lemme suivant:

Lemme 3.2.5»
L

On a un isomorphisme

Démonstration,
Soit p : YxX-*X la deuxième projection; d'après [S-K-K] on a un

morphisme d'image directe

V o J-'YlY'xX >^y «»y— Zis X4-.Y •^•'Y'I.X'

Puisque 0 y est un sous anneau de ®Y on obtient un morphisme
L

Pour montrer que ce morphisme est un isomorphisme on peut se
placer dans un système de coordonnées locales (j>b ... yp, t^ .. tq) sur X

où Y est définie par ^ = ... =^ = 0. Alors &X+.Y~—— —

^ A °à"
et 3X+-Y® ® Y—

% 3xt\ + - • • •

q. e. d.

Démonstration du théorème 3. 2. 4.
D'après le théorème 2. 2. 1 on a

Par ailleurs d'après le lemme 3. 2. 5 on a
L

donc

^*M) By\x) — f**™ OmSy ^tx^J -^

(g) 0 Y~R^om®y ( (^Y ) *, 3 y) (g)
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*, (9y).

q. e. d.
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