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French Abstract

Soit X une variété analytique complexe et ¥ une sous-variété lisse de X. Nous introdui-
sons la notion de “systéme differentiel fuchsien le long de Y”, et nous montrons que pour de
tels systémes les solutions méromorphes et les solutions 4 singularités éssentielles sont les mémes.
Nous montrons aussi que les solutions formelles (le long de Y) sont toujours convergentes.
Ces résultats sont bien connus dans le cas holonéme singulier régulier.

English Abstract

Let X be a complex analytic manifold and let ¥ be a submanifold of X. We introduce
the notion of “fuchsian differential system along Y”, and we prove that for such systems
the meromorphic solutions and those with essential singularities are the same. We prove as
well that the formal solutions (along Y) always converge. These results are well-known
in the regular holonomic case.
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§ 0. Introduction

Soient X une variété analytique complexe et Y une sous-variété
lisse de X. Soient 2y (resp. 9%) le faisceau des opérateurs diffé-
rentiels d’ordre fini (resp. d’ordre infini) sur X, @ x le faisceau des
fonctions holomorphes sur X et O xjy le completé formel de 04 le
long de Y. Soit Byyx (resp. Byx) le faisceau des hyperfonctions
holomorphes le long de Y d’ordre fini (resp. d’ordre infini).

Dans ce travail nous introduisons la notion de “module fuchsien
le long de Y” et nous démontrons que pour un tel 2 x-module on a

D3RRIy (M) =Ry (D 3QM)
Dx Px

ainsi que les théorémes dits de “comparaison” entre les solutions for-
melles et les solutions convergentes, i. e.

R.;fomgx (A, Ox) |y.~.R.9fom_o3X (A, O xiy)

A

et entre les solutions méromorphes et les solutions a singularités
éssentielles;

Rfomgx (../”, BYIX) :R.%’omgx (uﬂ, B;olx).

Ces théorémes sont bien connus dans le cas ot . est un module
holonéme & singularités réguliéres (of. [K-K-2], voir aussi [M],

[RD.

Pour définir la notion de module fuchsien nous construisons une
variété l-microcaractéristique relative.

Rappelons que la variété l-microcaractéristique d’un 2 x-module
A le long du fibré conormal 4* 4 Y a été définie dans [M. F.] ou
elle est notée C%(#) et dans [L] ou elle est notée Chy (o0, 1) (A).

Cette variété 1-microcaractéristique était un sous-ensemble de 7*A*
alors qu’ici la variété l-microcaractéristique relative est un sous-
ensemble du fibré cotangent relatif 7*(4|Y) (ou 4 désigne le fibré
normal TyX).

Nous disons qu’un module est fuchsien le long de Y si sa variété
l-microcaractéristique relative ne rencontre pas le fibré conormal a la
sphére unité des fibres de 4 au dessus de Y.

Par exemple si le module .# est de la forme 2,/P; P et si
Y={(py ..., 05t)EC**;t=0}, il sera fuchsien le long de Y si et
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seulement si P s’écrit sous la forme

P(J’, t: Dys Dt) —_;t"lD';[Po(y’ tDt) +tQ. (.ys D:n t’ tDt)]

ou Q est d’ordre inférieur ou égal a Pordre de P, tandis que lordre
de P, est égal a celui de P,(0, ¢D,).

Ainsi Popérateur (¢D;)?+ ¢ () +¢D, est fuchsien le long de Y alors

que Popérateur
tD,)?+ D, ne Pest pas.

Signalons que dans le cas ou Y est une hypersurface et ou .# se
réduit 4 une seule équation le théoréme de comparaison entre les
solutions dans @ x et dans Oy a été démontré par Oshima ([O]).

Lorsque Y est réduit 2 un point la condition sur P est celle
énnoncée par Kashiwara, Kawai et Sjostrand dans [K-K-S] et par
ailleurs les systémes qui admettent une b-fonction réguliére relative a
Y au sens de [K-3], [S], sont fuchsiens le long de Y. (En particulier
les modules holonomes réguliers sont fuchsiens le long de toute sous-
variété de X).

Notre méthode de démonstration consiste & démontrer les théorémes
de comparaison d’abord pour un opérateur et ensuite pour un systéme.

De ces théorémes, nous déduisons I’isomorphisme

RI'v(2Q M)=D3 @ Ry (M)
Iy Dy

puis que les modules induits par . sur Y sont les mémes qu’on les
prennent au sens des opérateurs d’ordre fini ou d’ordre infini c’est &
dire

Dy R My~ (D% .
yg? r=( xg?{v//)y

Enfin nous obtenons un théoréme du type Cauchy-Kowalewsky.
Nous tenons a remercier P. Schapira qui nous a soumis ce probléme
et M. Kashiwara avec qui nous avons tenu de trés utiles discussions.

§ 1. Construction de la Variété 1-Microscaractéristique
Relative

1.1. Filtrations sur 924

Commengons par rappeler quelques notions sur les filtrations que
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Pon peut définir sur ’anneau des opérateurs différentiels (voir [K-3],
[S], [L. Sch.]).

Soient X une variété analytique complexe, ¥ une sous-variété lisse
de X, Oy le faisceau des fonctions holomorphes sur X et £, l'idéal
de définition de Y dans @ . On note 4=TyX le fibré normal 3 Y
et p: 4-Y la projection. Soit 2 le faisceau d’anneaux des opérateurs
différentiels d’ordre fini sur X. Sur 2y on définit deux filtrations :

(i) La filtration usuelle par ’ordre que Pon notera F.(Dx) ou
(‘@X.J')J'EN'

(ii) La filtration associée a4 Y que l'on notera V.(Dy), par
définition on a:
Vi(2x)={PED4, PFiC Ffi* for any jeZ}
avec la convention f£{= 0y si j<0.
Le gradué gry(Zx) est alors isomorphe a p.2 (4 ot D, désigne

le sous-faisceau d’anneaux de 2, des opérateurs différentiels sur 4 a
coefficients polynomiaux dans les fibres de p.

On déduit une bi-filtration sur 2y
ViFi(2x) =V (2x) NF,(Z).
Suivant [S] on note Ryz(2yx) lanneau de Rees associé
Ryp(Dx) = ke@z ViF (D x) 0.

lIeN
C’est un faisceau d’anneaux cohérent et noethérien. Soit 4 un

9 x-module cohérent. Une bi-filtration de # est une famille (A4;;) ez
JEN

de sous- @ y-modules cohérents de # vérifiant:

) =M.
(2) Pour tous i, k€Z, j, [EN on a
ViFi( (D x) M:;;CM sy, 11

Définition 1.1.1. Une bi-filtration sur M est bonne si localement il
existe des sections uy, ...uy de M et (kyy ..., ky) EZY, (I}, ..., 1y) ENY tels
que lon ait

N
M= ; Vk-kiFl_li (D x)u,.

A toute bi-filtration .#;; on associe le module de Rees R(#)=
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@ A;; '’ qui est un Ryr(2 x)-module, cohérent si et seulement si la
i€eZ
JjeN

bi-filtration est bonne.

On a le lemme d’Artin-Rees:

Lemme 1.1.2. Soit (A;;);cz une bonne bi-filtration d’un 2 x—-module
JEN

cohérent M. Alors elle induit sur tout sous-quotient de M une bonne bi-
Sfiltration.

1.2. Variété caractéristique relative

La variété caractéristique relative d’'un 2 yx-module est définie par
Schapira dans [Sch]. Ici nous allons la définir pour un module sur
Panneau de Rees de 2. Lorsque ce module est le module de Rees
d’un 2 y-module on retrouve la définition de [Sch].

Soit Y une variété analytique complexe et soit A-L5Y un fibré
vectoriel. On définit le fibré cotangent relatif 7*(4|Y) par la suite
exacte de fibrés sur Y:

0—>A;<T*Y—>T*A—+T*(A|Y)—>0
et les projections canoniques
p:T*A-Y, p: T*(A|Y)-Y, 7: T*A->A.
On note 0O, le sous-faisceau de @, des sections polynomiales
dans les fibres de p. Soit %, 'anneau des opérateurs différentiels

sur 4 polynomiaux dans les fibres de p.

On note encore Z,y; le sous-anneau de 9, des opérateurs
relatifs, c’est a4 dire, des opérateurs qui commutent avec p'0@y.

On note D4, (resp. PDiavy;) la filiration de 24 (resp. de
Diayy) par lordre. Le gradué associé s’identifie & 750 (rem, le
faisceau des fonctions holomorphes sur 7*4 polynomiales dans les
fibres de p T*A—->Y (resp. a 750 r+a3, le faisceau des fonctions
holomorphes sur 7*(4]Y) polynomiales dans les fibres de ).

Notons & =@,cyD 43,7 anneau de Rees de D, et Fo=P,cn
D avy.57° Panneau de Rees de D .

On a alors & /tl/ =gr(Da) =74 O r+n €t de méme &/t =~
gr (D) =% 0 recain-
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Proposition 1.2.1. Tout o/-module cohérent est un o/ \-module pseudo-

cohérent.

Démonstration.

& et o, sont des faisceaux d’anneaux noethériens. Considerons
des coordonnées locales (,¢) sur 4 ou y=(p;...y,) est un systéme
de coordonnées locales sur Y et {=(f...%,) sont linéaires dans les
fibres.

Filtrons 2., par G.(Zn)= {PEDn, ordre de P en D, est
inférieur ou égal a k} et filtrons & par «/,=Rees (G,(D,)), ou
lon considére G,(2,) filtré par lordre usuel. Alors M,,z.,oio@C

[zD,]: (ouC[zD,], designe I’anneau des polynomes en rD, de degré
<k) et la filtration (&,),>, satisfait les conditions de la proposition
1.1.5. de [K-K-2]. g.e.d.

Soit 4 un &/;-module cohérent.

Définition 1.2.2. La variété caractéristique de & (notée Car(N)) est
le support dans T*(A|Y) du O r«ayy-module cohérent O 1oy, @y~ (N /T A').

Orrea1vn
Car (/") est donc un sous-ensemble analytique fermé de 7*(4]Y).

Remarque. Soit & un D(,y-module cohérent muni d’une bonne
filtration %, et soit /' = @ Z,* le module de Rees associé.
kEN

Alors A& est un &/,-module cohérent et la variété Car (") définie
ci-dessus est égale a la variété caractéristique de £ (car on a
N/t N =gr(Z)).

Lemme 1.2.3. Soit 0->A">AN—>AN"—0 une suite exacte de -
modules cohérents. Alors on a

Car (") =Car (#) U Car (/7).

Démonstration.
On a une suite exacte

N Y AN N
o TN TN

— 0.

L)
Tor, (Ay)tly, V) —
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Par définition .7'07'{“0 (o/t 4y #) est le noyau (que nous noterons
A) de lapplication 7: /”—A". Désignons par T le foncteur exact

O roay@7rx de la catégorie des &, /ref/,-modules a valeurs dans la
[4
[T 4I]

catégorie des O re(4y,-modules (donc Car (A") =supp T (A /tA)). Pour
montrer le lemme il suffit de montrer que si en un point x*&7*(4]Y)
ona TN /tHN")w=0 alors T (X ),.=0.

Notons 4™ le noyau de 7": /" —>A" et #"=A"/r#™" On a donc
H'=A"1=A". Alors la suite X'CH?C... CH"C... est stationnaire
dans A" (car &/, est noethérien) et donc il existe nEN tel que
Hr=A"*" c’est 4 dire, #"=2#""". Or pour tout pEN on a une
suite exacte HP1HP N/t N7,

Par suite si T(A"/tA4™),»=0, 7 définit pour tout p un morphisme
surjectif de T (#**') dans T (#?) et donc 7" est un morphisme
surjectif de T (#"*'),. dans T (#"),.=T(X ), mais " étant nul sur
T(#™) il en résulte T(X),.=0.

Soit maintenant .# un &/-module cohérent; il existe toujours
localement un ,-sous-module cohérent .#, qui I’engendre (cf. Pro-
position 1. 2. 1).

Proposition et Définition 1.2.4.

a) Soit M un </-module cohérent. L’ensemble analytique Car (#,) ne
dépend pas du choix du A \-sous-module M, qui Pengendre; on le note
Cay (M) et on DPappelle variété caractéristique relative de M.

b) Soit 0> A" M—>M"—>0 une suite exacte de o/ -modules cohérents.
Alors on a

CAlY (M) =CA|Y(-/{’) U CAw(-//{”)-

Démonstration.

a) Soient #, et #; deux &,-sous-modules cohérents de .# qui
Pengendrent. Considérons la filtration &7, de & définie plus haut.
Alors il exist [EN tel que 4, C M, et &, étant libre en tant que
& -bimodule on déduit grace au lemme précédent Car (#,) CCar (A4;.)

b) Résulte de la proposition 1.2.1 et du lemme 1. 2. 3.

Remarque. Si t est injectif sur # alors il existe un 2 ,-module
cohérent # dont # est le module de Rees et alors C,y(#) est la
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variété caractéristique relative de M (cf. [Sch], Ch. III).

1.3. Variété l-microcaractéristique relative

Considerons la bi-filtration de 2, définie dans §1.1. Par définition
on a
Ryp (%) = @ Vsz(gx)oth
157
et donc

Rye(Dx) . o ViFi(Zx) g
0RVF(9X) fSﬁ Vk—lFl(‘@X)

Or, comme on a vu au paragraphe 1. 1.

ViFi(Zx) _
VieiFi (D %)
génes de degré k dans les fibres de p: 4—Y). Donc

~ 2 n.[k] (ensemble des opérateurs dans Z,;; homo-

Ryr(Zx) - L
W_ z@v (ke@z QEA]"[IC])T - l@v ‘9[/1].17 =4,

Soit 4 un 2 x-module cohérent muni d’une bonne bi-filtration; le

R(A)

module de Rees R(#) étant cohérent R (A)

est un &-module

cohérent.

Proposition 1.3. 2.
1) La variété C,y <—0R(¢/{)
T*(A|Y) indépendant du choix de la bonne bi-filtration de M. On le notera
1
aiy (M ).

2) Si 0> M'>M—>M —0 est une suite exacte de D xy—modules cohérents

est un sous—ensemble -analytique de

alors on a

C}uv(-/{) = }MY(-///,) U C}“y(.///”).

Démonstration,
1) Soient #;, et #;, deux bonnes bi-filtrations sur .#. La démon-
stration se fera en deux étapes:

a) Supposons d’abord que pour tout i, j, .#;,C.#,; et montrons
que dans ce cas
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ol miar) =Crlamias)

1) Supposons de plus quil existe £>1 tel que A;;C A, CM s,
pour tous i, j. Soit A, =M;;N M1 ;. On a
‘/[:JC'A/‘H'C'/#;'FLJ
M i1, CH i, CM 5
Donc en raisonnant par récurrence sur £ on peut se ramener au
cas k=1. On a alors

OR( M) CR(M'")CR(A) et donc les suites exactes de &/-modules
cohérents

0L 0RW) | R(M') | R(M"
OR(A"Y OR(A")  OR(A)

oL R | Ry | R)
OR(A)  OR(A)  R(A)

—0

—0.

En appliquant la proposition 1.2.4. on obtient

iil) On suppose seulement 4, C.#,;,. Notons M, =M, N (\J A},).
i€Z
On a donc:

R(A")=R(A)N (Y O R(A)).

Soit ,=R(M)C (\v 0R(MA"));Cest une suite croissante de Ryz(D x) -
0<i<k

sous-modules cohérents de R(#), donc elle est localement stationnaire
et il existe (localement) un entier r>0 tel que

R(#"y=R(A)NOTR(ML").

En particulier R(#") est cohérent donc .#7; est une bonne bi-filtration
de .

On a O'R(A") CR(M")CR(M").
et d’aprés le cas i)

Par ailleurs I’application canonique

R(A") , R(A)
OR(A4") ~OR(M)

est injective
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donc

RA) _o (RA) _R(A)
C’“"(ﬁR(J{’) Carr 0R(.,/{”)>CC’”Y< OR(A) )

b) Cas général: Soient .#,;; et #;; deux bonnes bi-filtrations sur ..
Alors il existe &, [,EN tels que

v//iic-//x"ﬂo.juo Vi, j
et en notant ;=] ;+;, On se retrouve dans la situation de a)
c’est a dire, Chy (M) CChy(#4") et il est clair que Chy(A")=Cly

(#"). De la méme maniére on conclut que Cky(A#’) est contenu dans
Chy(A). q.e. d.

2) Soit 0—»>A'—>M—>M#"—0 une suite exacte de 2y -modules
cohérents. Soit .#;, une bonne bi-filtration de .# et considerons .#’
(resp. A#") muni de la bi-filtration induite (resp. de la bi-filtration
quotient).

On a alors les suites exactes

0->R(A")—>R(M)—>R(M")—0

oL RA) R  RU)
OR(#") OR(#) 6R(M")

et il reste 4 appliquer la proposition 1. 2. 4. q.e. d.

Soit P un opérateur différentiel et soit ¢,(P) le symbole principal
de P au sens de la V-filtration.

Définition 1.3.3. On définit
oy (P)=0(6,4(P)) si 6,(P)ED gy et si Pordre
de 6,(P) est égal a Uordre de P (pour la F-filtration), el

oYy (P) =0 dans les autres cas.

Dans un systéme de coordonnées locales (y, t) sur X ou Y est
donnée par {t=0} dire que o)y(P) est non nul signifie que P
s’écrit sous la forme

P(}’, t, D:n Dt) =P0 ()’, t: Dt) +P1 (_J), t, Dya Dt)

avec ordre P,=ordre P au sens de la F-filtration et ordre P, stricte-
ment plus petit que celui de P au sens de la V-filtration. Alors
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oy (P) =0 (Py).

Proposition 1.3.4. Soit £ un idéal cohérent de Dy ;alors:
Chy(2x/F)={weT*(14]Y), VPE S, oy (P) (0) =0}.

Démonstration.
Considerons # =9 y/.# muni de la bonne bi-filtration #;,= 9.,/ 2 ;
NS ou 9,=V.F,(2%). Alors

R(A) _ D fici
OR(A) D @ N+,
Or on a
91-]- :9[/1].1'[1:]/'}!'!' ou jij=&/1(jn‘@ij)'

(2,NF)+9;_,,
Soit #,= @ #,,;alors F =\U .#, est un idéal gradué de D, la
iz0

i20

famille .#, definit une filtration de % et on note R(F)= @ 4 o' 'an-

i=0
neau de Rees associé. (Remarquons que cette filtration n’est pas en
géneral la filtration induite par celle de Z4).

Alors

R(A) _ R(-@[_{l])
OR (M) R(#)

et le module j():R (Q[A;y]) /R(j) n R (QE/HY]) =M])_ est
R('f ﬂ ‘9[/11}’])
cohérent sur R(Z4y;) et engendre R(A)/0R(M).
Notons ¢,(Q) le symbole d’ordre j de Q pour la F-filtration, c’est
a dire l'image de Q dans F;(Z2av)/F,-.(Dav)). (En particulier si
Pordre de Q est inférieur a j, o,(Q) =0).

Alors Car (#,) =\ {weT*(4]Y) |0,(Q) (w) =0 pour tout QE.};D

Diav}.
Finalement

Car (#,) = {wET*(4]Y), 6(Q) (@) =0 pour tout Q € D4y tel qu’il
existe P€#, Q =6,(P) et ordre de Q =ordre de P}. g-e. d.

Remargue : Dans le cas absolu, c’est a dire, si on calcule la variété
R(4)

caractéristique de RAS

dans T*/4 on retrouve la variété Cl.(#)
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définie par les auteurs (cf. [L], [M. F.]), ou 4* désigne le fibré
conormal T X &4 Y dans X.

Exemple.
Considérons l'opérateur ¢2D;+1 pour X=C et Y= {0}.
Alors suivant les notations de la démonstration précédente on a

.}’:020, jjzg[/l],j—l,jzl donc

R(Dm) ~P0o (j)7’ et donc
R(F) DO rem J)
) De >= "

C””( D¢ (D, +1) 4.

§2. Théorémes de Comparaison

2.1. Définition des 2 y-modules fuchsiens

Soit X une variété analytique complexe et Y une sous-variété lisse.
Comme au §l on notera A=TyX et p:TyX—Y la projection. Soit
% un point de Y et 3= =p"1(y,) C4.

Si § est une sous-variété analytique réelle de X le fibré conormal
T¢> a4 S dans 3 est un sous-ensemble du fibré cotangent réel (T*X)g
que l'on identifiera au fibré cotangent complexe 7%*3.

Ce dernier fibré est isomorphe & T*(4|Y) X3 et peut donc étre
A

considéré comme un sous-ensemble de 7*(4|Y). On peut donc
définir

Définition 2.1.1. Soit M4 un 2D x-module cohérent défini au voisinage
dun point » €Y. On dira que M est fuchsien le long de Y en y, s’il
existe une métrique hermitienne sur Uespace vectoriel 3. =p~'(y,) dont la
sphére unite S vérifie

T3 NChy () C {0}.

On dira que ./ est fuchsien le long de Y sur un ouvert U de Y

il est fuchsien le long de Y en tout point de U.

Remarques.
1—Si # est fuchsien le long de Y en y, il existe un voisinage U de
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Yo dans Y tel que # soit fuchsien le long de Y sur U.

2—La définition 2. 1.1 dépend du choix de la métrique, en particulier
si on a une suite exacte de 2 y-modules cohérents

0—>M'>M—>M"—0

et si A4 est fuchsien le long de Y, A’ et 4" le sont aussi, d’aprés la
proposition 1. 3.2, par contre si .#’ et .#" sont fuchsiens le long de
Y pour des métriques différentes, il n’est pas clair que . soit fuchsien.

Voyons ce que la définition précédente signifie dans le cas ou 4
est défini par un seul opérateur P.

Lemme 2.1.2. Soit #4=2x/DxP. Alors M est fuchsien le long de Y
en yy si et seulement si il existe au voisinage de y, un systéme de coor-
données locales ( D1y eevy Yoy biyenesty) sur X o Y={t,=...=t,=0} et
un entier k tels que P s écrive

(*) P(_}’, t’ Dy’ Dt) =|ﬁ|_§l=k paﬂ (}’)tanq‘l‘Q,(_}’, ta Dys Dt)
Blsm

avec
a) QeV,.,F,(9%)
b) VTEC(I_ {0}, ﬁlz paﬁ (J’o)fafﬂ¢0-
18l=m
la,=m—k
Démonstration.

Soit § la sphére unité d’une métrique hermitienne de p~'(y,) qui
vérifie les conditions de la définition 2. 1. 1.

Choisissons des coordonnées locales (y,¢) de X induisant les coor-
données (,7) sur 4 de sorte que SC2 soit définie par {r,z)=1.

Comme d’aprés la Proposition 1. 3. 4.

Chy(m) =04y (P)*(0) #T*(4]Y) on a par définition
P(}’, t? Dy: Dt) =Po(}’, t, Dt) "T"Q, (}’, t: -Dy7 Dt) Oﬁ

Po(_)’, ty Dt): Z'_kpaﬂ(_y)taD/tg et
flem '~
QeV,\F,(2x). De plus on a ¢,(P)=P,(y,7,D,) et la Définition
2. 1.1 entraine que S est non caractéristique pour Py(y,7, D,), Clest
a dire que la condition b) est vérifiée. q.e.d.
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Remarque. Dans le cas olt Y se réduit & un point de X on retrouve
ainsi la condition de Kashiwara-Kawai-Sjostrand (cf. [K-K-S]).

Proposition 2.1.3. Soit A un 2 x-module cohérent fuchsien le long
de Y en y,. Alors par toute section u de M il existe un opérateur PEV (2D x)
tel que Pu=0 et que Dx/DxP soit fuchsien le long de Y en y,.

Démonstration.

Fixons une métrique sur 2=p"'(y,) vérifiant la définition 2. 1.1
et soit § sa sphére unité.

Soit # une section de .#. D’aprés la proposition 1.3.2 on a

Chy (D xu) CCly (M)
et donc
Chy(2xu)ynNTES c {0}.

Donc, d’aprés la proposition 1. 3.4, pour tout 7,&S il existe un
voisinage ouvert U de 7, dans § et un opérateur P défini au
voisinage de y, tels que

%) Cawr(2x/2xP) N (TE2XU) < {0}.

S étant compacte on peut choisir un nombre fini d’ouverts (U;);o;. »
et d’opérateurs (P;);.;. n définis au voisinage de y, tels que v U;
i=1,.. ,p

=§ et que chaque P, satisfasse (**) par rapport a U,.

Considérons maintenant des coordonnées locales (,¢) comme dans
la démonstration du lemme précedent de sorte que § soit définie par
{z, 5=1,

Si Q(y, t,D,, D) = Zﬂ) s, ()*DEDY, est un opérateur différentiel

aBr

sur X on notera
0(y,t, Dy, D) = PN Gasr (¥) t°D3D,
Comme chaque P; vérifie la condition (*) du lemme 2.1.2 avec b)
remplacée par
b") VreU, mm% Dap (o) T8 £0
181~ lal =k,

Popérateur P= 3 P.P, vérifie Pu=0 et D5/ D 4P est fuchsien le
N

i=1,...,
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long de Y en y,. q.e. d.

Remarque. Lorsque Y est une hypersurface les objets de la catégorie
Ry définie para Kashiwara [K-3] (voir aussi Sabbah [S]) sont fuch-
siens le long de Y.

Ainsi le lemme 4.1.5 de [K-K-2] montre que les modules
holonémes réguliers sont fuchsiens le long de toute sous-variété de X.

2.2. Théoréeme de comparaison pour By ; et By

Rappelons maintenant (cf. [S-K-K], [K-K-2]) que si Y est une
sous-variété lisse de X de codimension d on pose

By x=#{r(0 %) =% Exty, (0 x/F%, Ox) ou Fy désigne Iidéal
de définition de Y,
et By x=#%(0x).
Si on se place dans un systéme de coordonnées locales (y,t) sur

X ou Y= {=0} alors By x est le quotient de 2 par I'idéal engendré

par by ...yl Dy, D,y et B;‘,X:.@;g@By,X.
X

Les sections de By,x sur un ouvert U de X s’ecrivent de maniére
unique

u= X u ()0 ()

aeN?
ou 0 (t) désigne la classe de D7 et ou les u, sont des fonctions
holomorphes sur UNY telles que

VEEU, Ve>0, 3C.>0, sup |ua () | <Cel ﬁ
YEK .
Alors By x est le sous-ensemble de By x des sommes finies u=
> ()0 (8).
Nous noterons
Byix(m)={u= X u ()0 (), u,=0 si |a|>m}.
aeN®

Par suite By,x= \J By x(m).
meN

Théoreme 2.2.1. Soit M un 2D x-module cohérent fuchsien le long de
Y sur un ouvert U.
Alors le morphisme naturel
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R #omg, (M, Byx) >R Homg (A, BT x)

est un isomorphisme sur U.

Démonstration.

Par une méthode désormais classique nous allons nous ramener au
cas ot M =Dx/DxP pour un opérateur PEDy. Soit donc u...uy
un systéme local de générateurs de .# en y,=U. Suivant la définition
2. 1.1 il existe une métrique hermitienne sur > =p7'(y,) telle que
Pon ait

Chy(M)NTEX C {0} et donc Vi, I<i<N, Chy (2 xu;) N T C {0},

D’aprés la proposition 2. 1.3 il existe P; annulant u;, P,EV,(Dx)

tel que 'on ait encore

Chy(2x/DxP) NT$ X C {0}.

N N
Par suite Chy (D 9%,/ 2xP)NTEX C {0} et donc =D Dx/2xP;
i=1 i=1

est encore un 2 x-module fuchsien le long de Y.
On obtient ainsi une suite exacte

0>N—>F > M0

ou A est fuchsien le long de Y.

On notera é’xté;x (M, By x) =M, @”xt_’é,,x (M, By\x) =M’ et de méme
pour les modules 4" et Z.

On a alors le diagramme commutatif suivant dont les lignes sont

exactes:

cee DM S Lo NEle s MR S LR S NE2

¢k—1I Tk—l,[ ¢k-1I %[ nI m[

coo oMY ST SNED S ME SLE SNE L.

Si le théoréme est démontré dans le cas d’un opérateur, pour tout
i les fléches 7; sont des isomorphismes. Montrons le théoréme par
récurrence sur £.

On suppose que pour tout [<k et pour tout module .# vérifiant
I’hypothése du Théoréme les morphismes M‘—AM'" sont des isomor-
phismes. Par suite dans le diagramme précédent ¢,_, est un isomor-
phisme et donc ¢, est injectif.

Comme 4 vérifie les hypothéses du Théoréme, ¢, est aussi injectif
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donc ¥, est surjectif, donc un isomorphisme.

Pour montrer le Théoréme on peut donc supposer que A =9Dy/
D 4P, avec PV, (Dy).

Le complexe R #omg (4, Byx) est alors quasi-isomorphe a Byjx

LB{?,X tandis que le complexe R Homg (M, Byx) est quasi-iso-
. P
morphc a Ble—>BY|X.

Nous devons donc démontrer que P défini un isomorphisme de

A

By - s . .
ZYIX dans lui méme, et nous sommes ramenés a2 démontrer la pro-
Yix

position suivante:

Proposition 2.2.2. Soit P un opérateur différentiel sur X dordre 0
pour la V-filtration et tel que (D x/DxP) soit fuchsien le long de Y en
un point y,; il existe un voisinage U de y, et un entier N, tels que, pour
tout N>N,, P induise un isomorphisme de By x/Byx(N) dans lui-méme
sur Pouvert U.

Démonstration : D’aprés I’hypothése, il existe un systéme de coor-
données locales (yy, ..., pt1,...,%) dans lequel y,=0,
Y={(y,t)eX|t=0} et P s’écrit:

P(J, t) D:u Dt) =P0(.ya t9 Dt) +Q. (.ya ts Dy: Dt)

avec

D) QEVLF.(Zx)

D POLDI=_ X pua()EDf
et
(2.0) vreCi— {0} s (0) 7278 0.

al=1gl=m

L’opérateur Q (,t, D,, D,) peut étre écrit sous la forme

Q(y, t, D,, D,) :Iﬂ > qaﬁr(}’)tanD;-

Cette somme est infinie en lindice a et lanalyticité de Q au
voisinage de y, se traduit par:

2.1) JC>0V (e, 8,7,0) EN* XN XN* XN, |B|+ 7] <m, |a|>|B]

8
|<aiy> qaﬁr(o) | SC’I::]-H,)I_HB!'
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Nous poserons pour kEN, k>1:
Pk(y, t, Dys Dt)= Z qaﬁr(_y)taDlteD;

on a ainsi P=3 P,.
k>0

On peut encore décomposer P, sous la forme
Py(,t, D) =Py (¢, D) + Py (), ¢, Dy)
avec Py(t, D,) =P,(0,t, D,) et P;(0,¢t, D,)=0.

On écrira

P’(;(.yy t5 Dt) =Ia[=%;:[5m qa.ﬂ.o(_y)taDlts

avec ¢,,5,0(0) =0 et, puisque g, 4, est analytique:

(2.2) JC>0VIeN?, |( _aa_ >aqa'ﬂ'0(0) | <G,

Notons S=C[¢,...,t,] 'espace des polynomes en ¢ variables et
pour vEN, §, le sous-espace de § des polynéomes homogénes de

degré v.

Si v=3 0,l°ES, on pose |v|=sup,|v,|. Rappelons un résultat de

Kashiwara-Kawai-Sjostrand [K-K-S]:

Lemme 2.2.3: Soient S*7! la sphére unité de C* et p la mesure

standard sur 8% normalisée par p(S*)=1.

Soit || || la norme induite sur S par la norme de LE(S*~Y, p):

CENRIOOL M0}

Soit P= 3. ppt®Df un opérateur différentiel qui vérifie :

lal=]8I<m

Vreli— {0} X parotf+#0.

lal=181=m

Il existe un entier N, et une constante C>0 tels que pour tout k=N,

et tout usS, on ait:
(1) A"||ul| <Cl|Pul|
(i) VaeNrul<|lull
(i) VaeNY |a|<Zk, ||Dfu||<C™

iv) CHul<[lul|<C*|ul.

Kl |

La partie (i) de ce lemme est montrée par [K-K-S], d’autre part
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1
la famille (6,%) 4 =x pour o,=c, _(_EH;TI*U- (avec ¢, constante ne
dépendant que de ¢) est une base othonormée de (S, || ) ce qui

montre facilement les points (ii), (ii) et (@v).

Suite de la démonstration de la proposition 2.2, 2.

Un élement u de By,x s’écrit de maniére unique u= X u, ()0 (¢)
aeN?

avec u, holomorphe au voisinage de y,.

A une série formelle u= 3 u,(»)0“’ () nous associerons les poly-
aeN?

nomes @3 définis pour NEN et d&N? par

%= ¥ (g)u 0y

al=N
Si on pose, pour v=I IZNvar“, |z)|=|511.113v lo,| on voit que u=u,
al= al=

()0 (t) est un élement de Byx dans un voisinage de y,=0 si et
seulement si

2.3) TC>0 Ve>0 IC>0 VNENVIEN? |0 (1) |SCEeNC“”—]%!|—.

La propriété (iv) du lemme 2.2.3 montre que dans la formule
ci-dessus on peut remplacer la norme | | par la norme || || du
lemme.

D’autre part, par définition de laction de 2, sur Byx on a

125 (1) = (= 1)1 TL 3779 1) et DESP (1) =3+ (1) donc

(r—a)!

2) Oew) =~ 2 ) P @

b) @} (Dfu) =7P@%_ s (u)

c) O¥(Py(t, Dyu) =P;(—D,, )0 (u).

La condition (2.0) montre que P;(t, D,) vérifie les hypothéses
du lemme 2.2.3 et on observe que dans ce cas Pj(—D,t) vérifie
lui aussi ces hypothéses comme opérateur sur C[z,...,z,].

On voit donc que pour tout N>N,(N, donné par le lemme) et
tout u By x on aura

N™|D} ) || <Cl{O} (P) |-

L’opérateur Py(¢, D,) est donc inversible sur By x/Byx(Ny).
Si u=3u,0(t), on posera
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a= 3 u,(»)0(t) et P, (u) =Py '(a) et on a une majoration Y N>N,
lal2N,

10% (P5* ) || KCN =" | @5 (u) ||
Soit uE By x,,, on définit une suite u, de By, par

Uy=U, Upy1 = — (P’(;-FQ')PEI(U,,).

Pour montrer la proposition, nous allons montrer que la série X u,
n20

est convergente dans By x, ce qui montrera que P est inversible sur
B7 x/Byx(N) pour N>N,.
En fait nous allons montrer par récurrence sur n que si N, est
donné par le lemme 2.2.3 on a:
2.4)  3C>0, 36,>0, V6, 0<6<b, F&>0, Ve, 0<e<ls,
vneN, YNeEN,

N>N,, ¥V peN?, (|94 (u,)]|
<Cevorma L cw s g Ny (o] 4!
N s

avec ¢,(N)= H (N—Il-z)“-'

(1) St (2.4) est vérifié pourtout n, la série Y u, est convergente.

n>0
Fixons tout d’abord [= |a| et écrivons [=ms-+r avec r<m. Comme
lal|=>a;<nm on a s<n.
Pour |a|=l, la plus grande valeur de ¢,(N) est atteinte lorsque

=My ¢0ey G =M, Qgp, =T, G4y = =a,,=0 donc

o, (N)<$,(0)<—— 9lmm+1)/21s <C"

= S

ou (), ne dépend que de m.

= s al+lapi<cm x CHEDL copmjup,

a)Sm,..., a"Sm <I<mn
On aura donc:

2C

125 () 1< G (26

)" Aubrcor.

C, ne dépend que de m donc pour #<-.~-, cette majoration

20’

montre que les séries >, @4 (u,) sont convergentes quand N>N, et
n=0
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donc que la série 3 u, est convergente.
n>0

(2) Montrons les relations (2.4) par récurrence sur n.
Si u vérifie (2.3), il est clair qu’on a (2.4) pour n=0. Supposons
donc (2.4) vérifiée au rang n et posons w,=P;'(u,)

On a sy =— (Po+Q)uy et |10 (0,) || SCN |0 ().
3\~
O ) = T (5)5) Gusr O DEP O 151 ).
847 ’

Dans cette somme on a |8+ |7|<m et |a|=>|B|, de plus si
la|=|8| on a y=0 (car P; est indépendant de D,) et p+#d (car
9ap0(0) =0).

i igni = <poet ()= H”
(La notation d<p signifie Vi=1,...q, 6;<y, et <5> ST Cu—3)]
avec pl=m!l ..y L)

D’aprés le lemme 2.2.3 on a les majorations suivantes:

D250 i N <G LB o o

al+ (N+ |a|— |BD! "
e (N+|a|—|B)™(N— I.BI)! ”¢N+6lal—lﬁl ()l

En utilisant I’hypothése de récurrence et les inégalités (2.1) et
(2.2) on obtient:

0% (U DI < 22 CseN+lal—Iﬂ|0ﬁ<£>lrl+ld| 5
n = ST 62 wsm

e s
n

fu(V+ |l — 18D

o ( ]a ] + IT} + |5|)!Cla|+1C|a|+:ﬂ|—m+1

. 1 (¢, _
(N+|al—lﬁ|)’”(N—Iﬂl)!\5>(” 2

La somme ci-dessus se décompose en 4,+4, ol 4, est la somme
des termes tels que |a|=|8| (donc y=0, 6<Ty) et 4, la somme pour
le|>[B].

7] n—2|pl
4= 3 ce&-2 (67) 1M1= 101 Crial +inl 42,
lal=[Bi<m N!
o<y
|
(V) (la]+ 10D
al m,..., m

Comme
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ul- + [o)! + ! 7}
5<Z,,02(| =181 (la|5!l D < (|a|#!|/~‘l) T

on obtient:

0n—2|#|+1
4<Ce T LCn S (W) (lal+ |uDt
"i+1=° "
[}
. 2lal+2
|al=lZ/9:ISm (1+02)p

Il existe 6, ne dépendant que de la dimension p de Y, de m et de
C tel que si 66,

4 2lal+2 _l_
(146%)? lal=;ﬂ|5mc SQ'

Considérons maintenant 4, on a donc [a|>|8]| et [B|+ [7|<m
N! 1 N'& |

- < <
(N=18D!Y (N+a|—=[8D™ — (N+D™ = (N+1)"#
On pose a,=m— |B|, d;=a,, ..., =4, donc |d|=|a|+m—|8|=
la|+ || et comme |a|—|B|=] on a:
!
al ‘ BN+ la| - ‘

N= 18T (V¥ 12| =18D" 18D <~y

b (N+ |a|—|B]) <¢,(N)
AZS a;y CEEN+|a|—IB|_0”_]_—Vz;_m_Clul Z ¢a(N)'

ﬂlgm ..... d"+1£m
, , |
.C2elvz 3 02"”"'5')—#—'(|d|—m+ Bl+ 171+ 18D
6<p 5!

(Dans la suite nous écrirons a pour 4). On a:

Ual—m+ 181+ Ir|+ 13D _ (lal+18D)! o (la]+|z])!
3l = F] = P

3T G-I <9 5i §<G,<]1.

o<p

On obtient donc:

Gr—2lel+1
A,C " C BN (lal+ ]! SE)
aISm ..... an+15m
avec S(e) =% 3 CHlal+zlal=1A1

a,B. 7
lal> |81 18l +lal<m

Pour tout C>0 et tout >0, il existe &(0)>0 tel que
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Ve<le (0), S() <%.

Donc pour <86, et ¢<inf(¢ (#),e) on aura:
0n+1—21ﬂ|

“Q/I(I(uuﬂ)”SAl"‘AzSCsEN—W!“—Cm > . (N) (la|+ ¢!

aISm. ...a”_HSm

ce qui termine la démonstration de la proposition 2.2. 2.

2.3. Théorémes de comparaison pour 0y et O xiy

\

Nous allons a présent démontrer un théoréme de comparaison
concernant le faisceau Oy des fonctions holomorphes et le complété
formel de O x le long d’une sous-variété.

Si Y est une sous-variété lisse de X, nous noterons comme
précédemment £y I'idéal de O x des fonctions holomorphes nulles sur
Y.

Le complété formel de O x le long de Y est le faisceau:

lim .
O0xiy=——0x/Fy.

Théoreme 2.3.1. Soit A4 un 2Dy module cohérent fuchsien le long
de Y en y, €Y. Il existe un voisinage U de y, dans Y sur lequel on a:

R.}iﬂomgx(.//{, 0 x) |U=Rf0mgx(-//{a 0 xiy) |u.

Nous démontrerons ce théoréme directement en nous ramenant,
suivant la méme méthode que pour ce théoréme 2.2.1, au cas d’un
seul opérateur, c’est & dire a la proposition suivante :

Proposition 2.3.2. Soit P un opérateur différentiel sur X, d’ordre 0
pour la V-filtration, tel que Dy/P xP soit fuchsien le long de Y en un
point y,. Il existe un voisinage U de y, et un entier k,>0 iel que pour
tout k>ko, P induise sur U des isomorphismes Fh—F% et F50 xiy—
F40 xiy.

Remarque : Cette proposition a été démontrée par Kashiwara-Kawai-
Sjostrand dans le cas ou Y est un point et par Oshima [O] lorsque
Y est une hypersurface. Nous suivrons ici la démonstration de
[K-K-S] (en utilisant en particulier le lemme 2. 2. 3).
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Démonstration : Nous nous placons dans un systéme de coordonnées
locales (yy, ..o, Pppt1y---y8,) o P se décompose comme dans la
démonstration de la proposition 2.2.2 et s’écrit donc

P= 3 P, P, opérant de £} dans Z{
k=0

On note encore §=C[t,...,t,] et Sy le sous-espace de S des
polynémes homogénes de degré N.

On désigne par Oy, le germe en »,=0 du faisceau Oy des fonc-
tions holomorphes sur Y, ¥ =0 y'QC®S: Oyolty...t;] et y=0 Y.OCZ()SN.

Si u(y,t) est un élément de &y on peut Pécrire en développant
ses coefficients en série de Taylor en 0:

u(y,t)= aévua &)y~

Pour tout p>>0 on pose:
el [, = Zplluallp“"

aEN:

ou |lu,|| est la norme sur Sy définie dans le lemme 2. 2. 3.
Nous noterons & y(p) le sous-espace de &y des éléments u tels
que |lu|l,<+oco —il est clair que Ly='\U Ly(p) (cette définition
p>0

s’applique également a 0y ,=%,).

Les éléments de O xiy (resp. de £+ 0 xiy) sont les séries formelles
u= 2 u, (resp. u= >, u,) avec ¥,EF, pour tout v.

v=>0 v>k

Il est clair (vu le (iv) du lemme 2.2.3) qu’un élément u=3> u,
de O xiy (resp. de 30 xiy) est dans Oy, (resp. f’;,yo) si et seule-

ment si:

>0, IC>0, V=0, [lu,l], <C**

Lemme 2.3.3: Lopérateur P= goPﬂ vérifie,

D) G0, 30, Sky Vo0, p<p, VEEN, k> Ve 74 (o),
k™ |ul|, < Cyf| Poul|

2) FHp, >0, V>0, 0< 0, 3C; >0, FC:>0, V>0, VA0,

VUEL (), V (5, ), 5 <s<t<],

m i klp! | |
”P;tu”spscz C%+IE) (/c—m+[7)‘ (t_s)pllu“tp-
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Démonstration : D’aprés le lemme 2.2.3 on a, pour tout p>0,
tout €%, (p) et tout (a,f) EN'XN?:

K
t2Dfy||, <C"¥' ——=—||ul|,.
D’autre part la formule de Cauchy montre (cf. [B-K]) que:
fal

V (5, 8) 1/2<s<t, [1D5ull, <€ e (A=)l
L’opérateur P, s’écrit P,= 3. qap, (¥)t*D{D}

181+ [7| <m

lal—18I=p

et d’aprés (2.1) il existe p,.>0 et C,>0 tel que pour p<p, on ait
[|gag | < CH*1*N

On obtient donc immédiatement le point 2) du lemme. D’autre
part P, se décompose comme précédemment sous la forme:

PO(J’, t, DI) =P(’)(t’ Dt) +P8(y; t’ Dt)

avec P,(¢, D,) =P,(0,¢, D,).
L’opérateur P; vérifie les hypothéses du lemme 2.2.3 donc:

Tk eN, JC,>0 Jp,>0 Vo<p, VEEN, k>k,,
VuE L, (0), k™||ull, < Col|[Poul |,

De plus Py(»,t, D) = > pap(y)t*Di avec p,;(0)=0 donc

lai=18l<m
Ve>0 306>0 V p<0, ||pasli,<¢ et donc si uS,(p) on aura:
" k! , k! 'pm
IIPoullpSé:m:IZﬁ:!SmC'B'(—k:_-l—ﬂ-i)—!”uupgc emlluilpSC k™| lull,

Si on choisit e= on obtient :

1
2C'C,
, 1 "
2G| Poullp = 2G| | Poully ——mr || Pul |, 2 k™ ull,-

g.e. d.

Fin de la démonstration de la proposition 2.3.2.

Le lemme 2. 3.3 montre qu’il existe &, tel que pour k>k, P,
soit bijectif de &, dans lui méme.

On en déduit immédiatement que pour £>4;, P est injectif sur
FL0 xy et donc aussi sur Z&.

Montrons que P est surjectif.
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Si u= 3 u, est un élément de F}0O 4y et si v=Pu on a v= Yy,
vk vk

avec v,= 2 Pu, ,.
220
L’équation P u=v est donc équivalente a:

VjZk, Pu;=v,— > P;_u;

v<i

Pour k>k, P, est bijectif sur &, donc on peut toujours résoudre
les équations ci dessus et P est surjectif de £40 xiy sur 50 xty. Pour
montrer que P est surjectif #£{— £} il suffit de montrer que si
veE £ alors ucs ¢4,

Soit v= X v,€ 7%, il existe p>0 et D>0 tels que

vk

v+l
vy, lall,<(4r)

et donc pour 1/2<s<l, H”PI|sa£<%)”“sD”+l<—l—l_T>’"”_ Soit u=3 1,

tel que Pu=uv.
Montrons par récurrence sur j que pour tout j on a:

V'S, 'é—<é'<l, I]ujllsﬂ'écj+l<l—l;_>mj

s

ou C est une constante & déterminer.
Pour j<<k, u;=0 donc la relation est vérifiée. Supposons cette
rélation vérifiée pour tout v<{j.

Si Pu=v on a Pu,=uv;,— > P;_,u,
v<y

D’aprés le lemme 2.3.3 on a:

Vs, <<l oy <Coj 1Pl

et
. n 15! 1
< CrCi-v+ vip:
HP;—»uuHsp—Cz 3 = (v—m+p)' (t_s)p”uD“tp
et donc d’aprés I’hypothése de récurrence:
lliilee < Cog ™" Lllosllio+ 2 1Pl
ot & Ip! 1 I\
P, ., <Crcy v+ vip Cu+1< ) .
|| -l ”sp—Czc3 ?go (V—m'{‘p)! (t_s)P 1 —t¢

Cette inegalité est vraie pour tout ¢ tel que %<s<t<l, or
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inf (-1 >p<_._!___>"w=< 1 )”’"” (p+my) p+m

s<t<t \t—$§ 1—t l—s P (my)™
donc
. mevi-virpwrf 1 )M("H) * vip! (p+my)2tm
”P_y-—uuullspg CZ CS C ( 1 s = (V—m-l—[))! pp(mp)mu .
Al m—p
O Gmipr =
(ma+p)mitt ___) ma 2m? > »
CH LT (1+ <1 +10)<( p /)¢
donc ‘2 upt (p+ mw)>m <v"a ou a ne dépend que de m.

s (v—m+p) L pP(m)™

> 1Pl <CJa j"‘<l_17>"” 5 Cineen
v<j —_

v<Jj

e omg G ( 1 >mi
sCie G e\ 1=

et donc

il <(1) e +acicr S0

et la relation de récurrence est vérifiée dés que
C>2C,D et C>C3+2aC,CrCa.
q.e. d.

Soit A un 2 y-module cohérent. On note A£*=R#om 2, (M, Dy)-
c’est un complexe de 2 y-modules & droite. Les constructions menant
a la définition 2.1.1 étant encore valables dans la catégorie des
2 y-modules a droite cohérents, on définit de la méme maniére la
notion de 2 x-module a droite fuchsien le long de Y et on a:

Proposition 2.3.4. Soit A4 un 2 x-module cohérent. Alors :

1) wy (Exty, (M, Dx)) CChiy(M).

it) St M est fuchsien le long de Y alors M* est un complexe dont
les groupes de cohomologie sont fuchsiens le long de Y

Démonstration,
i) Résulte immédiatement de i).
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i) 1) Considérons d’abord le cas ot A =D/ DxP. Alors M*=
Dy/PDy et le résultat est évident.
2) Dans le cas général, soit donné localement un systéme de

générateurs u,...uy de A.
Soit x*€T*(4|Y) tel que x*&Cliy(A).
Il s’agit donc de montrer que pour tout j

A EClyy (Sxthy (M, D).

On a une suite exacte

N
O—M— D Dy/DxPi—N<0
i=1

ot Pu,=0, %= (-NDI Dy/DP; et ¥*&EChy(L).
Pour tout jqb] l, &xt 5, (&, Dx)=0 et d’aprés 1)
A*EChy(Exty (L, Dx)).
D’autre part on a les suites exactes
* 0— &xty, (M, Dx)—> Exty, (L, Dx)—>
Extly, (N, Dx)—> Extly, (M, Dx) >0
et
**) Vj=3 0 &xt5l (N, Dx)—> Exty, (M, D x) 0.
On déduit de (*) que x*&Cly(Exthy, (M, Dx)) et donc x*&Cly
( é"xt}@X (N5 @%)). On raisonne alors par récurrence sur j.

g-e.d.
Remarques:

1 —Les théorémes de ‘“comparaison” 2.2.1 et 2.3.1 restent valables
pour les 2 y-modules .# qui sont extension de modules fuchsiens le
long de Y, c’est a dire, pour les modules pour qui il existe une suite
exacte 0—>AN"—>M—->N"—0 ou N’ et A sont fuchsiens le long de Y.
2—Les théorémes 2.2.1 et 2.3.1 restent valables si on remplace
M par un complexe .# de Zy-modules cohérents dont les groupes de
cohomologie #7 () sont nuls pour |j| assez grand et sont fuchsiens
le long de Y. En particulier si .# est fuchsien ils sont vrais pour le
complexe dual de #. Pour voir cela nous définissons suivant [H]
les foncteurs “troncature” o, et g5, o nEN par
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i n+1

0%, (M) =0——>coker d*! o g
2 i n+1 »

05, (M) =0 Im d"—— gt & g2

H"(.ﬂ.) pour i>n+1
0 pour i<n+1

Alors on a H' (02,,(./{.)):[
H"(./{.) pour i>n
0 pour i<n
G5 (M)
+ / \
H" (M) [n]—>0%, (A)

et on peut donc raisonner par récurrence décroissante sur n.

et H! (0'2,,(./{.)) =[ De plus on a un triangle

§ 3. Applications

Reprenons les notations du paragraphe précédent.
Soit X une variété analytique complexe et Y une sous-variété lisse
de X. Soit £y I'idéal de définition de Y. Rappelons que l’on note
Dyx=Dx/FvDx;cest un (Dy, Dx)-bimodule

On a Zy.x=Byy«x®82x ou 2y désigne le faisceau des formes
Ox

différentielles holomorphes de degré maximum et ou l'on identifie Y
au graphe de linjection Y——X. Soit 2% le faisceau des opérateurs
différentiels d’ordre fini ou infini sur X. On note 9v.y=2y.yQR D%
e
=93/ FvD%.
On a de méme 9D7.x=B7y«xX2% et on pose encore Dy y=
9%

ByyxxQ%2y et D3 y=Byyx@2y. Si M est un 2y-module cohérent,
Oy Oy

le syst¢me induit par . sur Y est par définition le complexe My=

QY_,X§<)M= @yé).//l. Si & est un P%-module on pose de méme
X Ox

jy: D7 xQRQF = 0yRE
0% Ox

Remarquons que si 4 est un 2z-module cohérent fuchsien le

long de Y alors . est elliptique le long de Y au sens de [L-Sch]

(cf. aussi [Sch]) et donc 4y est & cohomologie cohérente sur Dy.
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Puisque RF[YJ(./():QX._lf@@.Iy[——d] (cf. Prop. 4.2 et Prop. 4.3 de
Y

[K-2]) on en déduit que RI'y;(#) est & cohomologie cohérente sur
QX.

3.1. Comparaison des cohomologies d’un systéme fuchsien

Si A est 2x-module cohérent nous noterons ./("’:9329(;9./{.
X

Théoreme 3.1.1. Soit M un D x-module fuchsien sur un ouvert U
de Y. Alors le morphisme naturel

(R ( M) >Ry (M™) est un isomorphisme.

Remarque. Dans le cas ol 4 est holonome singulier régulier ce
théoréme a été démontré par Kashiwara-Kawai [K-K-2] (voir aussi
Mebkhout [M]).

Démonstration.

Par une méthode analogue a celle du théoréme 2.2.1 on peut se
ramener au cas od A =%2y/ PP avec P fuchsien le long de Y et
PeVy(2). 1l faut donc démontrer que les complexes

0— D3 @ R (2) x—— D3R Ry, (D x) —0
Dx 2x

et
0——RIy(D3) ——RIy(D3)—0

sont quasi-isomorphes.
Soit d la codimension de Y dans X.
Considerons la suite d’immersions fermées de variétés YCY x X

Xx X et notons Z=Y XX, Z=XXxX. Rappelons que Zx=By x,x&

Ox
Q4 (cf. [S-K-K]). Comme le théoréme est de nature locale on peut
donc identifier 25 et Bxxxx-

On a alors Rr[y](gx) :Rr[y] (RF[X]((DXXX) [n]) ~
RI'yy(RI'(21( 0 xxx)) [n]1=Riy,(Bz14) [n—d],

et de méme
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RI'y(93%) =RI[y(B3g) [n—d].

Par la premiére projection de X X X dans X, l'opérateur P s’identifie
3 un opérateur de Dy, fuchsien le long de Z. D’aprés la proposition
2.2.2 il existe donc un entier N;>0 tel que pour tout N>N, le
morphisme de complexes

0"‘_’3215[1\’]‘—{—’3215[1\7] —0

| l

oo P oo
0—-B7 s — B3z —0
soit un quasi-isomorphisme. On a donc un quasi-isomorphisme

0—— H} (B¢ [N1) ——H} ™ (Bz1g[N1) —0

l

0—Hy*(Bsg) ——Hy(Bsg) —0
Identifions B ,[N] a (UZ@SN ou Sy désigne comme au §2 le C-

espace vectoriel des polynomes a d-variables de degré inférieur ou

im
égal A N et Bzz & 0,8 ot S=—— Sy est le C-espace vectoriel
(4

des polynomes a d-variables.
On a alors

RI'y (B2 4[N]) :RFY(GZ)(?SN et d’autre part
DiQRI 1y (B2 [N]) = 23 QR 1y1(0 ) @Sy
QX QX c

Vérifions donc que 9;9@131},“0,0 ~RI'y(0 ;). Puisque X et Z sont
X
transversales dans XX X et que XNZ=Y on a

L
DZQRIy1(0 ) =27QRI (0 4) X O,
Dy Ix Og
L L
~93Q P x[—n]1®Q 0 ;=23 O ;[ —n]
Px Og Og
L
~RI'x (0 ) @@) 0:=RI['y(0,).
s

Il reste a remarquer que _lﬂ@;@RFm(@z) RSv= 23 QR v,
N Dy 3 Dy

(Bzigr)- q.e.d.
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3.2. Systémes induits

Théoreme 3.2.1. Soit M un D x-module cohérent fuchsien le long de
Y sur un ouvert U de Y. Alors le morphisme naturel :
L L
27 R (Dyox QM) — D7.x QM
Py 2x Px
est un isomorphisme (c’est d dire (M™)y== (My)™).

Démonstration.
D’aprés le théoréme 3.1.1 on a

Ry (M))~=RI'y(#) et donc
L L L
D73 @ Riyy (M)~ = 9?—-x9®RFIY1(v//) ~D7.xQRy (M7).
2% X

D%
Or comme nous lavons vu plus haut Ry, (#)= Qxhy%&,/{y[—d]
Y
donc
27 xQRI (M) = D7 xR D 5y Q My[—d] =
Dx D% Dy
Dy QMy = (My)™.
2%

(d désignant la codimension de Y dans X).

L L
D’autre part 27.xQRIy (M>) :RFY(G@?_.XQM”) =~ (M~)y, ce qui
23 X
termine la démonstration. g.e. d.

Soit # un 2 x-module. Alors on a un isomorphisme canonique
R#omg (A, Ovix) ly:RJfomgy(.//{y, 0Oy) (1l suffit de vérifier ce

résultat dans le cas #£=94).
Le Théoréme 2.3.1 permet donc d’obtenir le théoréme de
Cauchy :

Théoreme 3.2.2. Soit # un D x—module fuchsien le long de Y ;alors
le morphisme naturel

R#omg, (A, 0 x) l\——>RHomg, (Ay, Ov)

est un isomorphisme.

Ce méme théoréme 2.3.1 entraine la proposition :
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Proposition 3.2.3. Soit M un Dx-module fuchsien le long de Y.
Alors le morphisme naturel

R[’Y(‘ngg;)“”) """ngbjy[_d]
X Y

est un isomorphisme.

Démonstration.
On a
L L L L
QR M=2,RD5sRQM =25 R M
Dx 23 23 2%
et donc

L L
R[‘y(gxé@j) :RPY(‘QX®"¢”)
X

23
L L
=2y Ry (M™) =23 Q (R, (M)
23 2%
L
=23 QRI'ty, (M)
Ix

L L
=22y XR DyxeyQ My[ —d]
Ty Dy

L
=2y My[—d].
2y
g.e.d.
Les résultats du § 2 permettent encore de donner un théoréme de
Cauchy pour By y:

Si A est un 2 x-module cohérent (ou un complexe de Zx-modules
cohérents 4 cohomologie cohérente) on note comme précédement:

.//(*:R.#omgx(.ﬂ, Dy).
L
Le complexe induit sur Y par * est par définition ¥ :./(*g@.@ XY
X
Enfin (#3)* est le dual de A%, c’est a dire R#omg (MY, Dy).

Théoreme 3.2.4. Soit M un 2 yx-module fuchsien le long de Y. Alors
on a

Ritomg, (M, BY\x) |Y=RH omg, ((A})*, Oy).
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Démonstration.
Nous utiliserons le lemme suivant:

Lemme 3. 2.5.

L
On a un isomorphisme By x= Dy Q Oy
Dy

Démonstration.
Soit p:Y X X—X la deuxi¢me projection; d’apres [S-K-K] on a un
morphisme d’image directe

p*: Bywxxg®gyz D xy—>Byx
Y
Puisque Oy est un sous anneau de Dy on obtient un morphisme
L
9)@—}’9@01’ ’gXeY aBY|X.
Y

Pour montrer que ce morphisme est un isomorphisme on peut se
placer dans un systéme de coordonnées locales (), ... 95 t1. .. 2,) sur X

. . 9
ou Y est définie par #,=...=¢=0. Alors Dy y= 9x¢1+--f{+9xtq
et Qx«y(;(j O0y= Dx =~ By, x.
Dy gXt1+"' +gxtq+ngyl--. +9XDYP

qg.e.d.

Démonstration du théoréme 3. 2. 4.
D’aprés le théoréme 2.2.1 on a

Rfomgx (M, B7x) :R.}fomgx (M, Byx).

Par ailleurs d’aprés le lemme 3.2.5 on a
L
Bylxz 9X<—Y® Oy
2y
donc

L
Réfomgx (A, By x) '_::Rfom_@x (A, 9X)9®BYEX
L L * L

= M*QByx=M*Q D3y @ Oy
Dx Dx Py

L L
~ M5 & Oy=R#omg ((A})* D)@ Oy
Dy Py
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~R#omg, ((A})*, Oy).
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