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Modules de Hodge Polarisables

Par

Morihiko SAITO*'**

Introduction

Dans [7], Deligne a introduit la notion de complexe pur, et démontré la sta-
bilité par image directe par morphismes propres (i.e. la version relative de la con-
jecture de Weil). Cette théorie, combinée avec celle de faisceaux pervers, a été
ensuite développée par Beilinson-Bernstein-Deligne-Gabber[l]: ils ont démon-
tré le théorème de décomposition, et la stabilité des faisceaux pervers purs par
images directes intermédiaires (en particulier, la pureté des complexes d'inter-
section) [loc. cit].

D'après la philosophie de Deligne [6, 7], on a conjecturé qu'il existerait des
objets en car. 0, correspondant aux complexes purs, cf. [2,3,4] etc. Le but de cet
article est de donner une réponse positive: en utilisant la théorie de £)-Modules
filtrés, la théorie de la filtration V [17, 22] et la théorie de faisceaux pervers, on
définit la notion de Module de Hodge polarisable (cf. 5.1-2), qui doit corre-
spondre à celle de faisceau pervers pur, et on démontre la stabilité par images
directes (perverses) par un morphisme projectif avec un théorème de Lefschetz
fort relatif et une polarisation induite sur les parties primitives (i.e. une thé-
orie de Hodge-Lefschetz relative), cf. 5.3.1.

Soient X une variété analytique complexe lisse, 3)x le faisceau des
opérateurs différentiels analytiques muni de la filtration F par degré d'opérateur,
et MF(â)x} la catégorie des .^-Modules filtrés. On dit que (M, F)^MF(3)X}
est holonome, si M est un .â^-Module holonome [16, 18] et GrFM est un
GrF£Dx-ModulQ cohérent (i.e. F est une bonne filtration de M[loc. cit]). Soit
MFh(3)x} la sous-catégorie pleine de MF(3)X) des .â^-Modules filtrés holonomes.

D'après Kashiwara [16] on a le foncteur
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induit par DR(M9F)=[M-+ûl
x®M-+—-*ÛÎ®M][n], où n=dim X, Ici,

pour R un sous-corps de C, PQIV(RX) est la sous-catégorie pleine de Db
c(Rx) (la

catégorie dérivée des ̂ -Modules à cohomologies constructibles) définie par les

conditions [1]:

dim supp M1K<^ —i, dim supp M1DK^ —i pour KeDb
c(Rx),

où D est le foncteur dual de Verdier [32]. D'après [1] Perv(^z) est une catégorie

abélienne, et DR est exact et fidèle, car DR induit le foncteur exact de catégories

triangulées DR: Db
h($)x}~-*Db

c(Cx\ et M = Q si DR(M)=Q pour un module

holonome M.

Soit /': X-*Yune immersion fermée de variétés analytiques lisses. On a

alors le foncteur image directe (cf. [2,21]):

tel que f (M, F)=(( M, F) avec f M=i*(3)Y+x®â)xM) (cf. [18]), où la filtra-
J g J i J î

tion F est la convolution de celle de DY^x=^x®i-^oY i~l(3)Y®(^YYl) et de M,
i. e. si on choisit des coordonnées locales (yl9 • • • 9 y m ) de Y telles que lr={^w+1

_ M = i*M[S\ , Fp M = S,+lv,<,_, i*F, M® 6^

où a=(5«+1,
 e > 8

5 dm), v=(vn+l, '",Pm)ŒNr et r=m— «=codimr X. On vérifie

facilement DRo\ =i^DR, cf. §2. Ici on utilise les ^-Modules à gauche seule-

ment dans cette introduction. La définition de l'image directe et la vérification

de la compatibilité ci-dessus sont plus faciles dans le cas de ̂ -Modules à droite.

Pour la transformation de .2^-Modules à gauche dans ceux à droite on utilise le
foncteur («0J, F)®ox avec Gr£«0J=0 pour p^p —n. Le décalage de la filtration

F de l'image directe vient de cette transformation.

On définit MFh(3)x,Q) la catégorie des .â^-Modules filtrés holonomes

munis de Q-structure par le produit de MFh(S)x) et Perv(Qz) sur Perv(C7z),

i.e. les objets sont les couples d'objets (M, F, K)ŒMFk(3)x)xPQrv(Qx) munis

d'un isomorphisme a: DR(M, F)^C®Q K dans Perv(Cz), et les morphismes

sont les couples de morphismes compatibles avec a. Alors on a l'image directe

(0. 1) /* : MFk(â)Z9 Q) - MFk($Y9 Q)

par i*(M, F, K)=(\ (M, F), i*K) pour une immersion fermée / comme ci-

dessus. On définira MH(X, w) la catégorie des Modules de Hodge de poids w
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comme une sous-catégorie pleine de MFh(3)x, Q) en utilisant les foncteurs
cycles évanescents.

Soit g une fonction holomorphe sur X. On définit l'immersion par graphe

/,: X-*XxC par /,(*)=(*, g(x)). Posons (M, F) = ( (M, F) pour (M,F)<EE
*£ ~

MFh(3)x). Si M est régulier au sens de [18], on a la filtration F sur M dont
les gradués associés calculent les cycles évanescents de DR(M), cf. [17]. Si de
plus la monodromie Tde tygDR(M) est quasi-unipotente, la filtration V est
indexée par Q et on a les isomorphismes canoniques

(0.2) DR(®_1<C6^G Gr$M) = ^gDR(M} [-1], DR(Gr?fi) = <t>gilDR(M) [-1]

tels que exp(— 2nitd^) correspond à la monodromie T, cf. [loc. cit] (voir aussi
3.4.12), où <f>gil est la partie à monodromie unipotente de <t>g (cf. [10] pour la
définition de cycles évanescents W 0*)- Ici ^ est décroissante et tdt—a
est nilpotent sur Gr*M, où £ est la coordonnée de C. Si les conditions (cf.
(3.2.1.2-3)):

(0.3) t: Fp V*M ̂  Fp V«+1M pour a> -1

(0.4) dt:FpGrïM^Fp+1Grï~lM pour a<Q

sont satisfaites pour (M, F, K)^MFh(3)x, Q), on définit les cycles évanescents
de (M, F, K) le long de g par:

W(Af, F, K) = (0-K^o ^F(^, F) , ^ ^[-1])

0^§1(M, F, K) = (Gry\Mf F[-l]) , tf,§1 ^[-1]) .

Ici on peut construire les isomorphismes dans (0.2) en utilisant la condition (0.3)
et la condition Gr*(M, F)^MFh(3)x) pour a> — 1, s'il existe la filtration F
indexée par Q et satisfaisant les conditions (3.1.1.1—3), cf. 3.4.12. Mais pour
simplifier l'exposé, on suppose que M soit régulier et que la monodromie T soit
quasi-unipotente, lorsqu'on dit que (M,F,K) satisfait les conditions (0.3—4),
cf. 5.1.18.

On dit que (M, F, K)ŒMFh(3)x, Q) est à support strict Z, si supp M=Z,

Z est irréductible et M (ou K) n'a ni un sous-objet ni un objet quotient non-
trivial dont le support est plus petit que Z. Soit MFh(â)x, Q)z la sous-catégorie
pleine de MFh(3)X9 Q) des objets à support strict Z ou 0. On dit que (M, F, K)
ŒMFh(tDx,Q) est localement décomposable par support strict, si pour tout
ouvert U de X, la restriction de (M, F, K) à U est la somme directe de
(Mz, F, K^)^MFh(S)u, Q)z Pour Z les sous-variétés fermées irréductibles de U,
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où (Mz, F, Kz) sera dit la Z-composante de (M, F, K) \ y. Cette propriété est de
nature locale, car la décomposition est unique. Si (M, F, K) satisfait les con-
ditions (0.3-4), (M, F, K) est localement décomposable par support strict, si
on a

(0.5) Gryl(M, F) = Im can 0 Ker Var dans MF(â)ff)

pour toute g définie sur un ouvert U de X, où can: Gr° (M, F[l])-*Grvl(M, F)

et Var: Grï\M, F)-*Gr°v(M, F) sont définis par -8t et t, cf. 5.1.4-5.
Soit MFh(£)x,Q)ldss la sous-catégorie pleine de MFk(â)X9Q) des objets

satisfaisant les conditions (0.3-5) pour toute g localement définie. Alors
MH(X9 w) est la plus grande sous-catégorie pleine de MFh(3)x, Q)idss satisfaisant
les conditions (cf. 5.1.6):

(0.6) Si supp (M, F, K) = {x}9 il existe (HC9 F, HQ) une ©-structure de Hodge
de poids w telle que (M, F, K)=(ix}*(Hc, F, HQ\ où ix: {x}-*X et Fp=
F~p sur Hc de sorte que (Hc, F)ŒMFh(£)[x}).

(0.7) Pour toute g définie sur un ouvert U de X et pout toute sous-variété
fermée irréductible Z de U telle que g"\0)^Z, on a GrY-w+i^g
(Mz, F, Kz\ GrY-w *,§1(MZ, F, KZ}^MH(U, /), où (Mz, F, Kz) est la Z-
composante de (M, F, K) \ v.

Ici, W est la filtration de monodromie, i.e. 7Vr(^-)c^_2 et Nj: GrJ^Gr^j

(j>0), cf. [7], où N est définie par -(tdt-a) sur Gr*vM et par (2^)"1® log TH

sur ^JÇTet 0^a/Cavec T=TUTS la décomposition de Jordan de la monodromie.
Notons que ces conditions sont bien-définies par récurrence sur la dimension
du support, et qu'elles sont locales. Posons MHZ(X, w)=MH(X,

(3)x? Q)z- On a alors la décomposition localement finie

MH(X, w) - ®ZMHZ(X, w) .

Une polarisation de (M, F, K)ŒMH(X, w) est un accouplement S:
alxQ(—w) (=Qx(n—w) [2nJ) satisfaisant les conditions (cf. 5.2.10):

(0.8) Si supp M={x}3 il existe une polarisation S7 de (Hc, F, HQ) au sens de
[6] telle que 5=(i,)#5

/, où ix et (Hc, F, HQ) sont comme dans la condi-
tion (0.6).

(0.9) S est compatible avec la filtration de Hodge F, i.e. le morphisme K-*

(DK) (—w) correspondant à S se prolonge en un morphisme (M, F, K)

->D(M, F, K) (-w) de MFk(â)Z9 Q).

(0.10) Pour toute g et Z comme dans (0.7)9 l'accouplement induit
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-w-i) est
une polarisation de la partie primitive PN Grf ^g(MZf F, Kz),

cf. 5.2.3 pour la définition de p^gS9 où les conditions sont encore par récur-
rence sur la dimension du support. Ici D(M, F, K)=(D(M, F), DK) est définie
par la compatibilité du foncteur dual analytique et topologique, cf. 2.4.12 et
2.4.15 (voir aussi [18, 23]), et D(M, F) appartient à MFk(<Dx), i.e. la filtration F
de D(M, F) est strictement compatible à la différentielle du complexe, sii GrFM
est un GrFj2)z-Module de Cohen-Macaulay. Mais la dernière condition est
satisfaite pour les Modules de Hodge? cf. 5.1.13. Noton qu'une polarisation est
compatible à la décomposition par support strict, i.e. S=@SZ avec Sz une
polarisation de la Z-composante, car Hom(KZ9 Kzs)=Q pour Z4=Z'. On dit
qu'un Module de Hodge est polarisable, s'il a une polarisation. On notera
MH(X, w)p (resp. MHZ(X, w)p) la sous-catégorie pleine de MH(X, ir) (resp. MHZ

(X, w)) des Modules de Hodge polarisables.
Soient /: X-> Y un morphisme propre de variétés analytiques lisses, et

(M, F, K)ŒMFh(£Dx, Q). Soient i: X-*Xx Y la immersion par graphe de/, et

p : X X 7-> Y la projection. On définit l'image directe /*(M, F, K) =(( (M, F),

f*K) par J (M, F)=Rp*DRXxY/Y(M, F) avec (M, F)=Jf (M, F) et

M = [F{ M -> ûl
x®Fi+l *->-- >^1®F,+1I M] [«] ,

cf. [2,21] (voir aussi [6, 36] pour le cas Y=pt). On vérifie facilement DRo\ =
J/

f^oDR, cf. §2 pour la définition de l'image directe plus intrinsèque en utilisant

les Modules induits. Si l (M, F) est strict, i.e. la différentielle du complexe
h

est strictement compatible à la filtration F, on définit

c«>/*(M, F, *) = (««> J (M, F), pMjf*K)^MFh(@Y, Q)

car DRoMî=pMj°DR, où W est le foncteur cohomologie perverse, cf. [1]. Le
théorème principal de cet article est (cf. 5.3.1):

Théorème 1. Soient f: X-*Yun morphisme projectif de variétés analytiques
lisses, et (M, F, K)€=MH(X, w) muni d'une polarisation S. Alors

i) f (M, F) est strict, et Sij /*(M, F, K)^MH(Y, w+j)p.
J/

H) lj : M~jf*(M, F, K) ~ Mjf*(M, F, K) (j) pour j> 0.
iii) (-iy"-'*^/*So(,tf®/0: Pl

pM-*f*K®Pl
pM->f*K^YQ(j-w)

est une polarisation de la partie I-primitive PiM~* f*(M, F, K)pourj>Q.
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Dans ii), (j) est le twist de Tate pour jŒ Z, i.e. (M, F)(j)=(M, F[j]) avec

PU]p=fp-j9 cf- (2.0.2), et / est la première classe de Chern d'un faisceau in-
versible /-ample. Pour la démonstration du théorème 1, on vérifie d'abord

Lemme 1. (M, F, K)<=MHZ(X, w) (resp. MHz(X,w)p) est génétiquement

(sur Z) une variation de Q-structure de Hodge (resp. Q-structure de Hodge polari-
sablé) de poids w—dim Z.

En effet, cela résulte des deux lemmes suivants (cf. 5.1.8-10, 5.2.11-12):

Lemme 2. MHZ(X, w) (resp. MHZ(X, w)p) ne dépend que de Z, i.e. elle est

indépendante de l'immersion de Z dans une variété lisse X.

Lemme 3. (M, F, K)Œ.MHX(X, w) est une variation de Q-stmctures de
Hodge de poids w— dim X, si K[— dim X] est un système local sur X. De plus
une polarisation de (M, F, K) est une polarisation de la variation (au sens de [6]).

Ici on a utilisé aussi

Lemme 4. Pour (M, F, K)ŒMHZ(X, w), K est un complexe d'intersection
<3CZL pour L un système local défini sur un ouvert de Zariski lisse U de Z.

La dernière assertion résulte immédiatement de la définition de support strict.
Puisque les cycles évanescents d'un Module de Hodge sont 'mixtes' (i.e. GrY

sont purs), il faut traiter un peu le cas mixte.
Une filtration W de (M, F, K)^MFh(3)x, Q) est un couple de filtrations

sur M et K compatibles avec l'isomorphisme a. Soit MFh W(3)x, Q} la catégorie
des objets de MFh(S)X9 Q) munis d'une filtration croissante W localement finie
sur X. Soit MHW(X) (resp. MHW(X)P) la sous-catégorie pleine de MFhW

(S)x, Q) définie par la condition :

Gr7(M, F, K)^MH(X9 i) (resp. MH(X, i)p) pour tout i ,

i.e. les objets de MHW(X) (resp. MHW(X)P) sont les extensions (arbitraires)
des objets de MH(X, i) (resp. MH(X, i)p), et ils sont appelés les Modules de
Hodge W-filtrés (resp. Modules de Hodge polarisables W-filtrés). On démontre
par récurrence sur la dimension du support (cf. 5.1.14, 5.2.13):

Lemme 5, MHz(X9w)9 MH(X,w), MHW(X), MHz(X,w)p, MH(X9w)p

et MHW(X)P sont des catégories abéliennes dont les morphismes sont strictement
compatibles avec F (et strictement bi-compatibles avec F, W dans le cas de

MHW(X) et MHW(X)P, cf. 1.1.15, 1.2.2, 1.2.6 pour la définition de morphisme

bi~ (ou /-) strict), et MHZ(X, w)p et MH(X, w)p sont semi-simples.
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On définit le twist de Tate par

(M, F, K; W) (j) = (M, F{J]9 K(j); W[-2j}\ cf. (2.0.2).

Soit (M, F, K\ W) un Module de Hodge P^-filtré muni d'un morphisme

N: (M, F, Ki W) -> (M, F, K; W} (-1)

et un accouplement S: K®K-> àxQ(— w) = Qx(dim X—w) [2 dim X] tel que

W : Gr?+J(M9 F, K) ^ Gr^(M9 F, K) (-j) pour j > 0 ,

et que GrwSo(id® Nj): PNGr%+j K® PNGr%+J K-*al
xQ(-w-j) est une pol-

arisation de la partie N-primitive PNGr^+j(M, F, K) (: = Ker Nj+1) pour j^O.
On dit que (M, F, K; W) est fortement polarisé par S, N avec poids w, si les
conditions ci-dessus sont satisfaites. On démontre le théorème 1 et la proposi-
tion 1 ci-dessous par récurrence sur la dimension du support.

Proposition 1. Soient/: X-* Y comme dans le théorème 1, et (M, F, K; W)
un Module de Hodge W-filtré fortement polarisé par N, S avec poids vr. Alors

i) ^ (M, F) est strict et (M} f*(M, F, K), W[j])ŒMHW(Y)p

ii) /:(M-jf*(M9F9K)9W[-jy^(M'f*(M9F^ pour j>0.
iii) La partie l-primitive (Pt M~j f*(M, F, K), W[—j]) est fortement polarisée

par N, (— iycy"1)/2*c^/*So(/W® /') avec poids w-jpourj>0.

Ici ^sur I MJ*K n'est pas strict; la filtration W sur Mj \ M, pMjf*K est
Jf f r J/

définie par l'image de M3 \ WPM dans M5 \ M, etc.
Jf Jf

D'après le lemme 1 et le théorème 1, la preuve de la proposition 1 est
réduite à un lemme de structure de Hodge bi-graduée polarisée (cf. 5.3.6) en
utilisant la suite spectrale:

Ep = Jl*+*foGr?:p(M9 F, K) =^ Mp+«f*(M, F, K)

qui dégénère en F2, cf. 5.3.5.
Pour la preuve du théorème 1 on peut supposer que (M,F,K)^MHZ

(X, w). Si dim /(Z) =1=0, on prend toutes les fonctions g localement définies
sur Y telles que f'1 g~\G) ne contient pas Z. On applique la proposition 1 à
Urgf(M, F, K), W), (<t>gf>1(M, F, K), W\ et on utilise 3.3.17, cf. 5.3.4. Si dim
/(Z)=0, on peut supposer que X=Pm, Y=pt d'après le lemme 2, et on prend
un pinceau de Lefschetz en sorte que l'assertion est réduite au cas où / se
factorise par un morphisme plat X-*Pl. Alors on applique le même argument
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que ci-dessus à X-*Pl, et un résultat de Zucker [36] à Pl-*pt pour démontrer

l'assertion i). Pour ii) et iii) on utilise le théorème de Lefschetz faible (cf. [1];
voir aussi 2.1.18) et aussi le pinceau de Lefschetz ci-dessus, cf. 5.3.8.

Pour appliquer le théorème 1, il faut démontrer une réciproque du lemme
3 (cf. 5.4.3):

Théorème 2. Une variation de Q-structure de Hodge polarisée de poids w

sur une variété lisse X est un Module de Hodge polarisé de poids w+dim X.

Pour la démonstration il faut vérifier les conditions (0.3-5), (0.7) et (0.10)

pour toutes les fonctions holomorphes localement définies sur X. D'après

Hironaka [13] on a une désingularisation de g (car X est locale), et on se ramène

au cas où g-1(0) est à croisements normaux (et à multiplicité constante) par le

même argument que dans la preuve du théorème 1 dans le cas dim/(Z)4=0.

Alors on peut vérifier les assertions directement, où on utilise les trois filtra-
tions compatibles (cf. 1.1.13) pour calculer les cycles évanescents, cf. 3.6.9.

Soit Z une variété analytique irréductible. Alors on peut définir MHz(w)

(resp. MHz(w)p) la catégorie des Modules de Hodge (resp. Modules de Hodge

polarisables) de poids w à support strict Z en utilisant les immersions locales de

X dans des variétés lisses d'après le lemme 2 (et 3.2.6), cf. 2.1.20, 5.3.12. On dit

qu'une variation de structures de Hodge sur une variété lisse est géométrique,

si elle est un facteur direct de l'image directe par un morphisme projectif lisse
d'une variation de structures de Hodge dont le système local sous-jacent est

constant de rang un, i.e. chaque fibre de la variation est le facteur direct de la

cohomologie du fibre du morphisme au twist de Tate près. On dit qu'une var-

iation géométrique sur un ouvert de Zariski lisse U d'une variété analytique ir-

réductible Z est prolongeable rel. à Z, si le morphisme projectif lisse ci-dessus

sur U se prolonge en un morphisme projectif sur Z. On dit qu'une variation

géométrique est algébriquement géométrique, si la variété et le morphisme pro-

jectif lisse ci-dessus sont algébrique. Notons qu'une variation algébriquement

géométrique est prolongeable pour toutes les compactifications (partielles) algé-

briques d'après Nagata, Chow et Hironaka. Comme corollaire des théorèmes

1 et 2, on obtient:

Corollaire 1. Si une variation de structures de Hodge géométrique définie

sur un ouvert de Zariski lisse U d'une variété analytique irréductible Z est pro-

longeable rel. à Z, elle se prolonge canoniquement en un Module de Hodge polari-

sable a support strict Z. En particuler il existe uniquement un Module de Hodge

polarisable a support strict Z de poids dim Z, dont le système local sous-jacent
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est le complexe d'intersection <3CZQ.

Alors le théorème 1 implique:

Corollaire 2. Pour une variété projectile irréductible Z et un système local
L sous-jacent a une variation de structures de Hodge algébriquement géométrique
définie sur un ouvert de Zariski lisse de Z (e.g. L=QU)> il existe canoniquement
une structure de Hodge pure polarisable sur la cohomologie d'intersection Iff
(Z,L:)=H\Z,JCZL).

Corollaire 3. Soient f: X-> Y un morphisme projectif de variétés analytiques
irréductibles, et L un système local sous-jacent à une variation de structures de
Hodge géométrique sur un ouvert de Zariski de X. Si la variation géométrique
est prolongeable rel h X, on a le théorème de décomposition de Beilinson-Bernstein-

Deligne-Gabber pour f*<3CxL l'image directe du complexe d'intersection a coef-

ficient L, i.e.

(0.11) f#3CxL*&®f*M'f*<SCxL)[-j] dans Db
c(QY) ,

(0.12) p<%sf*JCxL = ®z,JCZ'Ll
z, dans Perv (Qr) ,

ou les Z' sont les sous-variétés fermées irréductibles de Y et les Lj
zt sont des

systèmes locaux sur des ouverts de Zariski lisses de Z' , cf. [1] pour le cas algébrique.

En effet, on a (0.11) d'après l'assertion ii) du théorème 1 et [8], et (0.12)

d'après l'assertion i) du théorème 1 et le lemme 4. Notons que les systèmes
locaux Lj

Z' sont semi-simples d'après [6] dans le cas algébrique.

Conjecture 1. Les corollaires ci-dessus restent valables (sans condition de
prolongeabilité), si on remplace la condition "géométrique" par "polarisable".

Cette conjecture sera démontrée dans l'article suivant. En effet elle résulte
de l'équivalence de catégories :

Conjecture 2. MHz(w+dim Z)p^ VSHS^(Z, w)p.

Ici le terme à droite est la catégorie des variations de Q-structures de Hodge
polarisables sur des ouverts de Zariski lisses de Z dont les monodromies locales
sont quasi-unipotentes. Notons que la conjecture 2 est équivalente à la stabilité
des Modules de Hodge polarisables par image directe intermédiaire par un
morphisme ouvert tel que l'image directe du faisceau pervers sous-jacent par ce
morphisme est à cohomologies constructibles.

La motivation originale de ce travail était de généraliser la démonstration
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analytique du théorème de décomposition (0.11-12) dans le cas dim Y=l et
JCXL=QX, où X9 Y sont lisses, cf. [26, 27]. Notons que la proposition 4.2.2
corrige la preuve de Steenbrink du théorème 5.9 dans [29], cf. 4.2.5. Par défini-
tion les Modules de Hodge polarisables sont stables par les foncteurs cycles
évanescents gradués Grw^g, Grw<f>gil. Cette stabilité pour (Ox,F,Qx[dim X])
est une généralisation d'un résultat de Varchenko [35] au cas singularités non-
isolées, cf. [28, (4.1)]. Notons que la motivation originale de [26,27] était de
donner une démonstration (et formule) naturelle du résultat de Varchenko.

Dans [2], Brylinski a proposé une autre définition de filtration de Hodge
sur un ^-Module holonome régulier correspondant à un complexe d'intersec-
tion qui est génériquement sous-jacent à une variation de structures de Hodge
polarisable, en utilisant l'ordre de Kashiwara-Kawai [18], cf. 5.4.9. Malheu-
reusement il n'y a pas de méthode qui la relie à la théorie de Hodge classique
sauf le cas où les singularité de la variation sont à croisements normaux, ni de
stabilité de l'ordre de Kashiwara-Kawai par un morphisme projectif. Notons
que, dans la théorie de Hodge, l'usage de ̂ -Modules filtrés remonte à Deligne :
la généralisation d'un résultat de Griffiths sur l'intégral des formes rationnelles
(i.e. la filtration de Hodge d'une variété ouverte est donnée par l'ordre de pôle
de formes différentielles rationnelles, cf. [6, (3.1.11)]), car

RF(X9 O'î^i*, F)) [dim X] = ( (0Z(* F), F)
Jx+pt

par définition, où X est une variété complexe lisse propre et Y=X\X* est une
hypersurface à croisements normaux. Une raison par laquelle ̂ -Modules filtrés
sont essentiels, est qu'on obtient des complexes des ^-Modules filtrés avec une
filtration stricte, et que ceci exprime des analogues relatifs de la dégénérescence
de la suite spectrale: Hodge =^De Rham.

Dans cet article on n'utilise pas la notion de .â?-Module holonome régulier;
ceci pour répondre une question de Mebkhout. On peut, si on veut, supposer
que tous les ^-Modules holonomes considérés dans cet article sont réguliers,
car on peut démontrer que les conditions imposées aux Modules de Hodge
entraînent leur régularité, cf. 5.1.18.

Le plan de cet article est comme suit:
En §1 on résout le problème de trois (ou plusieurs) filtrations, présenté

dans [6]. On définit la notion de filtrations compatibles, celle de complexe (ou
morphisme) strict, et on donne quelques critères, cf. 1.2.9, 1.2.12.

Pour deux sous-objets A^ A2 d'un objet A d'une catégorie abélienne (e.g.
la catégorie des espaces vectoriels), il existe toujours un diagramme carré de
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suites exactes courtes CiJ tel que C~1'°=Al, C°>~l=A2 et C°-Q=A d'après le
lemme des neuf (ou le lemme de Zassenhaus [loc. cit]). C'est pourquoi on n'a
pas de problème pour deux filtrations. Mais pour trois sous-objets Ai(j=

1,2,3), un tel diagramme cubique n'existe plus en général (e.g. A=R2, dim
Aj=l et la position de Aj est générique, i.e. A^Aj pour /=t=y')- On dit que
trois filtrations Fj(j=l, 2, 3) sont compatibles, si le diagramme cubique ci-dessus
existe pour tous Ff, Ff, FI (p,q,rŒZ). Dans ce cas on peut vérifier que
Grp

Fl Grqp2 Gr£3 ne dépend pas de l'ordre de filtrations. Les résultats principals
de ce paragraphe sont les théorèmes 1.2.9 et 1.2.12 qui donnent des critères par
récurrence pour que des filtrations soient compatibles et qu'un complexe multi-
filtré soit strict. En 1.3 on interprète les résultats de 1.1-2 du point de vue
de la catégorie exacte au sens de Quillen [24]. On donne aussi un formalisme
de la filtration décalée (cf. [6]) et de la filtration de monodromie (cf. [7]) dans la
catégorie exacte. Ces résultats seront utilisés pour étudier le cas mixte dans
l'article suivant.

En §2, on donne quelque formalisme de â)-Modules filtrés, i.e. la défini-
tion d'image directe et de dual, la dualité pour un morphisme propre avec la
compatibilité de la dualité analytique et topologique par le foncteur DR. Le
point clé est l'usage systématique de Modules induits sur (0, 3J), i.e. de la
forme (L, F) ® o(3), F) pour un 0-Module filtré (L, F), et l'introduction de
complexes filtrés différentiels; ce qui simplifie considérablement les définitions
ci-dessus et les vérifications des propriétés fonctorielles. Ici on utilise les 3)-
Modules à droite car c'est plus commode pour les images directes, pour la
dualité et pour le foncteur DR'1 qui associe un complexe de ^-Modules filtrés
à un complexe filtré différentiel. Les lemmes clés sont 2.2.2 et 2.4.2.

En §3, on donne un formalisme de la filtration V (comparer à [17] [22]).
En 3.2 on introduit la notion de compatibilité entre la filtration de Hodge F et

la filtration F, et on démontre que la filtration F est déterminée par sa re-
striction au complément d'un diviseur dans quelque cas, cf. 3.2.2-3. En 3.3
on définit l'image directe d'un .â)-Module muni des filtrations F et V par un
morphisme propre. On démontre que l'image directe est bi-strict au sens de
§1, et que l'image directe de la filtration V induit la filtration V sur les coho-
mologies de l'image directe, si l'image directe de Gr#(M, F) est strict pour tout
a, cf. 3.3.17. En 3.4 on construit un isomorphisme fonctoriel entre DR Grv

et T/rDR, <t>iDR, en généralisant la construction de Katz (voir [29]) et de Malg-
range [22], où on utilise un résultat récent de Kashiwara-Schapira [19] (voir
aussi [15]) pour démontrer la finitude de l'image directe par un morphisme
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non-propre associé à une fibration de Milnor, cf. 3.4.9. En 3.5, on définit les
morphismes de restriction et de Gysin pour les ^-Modules filtrés holonomes
dans le cas non-caractéristique de codimension un. On calcule aussi les cycles
évanescents dans quelque cas; ceci est utilisé dans la preuve de 5.3.1, cf. 5.3.8.
En 3.6, on calcule les cycles évanescents irg(O, F) dans le cas où g~\0) est à
croisements normaux et à multiplicité constante; ceci est utilisé dans la preuve
de 5.4.3.

En §4, on démontre le lemme clé (cf. 4.2.2) pour le passage de El à E2 de la
suite spectrale associée à W (cf. 5.3.5 et la proposition 1 dans cette introduc-
tion). Une nouvelle et simple démonstration de 4.2.2 avec les signes exacts a
été obtenue par Deligne, cf. [11].

En §5, on définit les Modules de Hodge polarisables (cf. 5.1-2), et on
démontre les théorèmes principals et leurs corollaires. Les points clés sont
5.1.14 (cf. lemme 5), 5.2.14 et 5.3.4 (cf. proposition 1 avec 3.3.17). On démontre
aussi que GrFM est de Cohen-Macaulay pour (M, F, K) un Module de Hodge,
cf. 5.1.13, et on définit les accouplements pt^gS9

 p<i>g,iS induits par le foncteur
cycle évanescent, cf. 5.2.3. En 5.2.17-21, on donne un formalisme de suite
spectrale associée à un objet quasi-filtre (ou spectral) qui a été peut-être connu
par Verdier, cf. [1].

Je remercie P. Deligne, M. Kashiwara et B. Malgrange pour leurs mathé-
matiques (et philosophies) qui m'ont introduit à ce sujet, et pour les conver-
sations avec eux, qui m'ont donné une orientation correcte pour résoudre les
difficultés techniques. Ce travail a été fait pendant mon séjour à l'Institut
Fourier (CNRS), l'Université de Leiden (ZWO), l'IHES, ETH-Zùrich, l'Univer-
sité de Nice (CNRS), MPI Bonn et IAS Princeton. Je remercie les membres
de ces instituts pour hospitalité.

Convention. On définit le décalage de filtration pour n^Z par

(F[ny=F'+*, (FlnJ), = F,..

en sorte que ces définitions soient compatibles avec la convention usuelle:

Ff=F_,.

§1. 7-filtrations compatibles et morphismes /-stricts
1.1. J-filtrations compatibles
1.2. Catégories dérivées et morphismes stricts
1.3. Complément

§2. ^-Modules filtrés
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2.1. ^-Modules filtrés et ^-Modules gradués
2.2. Foncteur de de Rham et complexes filtrés différentiels
2.3. Foncteur image directe
2.4. Foncteur dual
2.5. Dualité pour un morphisme propre

§3. Filtration de Malgrange-Kashiwara et cycles évanescents
3.1. Filtration rationnelle de Malgrange-Kashiwara
3.2. Compatibilité avec la filtration F
3.3. Catégories dérivées et images directes
3.4. Cycles évanescents
3.5. Le cas non-caractéristique
3.6. Le cas croisements normaux

§4. Structures de Hodge graduées
4.1. Structures de Hodge graduées polarisées
4.2. Structures de Hodge bi-graduées polarisées

§5. Modules de Hodge polarisables
5.1. Modules de Hodge
5.2. Polarisation
5.3. Stabilité par image directe par un morphisme projectif
5.4. Variations de structures de Hodge polarisables

§1. /-fîltrations compatibles et morphismes /-stricts

Soient / un ensemble fini (non vide) et <Jl une catégorie abélienne.

1.1. J-fiîtrations compatibles

1.1.1. Définition. Soit C\Jl} la catégorie des complexes /uple naifs (cf. [9]).
On dit que un objet K ds Cl(JK) est court si K*=Q pour les éléments v de Zl

di df
tels que max | v(i) | > 1, et exact si K*~li -> Kv -> K*+l' est exact pour tout v de

iel

Z1 et pour tout i de /.
On notera Cr

ec(<Jl) la sous-catégorie pleine de C\JK) des complexes exacts
courts.
1.1.2. Remarques.

(1) cï.(J[0)=cïe(J00

(2) C'CC^LÂ) est stable par extensions dans C7(<JO» donc c'est une catégorie ex-
acte dans la catégorie abélienne C7(o?). (Pour la définition de catégorie
exacte, voir [21], [24].)
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1.1.3. Définition. Soit 2J la catégorie des sous-ensembles de /, dont les mor-
v

phismes sont les inclusions naturelles., soit Sf(J[) (resp. S/GJ!)) la catégorie des

foncteurs contravariants (resp. covariants) de 27 dans <_Â.
On définit un foncteur S (resp. S) de C*(Jl) dans 5/(«jZ) (resp. S/(cJ)) par

S(K)j (resp. S(tf)/) - K* pour ^ - {^K^/

où /e27 et i/eZ7 satisfont la relation:

KO = — 1 (resp. 1) si /e/, et 0 sinon.
( v ) ( v ) ( v ) ( v )

Soit S/M) l'image essentielle du foncteur S: C;c(oï)-»S(oï), i.e. Sï(Jl) est
(v )

la sous-catégorie pleine de S(<Jl) définie par:

E^S\(JL)ûiE^(S(K) pour K^C[C(JL) .

Désormais le symbole (v) signifie qu'ily a deux énoncés l'un pour S,
SIÇJC), etc. et l'autre pour S, Sï(Jl\ etc.

v

Un objet de Sï(<Jl) (resp. Sï(Jt)) sera dit un système compatible de sous-
objets (resp. d'objets quotients).

1.1 A Remarque. 5/(JÏ°)=5/(«JÏ)0, SK^°)=
( v ) ( v )

1,1.5. Proposition. Le foncteur S: C^^JL^S^JL) est une équivalence de
catégories; une suite

(1.1.5.1) 0 -> E' -> £-* jE7/ -> 0

cfan.s1 CT
ec(JK) est exacte dans la catégorie exacte CT

ec(<Ji), sii l'image de (1.1.5.1)

par S est exacte dans la catégorie abélienne Sf(^Â).

Preuve. On procède par récurrence sur |/|. Si |/| =1, l'assertion résulte du
"lemme des 9". Si |/|>1, on a 7=/'U{*} et la catégorie S^Jl) est
équivalente à la catégorie des morphismes de S^(JL), donc, pour E1, E2 e
Cr

ec(^Â)9 un morphisme /: S(E1)-^S(E2) dans Sï(<J[) correspond à un diagramme
de

0-1-5.2) /•_,f1~~V/

où S(Ei) correspond à [a^. Fli->F5]eMor (Sï'(<Jl)). Par hypothèse de récur-
rences le diagramme (1.1.5.2) équivaut au diagramme de C['C(J[):
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(1.1.5-3) | ^
Ï72 *^ I?2£_i - > JZQ

où EjeCfXJZ) est défini par (£}f =(E8')V pour u.^Zl\ v^Z1 tels que /t=
v\i'> v(*)=j- Puisque d%: ELi-*Eo est strictement injectif par la définition de
Fy, JE}-, le diagramme (1.1.5.3) se prolonge en un diagramme:

0 -> ELi -> £j -* £} -* 0
I I I

0 -» Eli -> £g -> £f -> 0 .

Un tel diagramme équivaut à se donner g: El-^E2 tel que SCg)^/; d'où la pre-

mière assertion. La deuxième assertion résulte du "lemme des 9". Même
V

démonstration pour S.
( y )

1.1.6. Corollaire. Sï(<J[) est une catégorie exacte, dont une suite est exacte
( v )

sii elle l'est dans S^Jl).

C'est clair.

1.1.7. Remarque. Pour 0eMor Cic(o?), <t> est un monomorphisme dans la

catégorie abélienne Cr(JL) sii 0 est un monomorphisme strict dans la catégorie

exacte Cr
ec(<J[). Mais 0eMor Sî(<J[) n'est pas nécessairement un monomor-

phisme strict dans la catégorie exacte, même si c'est un monomorphisme dans
la catégorie abélienne

( v )

1.1.8. Définition. Soit 0 un morphisme dans SÂ<JL\ alors on dit que <t> est
( v )

strict si Ker 0 et Coker <f> dans la catégorie abélienne Si(<J[) appartiennent à
(S\(JL).

1.1.9. Proposition. Soit 0 : E'-+E un monomorphisme strict dans

i.e. on a une suite exacte dans la catégorie abélienne Sj(Jl)\

(1.1.9.1) 0 -> E' -1 E -» E" -> 0 ,

te/fe ?we Coker 0=

Preuve. Par récurrence sur |/|. Si |/| =1, l'assertion résulte du lemme des
cinq.

Si | / 1 <1, posons /=/' U {*}, alors on a un diagramme

0 -> E'Q ~*EQ -» E'Q' -> 0
(1.1.9.2) fl'f af fl^f

0 -> £l! -* £"_ -> ^171 -> 0
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dans Sf'(Jl), qui correspond à (1.1.9.1). Si E' ou E appartient à Sï(Jl), on a
El, Eh E"^Sï'(Jl) par hypothèse de récurrence; de plus, a' et a" ou a et a"
sont des monomorphismes stricts, donc a', a et a" sont des monomorphismes
stricts par le lemme des cinq et d'après 1.1.5. L'assertion résulte du fait que
EŒSf(<J[) sii E.l9 E0&Sï'(<Jt) et E^l-^E0 est un monomorphisme strict (de
même pour E').

1.1.10. Corollaire. Sï(<JL) est stable par extensions dans Sr(^Â).

1.1.11. Corollaire. Pour $ e Mor Sï(Jl), 0 est strict dans la catégorie
exacte S!(JL) sii il l'est dans S^JL) (cf. 1.1.8).

1.1.12. Proposition. Soient 0: E-*F et ^r: F->G des morphismes dans
*S/(o?) tels que ty soit un monomorphisme strict 9 alors <t> est un monomorphisme
strict sii ̂  l'est.

Preuve. Si $ ou V0 est un monomoprhisme, 0, ^ et ̂  sont des monomor-
phismes dans la catégorie abélienne, donc on applique la proposition 1.1.9 à la
suite exacte:

0 -» Coker <f> -> Coker ^ -> Coker ̂  -> 0;

d'où l'assertion.

1.1.13. Définition. Soit Ff(J[) la catégorie additive des objet de Jl munis
de Mltrations, i.e. Ob Ft(Jl)={(A, F7)} où À(=Ob Jl et FI={{Fp

i}pGZ}iGI

est une famille de filtrations décroissantes de A. Pour vŒZ1, on définit un
foncteur

Fv : F^JL) -> 57( JO (resp. Fv :

par

} Jc/ (resp. F*(A,

( v )

Soit FJ(LÂ) la sous-catégorie pleine de FI(J[)9 définie par:

(A, F7)eF|M) sii F\A, FZ)<=*S}(J[) pour tout

Si (A, Fj)eF/(cJO, on dit que Ft sont des I-filtrations compatibles de A.

1.1.14. Lemme.

(1) Fî(JO=FKcJO (<foiic Ff(J[°)=FKJE)0)
(2) Powr wwe suite

(1.1.14.1) 0 -* Jïf -> £ -> £7/ -> 0
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de Fi(Jl), V image de (1.1.14.1) /rar Fv est exacte sii celle de (1.1.14.1) par
F1"v Pest. Pour un morphisme 0 de Fî(A), Fv(0) est strict sii F1'̂ ) l'est

Cela résulte de 1.1.5, car S-1FI=S~1^ sur Fï(J[).

1.1.15. Définition. Une suite (1.1.14.1) de Fî(<JC) est exacte, sii son image par
Fv l'est pour tout j/eZ7. Un morphisme 0 de Fj(J[) est strict, si F\$) l'est
pour tout v^Z1.

1.1.16. Remarque. Fj(^Â) est une catégorie exacte munie des suites exactes
définies dans 1.1.15, cf. 1.3.3. Si un morphisme 0 de Fj(JT) est strict, il
existe Ker 0, Coker 0, Im <f> et Coim 0 dans Fï(Jl) et Coim 0^Im 0, car c'est
valable pour tout Fv(0) (ou S~1

1.2. Catégories dérivées et morpMsmes stricts
( v ) ( v )

Soient Sr(J[), Sj(J[)9 Ff(Jl) et Fï(Jl) comme dans 1.1.
( v )

1.2.1. Définition. Soient CFf(J[)9 CFcj(JL) et CS^JL) respectivement la

catégorie des complexes de F^JL), Fj(J[) et SÂJL), soient KF^JL), KFj(J[) et
( v )

KSf(^Â) comme dans [31], i.e. les morphismes sont les classes d'équivalence
( v ) ( v ) ( v ) ( v )

homotope. Soit Hk: CS^J^-^S^JL) (resp. Hk: KS^J^-^S^Jl)} le foncteur
( V ) ( V )

cohomologique usuel (kŒZ). On notera encore Fv: CF^Jh-^CS^Jt) (resp.
( v ) ( v ) ( v )

Fv: KF^Jl^KS^JL)) le foncteur induit par Fv (vŒZ1).

Soit KF^Jlf (resp. KFf(Jtf) la sous-catégorie pleine de KF^JL) (resp.
KFï(Jl)) définie par:

(«) * (v) r t (v)

(resp. KF^Jlf) sii HkF\E') = 0

pour tout

On définit

(resp.
' ( v ) 0^ " " ( v ) ' 0

(Notons que KFj(Jl) (resp. KFï(J£y) est une sous-catégorie épaisse [31].)

Soit CsFf(Jl) (resp. CsFj(Jl}) la sous-catégorie pleine de CFf(JL) (resp.
CFï(Jl)) définie par:

( v )

su

pour tout y, k .
( v ) ( v )

Similairement on définit la sous-catégorie pleine DsFr(Jl) (resp. DsFï(<Jl)) de
( v ) ( v ) ( v ) ( v ) ( v )

DFf(Jl) (resp. DFï(Jl)) en utilisant #*.FV (mais D'F^JL) et DsFî(Jl) ne sont
pas des catégories triangulées en général.)
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1.2.2. Définition. On dit qu'un complexe E* de Fj(Jl) est strict (resp. costricf)

si E'ŒCsFf(Jl) (resp. CSFT(JI)). Pour un morphisme 4> dans Ff(Jl), on dit
que <f> est strict (resp. costrict), si le complexe défini par $ l'est.

1.2.3. Proposition. Soient E' e CFj(J[) etv^ Z1, alors :
(i) HkF\E°) EE Si(Jl) pour tout k, sii HkFl'\Ee) Œ Sf(J[) pour tout k.
(ii) HkF\E*)=Q pour tout k, sii HkF1-\Ee)=0 pour tout k.

(iii) EmŒC'Ft(J[), sii dk: Ek-»Ek+1 est un morphisme strict au sens de 1.1.15
pour tout k,

(iv) HkF*(E')=Q pour tout k, v, sii dk: Ek-*Ek+l est un morphisme strict au

sens de 1.1.15 avec Im rf*"1=Ker dk pour tout k.

Il suffit de vérifier les assertion pour tout S^F^E', donc cette proposition
résulte du lemme suivant :

L2.4. Lemme. Soit E6 un complexe de Cic(uï), et soit dk: Ek-*Ek+l la
différentielle de E\ Posons

Zk = Ker dk , Bk = Im dk~l , Ck = Coker dk~l

Hk=Zk/Bk dans CJ(cJ)

alors les conditions suivantes sont équivalentes:

(a) H'ŒCUJQ,™ G>)
(c) ChGC'.c(JI),Vk (d)

(e) SC^eSKJO, yk (0

Preuve. On démontre l'équivalence de (a), (b)5 (d) et (e) par récurrence sur
|/ 1 ; un argument dual montre celle de (a)3 (b), (c) et (f).

Si |/|=19 on a HJ(Zk)=0 dour y= j= l par le lemme de serpent pour dk:
Ek-*Ek+\ où Hj: C\Jl)-^Jl est le foncteur cohomologique usuel. D'après
la suite exacte

0 -* zk -» £:é -* 5A+1 -* 0

on a Hs(Bk+l)=HJ+l(Zk), donc HJ'(Bk)=Q pour 7 =1=0. De la suite exacte

0 -*£*-* Z* -*#*-* 0 ,

on déduit:

H-\H*) - fl°(J*) , H\Hk) = 0 , H\Hk) = H\Zk)i

ce qui montre l'assertion pour |/| =1.
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Si | / 1 > 1, posons /=/'!! {*} , alors E e C\c(Jf) est équivalent à une suite
exacte courte de complexes de C

(1.2.4.1) 0 -> E_, -> E0 -> E, -> 0 .

Si une des conditions (a), (b), (d) et (e) est satisfaite, on a

, Z*(E,)€ECï;(JQ pour i = -1, 0

par hypothèse de récurrence; de plus, dans le cas où la condition (e) est satis-
faite, Hk(E_1)-^Hk(EQ) est un monomosphisme strict dans Ci'c(cJ!) (par la défini-
tion de Sr(J[))9 donc on peut appliquer l'assertion pour |/| =1 aux complexes
de suites exactes courtes de A :

(1.2.4.1)v o -* JEli -» £J -> £ï -» 0 ,

d'où l'assertion.

1.2.5. Corollaire. DFï(Jl)=DFï(Jl), CSFC
I(^)=CSFC

I(JI\

1.2.6. Corollaire. Soit 0 un morphisme de F/(<^ï), alors les conditions
suivantes sont équivalentes:
(a) 0 est strict dans Ff(J[) (cf. 1.2.2),
(b) 0 est costrict dans Fj(Jl)9

(c) 0 est strict au sens de 1.1.15.

1.2.7. Définition. Pour iŒl, posons 7'=/\{z}. Soient p, q des entiers ou
it00 tels que p^q; on définit un foncteur

par

où F*iA=§, FT°°Â=A et FIr={Fj}j^i' est une famille des filtrations induites
sur F^A/FIA. On a alors des morphismes naturels de foncteurs Gf?->G?X
pour p>p'9 q>qf. Posons Grp

Ft=Gf}p+l, G?/=G?;+0° et G//-G7x00'"ro°

1.2.8. Définition. Soit 0 : E' -> E un morphisme de CFt(Jf)9 alors on dit que
0 est un monomorphisme strict cohomologique (m.s.c.), si 0: HkF^E'-^HkFvE
est un monomorphisme strict dans Sr(Jt) pour tout fc, v, cf. 1.1.8.

1.2.9. Théorème. Soit E' = (A°, Ff) e CFj(J[), soient i e I, I' =/\{/} .
Considérons les conditions suivantes:
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(0)

(i) G^E*) e CSF^(JL) pour tout p<=%,

(iï) GAE'JŒC'FAJI),
(iii) Gpi /(£") -> GX£") étfJ un m.s.c. pour
(iv) G$'(E*) -» GQï'(E*) est un m.s.c. pour tout p, qŒZ tels que
(v) GPJ1(E*)

(a) on a: (0) <=»(!)+ (iii) <
(b) « la condition :

(I) fes limites inductives filtrantes existent dans <Jl et sont exactes,
est satisfaite, et si \JFp

iÂ
t=A\ on a:

P

(c) si la condition (I) et les conditions \JFpiÂ*=Àa FpiÂ°=Q G?>0) sont satis-
P

faites, alors (0)<=>(v)
(d) si le morphisme FvG$'Àk-*F*Gr$>.Ak est un épimprohisme dans Stf(Jf)

pour tout v,p,k, et si FptA*=Q pour /?>0, alors la condition (v) est
équivalente à la condition :

(vi) (F\A\ F;) est strict et Gr^(E9)^CsF^(Jl) pour tout p.

Preuve, (a) résulte de 1.1.9 et 1.1.12, (b) et (c) sont évidentes; prouvons main-
tenant (d). Par hypothèse on a des suites exactes:

0 -> FVGP^A0 -* FV(/M* -» F*Grp
FîA* -* 0 .

Si (v) est satisfaite, on obtient des suites exactes :

(1.2.9.1) 0 -* H^G^A' -» HkFvGp
r,A* -» HkF^Grp

FiA^ -* 0

donc GrF.E° e CSF^(J[) et HkFpi*lA*-»HkFpiA° est un monomorphisme,
i.e. (FpiA*, Fi)ŒC*F(i](LÂ). Si (vi) est satisfaite, on vérifie par récurrence sur p
que (1.2.9.1) est exacte et que HkFvGp

I'A
aŒSï,(Jl):> en effet, d'après 1.1.9, il

suffit de montrer que HkFvGp^lA'-^HkFvGp^A° est un monomorphisme
dans SXJZ), mais cela résulte de Finjectivité de HkF^lA-^HkFlA et de

); d'où l'assertion.

1.2,10. Corollaire. Soient E*=(A°, F^CF^JL) et /-/'_]!{/}. Si la
condition (I) et les conditions (JFpiA=A, FpiA=0 (/7>0) sont satisfaites, alors

P
on a E°ŒC5Fî(J[), sii (A\ Fg-) est strict et Grp

F.(E°)<=CsFï,(J[) pour tout p,
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En effet, l'hypothèse dans 1.2.9 (d) est satisfaite d'après E'^CFc
r(J[)9 cf.

1.2.11 (2).

1.2.11. Remarques.

(1) On a Fî(J[) =Fr(Jl) si 1 7 1 < 2.

(2) On a (FUm, F^C'F^JL) si (A't F^eC'fXJf); en particulier (F$A\ Ff)

si (A', F7)eCFf(Jf).

1.2.12. Théorème. Soient E=(A, Fr)&Fz(J[) et 1=1' U {/}. Considérons
les conditions suivantes:
(0) E^Fcr(Jl)

(1) GP!'(E) e F//(«JÏ) /?0 wr /o w/ ^ Œ Z

(ii) G7/(£)eFî/M)
(iii) (??/(£) -» G7/(£) es/ j/râ/ powr /OM/ p e Z

(iv) G'f/CJE:) -* Gf/(£) «^ ^"'c/ ^owr /on/ /? > g

(v) Gf * \E) -+ GP!'(E) est strict pour tout p^Z,
(vi) F^Gp^(E)-^FvGr^i(E) est un épimorphisme dans S^(JL) pour tout p, et

Gr£.(E)ŒFï,(Jl) pour toutpŒZ;

alors :
(a) on a (0)<^(z)+(iii)<=>(ii)+(iii)==^(iv)<==>(v)<=>(vi)

(b) si la condition (I) et la condition \JFpiÀ=A sont satisfaites, on a (iii)<=>
P

(iv)<=>(v)<=>(vi)
(c) si la condition (I) et les conditions (JFpiA=A, FpjA=Q (p>0) sont satis-

faites, on a (0)<=>(vi).

Preuve. C'est un cas particulier du théorème 1.2.9 sauf (v) <=> (vi), mais cela
résulte de la définition 1.2.2.

1.2.13. Corollaire. Soit (A* , Fr) e C'Fï(J[), on a alors (FP
{A', F7) Œ

C5F/(cJO pour tout i, p^Z, où FT est la famille defiltrations induites sur F\A;
donc les fondeurs Gr$fs (i e 7), H* commutent pour tout pif j ŒZ; en particulier,

pour(A,FI}^Fc
I(JL\

Gr^Gr/j — GrfyA

ne dépend pas de choix d'ordre de L

Cela résulte de 1.2.3, 1.2.9 et 1.2.12.

1.2.14. Corollaire. Soient I = {i,j,k} et E = (A,FI)GFI(J[). Si la
condition (I) et la condition \JFp

fA=A sont satisfaites, alors £eF/(cJ!) sii
P

Fp
iF

q
jFlA->FqjFkGrp

F,A est surjectif pour tout p, q, r.
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1.2.15. Remarque. Soient At(i G /) des sous-objets de A Œ <Jl. On dit que
les Ai sont compatibles, s'il existe S^S^JL) tel que SQ=À et S(i}=Ai. Pour
des sous-objets A^iŒl) de A, on définit des filtrations F,- par FT1A=A9

FQiA=A{ et F}A=0. Alors les ^4f- sont des sous-objets compatibles de A, sii
(A, F7)eF/(c^) par définition.

Pour (A, Fj)ŒF/(<^ï) et j Œ/, /?eZ, on définit une filtration F* de A par
F*1A=A, F%A=FpjA et F^=0. Posons 7=7_1H*}. Alors

(1.2.15.1) 04, Ff)

d'après 1.2.12 en utilisant les suites exactes dans F//(c^?) (où I'=I\{i}):

0 -> Gï? -* G?, -> GV -> 0 pour p> q> r, cf. 1 .2.9.

Pour (A, Fr)<=Fc
r(Jl) et j, k<=I, p, qŒZ, on définit F^ par F%A=FpjA n

ou FpjA+Fq
kA avec F^M-^ et F^-0. Alors

(1.2.15.2) (^5 Fr)eFf(J()

d'après 1.2.12 et la stabilité des mono- (resp. épi-) morphismes stricts par com-
positions. On en déduit que pour (A, F/)eF/(<^?) tous éléments (de nombre
fini) du sous-lattis du lattis des sous-objets de A, engendré par F\A pour tout
i, p sont des sous-objets compatibles de A ; en particulier, le sous-lattis ci-dessus
est distributif. La dernière assertion avec sa réciproque a été démontrée par
Deligne en utilisant la théorie de lattis.

1.3. Complément

1.3.1. Soit C une catégorie exacte, alors une filtration (décroissante) d'un
objet E de C est une famille de monomorphismes stricts

Uij : FjE -> F1E (f, y eZ (J {± °°} , /</)

telle que uik=uijujk pour i<j<k, où F~°°E=E, F°°E=Q.
Soit F(C) la catégorie additive d'objets de C, munis d'une filtration dé-

croissante, où les morphismes sont des familles de morphismes

compatibles avec {w0|. On dit qu'une suite courte dans F(C)

(1.3.1.1) 0 -> (E'9 F) -> (F, F) -* (F/x, F) -> 0

est exacte, si
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(1.3.1.2) 0 ->F<£' -> F''E-> F'F" -> 0

l'est pour tout feZ'U{±00}. Notons que cette condition entraîne que

(1.3.1.3) 0 -> (F''/FO)£' -» (F '/F0£ -* (F''/F'}E" -* 0

est exacte pour — oo <f </ < °°, où (Fi/FJ)E=Cokei uu (cf. 1.3.2).

1.3.2. Soit C une catégorie abélienne telle que C soit une sous-catégorie

pleine additive de C, stable par extensions, et que'une suite courte de C soit

exacte sii elle l'est dans C [21], [24].

Soit F(C) la catégorie abélienne des foncteurs contravariants de Z(J {— 00}

dans C, i.e. les objets de F(C) sont des familles de morphismes de C:

{Ufjl Ej -> El ( — oo<i</<oo)}

tels que tfijUjk=tfik pour i<j<km, alors on peut identifier F(C) avec une sous-

catégorie pleine de F(C), de sorte que

s

et w.-y sont des monomorphismes stricts dans C (i<j) .

On vérifie que F(C) est stable par extensions dans F(C) et que une suite courte

de F(C) soit exacte sii elle l'est dans F(C)'9 en particulier, F(C) est une catégorie
exacte munie des suites exactes définies dans 1.3.1, de plus l'exactitude de
(1.3.1.2) pour tout i entraîne celle de (1.3.1.3) pour tout i<j.

1.3.3. Soit / un ensemble fini (non vide). Supposons que 7 soit totalement

ordonné. On définit Fj(C) (resp. Fr(CJ) par récurrence sur \I\:

FKC) = F(FMO) (resp. F7(O = F(FI,(C})) où /' = 7\{/}

et / = max /.

On vérifie que Pf(C) est équivalente à la catégorie des foncteurs contravariants

de (Z\J{ — oo })7 dans C, donc indépendante de l'ordre choisi de /. Si C
est une catégorie abélienne, cette définition de Fî(C) coïncide avec celle de
1.1.13 d'après 1.2.12. En général, F/(£) est identifiée avec une sous-catégorie

pleine de Fï(C) définie par:

CE, {FI»ŒFÏ(O sii (FÎ'/FÏO - (FfrlFWEGC

pour tout — oo < p . <^r . < + oo (/e/);

(en particulier, Fc
r(C) est indépendant de l'ordre de /), car on a le lemme suivant:

1.3.4. Lemme. Soient C et C' des catégories exactes, supposons que C'
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est une sous-catégorie pleine de C, stable par extensions et qu'une suite courte

de C' est exacte sii elle l'est dans C', alors F(Cf) est une sous-catégorie pleine

de F(C) telle que

(E, F)<EF(C") sii (j

donc F(C') est stable par extensions dans F(C) et une suite courte de F(C') est

strict sii elle l'est dans F(C).

1.3.5. Soit (F, d) un complexe d'une catégorie exacte C, on dit que E° est
strict, si d1: E*-*Ei+1 est strict (iŒZ) et Im di~l->K.QT d' est un monomor-
phisme strict (iŒZ).

Soit C comme dans 1.3.2, on dit que (F, d) est faiblement strict rel. à C si

H'EŒC (i eZ), où #''F-Ker rf''/Im d^1 dans C.
Considérons la condition suivante:

(1.3.5.1) Si vu est un monomorphisme strict, alors u l'est.
Si (1.3.5.1) est satisfaite, alors (F, d) est strict sii d* sont strict. La con-

dition (1.3.5.1) est satisfaite pour C=Fî(<Jl) où JL est une catégorie abélienne,
et un complexe de F/(«-»ï) est strict sii il est faiblement strict rel. à Ft(Jl),
d'après 1.2.4.

1.3.6. Soit (F*, W) un complexe de F(C). Supposons que W est finie sur

chaque F'~. On a alors une suite spectrale dans C:

> Hp+«E* .

Si la condition:
5(r): les complexes

sont faiblement stricts rel. à C (donc

est de proche en proche satisfaite pour tout r ̂ 0, alors

donc

i.e. le complexe E° est faiblement strict rel. à C, et W est une filtration de
Hp+9E^C (comparer à ([6;(1.3.16), (7.2.5)]).
1.3.7. Soit (E\ W) un complexe de F(C). Si la condition:

(1.3.7.1) d: Grp
wEl -> Gr&Ei+1 est strict pour tout /, p,

est satisfaite, d: WpEi-^Ei+1/Wp+1Ei+L sont stricts car
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W*E* -> Gr^Ei (resp. Grp
wEi+l

sont des épi- (resp. mono-) morphismes stricts; on a donc

DQc(W)pEi: = Ker(</: Wp+iEi -» Ei+1/Wp+i+1

(cf. [6.(1.3.3)]). De plus, Dec(PF)^-^Dec(^-1£1' (resp.

est un monomorphisme strict, car Dec(^)^î"-> Wp+iEi l'est et on a une suite

exacte dans C:

0 -> ̂ +''£'' -> Dec(PFy-1£t' -> Ker(Gr^'-V') -* 0 ;

donc on obtient une filtration Dec(W) de E'. Notons que "Dec" commute

à un foncteur exact, i.e. si 0: C-*Cr est un foncteur exact de catégories exactes,

on a

(0(£), 0(Dec W)) ^ (0(£), Dec (000) .

Si, de plus, la condition S(r) de 1.3.6 pour (E9 W) est satisfaite pour r < 1,

alors les complexes Gr^ecWE sont faiblement stricts rel. à C d'après [6.(1.3.4)J;

en particulier, si (KA9 (LA®Q, W), (Kc\ W, F)} est un complexe de Hodge mixte

[6.(8.1.5.)], alors (Kc\ Dec W, F) est strict d'après 1.2.10, car (Kc, Dec W) et

(GrDecï^o F) sont stricts (cf. 1.3.5).

1.3.8. Soit (E'L ; W) =((E\ L\ W) un complexe de Fî(C) =F(F(C)) (i.e. | / 1 -2).

Supposons que la filtration L est finie sur chaque E*9 que les complexes filtrés

Gr$r(E9 L) appartiennent à CSF(C) pour tout p, et que la condition 1.3.7.1 est
satisfaite pour les complexes (GrJ

LE9 W); alors la condition 1.3.7.1 est satis-

faite pour ((E, L), W), donc on obtient un complexe de Fj(C) par:

(E; L, Dec W) = ((E9 L), Dec W)\

de plus, on a

Dec ( W)P(UE) = Dec ( W)PUE et Dec ( W)p(Gr J
LE) = Dec ( W)pGr J

LE

où (LjE9 Dec W) (resp. (Gr{E9 Dec W)) est défini pour (DE, W) (resp.

(Gr{E, W)).

En effet, Grw dl\ Gr $?(£', L)->Grp
w(Ei+\ L) sont stricts dans F(C) d'après

1.2.3, donc il suffit de vérifier que Ker GrLGrwdl
9 Coker GrLGrwd{ et Im GrL*

Grwd* appartiennent à C, mais cela résulte de l'hypothèse. La deuxième résulte
du fait que le foncteur

F(C) -> C défini par (E9 L) H-> UE (ou (E9 L)

est un foncteur exact.

Considérons la suite spectrale dans F(C) :
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(1.3.8.1) Etf = Grp
L(Ep+\ Dec W) =t> HP+9(E, Dec W) .

Si la condition 5(r) pour la suite spectrale (1.3.8.1) est satisfaite pour tout
r >03 on a alors EpJ=Grp

LHp+q(E, Dec FF)eF(£), i.e. L est une filtration de
Hp+q(E, Dec PF)eF(£) dans F(C). Supposons que PFest finie sur chaque E\
alors, d'après [6.(1.3.2)5 (1.3.4)], la condition 5(0) est satisfaite pour (1.3.8.1),

si la suite spectrale dans Ci

(1.3.8.2) Ep
0

q = Grp
wGr{Ep+« ^ Hp+«Gr{ E

dégénère en E2 pour tout y", et si la condition S(r) pour la suite spectrale (1.3.8.2)
est satisfaite pour r < 1, y ŒZ" (car un complexe (E', F) de F(C) est faiblement

strict rel. à F(C)9 sii (E'9 F) est strict dans F(C) et les GrFE' sont faiblement

stricts rel. à C9 où E'=Grj
LE et F-Dec W), comparer à [6.(8.1.15)]s où 5(r)

pour (1.3.8.1) est satisfaite pour r >1 d'après l'existence de structures de Hodge
mixtes.
1.3.9. Soient M un objet d'une catégorie abélienne, muni d'une filtration finie
croissante L, et N un endomorphisme nilpotent de M qui respecte L. D'après
[7.(1.6.13)] il existe au plus une filtration finie croissante W de M telle que

(1.3.9.1) Nk: GrY+kGrïM~GrJ-kG

de plus, on a une formule inductive (si elle existe) :

(1392) ~
Wi+kLkM =

On dit que W est la filtration associée à N relativement à L. Si GrfM— 0 pour
/ =fr^? on dit que PF est la filtration associée à N décalée par n,
1.3.10. Soit E un objet d'une catégorie exacte C, muni d'une filtration finie
croissante L, soit N un endomorphisme nilpotent de (E, L)^F(C). D'après
1.3.9, il existe au plus une filtration finie croissante W de (E, L)ŒF(C) telle
que N induit un morphisme N: (E°; L, W)-*(Em L; W[2]) et que (1.3.9.1)
soit satisfaite en remplaçant M par E, où (W[2])i = Wi.2 car W est croissante.

Soit w: ((E19 L), N) -» ((E2, L), JV) un morphisme de tels deux objets, i.e.
w est un morphisme de F(C\ compatible avec l'action de N; alors u induit un
(unique) morphisme û: (E19 L;W)-+(E2; L, W) de F(F(C)\ car c'est valable

dans F(F(C)) d'après (1.3.9.2). Si, de plus, £1 est strict, la filtration W sur
Ker w, Im w, Coker w est la filtration associée à 7V relativement à L.
1.3.11. Soit ((£', L), FF) un complexe de F(F(Q). Supposons que toutes les
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hypothèse de 1.3.8 soient satisfaites, que la suite spectrale (1.3.8.1) dégénère
en E9 et qu'il existe un morphisme N: (E';L, W)-+(E',L; W[2]) dans la
catégorie dérivée, tel que l'action de N sur chaque H^GrjE soit nilpotente
et que la filtration décalée Dec W sur H*GrfE soit la filtration associée à N
décalée par i+j, où L~L~j, Wi=W~i et (Dec ̂ --(Dec W)-*. (Notons

que le complexe Grf(E, Dec W) est faiblement strict rel. à C par la condi-
tion 5(0) pour (1.3.8.1).) Alors, d'après 1.3.8, EpJ=Gr^pH

p+9(E9 Dec W)Œ
F(C)9 i.e. on obtient (H'E; L, Dec W)^F(F(C)\ de plus la filtration Dec W
sur H1E est la filtration associée à N relativement à Dec L, car le morphisme

d,: H'Grf(E9 Dec W) -> Hi+lGr}^(E9 Dec W)

est compatible à l'action de N, et est strict par hypothèse (donc la filtration
Dec W sur EpJ=Gr-pH

p+qE est la filtration associée à N décalée par q.)

1.3.12. Remarque. Soit C une catégorie exacte, on dit que C est semi-simple,
si toutes les suites exactes de C scindent. Si C est semi-simple, on vérifie que
Ff(C) la catégorie des objet de C munis d'une filtration finie est semi-simple, et
que 0: (E19 F)-+(E2, F} un morphisme de Ff(C) est strict sii 0 est isomorphe à
la somme directe de morphismes stricts dans C: $,-: E[->E2 tels que Fp(Ej)^
(&E*j (J=19 2). En effet, pour une suite exacte de FÂC):
i>P

(1.3.12.1) 0 -> (E.l9 F) -* (E09 F) -> (E19 F) - 0

et pour Ç&E+i un scindage de (E±l, F), on a 0£J un scindage de (EQ, F)
i i

compatible avec (1.3.12.1) et avec les scindages de (E±19 F), tel que les suites
exactes de C:

0 -»£!_! -> Eî ->£{-> 0

se scindent.
En particulier, si <_J! est une catégorie abélienne semi-simple, e.g. celle

des espaces vectoriels sur un corps, F//(CJ?) la catégorie des objets de C, munis
de 7-filtrations finies compatibles est semi-simple; un objet (A, F f-(zŒ/)) de
Ff/GJD est isomorphe à ( 0 5V, F,(/Œ/)) où F?(05V)- 0 5V, et (^', fi

vez1 v«'>^
(z e/)) un complexe de F//(o?) est strict sii ,4" est isomorphe à 0£v" (dans la

V

catégorie de complexes) tel que F^A'^ 0 j5v*.

§2. .̂ -Modules FUtrés

(2.0.1) On suppose que toutes les variétés complexes lisses considérées dans
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cet article sont paracompactes et de dimension pure. La dimension de X

sera notée dx,
(2.0.2) Soit n&Z, on définit le "twist de Tate" par:

M(n) = M®zZ(n) pour M un ^-Module,

où Z(ri): = (2ni)*ZcC. Si M est un C-Module, on a un isomorphisme

canonique :

M(ri) ~ M

induit par l'isomorphisme: C(ri)^C.

2.1. â)-Modules iltrés et ^-Modules gradués,,

2.1.1. Soit X une variété complexe lisse. Soit 3)x l'Anneau des opérateurs

différentiels linéaires sur X, muni de la filtration F par l'ordre des opérateurs.

On définit un Anneau gradué sur X par <B=@PFP3)X (cf. [12]).

Soit MF(<DX) la catégorie additive des .^-Modules (à droite) filtrés, dont

les objets (M, F) satisfaient les conditions :

(2.1.1.1) UFPM = M,

(2.1.1.2) FPM = 0 pour p < 0 localement sur X,

(2.1.1.3) (FpM)(Fq3)x}C.Fp+qM pour tout p, q(=Z,

et dont les morphismes sont .â^-linéaires et respectent la filtration.

Soit MG(*B) la catégorie abélienne des ^-Modules (à droite) gradués dont

les objets M. satisfaient la condition:

(2.1.1.4) Mp = 0 pour p < 0 localement sur X.

On a alors un foncteur canonique :

0 : MF(£)X) -* MGC@) (resp. lim: MG(J&) -> MF(^))

défini par:

©(M, F) - e^F^M (resp. lim Me - (lim M/} F))

où F/>(limMî-)=Im(F^M-»limMï-). Notons que les morphismes Mi-^Mi+l

sont induits par l'action de lŒâ)l=Flâ)x.

2.1.2. Remarque. La catégorie MF(*DX) s'identifie, par le foncteur ©, à la

sous-catégorie pleine de MG(3*l) des objets sur lesquels l'action de le^ est

injective.

2.1.3. Soit (L, F) un 0z-Module filtré tel que FpL=Q pour j?<0 localement
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sur X. On définit un .â^-Module filtré (M, F) (resp. un ^-Module gradué

M.\ noté (L, F}®0(3)x, F} (resp. (L, F)®o£)9 par:

M - L®(5^z , FPM = 2, Fp_iL®FiS)x (resp. M, = S, Fp

On dit que (M, F) <E MF(<DX) (resp. M. e MG(S)) est un Module induit

s'il est isomorphe à (L,F)®(£DX9F) (resp. (L9F)®<B) pour un 0z-Module
filtré (L, F) comme ci-dessus. On notera MFj(â)z) (resp. MG^)) la sous-
catégorie pleine de MF(£DX) (resp. MG(^J) des Modules induits.

On dit que (M, F) (resp. M.) est un Module induit de degré p, s'il est

isomorphe à (L, F)®(3)X9 F) (resp. (L, F)®Sf) avec Gr?L=Q pour /=*=/>; dans

ce cas, celui-ci est noté aussi L®(3)X9 F[p]) (resp. L®<B(p)).

2.1.4. Remarque. Le foncteur 0 établit une équivalence de catégories:

2.1.5. Soit Câ);s:®e>^~~"0*> ^r)->(0z5
 F) la résolution canonique par des S)x-

Modules (à gauche) filtrés (cf. [18]), i.e. le premier complexe est localement iso-

morphe au complexe de Koszul K(3)x\ -d,- (l^i^dx)) [dx] (où •#,- signifie la
multiplication à droite), dont la filtration s'écrit:

et la filtration F de Ox est définie par GrpOx=® pour /?4=0. Ici, le morphisme
entre les complexes est défini par la surjection canonique: <

Soit (M, F)<^MF(£)X\ on a alors un complexe de MF(<DX):

et un morphisme canonique de ce complexe filtré dans (M, F).

2.1.6. Lemme. Les 3)x-Mo dules filtrés (M, F)®o(<Dx®A-iex, F) sont

des Modules induits, et le morphisme canonique:

(2.1.6.1) (M, F)®0(3)Z®A-0X9 F) -> (M, F)

est un quasi-isomor phi sme filtré.

Preuve. Posons L=A~iOx, alors le morphisme canonique

(M®0L, F[/]) c^ (M, F)®0(3)X®L, F\i])

induit un morphisme .â^-linéaire filtré:

(2.1.6.2) (M®0L, F[i])®0(£)x, F) -> (M, F)®O(3)X®L, F[f]) .

On vérifie facilement que c'est un isomorphisme filtré (on peut aussi utiliser le
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lemme 2.4.2); d'où la première assertion. Par définition, le gradué associé du
premier complexe de (2.1.6.1) est localement isomorphe au complexe de Koszul:

K(GrFM®GrF3)x-, gr0,®l-l®gr8, (l^^^))fc]5

donc, en utilisant la filtration par le degré de grdi^GrFâ)x, on voit que le
gradué associé de (2.1.6.1) est un quasi-isomorphisme.

2.1.7. Corollaire. Soit (M, F)ŒMF(£)X) (resp. Ma(=MG($)), alors il
existe une résolution finie, canonique et fonctorielle :

(r,F)~(M,F) (resp. L\ ̂  M.)

par des Modules induits.

Preuve. Soit M^MG(S). Posons Lm=®pMp®o&(P)- Alors L, est un
Module induit, et on a une suite exacte dans MG(S) :

(2.1.7.1) 0 -* K. -» Le -> M9 -> 0 .

Puisque l'action de lejSj est injective sur K^ l'assertion est réduite au cas
de MF(â)x), donc cela résulte du lemme 2.1.6.
2.1.8. Soit &=b, +, — ou oo. Soient

C*F(3)Z) = C*(MF(â)xy) et K*F(â)x) = K*(MF(j3)x))

comme dans [31], où C°° (resp. K°°) sera noté aussi C (resp. K). Ici, on suppose
que la condition (2.1.1.2) pour chaque composante (M\F) des objets de
C*F(£)X) (et de K*FQ3)xy) est satisfaite uniformément pour i. Pour *=i,
+, — ou 0, on notera K*F(â)x)* la sous-catégorie pleine de K*F(<DX) des
objets (M', F) satisfaisant la condition:

(2.1.8.9) MiGrFM' = 0 pour

Posons K*F(3)xy
>0=K*F(CDx). Pour -A-, *=b, +, — ou oo, on définit

| i |>0 si *=6

z'<0 si * = +

i>0 si * = —

„ tout i si * = 0

Posons D*F(4)x)=D*F(j3)xy" et DF(â)x)*=D-F(3)x)*. De même, on définit
D*G(<B)*, etc., en remplaçant MlGrF par J^1 dans la condition (2.1.8.9).

2.1.9. Lemme. Pour *&, *=b, +, — 0w oo, K*F(<Dxy est une sous-caté-
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gorie épaisse de K^F(3)X)* (donc D*F(3)x)* est une catégorie triangulée, cf. [31]).

Déplus D*F(£DX)* est une sous-catégorie triangulée pleine de DF(3)X), et le

fondeur naturel'. D*F(<~Dx)->DF(<3)x
>f* est une équivalence de catégories. (De

même pour DG(93)).

Preuve. Par le même argument que dans [loc. cit.], il suffit de définir le triangle

-> r^(M\ F) -+ (M\ F} -* T>{(M\ F) ->

tel que T^(M',F) (resp. r>,.(M'5 F))ÇEK*F(3)xf pour i<0 (resp. f>0), si

(M', F)<=K*F(â)z)+ (resp. K*F(3)XY). Donc il suffit de vérifier que dl:

(M\ F)->(M'+1, F) est strict pour i <0 (resp. i >0), si (AT, F) est comme ci-

dessus; mais c'est évident (cf. la preuve de 1.2.4; voir aussi [21].) L'assertion

pour DG(£) est évidente.

2.1.10. Soit (M, F) EE MFi(g)x\ cf. 2. 1 .3. On définit une filtration G de (M, F)

par:

Gf(M, F) = ((F,M)^5 F)

où F est la filtration induite sur (FiM)S)x. Alors chaque Grf(M, F) est un

Module induit de degré i. Soit MFfi(3)x) la sous-catégorie pleine de MFi(3)x)

des objets satisfaisant la condition:

(2. 1 . 10. 1) Gi(M, F) = (M, F) pour i > 0 localement sur X.

On définit C^F^) et K^Fi(3)x) (resp. C*F{CSZ) et #MC®x)) comme
dans 2.1.8 (où la condition (2.1.10.1) est satisfaite uniformément). Alors

) n KF(3)x

est une sous-catégorie épaisse. Posons

On définit similairement D*G¥\3$) (où la filtration G est définie par l'équivalence

dans 2.1.4.), alors cette catégorie triangulée est équivalente à D^F(/\3)X} par

définition. Ici (/) signifie qu'il y a deux énoncés l'un pour K^Ffi(S)x} etc.

et l'autre pour K^F^x) etc.

2.1.11. Lemme. Si (M\ F)Œ^F,(^Z), on a Grf(M\

pour tout i. Donc, si (M\ F)-^(N\ F) est un quasi-isomorphisme filtré dans

9 alors Gr?(M\F)-*Gr?(N\F) l'est pour tout i.
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Preuve, On a Grf(M°, F)ŒK*Fi(g)xf sii GrfGrfM' est acyclique. Puisque

GrïGrfM°=FiM° si /=min{ï': Fg-M
a=t=0} (ce qui existe localement), l'assertion

résulte par récurrence sur /, en remplaçant (M', F) par (M'jGiM0, F),

2.1.12. Proposition. Soit -fr=b, +, — ou oo comme dans 2.1.8.

(1) Le fondeur © (cf. 2.1.1) zw^wzY /es équivalences de catégories:

(2) Les fondeurs naturels :

^J équivalences de catégories.

(3) Les foncteurs naturels :

sont pleinement fidèles.

Preuve. Les assertions (1) et (2) résultent de 2.1.4, 2.1.7 et de [31]. Prouvons

l'assertion (3). Soit (M*2,F)-*(M[,F) un quasi-isomorphisme filtré avec

(Ml.F^K^F^x) et (M{,F)&K*F$(3)Z\ alors il suffit de montrer qu'il

existe un quasi-isomorphisme filtré: (Ml,F)-*(M0
2,F) avec (M39F)ŒK*F{(â)z).

Soit X= U i/,- un recouvrement localement fini de X, tel que
s

min {p : GpMl = Ml}

existe sur chaque É7f-. Soient £//= n ,-e/ ^s J/: UI->X l'inclusion naturelle, et

= min {p: GPM] \ Vl =Ml \ Ut} .
V

On définit (M^ F) par le complexe simple associé au complexe double de Cech

dont la composante de degré (fc, /) est

i-m=*
V

où la différentielle de Cech est induite par le morphisme naturel :

(Jùjr\GMM2, F) -» (JMP\GP^M29 F)

pour JZ)/'. On a alors un morphisme naturel: (Ma, F)->(M2, F), ce qui est

un quasi-isomorphisme filtré d'après 2.1.11; d'où l'assertion.

2.1.13. Remarque. La preuve de l'assertion (3) montre que la catégorie

est équivalente à la sous-catégorie pleine de D^F^â)^ des objets
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(AT, F) satisfaisant la condition:

(2. 1 . 1 3. 1) GrFGrf(M ", F) est acyclique pour i > 0 localement sur X.

2.1.14. Lemme. Soit

DFV\3)x}*=DFy\g)x)ï}DF(g)x)* dans DF(3)Z) ,

cf. 2.1.9, alors le fondeur naturel:

est une équivalence de catégories.

Preuve. Il suffit de vérifier que ce foncteur est essentiellement surjectif. D'après

le remarque ci-dessus, on peut remplacer la condition (2.1.10.1) par la condition

cohomologique (2.1.13.1) dans la définition de D* F $(3)^9 donc il suffit de

montrer la surjectivité essentielle de D*Fi(<Dx)-*DFl(<Dxy*; mais la première

catégorie est équivalente à D*F(<DX) et la deuxième est contenue dans DF(<DX)*,

donc l'assertion résulte de 2.1.9.

2.1.15. Soit D$>hF
fi(<Dx) la sous-catégorie triangulée pleine de D*Ffi(3)x) des

objets (M\ F) satisfaisant la condition:

(2.1.15.1) MjGr?Gr?M' sont des 0^-Modules cohérents pour tout z, j.

Notons que la différentielle de Gr?Gr?M' est Oj-linéake et que Grf(M\ F)ss*

GriGrfMm®oz(â)X9F[ï§ comme complexes de ^-Modules filtrés induits.

Soit D^hG(S) la sous-catégorie triangulée pleine de D*G(<B) des objets M\

satisfaisant la condition :

(2.1.15.2) M'M\ sont des ̂ -Modules gradués cohérents pour tout j. Posons

) = (&-l(D*thG(iB)), alors cette catégorie contient la catégorie
) (par récurrence en utilisant la filtration G).

2.1.16. Proposition. Soit ft=b, alors les fondeurs naturels:

sont des équivalences de catégories.

Preuve. Puisque toutes les catégories sont des sous-catégories triangulées

pleines de DG(S), il suffit de montrer que tout JS-Module gradué cohérent M,

appartient essentiellement à @(Dl0^Ffi(3)x). Par la preuve de la proposition

2.1.12, on peut remplacer la condition (2.1.10.1) imposée sur les objets de
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par la condition cohomologique (2.1.13.1); donc l'asserion est
locale d'après 2.1.11, car on a construit une résolution canonique en 2.1.7.
Localement on a une suite exacte: 0->J£.-»L.-»M.-»0, où LB=(&p^p0Mp®<B(p);
donc l'assertion est réduite au cas Mg = 0 (M, F) avec GrFM cohérent sur
GrF£DX9 et cela résulte du lemme suivant.

2.1.17. Lemme. Soit (M, F)^MF(â)x) tel que GrFM est un GrF£)x-
Module cohérent. On a alors localement une résolution: (L", F) -> (M, F) de
longueur ^2dx par des Modules induits libres de type fini, i.e. (Lj,F) =

@pL^®ox(S)x, F[p]) avec LJ
P un Qx-Module libre de type fini, où LJ

P=Q sauf un
nombre fini de p.

Preuve. Localement on a une résolution: (L', F)-»(Af, F) avec (Lj, F) induit
libre de type fini d'après le théorème A de Cartan. Poson

(K9 F) = Ker ((ZT2^+1, F) - (L~2d*+\ F)) ,

alors il suffit de montrer que (K, F) est un Module induit libre de type fini.
Puisque C((L\ F)-^(M, F)) est strict, on a

GrFK =

D'autre part, 2*tl
Grg(GrFK, N)=^^(GrFM9 N)=Q pour />0 et pour

tout Gr^jç-Module gradué N. On en conclut que GrFK est un facteur direct
gradué de GrFLT2d*+l (localement), donc par le lemme de Nakayama (gradué),
GrFK (et donc (K, FJ) est libre de type fini (quitte à se restreindre à un ouvert);
d'où l'assertion. Ce qui achève la démonstration de 2.1.16.

2.1,18. Lemme. Soient X une variété complexe lisse, et U un sous-ouvert de
Stein de X, tel que U soit compact. Soit (M, F)ŒMF(S)X) tel que GrFM soit
cohérent sur GrF3)x. On a alors H\Uf DR(M))=Q pour z>0, où DR(M) =

Preuve. Soit (L\ F)->(M, F) la résolution canonique de 2.1.6, alors GrFGrfL*
sont acycliques sur f7pour^>0 d'après 2.1.11 et 2.1.17, donc GP(L\ F)\u~>
(M, F) \u est un quasi-isomorphisme filtré pour p>0. Puisque DR(GPU)^
GPU®£)Q sont des C^-Modules cohérents, l'assertion résulte du théorème B
de Cartan.

2.1.19e Remarque. Ce lemme correspond à un résultat d'Artin, cf. [1].

2.1.20. Remarque. Si X n'est pas lisse, on peut définir DF(ÇDX), etc. comme
suit. On prend un recouvrement localement fini X= U 17,- avec des immer-
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sions fermées C/f— >Vi9 où Vt sont lisses. Posons UI=r\ieiUi et VI=HieIVi.
Soient //: UI-^VI les inclusions et pr^: Vj->Vr les projections (IdJ). Alors
les objets de MF(£)X) sont les familles d'objets (M7, F) de MF(£DVl) munis
d'isomorphismes :

«//: (^//)*(^/5 F) « (M7, F) sur K,\(CW/) >

tels que chaque Gr%Mr soit annulé par l'Idéal de t/7, et que M// satisfassent
les relations: uIK=uIJ°(prIJ)*ujK sur F7\(C/j\t/^). (Notons que cette défini-
tion est indépendante du choix de Ui9 F,-.) On définit DF(£DX}, etc. comme
dans 2.1.8, etc.

2.2. Foncteur de de Rham et complexes filtrés différentiels

2.2.1. Soit Mi(3)x) la sous-catégorie pleine de M(3)x) des Modules induits, i.e.

les objets de M^x) sont les .â^-Modules isomorphes à L®Q<DX P°ur des
^)z-Modules L. On définit le foncteur de de Rham

DR:
par

DR(M}=M®çDOx,

donc on a l'isomorphisme canonique: DR(M)=L si M=L®o$)x. Ici
signifie la catégorie des A-Modules pour M=â)x, Ox ou Cx, etc.

2.2.2. Lemme. Soit Mye Aff-(^) 0"=1» 2), alors le morphisme:

(2.2.2.1) D^: ^c^^(Mlf M2) -» ^omc(DR(M^, DR(M2))

est injectif.

Preuve. On peut supposer que Mj=LjÇ$Q<Dx. Soit (^, ••- , xdx) un système
de coordonnées locales de X. Si 0e^^^^(Ll5 M^=Jf&m^)(Ml, M2) n'est pas
nul, il existe mŒLx tel que 0(m)=i=0. Posons

0(m) = 2] v Wv (g) av avec MV e L2

où dv=Hdfi avec di=d/dxi. Soit

î = min { | v \ : wv4=0} où | v \

on prend jj,^Zdx tel que | A| =i et que w^O, alors

0(m^) S utâdWzztilup (mod.

donc (D^Xm^^/dw^O; d'où l'assertion.
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2o203. Soient L± et L2 des C^-Modules, alors ^<^Diff(£i> ^2) ^e groupe des
morphismes différentiels est l'image du monomorphisme (2.2.2.1) pour Mj =
Lj®£)x(donc Lj=DR(MjJ) (j =1,2). Puisque «#**0 (Af^ M2) est muni de
la filtration (pas nécessairement exhaustive) :

Fp = Jhmo (L15 L2®FP3)X} ,

^"*i>iff(Li, L2) est muni de la filtration F par le foncteur DR. On dit qu'un
morphisme différentiel est d'ordre <p s'il appartient à F^<^Diff (L13 L2).

2.2 A Soit (Ly, F) un C^-Module filtré tel que FpLj=Q pour p<0 localement
sur ^(7 = 1,2), alors ~#**vitf((Ll9 F), (1^, F)) le groupe des morphismes
différentiels filtrés est le sous-groupe de ~4^Diff (L15 L2), qui consiste en les mor-
phismes 0 satisfaisant la condition :

0
(2.2.4.1) la composition FpL^I^ -~*L2-*L2IFp_q_lL2 est d'ordre <q pour tout

Notons que cette condition entraîne que (f>(FpLl)c:FpL2 (pour q= — l) et que
GrF<[>\ GrpL^GrpL2 est (9^-linéaire (pour ^f=0).

Soit MF(0X, DiflF) la catégorie additive dont les objets sont les C^-Modules
filtrés (L, F) tels que FPL=Q pour ̂ <0 localement sur X, et dont les morphismes
sont les morphismes différentiels filtrés. Soit MFf(Ox, Diff) la sous-catégorie
pleine de MF(OX, Diff) des objets satisfaisant la condition:

(2.2.4.2) FPL=L pour p > 0 localement sur X.

2.2.5, Lemrae. Soient (LJ9 F) e MF(OX, Diff ) ^ (My, F) =(Ly, F)®
(â)^, F) (y=l, 2), a/or^1 le foncteur DR induit l'isomorphisme:

(2.2.5.1) D£: Jfom^M^ F), (M2, F))^^^Diff ((Lp F), (L2, F)).

Preuve. Soient 0e^^DIff (Lj, L2) et ir^Jfomg)(Mlt M2) tels que (f>=
alors il suffit de vérifier que

((Lv F), (1̂ , F)) sii ^(F^cSy Ft-_yL2®Fy^ pour tout ï.

Mais la première condition équivaut à

lK^L1)cL2®Fy^z+Ff.y.1L2®^ pour tout /, 7 ,

cf. (2.2.4.1); d'où l'assertion.

2.2.6. Corollaire. On a l'équivalence de catégories".



MODULES DE HODGE POLARISABLES 885

DR-1: MF(f\Ox, Diff)

telle que DR~\L, F)=(L, F)®(â)x, F) et que

DR-1: ^^j,m((Lv F), (L2, F)) -> (Hom^/MT1^, F), DR~\L» F))

est l'inverse de (2.2.5.1).

Remarque. On a un quasi-inverse DR de DR-1, si on choisit un isomorphisme
(M, F)^(L, F)®(3)x, F) pour tout (M, F)ŒMF,.(^).

2.2.7. Soit (3)x®oA~m9x, F}-*(OX, F) comme dans 2.1.5. Soit (M,
MF(3)X}. Posons

/«(AT, F) = (M, F)®g&g)x®oA-uOx> F) .

Alors par l'isomorphisme canonique:

(DR(M, F))'' = (M, F)®^-'^, F),

(où la filtration F sur >l"'ez est définie par Gr%=Q pour p=(= — i ), (DR(M, F))1'
est muni d'une structure de C^-Module, donc c'est un objet de MF(OX9 Diff).
Notons que DR(M) est localement isomorphe au complexe de Koszul

X f c *

2.2.8. Lemme. Avec les notations ci-dessus, DR(M, F) est un complexe
de MF(OX, Diff) (par la structure de Ox-Module définie ci-dessus), tel quef^f
DR~l(DR(M, F)) est canoniquement isomorphe au premier complexe de (2.1.6.1).

Preuve. Soient les notations comme dans la preuve de 2.1.6, e.g. L=A~"iOx,

alors par l'isomorphisme (2.1.6.2), (M, F)®o(^Dx® L, F[— î]) est un Module
induit dont l'image par le foncteur DR est munie d'une structure de (5^-Module
et isomorphe à (Af, F)®#(L, F[— i]). On vérifie facilement que la différentielle
de DR(M) coïncide avec celle de l'image du premier complexe de (2.1.6.1) par
le foncteur DR (par les isomorphismes ci-dessus), car ces deux complexs sont
localement isomorphes au complexe de Koszul K(M; di(\<i<dx))[dx} si on
choisit un système de coordonnées locales (l'assertion pour le deuxèime com-
plexe résulte aussi de 2.4.2); ce qui achève la démonstration.

2.2.9. Soit ti=b, +, — ou oo. On définit

, Diff), K*F«\OX9 Diff) ,

9 Diff), DF(f\Ox,
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comme dans 2.1.9, en remplaçant MF(3)X) par MF(OX, Diff) (ou MFf(Ox,

Diff)). Notons que

M'Gr? : K*F">(OX9 Diff) -* M(OX)

sont des foncteurs cohomologiques. Soit D*ohF
f(Qx, Diff) la sous-catégorie

pleine de D*Ff(0x, Diff) des objets cohomologiquement cohérents (i.e. l'image
par Si'Gr* est un (5^-Module cohérent pour tout /, j.) Notons que

s

cf. 2.1.15.

2.2.10. Proposition. Avec les notations de 2.1.9, 2.1.10, 2.1.15 et 2.2.9, le
fondeur DR'1 induit des équivalences de catégories:

(2.2.10.1) D*F(OX,1XÏÏ)=*D*F(J3)X)

(2.2.10.2) DF(OX, TtiS)*^DF(3)z)*

(2.2. 10.3) D*Ff(Ox, Diff) — D*Ffi(3)x)

(2.2. 10.4) DFf(Ox, Diff)* — DFfi(3)x)

(2.2.10.5) Db
c

avec DR pour quasi-inverse.

Preuve. D'après 2.1.6 et 2.2.8, on a le quasi-isomorphisme filtré canonique:

(2.2.10.6) DR~\DR(M\ F)}^.(M\ F) pour (M\

En l'appliquant à (AT, F)=DR~\L\ F) pour (L", F)ŒKF(0X, Diff), on ob-
tient le morphimse canonique dans KF(OX, Diff) :

(2.2. 10.7) DR(DR-\Lm, F)) -*• (L\ F)

par la définition de 2XR"1. On vérifie facilement que ce morphisme est un
quasi-isomorphisme filtré. (On peut aussi utiliser le lemme 2.1.11.) Puisque

DR-\KF(OX, Diff)*)C£F(^)*

DR(KF($x)*)c:KF(Ox, Diff)*

on obtient les assertions (2.2.10.1-4). La dernière résulte de 2.1.16.

2.2.11. Remarque. On peut définir (comme Du Bois, Bull. Soc. math. France,

109) les catégories:

, Diff) et D^F^O^ Diff), etc.
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en supposant que les différentielles (resp. les morphismes et les homotopies)
de complexes sont d'ordre <1 (resp. 0); alors le foncteur DR se factorise par
D*Fi(Ox, Diff)-*/>*F(0jr, Diff), mais le morphisme (2.2.10.7) n'est pas défini
dans K*F£OX, Diff). Je ne sais si le foncteur naturel:

, Diff) -> D*F(0X, Diff)

est fidèle.

2.3. Foncteur image directe

2.3.1. Soit /: X-+ Y un morphisme de variétés complexes lisses. On définit
les catégories:

/, etc.
et

MF(0X, Diff )„ D*F(0X, Diff)/, etc.

comme dans 2.1 et 2.2, en remplaçant la condition: "localement sur X" par
"localement rel. à F". Donc MF(<Dx)f=MF(<Dx) etc., si /est propre. En
général on peut vérifier que DF(â)x)f est une sous-catégorie pleine de DF(3)X)
par un argument dual de la preuve de 2.1.12 (i.e. on utilise (j i)*j7l(M*2l
Fp(nM'2,F) avec p(I)=ma*lp:j7lFpMl=0}9 où t// =/"7(Z//)). Puisque
tous les résultats de 2.1 et de 2.2 (sauf 2.1.16 et (2.2.10.5)) restent valable en
remplaçant D*F(3)X\ D*F(QX, Diff), etc. par D*F(â)x)f9 D*F(OX9 Diff),, etc.,
on voit que D*F(<Dx)f, D*F¥\<Dx)f, etc. (resp. D*F(OX, Diff),, etc.) sont des
sous-catégories pleines de DF(3)X} (resp. DF(OX Diff)).
2.3.2. Avec les notations de 2.3.1, on définit D*F(f-l£)Y)f, D*/̂ /"1.̂ ),,
etc. comme ci-dessus, en remplaçant respectivement 3)x et Ox par f~l3)Y

&rloY-
Soit (J2W, F)=Ox®f-iOYf-\3)Y, F). On définit le foncteur DRX/Y:

MF</\â)x)f-+MF</>(f-l3)7)f par

DRX/Y(M, F) = (M, F)®^(â)x^9 F) .

Donc, si (M, F)^(L, F)®(â)x, F), on a

DRx/y(M, F):= (M, f)®^3)x^9 F)

Le foncteur DRxjY induit les foncteurs:
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et

DRX/Y:

d'après 2. 1.11.

2.3.3. Avec les notations ci-dessus, soit (M, F) un faisceau filtré sur X tel que
U FPM = M. On définit son image directe topologique par f*(M, F) =

( U/*F,M, F) avec Fp(f*(M, F))=f*FpM. Alors ce foncteur image directe

topologique filtrée/* induit le foncteur:

Puisque la dimension topologique stricte de X est finie [33], ce foncteur /* se
dérive en

d'après le lemme suivant:

2.3.4 Lemme. Soit £* le foncteur exact qui associe le faisceau des sec-
tions discontinues. Soit (M, F)=(L, F)®(f~l3)Y, F)^MF^(flâ)Y). Alors
le morphisme canonique

5 F) - J\(L, F)®(f-l3)Y, F))

est un isomorphisme filtre, ou ^°(Mf F)=(\j£QFpM, F) pour un faisceau filtré
(M, F).

(C'est clair.)

Remarque. Pour définir le foncteur dérivé /#, il suffit de construire une
résolution finie, canonique et fonctorielle : (M, F)-»(L", F) pour (M, F)Œ
MF¥}(f~l<DY)f9 telle que chaque Gr F

PL? . soit /#-acyclique (mais V n'est pas
nécessairement /^-aeyclique.) De même, on peut définir le foncteur /i.
2.3.5. On définit le foncteur image directe/* par la composition:

Si /est propre ce foncteur induit:

d'après 2.1.16 et par le théorème de Grauert.

2.3.6. Lemme. Avec les notations de 2.3.1, le foncteur \image directe
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topologique filtrée f* (cf. 2.3.3) induit le fondeur:

/*: MFW(OZ9 Diff), -> MF™(OY, Diff)

(f.e. foy morphismes différentiels filtrés sont stables par image directe topologiquë),
de plus le diagramme suivant commute:

MF«\OX, Diff), A» MFM(OT, Diff)

), - MF¥\â)Y) .

Preuve. Par définition, on a l'isomorphisme canonique:

MDRX\L9 F)) ̂  DRY\ML, F))

pour (L, F)<=MF<f\Ox, Diff)/5 donc par la définition de DRy\ il suffit de
vérifier que, pour $ : (L19 F)->(L29 F) un morphisme de MF(f)(Ox, Diff),, on a

=/*(*):

Soit ^=DjRï1(0), alors

oùf^DRy est le foncteur défini par ®y-i^ f~lOY\ donc il suffit de vérifier que

f~lDRY(DRx/YM) = DRXM: (Ll9 F) -> (L2, F) .

Soit lX->Y:=l®l&<Dx+Y=Ox®f-i@ f~l3)Y> On a des décompositions can-
oniques:

telles que (L2®l)®lx+Y =L2®1 et que (L2®3)xex)®lx+YdL2®f-13)YeY

par l'isomorphisme canonique:

ce qui entraîne l'assertion.

2.3.7. Avec les notations ci-dessus, les foncteurs ^° et ^°/id induisent les
foncteurs de MF(f\Ox, Diff), dans elle-même d'après 2.3.4, et on obtient
une résolution finie, canonique et fonctorielle : (M, F)->(L", F) telle que
chaque GrpU soit /j.-acyclique; donc le foncteur image directe topologique
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filtrée/* se dérive en

/*: D*FW(0Z, Diff), -> D*FW(QY, Diff)

(et /*: D**F'(OZ9 Diff) -> D*0*F'(OX, Diff) si /est propre)

de sorte que DRïlof* =f* °DRx
l, cf. 2.3.6. Notons que /# commute au foncteur

naturel: DF(OX, Diff ) -> /)(CX), si /est propre.
Pour /: Jf-»F et g: F->Z, on a canoniquement (£/)#=£#/# par défini-

tion, donc c'est valable pour les images directes de complexes de ^-Modules
filtrés.

2.3.8. Remarques.
(1) Pour un complexe de .â^-Modules M' on définit usuellement:

mais on n'a pas en général l = 1 1 , e.g. posons X=C9 F={0}, Z=C79
Jgf h h

fol ^CZ avec |0,|->oo, Af=0-3(,|J|jr avec ^B(ai}\x=â)x/(x—ai)â)Xi où * est
la coordonnée de X.

En particulier, en oubliant la filtration, f*(M\ F) ne coïncide pas avec

J M\ Mais ils coincident, si la condition suivante est vérifiée:
/

II existe un sous-ensemble Z de X, propre sur F, tel que
GrpDRx/Y (M\ F)\x\z soit acyclique pour /?>0 localement rel. à 7.

Par exemple, soit M = ÛX
K avec Gr$M=Q pour p =f= — dx, alors, si /est lisse,

DRX/Y(M, F)—(£'X/Y, F)[dx—dY] localement rel. à F; donc la condition ci-
dessus est vérifiée, si Sing/est propre.
(2) Le théorème B de Cartan pour les ,â)-Modules n'est pas vrai en général,

N
car H\X, ©0z)=f=0 pour X=C (ou X est un polydisque). En effet, pour
{a,-} comme ci-dessus, considérons la suite exacte longue associée à:

0 -> 0 Ox -> © Ox -> 0 Cai -* 0

2.3.9. Remarque. Soit /: ^T-> F un morphisme propre de variétés analytiques
complexes (séparées), alors on peut définir /#: DF(â)x)-^DF($)Y), etc., en

V

utilisant un complexe de Cech associé aux recouvrements X= U Uf, Y= U Uï
avec des immersions t/,— *F,-, V'i-*V\ comme dans 2.1.20, tels qu'on ait des
diagrammes commutatifs:

U, - K,
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On peut vérifier que/* ne dépend pas de choix de Uh Vi9 Uï, V'i et de/-.

2.4. Foncteur dual

2.4.1. Soit M un .â^-Module à droite, on a alors deux structures de £DX-
Module à droite, notées r et t, sur M®Q$)X , définies par:

(m®P)r(g) = m®Pg , (

(m®P)t(g) = mg®P , (m®P)t(di) = mdi®P-m®diP

pour weM, P&£)X9 g&Ox et di=d/dxi

2.4.2. Lemme. Soit M un 3)x-Module à droite, alors il existe une unique
involution t: M®o<Dx-*M®o3)x identique sur M®\, qui échange les deux
structures de Si-Module à droite.

Preuve. On définit le morphisme t: M®£Dx-^>M®â)x par

c(m®P) = (

alors il suffit de vérifier que c2 = id. Soit dv=nd*f pour v^Ndx, posons
C(/e, v)=ni(jLii+^i)l/Mil'Vil pour #, v^Nd*. On a alors

= S (-

car C(/«, ^— A)C(^, fJL—X)=C(v—fJL, ju—X)C(A, v—X)\ d'où l'assertion.

2.4.3. Soient (M, F) et (M', F) des ^-Modules filtrés, on définit le faisceau
filtré ~#w«^((M, F), (AT, F)) dont la filtration F est exhaustive, par

Fp:= {(pŒcJw^M, M'): (f>(FiM)c:Fp^Mr pour tout /}.

(De même, pour des O^-Modules filtrés.)
Soit ^x[dx]-^Kx une résolution par des .â^-Modules, injectifs sur Ox>

telle que Ki
x=Q pour i<~dx, où o)x=S2^(dx)9 cf. (2.0.1-2). Alors ^00

(^)^, F) est un complexe de .â^-bi-Modules à droite filtrés, donc pour (M*, F)
), on définit

', F):= JkafyUM; F), ̂ ®0 (^z, F))

où on peut utiliser au choix r ou t pour la structure de complexe de 3)x-
Modules filtrés sur D(M\ F) et l'autre pour <*4W^ d'après 2.4.2.
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Supposons que (M, F)=(L9 F)®(£DX, F) avec (L, F)^MFf(Ox, Diff), on
a alors

(2.4.3.1) (D(Af, F))' = ̂ ™0 ((A n

si on utilise t pour c*#** .̂ (Ici la filtration F de ̂ * est triviale, i.e. GrjKx=0
pour 7 =1=0.) On a donc D(M\ F)eC+F{(.0z) pour (M\

2.4.4. Lemme. Le fondeur dual D défini ci-dessus induit les fondeurs
contï -avariants:

D: K-Ffi(â)x) ->

D: D~Ffi(3)x) -*
(e.g. D(M\ F) est acyclique filtré, si (M*, F) l'est). Le dernier fondeur est
indépendant du choix de Kx.

Preuve. D'abord on vérifie que le foncteur D conserve les équivalences
d'homotopie. Puisque

Grf (Jhaf0 ((L. F), (Kx, F)) ^

on voit que

\ F)) = D(Gr2.j(M\ F))

donc D(M\ F) est acyclique filtré, si (M°, F) l'est (d'après 2.1.11). Pour la
dernière assertion, il suffit de vérifier que -Xfc*^ ((M\ F)5 K°®(£)x, F)) est
acyclique filtré pour (M", F)GK~Ffi(<Dx) et #"e,£+C2)z), si JT est acyclique
et si les K* sont injectifs sur Ox. Mais cela se voit par le même argument que
ci-dessus (i.e. par le passage à Grf); d'où l'assertion.

2.4.5. Lemme. Le foncteur D induit les foncteur s contra variants:

D. D'

D. Dt

Preuve. D'après 2.1.16, il suffit de vérifier la première. Par définition on a
JX^FftâkflcD+j.Fftâk)» (cf. 2.1 pour les notations), car S**j£M, a>x[dx])
=0 pour j>0, si M est un 0^-Module cohérent; alors l'assertion résulte de
2.1.14, car la condition (2.1.15.1) est cohomologique.

2.4.6. Remarques. (1) On peut définir
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si on utilise le produit direct pour la définition de complexe simple associé. On
peut aussi construire l'isomorphisme canonique:

Do D ~ id sur DCQllF
fi(â)x) .

(2) D'après V.D. Golovin (Soviet Math. Dokl Vol. 16 (1975) p. 854),
dim. injoo)x<dx. Ce qui nous permet de prendre un complexe borné pour K'x
dans 2.4.3; alors le lemme 2.4.5 et le remarque ci-dessus sont trivials.

2.4.7. Soient (L, F)^MFf(OXf Diff) et (L ', F)^MF(OX9 Diff), on définit le
faisceau filtré <=^<^£iff ((!>, F), (Lf, F)) dont la filtration F est exhaustive, par

Fp: =Jf™»m ((L, F), (L', F[-p])) ,

où les inclusions Fp->Fp+l sont définies par la composition avec les morphismes
différentiels filtrés:

id: (L',F[-p]->(L',F[-p-l])9

cf. 2.2.4. D'après 2.2.5, on a l'isomorphisme canonique:

(2.4.7.1) DR: ̂ ^((M, F), (M', F)) ~ ~^£iff((L, F), (L', F))

où (M, F)=DR-\L, F), etc. Puisque (M, F) et (M1, F) sont munis d'une
structure de 0^-Module associée au foncteur ®Q comme dans 2.4.1, les C-

Modules filtrés de (2.4.7.1) sont munis d'une structure de 0^-bi-Module.
(Notons que cette structure sur le deuxième est définie par la composition
avec l'action de Ox.) Désormais on n'utilisera que cette structure de Ox-
Module associée à celle de (M', F), car c'est reliée à la structure de .â^-Module
sur (D(M, F))1 dans le cas (Lr, F)=(Kl

Xt F). Par cette structure, on a:

«•«""Diff ((L, F), (L'f F))ŒMF(OX, Diff) .

2.4.8. Lemme. Soient (L\ F) Œ CFf(Ox, Diff) et (L", F) e CF(OX, Diff),
alors FJS0mDiff((L°, F), (L'", F)) est un complexe double de MF(OX, Diff) par
la structure de Ox-Module définie ci-dessus.

Preuve. La différentielle de (L", F) induit des morphismes différentiels filtrés
(de degré 0) par (2.4.7.1), donc l'assertion résulte du lemme suivant:

2.4.9. Lemme. Soient (L'\ F) e CF(OX, Diff) et (M", F) =DR~l(L", F).
Alors (M1*, F) est un complexe de MF(OX, Diff) par la structure de Ox-Module

associée à ®o. Pour (L, F)^MFf(Ox, Diff), on a

, Diff)
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par la structure de Ox-Module définie dans 2.4.7.

Preuve. On a des isomorphismes canoniques comme .â^-bi-Modules filtrés:

((!/', F)®0(3)x, F))®o(@x> F) ~ (L", F)®0((3)x, F)®o(3)x, F))

définis par (u® P)®Q)-*u®(P®Q), où on utilise la structure de .â^-Module à
gauche sur 3)x pour définir £Dx®o@x* Puisque le dernier terme est isomor-
phe à

> F))® <2>((^,

on obtient un complexe de MFi(3)x\ dont l'image par le foncteur DR est iso-
morphe au complexe DR~l(L', F) par l'isomorphisme canonique défini ci-
dessus; d'où la première assertion. Soit (M, F)=DR~~\L, F), alors

, F), (M'\ F)}®o($x, F)^Jf**<D((M, F), (M1*, F)®o(3)x, F))

comme jSVModules filtrés, donc on obtient un complexe de MFf-(â)^), dont
l'image par DR est *4<Wviff((L, F), (L'°, F)); d'où la dernière assertion. Ce
qui achève la preuve de 2.4.8.

2.4.10, Lemme. Soient (L, F) et (L't F) comme dans 2.4.7, alors le quasi-
isomorphisme filtré dans CF(QX, Diff):

DR(DR-\Lr, F)) -> (L', F), cf. (2.2.10.7)

induit le quasi-isomorphisme filtré:

(2.4.10.1) Jhm^^L, F), DR(DR-\L', F)) -> Jt™^ ((L, F), (Lf, F)).

Preuve. Soit (M, F)=DR~\L, F), etc., alors le premier terme de (2.4.10.1) est
isomorphe à:

, F), DR-\DR(M', F)))

^ DR(J/o^((Mt F), (M', F))®0(3)x, F))

car DR-\DR(MfF))^.DR(DR-\Mf F))5 où on utilise 2.4.2. On vérifie que le
morphisme (2.4.10.1) coïncide avec (2.2.10.7) appliqué à F«=^^^((M, F),
(M', F)); d'où l'assertion.

2.4.11. Soit (L", F) ŒC~Ff(Ox, Diff). Soit (Kx, F) comme dans 2.4.3. Alors
par l'isomorphisme (2.4.3.1),

D(L\ F):= -4fe*g((r, F), (*i, F))
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est un complexe de MFf(Qx, Diff) tel que DR-1D(L\ F) — D(DR-l(L\ F)).

D'après 2.4.4 et 2.4.5, on obtient le foncteur contravariant

D. Db
cohF'(Ox, Diff) -> Db

cohF'(Ox, Diff)

compatible avec DR'1. Puisque

(2.4.11.1) D(DR~\L', F))^ <^£iff ((£", F), (Kx, F))

si on utilise r pour <*4<Hng), on obtient l'isomorphisme canonique dans
D+F(0X, Diff):

(2.4.11.2) D(L9, F) ~ ^£iff((r, F), (Kx, F))

d'après (2.2.10.7), où (Kx, F): = DR(KX, F)^C+Ff(Ox, Diff). (Notons que
DR-\KX, F)^DR((KX, F)®(â)x, F)).)

Soit Forget: DF(OX, Diff)->£)(Cx) le foncteur naturel, alors Forget
(Kx, F) — Cx(dx) [2dx] ~ axC. On définit le morphisme fonctoriel

(2.4. 11.3) Forget (D(L?, F)) -> l>(Forget(L- , F))

par le morphisme canonique:

((!/, F), (Kx, F)) -> ~4WC (Forget (L-, F),

Soit Db
holF

f(Ox, Diff) (resp. DlolF(3)x)) la sous-catégorie pleine de Db
cohF

f(Ox,
Diff) (resp. D^F^x)) des objets (L", F) (resp. (M", F)) tels que les
M^DR^L'J) (resp. Ml(M')} soient des ^-Modules holonomes pour tout f,
alors cette sous-catégorie est stable par D.

2.4.12. Proposition. Avec les notations ci-dessus, le morphisme (2.4.11.3)
est un isomorphisme pour (L", F)^Db

holF
f(OXf Diff), Le. Forget o/7~£}0 Forget

sur DlolF
f(Ox, Diff) étf (Forget

Preuve. Soit r<^ (p&Z) la filtration canonique [6, 1 II (1.4.6)] sur des com-
plexes de ^-Modules filtrés, telle que r^0=0r^, cf. 2.11. On a alors
une filtration sur DR(DR~l(L\ F)) par:

DR(TZPDR-I\L, F» (pez),

donc on peut supposer que Si1 (®I>jR~1(^"F))=0 pour f 4=0. Puisque l'asser-
tion est locale, on peut remplacer (L*, F) par un complexe borné de .â)y-Modules
filtrés libres de type fini comme dans 2.1.17, par le même argument que dans
la preuve le 2.1.16. On a alors
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(2.4.12.1) D(Lm, F) ̂  ^o^F
0((L\ F), (a>x[dx], FJ)

où la différentielle du deuxième complexe est définie comme dans 2.4. IL
D'après Kashiwara [16], on a

Forget(r, F), Forget (D(L\

Par le même argument que dans 2.4.11, on a

(2.4.12.2) D(L\ F) ̂  -^«((L'. F), (®x(dx)[2dx}, F))

^ DR(DR-\Jf™F
0((L', F), (<ox[dx], F)))) .

Soient xGX et «»: {x} °-> A' l'inclusion naturelle. On définit le foncteur z'i par

/U'=Hom ((O

pour un complexe de faisceaux A\ où £(A*) est le complexe simple associé au
complexe double de la résolution canonique flasque tronquée de A*. On a alors
un diagramme commutatif :

~ 0
\ Kx)

Puisque Forget (^(L9, F)) — <^^Diff(L", Ûm
x(dx)[2dx]) (car Ly sont cohérents),

il suffit de vérifier que a est bijectif, car 0 est clairement bijectif, cf. par exemple
[32]. Soit a la filtration bête de L" (cf. [6, II (1.4.7)]), alors elle induit une
cofiltration (dont la filtration correspondante sera notée G) sur la source et
le but de a, compatible avec a. D'après (2.4.12.1-2), Grfa s'écrit:

Grfa: if Jfo^o(L~\ a>x)[dx] -> ^mc(H
d
(?}L~\ C)[dx

Puisque le but de Grfa est isomorphe à

l'accouplement

a'r. if ^om0(L-\ G)X)

correspondant à Grfa, est défini par le morphisme trace (ou le morphisme de
résidu) :
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Tr:

(Notons que &x=tèx
z(dx) par définition, cf. (2.0.2).) Puisque les suites spec-

trales de G dégénèrent en E2, il suffit de vérifier que les HiGrGa sont bijectifs.

Par la dualité de Serre, les aj sont des accouplements topologiquement parfaits.

Par les deux lemmes suivants, les différentielles des complexes ïj <*tf™*>o(L\ o)x)

et H^L' sont duales l'une de l'autre par cette dualité. Puisque Dt?^Db
c(Cx\

on obtient la dualité parfaite sur leurs cohomologies; d'où l'assertion (comparer

à [16]).

2.4.13. Lemme. Soit P^^om^m(Ox,Ox}—3)x. Soit P* : <4<wo(O x, a>x)

-*JfomQ(Ox, o)x) la transposé de P définie comme dans 2.4.11. Alors par l'iso-

morphisme canonique:

P* s'identifie à l'action de P à droite sur a)x.

2.4.14. Lemme. Soit < , )>: &XtXxHd
{*Ox->C l'accouplement comme ci-

dessus, on a alors

<t/P, v> - <«, Pv>

pour ut=a)XtX, vç=Hd
{?}Ox et

(Les démonstrations de ces deux lemmes sont laissées au lecteurs.)

2.4.15. Remarques.

(1) La définition du foncteur dual sur Dc0hF(^}x) est compatible avec la défini-

tion usuelle, par le foncteur naturel: Db
cohF(3}x) -> -DcohC^z)- De même le

foncteur ForgetoZXR: DF(£DX)->D(CX) est compatible avec la définition usuelle

de DR: D(3)x)-*D(Cx), par le foncteur naturel ci-dessus. Ici, le foncteur entre

les catégories dérivées induit par DR est noté aussi DR.

(2) Soit Mhol(5)z) la catégorie des .â)z-Modules holonomes, cf. [16]. Alors

cette catégorie est stable par le foncteur dual (par sa compatibilité avec la

microlocalisation). D'après Kashiwara [loc. cit], le foncteur DR induit le

foncteur exact:

(2.4.15.1) DR: M^(3)z) - Perv (Cx) ,

(voir [1] pour la définition de Perv^C^)) car il a démontré la demi-perversité et
la dualité parfaite:

(2.4. 1 5.2) iîDR(DM) X i'DR(M) -> C
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i.e. i*DR(DM)^i*D(DR(M}\ pour tout ix: {x}^X. Notons que le foncteur
(2.4.15.1) est exacte et fidèle, car DR(lmu)=lm(DR(uy) pour un morphisme u
de AfhdCâk), et M=Q si DR(M)=0 pour M^Mhoi(j3)x).
(3) Posons Sol (M)=R<*¥<w*g)(M, <*>x)[dx] pour M^Mhol(S>x)9 alors on peut
vérifier que

Sol (M) =± DR(DM) .

Donc on obtient le foncteur Sol: Mhol(^)->Perv(Cf^)? et la dualité (2.4.15.2)
s'exprime en

(2.4. 1 5.3) i * Sol (M) ̂  i*D(DR(MJ) .

D'après [18] (voir aussi [23]) ou peut construire un isomorphisme global

(2.4. 1 5.4) Sol (M) ^ D(DR(M)) .

(Comparer à 2.4.12-14; dans [23] on remplace la dualité de Serre pour la co-
homologie locale par cette dualité pour la cohomologie à supports compacts.)

2.4.16. Remarque. Avec les notations et les hypothèses de (2.4.3.1), soit
(*i> "', Xdj) un système de coordonnées locales, alors <j>Œ(D(M, F))1 s'écrit:

avec

par l'isomorphisme (2.4.3.1); ce qui correspond à

[u H-* Sv ^(w)dv]e«^Diff (L, *ïO ,

par l'isomorphisme (2.4.11.1).

2.5. Dualité pour un morphisme propre

2.5.1. Soit/: X-» Y un morphisme propre de variétés complexes lisses. Soient
(K°x, F) et (K'x, F) comme dans 2.4.3 a et 2.4.11 (de même pour 7). Soit Tx

le complexe double des courants au sens de Schwartz, i.e. P(U, J^)s ont des
sous-complexes doubles de ^o^G(Tc(U^ °°£'x), C) pour tout ouvert U9 où °°Q'X
est le complexe double des formes C°°. Soit Tx le complexe simple associé à
ïx soit Fx le complexe quotient de ïx tel que IX=ÎXP, alors û)x[rfx]2i/i et

DR(Ix)2iïx. On définit la filtration F sur /^ et /^ comme sur K"x et ^^5 cf.
2.4.3. et 2.4.11. (De même pour I'Y et IV)

Par définition de K'Xi on peut supposer qu'il existe un quasi-isomorphisme
Ix2£Kx, ce qui induit les quasi-isomorphismes filtrés:

(IX,F)~(KX9F), (ÏX,F)~(KX,F).
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(De même pour F.)
Par le "push-down" des courants, on a le morphisme trace:

(2.5.1.1) Trf:f*(TX9F)-»(T79F)

dans Kb
cohF

f(OY, Diff). Donc on obtient le morphisme dans

(2.5.1.2) DR~1MTZ9 F) - — DR-\T79 F) - (IY, F) -> (K'Yi F)

d'après (2.2.10.6). Ici, on peut supposer que KY sont des ^-Modules
injectifs. Puisque

(2.5.1.3) DR~lf*(Tx, F) -> DR-lf*(K'x, F)

est un quasi-isomorphisme filtré, le morphisme (2.5.1.2) se factorise par (2.5.1.3)
dans K+F(<DY). (En effet, l'assertion est claire si on oublie la filtration; mais le
morphisme et l'homotopie respectent la filtration car F^=Q et FQKY=KY.)

Donc on obtient le diagramme commutatif dans K+F(OY, Diff) :

x, F) - DRoDR-^MK* F)
(2.5.1.4) _ i Tr \Tr

DRoDR-\T79 F) - > (KY, F)

où les morphismes horizontaux sont des quasi-isomorphismes filtrés. (Cette
construction est suggérée par Kashiwara.)

2.5.2. Soit (Lm
9F)^Kb

cohF
f(OX9IXS) tel que Grfl/ sont /^-acycliques.

D'après (2.4.11.2), on a les quasi-isomorphismes filtrés:

(2521) f*°(L'' f) "-f*-*"^»» ((L>'F)' (**> F))

~ "v, F) — ̂ ^mff (/*(£', n («v, F» .
car GrF

p Jtomo ((V,¥}, (Ki
x,F)) — ®q^amO(Gr^Li, Gr^,KJ

x) sont flasques.
Par définition, l'action de Ox (ou de f~lOY} sur chaque ~4W£if{(Z,'', K3

X)
(:= U JfafftQ(L', Kbt&FpÇDx)) est définie par la composition avec l'action

naturelle de Ox (ou de /-1CV) sur Kx, donc on obtient le morphisme dans

(2.5.2.2) /*-**£,„ ((L-, F), (Kx, F)) -> Jh^m (f*(L', F), f*(Kx, F)) .

D'après (2.5.2.1-2), (2.4.10.1) et (2.5.1.4), on a le morphisme fonctoriel dans
D^F (0Y, Diff) (donc dans D»cohF'(OY, Diff) d'après 2.2.10, 2.1.14 et 2.1.12):

(2.5.2.3) frD(L\ F) -> Df^L", F)
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2.5.3. Proposition. Le morphisme (2.5.2.3) induit un isomorphisme fonc-

toriel

f*D =- DU ' Db
cohFf(Ox, Diff) - Db

cohF'(0Y, Diff) .

Preuve. Par dévissage, on peut supposer que (L\ F) est un complexe de Ox-
Modules muni d'une filtration triviale, i.e. GrfL"=0 pour z=t=0. On vérifie que
Grff*D(i;9 F) et GrfDf*(L\ F) sont acycliques pour f =1=0 et que

\ F) =

GrJDf*(L\ F) =

De plus, Grj1 du quasi-isomorphisme (2.4.10.1) appliqué à f*(L\ F) et /#(.£*, F)
est l'identité:

et Gro de (2.5.1.4) est un diagramme commutatif dans K+(OY)'

IY -> K'Y .

Donc Gr^ de (2.5.2.3) coïncide avec le morphisme de dualité dans la théorie
de dualité analytique [25]; d'où l'assertion.

2.5.4. Corollaire. On a un isomorphisme fonctoriel:

f*D ^

Preuve. Cela résulte de (2.2.10.5) et de la compatibilité des foncteurs /# et D
avec le foncteur DR~\ cf. 2.3.7 et 2.4.11.

2.5.5. Proposition. La dualité (2.5.2.3) sur Db
holF(Ox, Diff) est compatible

à la dualité topologique par les foncteurs

Forget: Db
holF(Ox, Diff) -> Db

c(Cx) (de même pour Y)

et par les isomorphismes fonctoriels :

/#oForget = Forgeto/* et I*>Forget = ForgetoU

cf. 2.3.7 */ 2.4.12.

Preuve. Par le quasi-isomorphisme canonique:

Cx(dx)[2dx] ^ ïx (de même pour Y) ,
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le morphisme Trf\ f*îx-*î'Y (cf. (2.5.1.1)) représente le morphisme trace
dans la théorie de dualité topologique (cf. par exemple [32]). Puisque K'Y est
un complexe de C-Modules injectifs, le morphisme Tr dans (2.5.1.4) se factorise

par le quasi-isomorphisme : DRoDR^of^Kx-^f^K'x^donc on obtient le dia.
gramme commutatif dans K+(CY) :

l'

où les morphismes horizontaux sont des quasi-isomorphismes; en particulier,
le morphisme Tr\f*K*x-*KY aussi représente le morphisme trace. Posons

iff (L, Kx) = Forget (^^lff ((L, F), (K'x, F))) , etc.,

On a alors un diagramme commutatif dans D+(CY) :

Diff (L\ K'x} < ~~ f* ^wç (L\ K\)

i i
', f* K'x} -

d'où l'assertion.

2.5.6. Corollaire. La dualité de 2.5.4 sur D^0iF(3)x) est compatible avec
la dualité topologique, par les fondeurs:

ForgetoD*: &holF(â)z)-+ D*e(Cx) , etc.

Preuve. Cela résulte de 2.5.5 et de la preuve de 2.5.4.

2.5.7. Remarque. On dit que Zx(dx} est le faisceau d'orientation de Deligne.
On a l'isomorphisme canonique:

oùax:X-*pt. Le morphisme trace Tr: axlZx(dx)[2dx]-*Z est défini par le
diagramme commutatif:
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H°C(X, Z(dx)[2dx]) - ^-* Z

\ \
H°C(X, ~Ûx(dx)[2dx]) - -» C

2.5.8. Remarque. Soit X une variété complexe lisse compacte. Soit K =
(KA, (KA®Q, W), (Kc, W, F)) un ^4-complexe de Hodge mixte cohomologique au
sens de [6, 111(8.1.6)], tel que KA<=Db

c(Ax) et que (Kc, W9 F) soit représenté
par un objet (L", F) de CioïF(Ox, Diff) muni d'une filtration W dans
CLiF(Ox, Diff). Alors on peut définir le dual de (Kc, W, F) par D((L?, F), W).

D'après 2.5.5, on voit que DK=(DKA, D(KA®Q, W), D((L\ F), W))) est un A-
complexe de Hodge mixte cohomologique, et que la dualité naturelle entre
H*(X, KA) et H~l(X, DKA) est compatible la structure de Hodge mixte.
Par exemple, soit (L\ F)-(^(logD), F)[dx] avec GrTx+i=(aM^^[-i])
[dx-i], où Fp=a^p) cf. [loc. cit], et soit KA=Rj*Ax*[dx], où j: X*=X\D-»X.
(Ici, X est Kâhler, et D est un diviseur à croisements normaux.) Alors DK
définit une structure de Hodge mixte sur H°C(X*, A), de plus D((L\ F), W) est
quasi-isomorphe (bifiltré) au complexe :

[(*b)*(*s«>, F[dx}) ->•••-* (adz)*(û~uz>, F[dx])]

tel que Gr^dz^=(a^(Q^ F[dx])[dx-f]. Notons que DR~\L\ F)^(cox(*D)9

F), où F est une filtration définie par l'ordre du pôle (décalée par — dx), cf. [loc.
cit].

§3. Filtration de Malgrange-Kashiwara et Cycles Évanescents

Dans cet article, toute filtration rationnelle est indexée discrètement,
i.e. il existe un entier m>0 tel que V(6=Vi/m pour tout aŒQ,iŒZ avec
<i+l/m, si F est croissante. On notera V<a= U Va et Gr^ =

3.1. Filtration rationnelle De Malgrange-Kashiwara
Soient X une variété complexe lisse, et XQ une sous-variété fermée lisse de

codimension 1. On définit Vetâ)x = {P^3)x: P/î0c/£^*i pour tout je Z}

pour aŒQ, où [«]=max {/eZ: /<«}, IXo est l'Idéal de JQ, et I3
Xo=Ox pour

Soient t une équation locale de XQ, dt un champ de vecteur (localement
défini) tel que [dt,t] = l.
3.1.1. Définition. Soit M un ^-Module cohérent à droite, une filtration
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rationnelle croissante V est dite la filtration de Malgrange-Kashiwara, si

(3.1.1.1) U VaM=M, chaque VaM est un sous F0^-Module cohérent.
*eQ

(3.1.1.2) (F*M)(F^)cFtf+f.Mpour tout a<=Q, i

(3.1.1.3) l'action de tdt— a sur GrlM est nilpotente (aŒQ).

Notons que tŒ V^Q)^ d^V^S)^ que la condition (3.1.1.3) entraine:

(3. 1 . 1 .4) t: Grv
aM -* Grl^M et dt : Gr^M -» GrlM sont bijectifs pour a 4= 0,

(3.1.1.5) F.+,M-(F.M) (V^x) pour «>0, z

et que les conditions (3.1.1.2-4) sont indépendantes du choix de t, dt.

3.1.2. Lemme (Kashiwara [17]). La filtration V est unique si elle existe.

Preuve. Supposons qu'il existe deux filtrations F et V. D'après les condi-
tions (3.1.1.1-2) et (3.1.1.5), il existe a,bŒQ tels que

Va_aM C F£M C F^M pour tout a Œ Q ;

en particulier, la filtration induite (Gr^M, V) est finie. Par la condition (3.1.1.3),
on vérifie que Grl' Gr %M=Q si a*0, donc V* Gr%+bM=Q si b>Q, i.e. F^C
F^+^.g pour e>0, ce qui entraine l'assertion, car F et V sont discrètement
paramétrées.

3.1.3. Lemme. Si SuppMcZ0 et M est cohérent, M admet la filtration
rationnelle le long de XQ, de plus, on a

M = M0®C[dt], VaM= 0
C

ou M0=^^oz(OXo, M) (=Ker(f : M

Preuve. D'après Kashiwara, on a M= 0 Mi9 et d\ : M0~Mi9 tl\ M^MQ (i >
f>0

0), où Mf.=Ker(fd,— /); donc on a MQ=M^OX(OX^ M), M— M0

On vérifie facilement que la filtration F définie ci-dessus satisfait les conditions
(3. 1.1. 1-3); d'où l'assertion.

3.1.4. Lemme. L'action de t sur V^M est injective pour

Preuve. Soient M'=M°xQM et M"=M/M', alors M' et M" sont des 3)x-
Modules cohérents tels que l'action de t sur M" est injective. Soit F la filtra-
tion induite (resp. quotient) sur M' (resp. M"}, alors on vérifie que les con-
ditions (3.1.1.1-3) sont satisfaites sauf (F^M') t=V06.1M

f (a<G); mais cela
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résulte du diagramme commutatif :

0 -> VaM' -> VJM -» V&M" -» 0
t\ t\ tM

0 -> V^M1 -» F^M -> F^-iM" -» 0 (a<0) .

D'après 3.1.2 et 3.1.3, on a KJlf'=0 (a<0), donc f : KJfcf CJK^M (a<0).

3.1.5. Corollaire. SWf o^M'-»M-->M"-»0 une ««te exacte Je â)jr
Modules cohérents. Si M admet la filtration rationnelle le long de XQ, M' et
M" l'admettent, de plus on a des suites exactes:

0 -* V+M' -* VJiï -> K^M77 -> 0 (aeQ) .

(même argument que 3.1.4).

3.1.6. Proposition. Soit u: M-*N un morphisme de 3)x-Modules cohérents
qui admettent la filtration rationnelle V, alors u préserve la filtration et est strict;
en particulier, la catégorie des 3)x-Modules cohérents munis de la filtration V
est une catégorie abelienne, dont les morphismes sont toujours stricts.

(Cela résulte de 3.1.2 et 3.1.5.)

3.1.7. Lemme. Soit u:M-*N un morphisme de 3)x-Modules cohérents
munis de la filtration V. Soit X* =X\X0. Si u \ x* : M \ Z*->7V | x* est un isomor-
phisme, on a u: F«M2J VJM pour tout

(Cela résulte de 3.1.3 et 3.1.6.)

3.1.8. Proposition. Soit M un S)x-Module cohérent muni de la filtration
V. Soit M' le plus petit sous-objet de M tel que M' | ̂ *25M | x*t on a alors

s

Mj M' — z* Coker (dt: Gr^M-^GrlM)

Jl°XQM = /* Ker (t: GrlM-^Gr^M)

ou i: X0<-*X et i* est l'image directe de 3) ̂ -Modules (localement, i^MQ=

Preuve. Puisque M'\X*~M\ x*, on a VJM' = V^M (a <0), donc ( V^M ) 3)x C
M'(a<0). L'autre inclusion résulte de (Y*M)â)x\x*=Mt,V\x*=M\x* et de

la définition de M'. On a

'} = Coker (GrlM ' -* GrlM)
= Coker (dt: Gr\M-* GrlM}
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car M' fi VQM=V_1M+(V_1M) dt (cela résulte de M'- S (F_XM) d\ et de Ô{:

Puisque supp M/M'CX0, on a M/M'=i*Gr%
(M/M'), cf. 3.1.3.

D'après 3.1.3, on a cfftxQM=i* (Ker (f : M->M))5 donc il suffit de montrer
que Ker(f: M->M)cF0M et Ker(*: M-*M)~Ker(Gr t: C?r0

FM->GrI1M).
Soit weM tel que ut=Q, alors il existe a^Q tel que we VaM. Si a>0, on a
w=0 dans Gr^M car utdt=Q, on a donc wŒ F0M par récurrence. Puisque Ker
t 0 VJ\f=0 (a<0) d'après 3.1.4, Ker *-»Ker Gr * est injectif. Si w/e F<_1M,
il existe ve F<0 tel que (u— v) f =0 par la condition (3.1.1.2), donc Ker f->Ker
Gr t est bijectif. Ce qui achève la démonstration.

3.2. Compatibilité avec la filtration F

3.2.1. Soient X, XQ, X* et t, dt comme dans 3.1. Soit (M, F) un ^-Module
filtré cohérent, i.e. GrFM est cohérent sur GrF3)x. On dit que (M, F) ûfrfmer
la filtration rationnelle V le long de XQ, si :

(3.2.1.1) M est muni de la filtration rationnelle de Malgrange-Kashiwara le

long de XQ

(3.2.1.2) (FPV«M) t = FpV^M (a<0)

(3.2.1.3) (FpGrlM) dt = Fp+1Gr^M

On dit que (M, F) est quasi-unipotent et régulier le long de XQ, si (M, F) admet
la filtration rationnelle le long de XQ et chaque GrFGrfGr%M est cohérent sur
GrF3)XQ. Notons que l'action de GrF£DXQ est bien définie sur GrFGrjGrlM,
où W est la filtration associée à tdt—a (cf. 1.3.9).

Soit / une fonction holomorphe (localement définie) sur X. On définit
if\X-^XxC par if(x)=(x, /(%)), alors on dit que (M, F) admet la filtration
rationnelle le long de f, si ij*(M, F) l'admet le long de Xx {0}, et que (M, F)
est quasi-unipotent et régulier le long de f, si //*(M, F) l'est le long de Xx {0}.

3.2.2. Proposition. Avec les notations ci-dessus, on a:

(i) La condition (3.2.1.2) équivaut à:

(3.2.2.1) FpV<0M=V<0Afnj*rlFpM (: = {u^V<QM: u\x*^FpM\x*}) pour

tout p, oùj: X*c-*X.

(ii) Si (GrïjAf) dt=GrlM (Le. M=(V<0M) 3)x\ la condition (3.2.1.3) pour
a^—l équivaut à:

(3.2.2.2) F^M = S (F,_f- F<0M) d\ pour tout p .
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(iii) Si supp M CX0, la condition (3.2.1.3) équivaut à:

(3.223) FPM = © Fp^MQ®dl pour tout p ,

ou M=MQ®C[dt] et M0=Ker t (Le. (M, F)=/*(M0, F)).

Preuve. L'implication: (3.2.2.1) =^> (3.2.1.2) est claire, car

(3.2.1.2) **> (3.2.2.1): Soit u^(j*j~lFpM)ri F<0M, alors il existe (localement)
z>0 tel que utl<=FpM, i.e. ut'^FpV^M, donc u<=FpV<0M.

(3.2. 1.3) pour a > - 1 <=> (3.2.2.2) : On définit la filtration F' par

D'abord admettons les assertions :

(3.2.2.4)

(3.2.2.5) F'pVaM=

On a alors

GrJ^M = (GrZ-u-i Fp-W-^) d^+l (a>0)
et

Puisque FpMdFpM9 on a FPM=FPMpour tout/?, sii

Gr^FpM = (Gr^-i^-i Fp^^M) 3\*l+l pour tout p^Z,
i.e.

GrlFpM = (6r£__j F+^Af) dt pour tout p^Z, a^Q ;« » p v w j / ' J X S J T A y ^ y

d'où l'assertion.
Maintenant démontrons (3.2.2.4-5). Puisque dj

t: Gr%_j M-> Gr^M est in-
jectif pour a—j> — 1, on a

VaM = (F^w^ V^W-iM) d¥J*1 O>0)

donc (3.2.2.5) est réduit à (3.2.2.4). Pour démontrer (3.2.2.4), il suffit de vérifier

(Fp.j-î V<QM) dj
t
+1Ç] K<yMc(F#_y F<0M) 9f .

Si uŒFp-j^ F<0M satisfait udl+1<= V<SM9 on a wô>#e F<0M, car
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est injectif; on a donc ud{+l^(Fp_j F<0M) d{\ d'où l'assertion.
(3.2. 1.3) «(3.2.2.3): D'après 3.1.3, on a

M = MQ®C[dt], VaM= 0

Posons F'PM= ®Fp_iMQ® dl, où FpMQ=MQnFpM. Puisque F'PMCLFPM,

F'PV0M=FPV0M et F^Gr^M^F^ GrlM) d\( p<=Z, i>0), on a F'=F, sii
FpGrïM=(Fp-t GrlM) ô{, i.e. (FpGr?M) dt=Fp+lGrï+1M pour tout

Ce qui achève la démonstration de 3.2.2.

3.2.3. Remarque. Si (Gr^LlM)dt=GrlM9 3.2.2 implique que les conditions
(3.2.1.2) pour a<0 et (3.2.1.3) pour a>—l sont satisfaites, sii:

(3.2.3.1) FpM = S (F<0M H J* J*^-,-M) 8,' pour tout /? .

Si Gr r: GrJ'M-^GrljM est injectif, on a

(3.2.3.2) F,M - S (F0M n j^j*Fp^M) d\ pour tout /> ,

sii on a (3.2.1.2-3) et, de plus, Gr t:(GrlM,F)-*(Grv_,M,F} est strict. En
fait, on a (3.2.2.1) (resp. (3.2.2.2)) en remplaçant F<0 par F0, sii on a (3.2.1.2)
et Gr t set strict (resp. sii on a (3.2.1.3)).

3.2.4. Lemme. Soient i:X<^>Y une immersion fermée et t: Y-*C un

morphisme lisse tels que ti:X->C soit lisse. Posons YQ=t~\Q), XQ=i~lYfr

alors un 3) ̂ -Module filtré cohérent (M, F) admet la filtration rationnelle le long
de XQ, sii (M, F)=i*(M, F) l'admet le long de YQ; dans ce cas, on a (M, F, K) =
i*(M, F, F), Le. localement

ou (t, x19 •••, xn) sont des coordonnées de Y telles que

X=iXl = ...=Xi=Q} et d'=(dxi,-9dxi).

Preuve. Puisque l'assertion est locale, on peut supposer que codimr X=l,
i.e. X = {x=Q}, alors M = M[dx], FPM = ®Fp_iM®di

x avec M®aî-Ker
(xdx—ï)c:M. Si M admet la filtration F, chaque FtfM est stable par l'action
de xdx, car xdx^ V0<3)Y-, donc F^M est compatible avec la décomposition M=

x, et on obtient une filtration de M qui satisfait les conditions (3.1.1.1-3)

car on peut choisir dt et dx tels que [dt, xdx]=Q, [t, xdx]=Q (e.g. on prend des
coordonnées (t, xl9 x29 • • - , xmj). Si (M, F) admet la filtration F, alors Ve6M=

J satisfait les conditions (3.1.1.1-3). On vérifie facilement que (M, F9 F)
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satisfait les conditions (3.2. 1.1. -3), sii i*(M, F, V) les satisfait.

3.2.5. Corollaire* Soient (M,F),f,if et (M,F)=if*(M,F) comme dans

3.2.1. Supposons que f:X-*C soft lisse, alors (M, F) admet la filtration

rationnelle le long de f, sii (M, F) l'admet le long de XQ:=f~\0); dans ce cas,

où a

ou i:

(C'est clair, car t: XxC-»C Gtf=t<>if: X-*C sont lisses.)

3.2.6* Lemme. Soient (M, F), f et if comme dans 3.2.1. Posons i0: X=

Xx{Q}-*XxC. Supposons que supp Mc/-1(0), alors les conditions suivantes

sont équivalentes:

(3.2.6.1) (FpM)fdFp^M pour tout p ,

(3.2.6.2) (M, F) est quasi-unipotent et régulier le long def,

(3.2.6.3) on a l'isomorphisme canonique: if*(M, F)2^"0*(M, F).

Preuve. Posons (M, F)=if*(M, F), on a par définition une décomposition:
M=@M ®d\ telle que Af ®0{=Ker((f-/) dt-ï) et que FpM=@Fp_iM®d\.

D'après 3.1.3, on a une autre: M=®M0®d\ telle que M0<g)dj=Ker (tdt—i) et

que K,Jl?=©osf-s/Jfro®8'- Puisque

(23 uj®dl) (tdt-i) = S (uj^f+uj(j-i))®di pour UjŒM ,

onsLMQ®di={51u(—f)i/il®di+J': uŒM}, et on obtient l'isomorphisme can-

onique (3.2.6.3) sans filtration F, par l'isomorphisme M0(g)l~M induit par la

projection M->M®1. On a (3.2.6.2) ==^(3.2.6.1) d'après 3.2.2, car la compati-
bilité de la décomposition: M=©M0®9j avec la filtration F implique:

(3.2.6.4)

par le morphisme: M®d{-*M—>MQ®d't. De Même on vérifie que (3.2.6.1)

implique la compatibilité ci-dessus et la condition (3.2.6.4); d'où (3.2.6.1)=^

(3.2.6.3). L'implication (3.2.6.3)^(3.2.6.2) est triviale; d'où l'assertion.

3.2.7. Lemme. Soient X, XQ et (M, F) comme dans 3.2.1. Supposons que

M (resp. GrpM ® OX{) est localement libre de type fini sur Ox (resp. OX() et
°x

que (M, F) admet la filtration rationnelle le long de XQ, alors chaque GrpM est

localement libre de type fini sur Ox dans un voisinage de XQ.
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Preuve. Par hypothèse, on a V-i-lM=Mti, FpV_i^M=(FpM) t* 0>0), donc

tt'.GrÏM- V-i-iGr^M, t1: GrF
pM ® 0XQ 2J Gr!,̂  GrF

pM (i>0).

Puisque GrpM®OXQ est localement libre, on a localement un isomorphisme

lim GrF
pM/(GrF

pM) t* ̂  (GrF
pM®0Xo) [[t]] - (© OXJ [[t]]

<— Ox

(non canoniquement). Puisque GrpM est cohérent, GrpM est localement libre
de type fini sur Qx dans un voisinage de XQ.

3.3. Catégorie dérivées et Images directes

3.3.1. Soient X, X09 1, dt et (â)x, F, F) comme dans 3.1 et 3.2. Soit MFV(3)X)
la catégorie additive des .ÊD^-Modules filtrés (M, F, V) qui satisfaient les condi-
tions:

(3.3.1.1) U FPM= U V,,M = M, FPM = Q pour /?<0 (localement),
pç=Z *eQ

(3.3.1.2) (FpVaM) (FPV, <3)x)dFp+q Va+,M (p9

(3313)
(«>-!),

où les morphismes sont .2)x-linéaire et préservent les filtrations.
Soient CFV(3)^)=C(MFV(3)X}\ KFV(â)x)=K(MFV(â)x)) comme dans

[31], où on suppose que V* M " = F[wa>]/m M' pour quelque m>0, si (M", F, F)e
CFV(3)X). On définit la sous-catégorie pleine KFV(3)X}^ par:

(Af , F, F)e^FFC$z)0 sii H'tfpV.Af) = 0 pour tout ï,/>, a .

Posons DFV(â)x)=KFV(â)x)IKFV(3)x)^
On définit D*FV(iS)x} pour *=+, — , Z?, comme dans [31], alors ce sont

des sous-catégories pleines de DFF(.â)z), cf. la preuve de 1.2.4.
Considérons les conditions suivantes :

(3.3.1.4) l'action de tdt—a sur M1 Gr%M* est nilpotente (i^Z,

(3.3.1.5) chaque M1 F^M* est cohérent sur Ox (i<=Z,p(=Z, a

On définit la sous-catégorie pleine DFVm(â)x) (resp. DFVC($)X}) par: (M", F, F)
^DFVm(â)x) (resp. DFVc(â)x)) sii (M, F, F) satisfait la condition (3.3.1.4) (resp.
(3.3.1.5)). Posons DFVmc(^Dx)=DFVm(£Dx) n DFVC(3)X}.

3.3.2. Lemme. 5o/r (M, F, F)
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M, FPM = lim

, M = lim (F^M)A ,
P ap

alors les morphismes canoniques FpM-^Mf V^M-^M et (F^FaJM)A— »M sont

injectifs, et FpVjfc=(FtVjW ou FpVaÙ=FpMÇ} V«M; de plus, FP(VJV£ M~
M. (On notera (M, F, V)=(M, F, F)A.)

Preuve. Pour p>q, a>fi>r, on a un diagramme commutatif

0 -> Fq(V,IV,)M-> Fq(VJV,} M- ^(FJF,) M~> 0
a i i

0 ->

Par la condition de Mittag-Leffler [38], on obtient:

0 -> FVM)^ - ( F M ) A - F(K,/Kp) M - 0

0 -* (FFM)A -> (FF.M)A -> F(FJ^) M -> 0

donc (FÇ^M)A-^M sont injectifs et F f fJ^Jr= (FçF^M)^ (en prenant la limit
a~^ 00,^-^00); d'où l'assertion.

3.3.3. Lemme. Soit (M\F,V)t=DFVm(£)x). Si chaque (GrlM,F) est
strict, (M°, F, F) est strict, Le. M\FpVj£l)-*Mi(Ù) sont injectifs et
Mi(VaM)=Mi(FpVt&M) pour tout i,p, a, cf. 1.2.

Preuve. Pour a>p>r, on a une suite exacte scindée de

0 -> c«'(Kp/KY) M8 -^ M'(VJVà M' -* Ml(VJVd M* -* 0 ,

en particulier, ((FJF^) Âf°3 F) est strict, donc ((VJVp) M\ F, F) est strict, car
chaque (Gr%M9 F) l'est, cf. 1.2.9(rf); alors l'assertion résulte du lemme suivant:

3.3.4 Lemme. SWf (M9, F, V)&DFV(â)x), alors ((VJVp)M\F, F)
strict pour tout a>p, sii (M , F, F)=(M°, F, F)A est jfr/c^; Jaw^ ce

M\

Preuve. Supposons que ((VJVp) M\ F, F) sont stricts, alors M1FP(V^V^) M*
M* est injectif, donc on obtient la suite exacte

0 -+ MlFp(VfilVj) M° -* Jt'F^VJVj M' -+ M*FP(VJVÙ M ' ~> 0 ;

en particulier, la condition de Mittag-Leffler est satisfaite pour {M^jfyjV^M'}^
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donc MiFpVtAM'=\iw.MiFp(VJV^) M'; par le même argument que dans 3.3.2,

on a *

0 -* JllFgVftM' - SilFqV^ -> M'Fq(VJVt) M' -> 0
1 1 1

0 -> MtFfr - MiFVfr -> M*F

i.e. (JET, F, F) est strict.
Si (M", F, F) est strict, ((VJV$ M\ F, F) sont stricts, cf. 1.2.9. Puisque

((VJVp) M", F, F)~((FJF0) M", F, F), on obtient l'assertion. Ce qui achève
la démonstration de 3.3.4 et de 3.3.3.

3.3.5. Lemme. Soit (M\ F, V)^DFVe(3)x}. Si (M\ F, F)A erf strict, et
si M*FP Gr%M°=Q pour i >0, 0/0ns (Af' , F, F) | ZQ est strict.

Preuve. Soit a<0. Puisque (M", F) est strict et t: V^fr^V
est sans Morsion, donc MlFpV^Mm est aussi sans Morsion, si

' est injectif, où M'm=M° | Z(). On va démontrer l'assertion:

(3.3.5.1) M*FpVjir = 1m M^VJ^KM^VJ^) t* (cr<0)
y

par récurrence sur /, car (3.3.5.1) entraine l'injectivité de M
M^pV^M' (a<0). Notons que (3.3.5.1) est vérifiée pour i >0, car
=0 (f>0) résulte de la suite exacte:

t*
-> M^pV^M' -> M*FpVJf -> M'FAVJV.-d M'

Supposons que (3.3.5.1) est vérifiée pour î+1, alors on déduit M^^VJV^j) M'
=MiFpVtAM'l(MiFpVa,M

m) tj de la suite exacte ci-dessus; donc on a (3.3.5.1)
pour /, cf. 3.3.4.

Pour a>P, i,p^Z, considérons le diagramme commutatif:

0 -> M*FpVfiM'm M'FPVJM" -> M'FP(VJVÙ M" -> 0
u'\ u\ \\

0 -* MtFpVpfr -> M^pV^fr -> M1FP(VJV^ fr -> 0 .

Par hypothèse, la deuxième ligne est exacte. Si /0<0, on a démontré que w'
est injectif, donc v est injectif par le diagramme, et la première ligne est exacte
(/9<0); alors u est aussi injectif, donc, par le même argument, la première ligne
est exacte pour tout a>£, i,p&Z. Puisque M*FqVJÉr-*M*FpVJÛr sont in-
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jectifs, &iFqVJiïtm-*&iFpVJiï'n sont aussi injectifs; on a donc obtenu le
diagramme commutatif :

0 -> SilFqV^ -» MF^M" -> Jl'FAVjrà M' -> 0
1 1 1

0 -* MFpVpM" -> SVFtVJA" -> M1FP(VJV^ M* -* 0

d'où l'assertion.

3.3.6. Définition. Soient Jf, JT0 et (^Z)z, F, F) comme dans 3.3.1. Soient «eQ
n[—1,0] et pŒZ. Soit L un C^-Module tel que U Ker (t*: £-»L)=Ker

«
(t : Z,->L) si a=0 et L est sans Morsion si a=f=0. On définit L ® (S)K, F[p],

, FqM =

VpM = Im(L (g)

3.3.7. Lemme.
F[p], V[a})

Preuve. On peut supposer que^=0. Si L est sans f-torsion,
sont injectifs et l'assertion est claire, car Torf^L, JV)=0 pour

ft^)x, F,^>x/FqV^x, etc. Si Lf=0 et «=0, on a

Fq(L ®3)X)=

d'où l'assertion. Considérons le cas a=0. Par hypothèse, on a une suite
exacte 0->Z/->L-*L"->0 telle que L't=Q et Lf est sans r-torsion. On définit
j-jqQî bqfi et .Ltq$ par

On a une suite exacte Q-*L'qp->Lqp->L'q'p-*Q9 car on a

0 —> L'®FnVBS)Y —> L® FnVB£Dx -> L/f ®FnVa^)y —> 0

Puisque L'qtr\Lpp=L'9p (même pour L") pour a>/3,p>q, on a LqaÇ\LpS>=Lq?,
cf. 1.1.9, donc FtVpM=Lqp en prenant la limite. L'autre assertion est claire.
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3.3.8. Définition. On dit que (M, F, F)eMFF(.â)z) est un Module induit, si
(Âf,F, F)^ 0 Lpg6®(£Dx,F[p], V[a]) pour des 0z-Modules Lpi* satisfaisant

p,C6

les condition de 3.3.6 (— l<a<0). Soit KFVi(3)x} la sous-catégorie pleine de
KFV(S)X} des Modules induits, posons

pour *=0, +, —, b, on a alors l'équivalence de catégories

car:

3.3.9. Lemme. Soit (M, F, V)<=MFV(3)X}, soit A un sous-ensemble fini de

O n t — 1,0] tel que Gr%M=Q si ae(Qn[— 1, 0])\^; alors FpV^M satisfait les
conditions de 3.3.6 pour — l<a<0, de plus, le morphisme naturel

u: 0 FpVJf®(3)Z9F[p]9V[àù-+(M9F9V)
Pe=Z,*^A

est un epimorphisme strict et Ker u

Preuve. La première assertion résulte de t: FpV^M^FpV^M (a<0) et (VQM) t

C F.jM. Soit u: (N9 F, K)->(M, ^ V) un morphisme de MFV(3)Z\ alors w
est un epimorphisme strict, sii u(FpVaN)=FpV06M pour tout p, a (i.e. les trois
filtrations (F, F, Ker w) de JV sont compatibles, cf. § 1); alors Ker u
résulte de la suite exacte

0 -* F, F* (Ker u) -* FPV«N -> FpVaM -* 0 ;

d'où l'assertion.

3.3.10. Lemme. Soit (M, F, V)=L®($)x,F[p], V[d\) un Module induit,
soit <(P lefoncteur des sections discontinues, alors cf°(L) satisfait les conditions de
3.3.6, de plus, on a

, F[p], F[«]) ^ £\L ® (3)z, F[p],

ou (M, F, V)=g\M, F, F) est défini par:
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Preuve. Soit (*) 0-»L '-»£-» Z/'-»0 une suite exacte de (9^-Modules telle que

L't=Q et L" est r-torsion, alors ^°(*) est exacte et satisfait la même condition

que (*), donc (épL)®(â)x, F[p], F[a]) est bien défini; alors l'assertion résulte
de

^x -* L®3)x} =

car FqVp<Dx est localement libre de type fini sur Ox et

est injectif.

33.11. Lemmc. So/f (M,-, F, V)=Ls®(â)Xf F[p], V[a]) un Module induit,

soit O-^LÉ-^L,— »L"-»0 une suite exacte telle que L'f t=Q et L" est sans t-

torsion (/=!, 2). Soit u: (Aflf F, F)->(M2, F, F) tin morphisme de MFV(3)X}

induit par û: Lj-»L2. Si û est injectif et Z^'/^W) est sans t-torsion, alors u est

un monomorphisme strict et Coker w^Coker û®(S)x, F[p], F[a]).

Preuve. Si Lg- t=Q 0'=19 2)9 l'assertion est claire. Si L,- sont sans r-torsion,

l'assertion résulte de

0 -> L^F.V^j, -> L2®FqVpâ)x -> L3®FqVp3)x -> 0
1 1 1

O-^L!®^ -- > L2®£)x - -* L3®3)x - »0

où L3= Coker MO Dans le cas général, posons

(M? , F, F) - Lf ® (^, F[p], F[a])

pour /=!, 2, 35 *=0, ', ", où L3=Coker w; alors

0 0 0
I I I

0-*F,F0MÎ -»FqVpMi -^FfaM's -» 0
1 I I

O-^FF ^ F F M -*FFM -* 0

Ff

I !
0 0

d'où l'assertion.

3.3.128 Définition. Soient/: X-*Y et t: 7->5 des morphismes de variétés com-

plexes lisses tels que t et tf sont lisses. Supposons que S est un disque ouvert,

posons 70=r1(0), XQ=f-\YQ). Soit MFV(3)X} comme dans 3.3.1. On définit
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MFV(f-l3)Y) et MFVi(f-lâ)Y)9 etc. en remplaçant 3)x, Ox par/-1^,/-1^.
Soit (3)X+Y,F, V}=0X ® f~~\â)Y,F, F); on définit le foncteur DRX/Y:

f~l07
MFV(3)x}-*MFV(f-lg)Y) par ® 5? r̂, i.e. (M, F} V)=DRX/Y(M, F, V) est
défini par:

M = M (g) .
4>*

0

3.3.13. Leemme. DRX/Y(L ® (^, F|>], F[a]))^L ® (f"l3)Yt F[p],

FqM = Im( 0
i + y = f f

= Im(L ® Fq_

(de même pour F) car FP3)Z FqS)x^c:Fp^3)x^ V«â)

3.3.14. Lemme.

Preuve. Soient Z=Xx Y, i: X^->Z, p: Z-+Y. Puisque DRx/Y=i~lDRzlY

DRx/z> on Peut supposer que /est une immersion fermée ou lisse.
Si / est une immersion fermée, DRxjY est localement donné par ® C[dr]

c
donc l'assertion est claire. Si / est lisse, on a localement X=Wx Y,f=pr2.

On définit DRWM=M® A~*BW, i.e. le complexe de Koszul pour dl9 •••, dn, où
(xl9 ••- , xn) sont des coordonnées de W. On définit les filtrations par

alors le morphisme M-^>M®£DX+Y (u\-^>u®\x_>Y) induit un isomorphisme

(3.3.14.1) DRW(M, F, F) 2J DRX/Y(M, F, F) ;

en effet on peut supposer que L est sans ^-torsion où Lt=Q, alors on peut réduire
au cas L=0X ou (9^, et vérifier (3.3.14.1) directement.

Si (M\F, V)GKFVj(j3)xyt, chaque FpVJÏRwMm est acyclique, d'où l'as-
sertion.
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3.3.15* Supposons que/: JT->Fest propre. On définit

pour *=0, +, — , b, par f*=f*DRx/Y, où

est le foncteur image directe, qui est bien défini d'après 3. 3.10 et 3. 3. 11. On
notera encore /# la composition

D~FV(3)X) ~ D-FVA&à D-FVt&j 2J D~FV(3)Y) .

Notons que, par définition, le foncteur Gr% commute au foncteur image direct,

=Gri:/*, où/0: XQ-^Y0.

3o3.16B Lemme. Soit (M, F, V)(=MFV(WX). Si chaque FpVaM est cohér-
ent sur QX) on af*(M, F, V)^D"FVC(S>Y). Si l'action de tdt-a sur Gr%M est
nilpotente, on af*(M, F, V)^D~FVm(â)Y}.

Preuve, Soit (L\ F, F) 2£ (M, F, V) la résolution canonique des Modules
induits dans 3.3.9. Si FpVaM sont cohérents, alors FPVJ} sont cohérents, donc
M^FpV^DR^yV) et Ji^Rf^FpV^DR^yi:) sont cohérents sur Ox et OY.

Si (tdt-a)m: GrlM-»GrlM est nul, (tdt-a)m: (GrlL\F)-^(GrlL\F)

est nul dans DF(<DXJ donc l'action de (tds-a)m sur M* faGrlL^ MlGrlf*L°
est nulle; d'où l'assertion.

33.17» Proposition. Soit f: X-* Y comme dans 3.3.15, posons f0 =f \ XQ : X0

-> YQ. Soit (M, F) un S)x-Module filtré cohérent, quasi-unipotent et régulier le
long de XQ. Supposons que fQ*Grl(M, F) soit strict pour tout a^Q, alors

f*(M, F, V) est strict dans un voisinage de YQ, lafiltration induite de M* f*(M, F)
par V est la filtration de Malgrange-Kashiwara, M* f*(M, F) est quasi-unipotent

et régulier le long de F0, et GrlM*f*(M, F)^Mèf*Grl(M, F).

Preuve. Puisque / est propre, et Gr^(M, F), (M, F) sont cohérents, il existe un

épimorphisme strict localement (rel. à F) :

® FpVm ® (â)z, F[p], V[a]) -* (M, F, F)
P,o&

où la somme directe est étendue sur un nombre fini de p, a (d'après le lemme de
Nakayama). Par le même argument que dans 3.3.9, on obtient localement (re-
latif à Y) une résolution de (M, F, F) par des Modules induits cohérents, donc
on voit que SW+faM (resp. &*f*(M, F)<=MG(£BYJ) sont cohérents sur V^3)Y

(resp. .Sr), donc l'assertion résulte de 3.3.3, 3.3.5 et de 3.3.16, car V06Jiif*M=
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sur y\70.

3.4. Cycles evanescents (cf. [17], [22])

3.4.1. Soit p: X->S un morphisme lisse sur un disque ouvert S. Soient XQ=

p~\Q), S0= {0} , et t la coordonnée de S (dC). On définit MV(p~l<Ds) comme

dans 3.3.1, i.e. (M, V)^MV(p"l3)s) sii:

(3.4.1.1) U V«M = M,
«ÊEQ

(3A1.2)

(3.4.1.3) t: V«M^ V^M (a<0).

Soit DV(p~l<3)s) la catégorie dérivée correspondante. On définit DVm(p~l<3)s)

comme dans 3.3.1, et DVc(p~l3)s) par:

(M', V)^DVc(p~l<Ds) sii SL1VJA\ est de type fini sur Os,0 pour tout JCŒX0.

3.4.2. Lemme. Si (M°, F)eZ)"FTOfC(;?"1^)s), alors (M*, V) est strict et

SilV#Mx est libre sur Os,opour xŒX0, a<0.

(Même démonstration que 3.3.2 et 3.3.3.)

3.4.3. Soient 5*=5\{0}5 et TT: 5*-^S* un revêtement universel; posons

X*=Xx$*, j:X*-*X, i:X0-^X,
s

On définit les foncteurs ^ et ^ de D(A) dans D(A \XQ) pour A=Cx,p~lâ)s, etc.,
par:

irL'=r1RUJ-1L'

tU = ConeO'^r [-1] - r1 Rj*j-lU[-ll) [1] , cf. [10].

Posons pQ : X0->SQ (= {0} ), /: S*-*S et

Soit a<0, on définit le foncteur fàl : DV(p'1^)s)-^DV(pôl^)Si0) par:

•tf!Mm = r1ve6M'®ô*[r1]
C(t]

v,(r«lM') = r^+i-fl M' ® d*+t-«
C(*J

(notons que F^M '̂ sont sans r-torsion pour a<0, et que Ô*[t~l] est un
module à gauche) ; on a alors un iosmorphisme

^UM', F) =± ̂ (AT, F) si
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et un morphisme naturel fâlM*

On définit DRsfâ
l(M\ V)(=DV(CXQ) par

Cône (dt: fà'Af

avec la filtration Kfl=Cone(S,: F^^M'
Soient (M\ V)^DV(p-lâ)s) et a<0, on définit

A«: F0 DRS WM* -* GrlM' [1]

par Cône (/?r,0): Cône (a,: V.lir
ajM'^VQ^M')^ConQ(Gr^6M'-^Q)9 où />r:

V.^M'-^GrlM est définie par:

S Uj ® t*+l (log f )''// 1 »-* w0 pour i/y Œ r

On définit ^: F0 i5 ŝ ir
ajM*-»DRs fâlM°-»DRs ^M' par la composition des

morphismes naturels.

3.4.4. Lemme. Si (M\ V)^D~VmtC(p~lS)s), A# est un isomorphisme.

Preuve. En utilisant la filtration canonique sur M\ on peut supposer que

(M, V)^MVm c(p-lg)s), car (M, V) est strict et le foncteur ® Q* est exact. Par
' C(t]

définition, l'action de dt sur fâ M s'écrit

(3.4.4.1)

si we i -1 F^M. Soit PF la filtration de -fâM par degré de log t. Puisque V^MX

est un C {t} -module libre de type fini pour xŒ XQ G#<0)3 et l'action de tdt—a
sur Gr^M est bijectif si a^ft, tdt—a: VpMx-*VpMx est bijectif si «>/?; donc

Gr7V<0 DRS tâM et F<0 jD^5 ^
;Âf sont acycliques (a<0). Puisque F<_! V^S1

M=rl V<g>M°®6*+l et ̂ r(F<_1 ̂ M)-0, il reste à démontrer que

(pr9 0): GrtDRstf!(M9 F) - GrjAf [1]

est un isomorphisme. On peut supposer que (Gr%M)(tdt— a)=Q en utilisant
une filtration de Gr«M9 car tdt—a est nilpotente sur Grv

&M\ on a alors

(PF, Gr\ fâlM) dtc. PF,_! Gr0
K ^M

et

ô, : GrfGrl! ̂ M ~ Gr^Grl ̂ M (i> 1) ,

car Cri/ ̂ /M=r1GrjM® r-+y C[log r] pour;=0, 1; d'où l'assertion.
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3.4.5. Lemme. Soient xQ^XQ et B9={xGX\\\x—XQ\\<e}, où on choisit

des coordonnées de X pour définir la norme || ||. Posons pz=p \ Bz- Soit (M', V)
Vm(p~l£)s). Si R* p^V#M' est cohérent sur Os dans un voisinage de 0 pour

, alors

et est un isomorphisme.

Preuve. Puisque l'action de tdt—a sur Rp&Gr^M* est nilpotente,
M, V) est strict, donc R'p^V^M' est libre sur Os dans un voisinage de 0 (a<0)
et Rpt*(M\ V) est strict par le même argument que 3.3.2, 3.3.3 et 3.4.2 (notons
que jR'/7s*F^M" |s* ne dépend pas de a.)

Si p=id (i.e. X=S), (M, V)^MVm(â)s) et V^M est cohérent sur Os, alors
©B* est un isomorphisme par la théorie classique des équations différentielles
d'une variable à singularités régulières; en particulier,
(DRS ^M)=0 si f= t= —1. On a donc

^ 01im( V,DRs

~* \l

[-1]

d'où l'assertion.

3.4.6. Lemme. Soit (M, F) un 3)x-Module cohérent, quasi-unipotent et
régulier le long de XQ (cf. 3.2), alors GrFV#M est cohérent sur GrFVQ3)x pour
tout a

Preuve. On peut supposer que a<0, car GrFGr^M sont cohérents sur GrF*DXo

et GrFGrl$)x—GrF<DXQ[tdt]. Puisque chaque GrfV^M est cohérent sur 0X,
il suffit de montrer que GrFVttM est localement de type fini sur GrFVç3)x, i.e. il
existe localement p^Z tel que

(3.4.6.1) (GrF
pVt,M)(GrF

iV^x) = GrF
p+iVe,M pour tout i>0.

Puisque V«M=M et V^3)x=3)x sur X*, on a localement (rel. à X) p^Z tel
qu'on ait (3.4.6.1) sur X*. D'autre part, GrFGrlM®OXn est cohérent sur

O*
GrFj3)XQ, donc on trouve aussi localement p2^Z tel qu'on ait (3.4.6.1) sur Z0,
par le lemme de Nakayama. Posons p=max {p^ pz} , alors l'assertion est claire.

3.4.7. Corollaire. Soient p: X-^S(dC) un morphisme lisse et X0=p"1(G).
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Soit 3)x/s={P^£)x'-[P,t]=fy où t est la coordonnée de S. Soit (M, F)
comme dans 3.4.63 alors GrFV(&M est cohérent sur GrF £DX/S dans un voisinage de

X*.

Preuve. On peut supposer que <x<0, alors, pour tout x^XQ, GrFV(&Mx est de
type fini sur GrF3)x,s x par le même argument que dans 3.4.6, car GrF 3)x/s ®

Ox
Qx^~GrF3)x^ donc il existe un GrFâ)x/s-Module gradué cohérent N dans un
voisinage de x tel que Nx=GrFVaMx; de plus, on peut supposer que l'action de
tOt sur GrFVet>Mx est prolongée sur N9 alors 7V est un GrFV0 ̂ -Module car
GrFVQ£)x=GrFâ)x/s®C[tdt], et N est cohérent sur GrFVQâ)x, donc N=

c
GrFV&M dans un voisinage de x; d'où l'assertion. (Notons que la condition sur
(M, F) implique que supp(GrFFJlf)~C Specan GrFV^3)x est fini sur Specan
GrF£Dx/s dans un voisinage de (Specan GrFVQâ)x)\Xo.')

3A8. Proposition, Soient p: X->S, X0 et (M, F) comme dans 3.4.7, soit
V lafiltration rationnelle de M. Si M est holonome, alors DRX/S(M, V)^D~Vm

(&x) satisfait la condition de 3.4.5.
L

Preuve. D'après 3.4.7, DRX/S V^M^. V^M ® Ox est localement représenté

par un complexe borné supérieurement de C^-Modules dont les différentielles
sont /T^s-linéaires. Pour appliquer un résultat de Kiehl-Verdier [20] (voir
aussi [15]), il suffit de montrer:

3.4.9. Lemme. Soient Bz et ps comme dans 3.4.5, alors il existe £0>0 tel
que, pour tout ^ŒjO, eQ[, il existe s2^]Q, ej et ??>0 tels que

Rl PI* DRX/S VJtâ \ Sr) ne dépend pas de e Œ [e2, ej ,

Preuve. D'après [19, 4.4.1 et la preuve de 8.6.2] il suffit de montrer que

X+Xx T*S)
s

dans un voisinage de x0 pour une stratification {Xx} satisfaisant la condition Af

de Thom rel. à la stratification S=S* (J {0} . Notons que la condition Af im-
plique que le terme à droite est fermé.

Soit {1"J une stratification de X telle que Car(M)c U Tfx X\ d'après Hiro-

naka [14]3 on peut supposer que {X>} satisfait la condition Af au voisinage de
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Soit T*(XIS)=Coter(XxT*S^T*}T)(^Specan GrF3)x/s) et <f>: T*X

T*(X/S) la projection, cf. [15]. D'après [19, 10.1.5], on a

SS(DRX/S V«M)

où Car^/sCF^M) =supp (Gr F V«M)~ C r*(T/S). Si a <0, GrF VJd est sans t-
torsion, donc

Car ̂ /^M) - Car^w(M | **) , car VaM \ x* = M \ x* ;

de plus, Car<Dx/s(VaM)\XQ = Czr(Ve6M/V«_1M)= U Car(Gr^M) (C
p<«

Puisque Car^)x/<s(M)=0 Car (M) si Car (M) est finie sur T*(X/S), on obtient
l'assertion pour a<0. Si a>0 on peut supposer que dt: Gr^M-^-GrlM est
surjectif, cf. 3.1.8, car, si supp MdX0, i.e. M=i*MQ avec i: ^Q^^, Car^?x//y

(FtfM)=Car M0 (a>0); on a alors

Car (GrlM) C Car ̂ /^ F<0M)

donc
Car^/sCF^M) — Car^/^CF^M) pour tout a ;

d'où l'assertion. Ce qui achève la démonstration de 3.4.8.

Remarque. Cette démonstration montre que Gr^M sont holonomes, si (M, F)
est un ,2^-Module holonome filtré, quasi-unipotent et régulier le long de X0.

3.410. Soit (M\ F)^DV(p~lâ)s\ posons

#'(Af, F) - Vrî1 W H Pour - l<a <0 .

On définit fàl par

<t>°Q
l(M, F) = CôneCr^M, F) -^ ̂ (M, F))

où rlM-*"fi-iM est défini par

u K* -w ^-c-*3 ® rC'^-1 pour wei^F.M.

On définit jD^s 0oJ(M, F) comme dans 3.4.3, i.e.

K^ «'M -* F, 05'M .

Posons ̂ û/- 0 fàl, $al= 0 «i7, alors
-1<05<0 -1<OÎ<0

0fl/(M, F) - CôneCr^M, F) -> ̂ fl/(M, F)) .

On a un morphisme naturel
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can: i/raï -> $al (resp. can: ifr -» $)

défini par

(0, irf): Cône(0 -* ^(">(M, F)) -> CôneO'-^M, F) -> ^(fl/>(Âf, F)) ,

alors les morphismes naturels ^M-^tyM et 0û/Âf-»0M commutent avec can.

Soit T la monodromie. On définit l'action de Ts et de Tu sur &* par

00 = exp(2iria) t«

TK(t«(log 00 = f

et leur action sur ty*1 et 0fl/ par

T*(m ®q) =m® T*q pour * = s, u9

alors on obtient la décomposition de Jordan T=TSTU sur Vfll et 0fll.
Posons #=(log TJfai, alors JV(log fy'=7'(log r)^1. On définit

Var: W1-*^-! par
(0, TV): CôneO'-W, K) -> ̂ (^ ^)) -* Cône(0 -* ̂ i(Af, F))

et var: tyal M -* <l>aî M (resp. var: ^Âf-»^M) par

(0, r-/W): CôneCr1^ -> ̂ (a/)^) -* Cône(0 -> -

alors Varocan=^5 canoVar=JV, canovar=r— id9 va.r<>ca.n=T—id.

Soit BQ: VQDRs<f>QlM->DRs(f>M le morphisme naturel; alors 0 ^:
-1<*<0

FQJ55?5 (t>alM-^DRs <f>M est un isomorphisme, si 0 ^ : FoJÎR.s T/raîM-*DRs ^M
-1<*<0

l'est et si (M, F)e/T VmtCp~l3)^) (car ^ : Gr^M-^Gr^M est un isomorphisme
si <z>0)9 de plus, 0^ commute avec can, var et l'action de T.

On définit le morphisme A0: V0DRS <t>îlM-*GrlM[l] par

Cône

Cône
( oïo)

Gr%M [1]

où
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Cône ''I -'î
est le complexe simple associé au complexe double

[jr i.-i ^îJl£2 £o.-i®ir 1,0 .

3.4.11. Lemme. ^40 asf un isomorphisme, si (M, F)eZT VmtC(p~l£D^). On a

Ag6N = (tdt-à)A pour -!<<*<(),

A0 can = d^-j , A^ Var = L40 dans D(CX^ .

Preuve. La première assertion résulte de l'isomorphisme

dt: r
1 V<^M^ r1 F<0M pour MŒMF^C/r1^)

démontré dans la preuve de 3.4.4. Pour — l<a<0, on définit

h:

par (0,/>r): CôneCK^^M-^Fo^C'AO-^GrjAf, alors dh+hd=(tdt-a) A.-
AaN d'après (3.4.4.1), on a donc

(tdt -à)Aet = A0N dans D(CXQ) pour - 1 < a <Q ,

où cette assertion pour a=Q résulte des dernières assertions, car JV=canoVar.
Par définition, on a la factorisation A0=AQ~1A'Q9 où A'Q=(pr, A^) et A" =

0

can7: GrljAf[l] -> Cône îl
par ( ' ), alors A'Q can=can%4_1. On définit

\0, id/

- GrlM

M II —id I-id

alors dh+hd=A"dt—can', donc AQ can=dtA^ dans

^ ('S"
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On définit un sous-complexe de Gr%DRs <f>a
0

lM par

rGrlM-^Grl^M

C = Cône î î

- 0 -* (GrÏ! ^M) (log 0 J .

Soient V0DRs^
a

0
lM-^GrQ DRs(f>

a
Q

lM^-C-^Gr^M[l] les isomorphismes nat-

urels, où a3=( ~~l ' J; on a alors la factorisation AQ=AQ al9 et on vérifie Â'Q a2

=A'o' a3; donc a3 a? a1=A0.

Soit aï: VQDRS ty-iM-^Grl DRS ^°JiM l'isomorphisme naturel, on a alors
la factorisation A.l=Â,la{ et Varoa^^ioVar. On définit h: C-^Grl^M par

0,0

pri Grl -v&i'iAf = Gr\M® r1 C'flog f] -> Grî^M

est définie par /?r(S M,® f^flog 00—woî al°rs hdJrdh=ta3—A_l°Varoa2, donc
^0=^-i°Var dans D(CXQ). Ce qui achève la démonstration.

3,4,12. Proposition (cf. [17], [22]). Si M est holonome, posons K=DRXM,

on a alors la décomposition de Jordan T=TS TK de la monodromie T de ^K et
de <t>K (voir aussi 3.4.14). Posons

tyKK = Ker (7*,—/t : tyK —> ^K) (de même pour <f>^K).

Si (M, F) est quasi-unipotent et régulier le long de XQ (et M holonomè), alors
et Bp induisent des isomorphismes

L — I J si

[—1] si — 1

tels que tdt—a, dt, t sont identifiés avec N, can, Var, où 0(a)=exp 2nia.

Preuve. Puisque il existe le polynôme minimal pour l'action de T (au moins
localement), on a la décomposition de Jordan, car i^[—1] et $K[—1] sont
des faisceaux pervers. D'après 3.4.4, 3.4.5 et 3.4.8, Aa et ©-#* sont des iso-
morphismes, de plus

S**S /**te/

Im(^: F0 DRS ̂
7 DRX/SM —> DRS ̂ jrDRx/sM — tyDRxM) = i/r^K

(de même pour 0), car Faction de tdt—a sur «#f'(Im B^ est nilpotente et
l'image de Im^ par la projection -^K-^^K est nulle si Z^pe(a) (voir aussi
3.4.14). Puisque
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Grl DRX/SM = DRXQ Grv«M ,

l'assertion résulte de 3.4.11.

3.4.13. Remarque. Soient /: X-+Y un morphisme propre, q: Y-*S un mor-
phisme lisse, tels que p=qf soit lisse. Soit (M9 F) un ,2^-Module holonome
filtré, quasi-unipotent et régulier le long de XQ. Si f*(M, F, V) est strict, et si,
de plus, Mlf*(M, F, V) sont quasi-unipotents et réguliers le long de F0, 3.4.12
(pour (M, F)) induit un isomorphisme

DRYJ£rl M*f*M) = irMP^f^DRxM[-l] (ou 0)

(car DRYo(Grlf*M)^ ^e^f^RxM[— 1] (ou 0)) qui coïncide avec l'isomor-
phisme donné par 3.4.12 appliquée à Mlf^(M9F) (notons que DRYMif*M=
pMlf^DRxM), car les morphismes Aa et B$ sont compatibles avec l'image directe
par un morphisme propre.

3.4.14. Remarque. Soit X une variété complexe. Soit DC(AX9 T) la catégorie
dérivée des complexes des .^-Modules munis d'un automorphisme T, cohomol-
ogiquement constructibles, où À est un corps. Soit Â=A[T, T~l], alors cette
catégorie est équivalente à DC(ÂX) la catégorie dérivée des complexes des Âx~
Modules, cohomologiquement constructible sur A. D'après [33], celle-ci est
équivalente à la sous-catégorie pleine De(Âx)ïn^ des complexes des ^-Modules
injectifs. Pour P un polynôme unitaire irréductible sur A, tel que P(0)4=0, on
définit le foncteur:

P( ): Dc(Âx\nl-» D(ÂX}

par PK= U Ker(P(r)'': K-*K) pour K^D^Âx)^. Alors on a pK^Dt(Âx) et
i

le morphisme canonique: ®PK-*K est un isomorphisme dans De(Âx). (Notons
que le foncteur ^rh-^p^est bien défini, si P: Kj->Kj sont surjectifs.)

En effet, soit W la filtration canonique r de K, alors par la résolution de
Cartan-Eilenberg, on a une resolution filtrée: (K, W)2^(L, W) telle que GrjL
soient des complexes bornés de ^--Modules injectifs; donc on peut supposer
que MjK=0 pour j 4=0, et de plus que ^fK=^j\L pour L un système local sur
U un ouvert de Zariski lisse de X, avec j: U-*X l'inclusion naturelle (par dévis-
sage). Puisque PK est acyclique si K l'est, on peut supposer que U=X9 et de
plus que X=pt avec L un ^f-module irréductible, car l'assertion est locale (et
par dévissage); on a donc L=Â/ÂQ pour Q un polynôme unitaire irréductible
tel que g(0)=f=0, alors PK=Q (P=t=0 est clair, donc il suffit de vérifier que

QK^K. Soient S= Spec A, q=(Q)^S9 B=Os,q et Fie corps des fractions de
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B, alors B est un anneau de valuation discrète muni d'une uniformisante Qi on
a donc une suite exacte:

d'où l'assertion, car Q(F/B)=F/B.
On applique l'assertion à tyK (ou $K) avec T la monodromie. On obtient

la décomposition irK=®P(^K) et l'action de N:

N: ^K-* ^K(-l) (de même pour 0) .

Notons que l'action de P(T) sur i~lRj*j~lL (cf. 3.4.3) est surjective, si L est
un faisceau flasque (et si P(0)=t=0).

3.5. Le cas non-caractéristique

3.5.1. Soit/: X-*Y un morphisme de variétés complexes lisses, soit (M9 F) un
^-Module filtré cohérent. On dit que / est non-caractéristique pour (M, F)
(ou (M, F) l'est pour/) si les conditions suivantes sont satisfaites:

(3.5.1.1) Mi(f~lGrFM ® Ox} = 0 pour i=f=0 ,

(3.5.1 .2) le morphisme df * : (pr^~l Car (M)-> T*X soit fini,
où/?r2: Zxr*F-^r*7 est la projection naturelle

Y

et df*: Xx T*Y-*T*Y est défini par tf*(x, 0 =

4T*f pour

On dit que / est strictement non-caractéristique pour (M, F) si la condition
(3.5.1.1) et la condition suivante sont satisfaites:

(3.5.1.3) il existe une stratification de Whitney {FJ be Y
telle que Car(M)C U Tf.Yet que

&
df*: (pr2)-\ U Tf.T) -* T*X soit fini .

Notons que la condition (3.5.1.3) entraîne que M est holonome.
Lorsque / est une immersion fermée, X est dite (strictement) non-carac-

téristique pour (M, F) si /l'est.
Si /est non-caractéristique pour (M9 F), on définit

f*(M,F)=(M,F)[-d],
f(M,F)=f*(M,F)(d)[2d]

par M=f~lM ® Q)X/Y, F^M =f'lFP+dM ® a>x/Y(p^Z) et rf =
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dim F, où (M, F) (d)=(M(d)9 F[d]) et M(d)=M®Z(d).

3.5.2. Lemme. Si f est lisse, (M, F) est non-caractéristique pour f.

(C'est clair, car Ox est plat sur OY et df*: XxT*Y-*T*Y est injectif.)
Y

3.5.3. Lemme. Si f est non-caractéristique pour (M, F), /*(M, F) [d] est
un 3)x-Module filtré cohérent tel que

Car(/*Af [d]) = df*(prïl Car(M)) .

Preuve. On a par définition

/>rr1Car(AO = supp(/-1GrFM ® OJ-c^xT*? (= Specan
f-^Oy *

et
(= Specan

/-10F

où y""1 GrFM ® Ojr est muni d'une structure de C/r-S^-Module par le
f-Wy

morphisme d'anneaux df*\ Gr3)x->Gr3)x^Y et est cohérent sur Gr3)x par la
condition (3.5.1.2); alors l'assertion est claire, car ^*=Specan (df#).

3.5.4. Lemme. Soient f: X-*Y et g: Y-+Z des morphismes de variétés
complexes lisses, soit (M, F) un 3) z-Module filtré cohérent, alors:
(1) Si (M, F) et g*(Af, F) [dim Y— dimZ] sont non-caractéristique respective-

ment pour g et /, (M, F) l'est pour gf; on a la réciproque (au voisinage de
X) si f, g sont des immersions fermées.

(2) Supposons que g soit lisse, alors gf est non-caractéristique pour (M, F) sii
f l'est pour g*(M, F) [dim 7-dim Z].

Preuve. La première assertion est claire; la réciproque résulte de la théorie de
L

suites régulières car N ® (3*— K(N\ zl5 • • - , ZM) [n]. Si g est lisse, idxdg*:
Oz

Xx T*Z-*Xx T*F est une immersion fermée et QY est plat sur Oz\ alors Pas-
Z Y

sertion résulte des diagrammes suivants :

Z

\

r*z

où ^=0Z, 5=Oy et C=OX.
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3.5.5. Lemme. Soit (M, F)^.MFk(<Dy), Le. M est holonome. Si f est non-
caractéristique pour (M, F), on af*(M, F)

Preuve. Si / est lisse, on a Grf*(M, F)[d]^f~lGrM ® O)X/Y; donc
f^Oy

dim Car (/*(M, F)[d}~ =d\mX. Si / est une immersion fermée telle que
dim X^dim Y— 1, on a (localement)

dimCar/*(M,F)M<dimZ si Car (M)<tXxT*Y
Y

et
Car (M) = (df*)~ldf* Car (M) sinon,

car Car (M) est Lagrangienne; d'où l'assertion. Le cas général résulte de 3.5,4.

3.5.68 Lemme, Soit il X^Y une immersion fermée de variétés complexes
lisses telles que dimZ^dim 7— 1. Soit (M, F) un £DY-Module filtré cohérent.
Si X est non-caractéristique pour (M, F), alors (M, F) est quasi-unipotent et
régulier le long de X, de plus la filtration V est définie par

si -i-

si
(3.5.6.1) Ve6M=

(M

où Sx est l'Idéal de X; en particulier on a un isomorphisme canonique

et Grv
a(M, F)=Q pour a* -1, -2, -.

Preuve. On définit la filtration V par (3.5.6.1). Puisque t: GrFM-^GrFM
est injectif par la condition (3.5.1.1), on a l'injectivité de t*: M/FPM-*M/FPM
et de /': MIFpM-+V-i.1M/FpV-i_lM, alors on vérifie que r '': FpM-^FpV^^M
est bijectif par le diagramme:

Q-»FPM - > M - > MJFPM - > 0
t* \ tl j /' i

0 -^ FV-i-lM^V.l-lM^V-

Il reste à démontrer que GrFM sont cohérents sur GrFV$)Y. Posons

T*(Y/C) = Coker (dt*: Yx T*C ^ T*F)
c

0: T*Y-*T*(Y/C) la projection naturelle,

alors Car(M) est finie sur r*(F/Cf) au voisinage de XxT*(Y/C)=T*X par la

condition (3.5.1.2), donc GrFM est cohérent sur GrF<DY/c et sur GrFVQâ)Y.
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3.5.7. Lemme. Soient X, Y et (M, F) comme dans 3.5.6 (en particulier X
est non-caractéristique pour (M, F)), soit M(*X) la localisation de M par t, on

a alors une filtration F sur M(*X) telle que (M(*X),F) soit un <DY-Module

filtré cohérent et qu'on ait une suite exacte filtrée

(3.5.7.1) 0 -* (M, F) - (M(*X)9 F) -> M!(M, F)[l] -> 0;

de plus (M(*X), F) est quasi-unipotent et régulier le long de X et la filtration
V est définie par

(3.5.7.2) VJM(*X) = Mtl pour -/-!<«<- i.

Preuve. Soit M=M(*X}. On définit la filtration F par

et V par (3.5.7.2). D'abord on vérifie que t: GrjM-^GrY-iM sont bijectifs
et que l'action de tdt —i sur GrjM est nulle. Par le même argument que dans la
epreuv de 3.2.2, on vérifie que dt: Gr%FpM-*Gr%+1Fp+1M sont bijectifs pour
a >0 ; en particulier on a un isomorphisme canonique

car (Gi-Q M,F)—il(M,F)[l] par définition; donc on a (3.5.7.1). Les autres
assertions sont claires.

3.5.8. Lemme. Soient X, Y et (M, F) comme dans 3.5.7. On définit un

3)Y-Module par M(\X)\=M®i#i*M[-l] avec

(m, ri)P = (mP, nP} pour P e V^)Y

et
(m, ri)dt = (mdt, [m]®[dt]+ndt)

ou [wi]®[9f]eAf/Mr(g)û>z/yCf#f*Af[— 1], et la filtration F par

FP(M(\X)) = FpM@Fp(i*i*M[-l}) ,

de sorte qu'on ait une suite exacte filtrée :

(3.5.8.1) 0 -* i*i*(M, F)[-l] - (M(\X), F) -> (M, F) -* 0;

alors (M(\X),F) est quasi-unipotent et régulier le long de X et la filtration V
est définie par
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Preuve. Puisque 3)Y =3)Y/c®C[Qt] (localement) et (mt, nt)dt=(mtdt, ntdt\ on
vérifie que la structure de ̂ -Module est bien définie et indépendente du choix
de dt, alors les autres assertions sont claires.

3.5.9. Lemme. Soient X, Y et (M, F) comme dans 3.5.7, soit j:
l'inclusion naturelle. Supposons que (M, F) soit holonome, on a alors les iso-

morphismes
DR(M(*X)) ^ Rj*j*DRM , DRilM ^ i 1DRM ,

DR(M(\X)} ^JJ1DRM , DRi*M ^ i*DRM ,

de sorte que les triangles

-> DRM-» DRM(*X) -

-* DRi*i*M[-1] -> J!XRM(!.r)

induits par (3.5.7.1) e£ (3.5.8.1) 5-ow^ identifiés avec les triangles

- DRM -> Rj*j*DRM -ti

> .D^M -> i*i*DRM ^

au décalage près.

Preuve. Soit M-»/8 une resolution injective, posons

où DR signifie le foncteur ®OY A~"®y; on a alors le morphisme canonique

(3.5.9.1) DRM(*X) -* Rj*j*DRM

défini par

DRM(*X) -» DRI'(*X) -> DRj*j*r =j*j*DRI',

de plus le diagramme

DRM
/ \

DRM(*X) > Rj*j*DRM

commute dans la catégorie des C-complexes; donc il suffit de vérifier que
(3.5.9.1) est un quasi-isomorphismes. Puisque l'assertion est locale, on peut
supposer que Y=XxS et que t est une coordonnée de SdC, on a alors

DRYM(*X) = DRS(DRY/SM(*X)) — DRs(DRY/sr(*X)) .
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Posons U =DRY/SI\ alors il suffit de vérifier que

DRS(L(*X))

est un quasi-isomorphisme. Par le même argument que la preuve de 3.4.5
(i.e. en utilisant la fibration de Milnor), on peut suppose que Y=S et que M*L*
sont des ^-Modules holonomes réguliers, car (M, F) est holonome et quasi-
unipotent et régulier le long de X, cf. la preuve de 3.4.9. En utilisant la filtra-
tion canonique, on peut supposer que L est un Module, alors l'assertion est
bien connue.

Maintenant démontrons les assertion pour DRM(\X). Puisque j l est un
foncteur adjoint à droite dej,, on a le morphisme canonique

(3.5.9.2) Jif'DRM -* DRM(IX)

tel que le diagramme

j,jlDRM - > DRM(\X)
\ /

DRM

commute dans la catégorie des C-complexes, donc il suffit de vérifier que
(3.5.9.2) est un quasi-isomorphisme, i.e. i*DRM(\X)=Q. Posons L =
DRY/SM(\X) comme ci-dessus. Puisque M(\X) est holonome et quasi-unipotent
et régulier le long de X, H1LX sont des ,â)5f0-modules holonomes réguliers pour
/Œ«2T, xŒX. Puisque

df: Gr^M(lX) -> Gr^M(lX)

est bijectif, on obtient que

9,:GrI1Jï'L,-^GrJrH'L,

sont bijectifs, donc DRM(\X)X=DRSL'X est acyclique pour x&X. Ce qui
achève la démonstration de 3.5.9.

3.5.10. Définition. Soient X, Y, i et (M, F) comme dans 3.5.7, alors le mor-
phisme de Gysin (resp. de restriction)

i,: M!(M, F) -> (M, F) (resp. i*: (M, F) - M*(M, F))

est un morphisme dans DF(3)Y) défini par le triangle (3.5.7.1) (resp. (3.5.8.1)).

3.5.11. Soit Y= Y1 U Y2 un diviseur à croisements normaux sur X tel que Yl

et Y2 soient lisses et que Y19 Y2 et Z=Y1Ç] Y2 soient non-caractéristiques pour
un .â^-Module filtré cohérent (M, F). Soitf=xy où x (resp. y) est un généra-
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teur de l'Idéal de Y1 (resp. F2). Posons (M, F)=ï/*(Af, F), on a par définition:

(3.5.11.1) Jfr =

(u®dj
t}t = uf®d{+ju®d{-1 , (u®dj

t)dt = u

pour wŒAf, £e£y, aŒiOx -

Soit ,?=r^, on définit les filtrations F, F et G par

(3.5.11.2) a =

_;_i j&

(3.5.11.4) GqM="
j«l

Soient dX9 dy des champs de vecteur (loc. définis) sur X tel que

Puisque (u®l)xdx=uxdx® 1— (u® I)s9 on vérifie que V^M et V^^^M sont des
^o-3^xc-sous-Modules de M; de plus ce sont des F^^xc-Modules cohérents,
car M est de type fini sur 3)xic

z (resp. 3)Xfc) au voisinage de Z (resp. Y\Z )
par la condition non-caractéristique. On a FMC F^+1 car

(3.5.11.5) (n/'®l)(j+i+l) - (u9,/^®l)-(tt/^®l)97

(de même pour 5^) .

Soient /: ZC-»X9 /^: F^^> X(p = 1? 2) les inclusions naturelles, on définit
des morphismes JZ^-linéaires filtrés

> (Gr^^, F)

1] - (<W&, ^)

au: i*/1^ F) [2]

pour /<0 par
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où uŒi[M[2]=Mf-1/Mx-l+My-\ u1ŒiiM[l]=Mx~1/M et
My~lIM. Notons que aitk sont uniquement déterminés par leur restriction sur
il(M, F[l]) [2] etc. On vérifie que ai>k sont bien-définis (e.g. a^^Mx^d

F,-f_2M et ai>Q est ̂ -linéaire) par la formule (3.5.11.5).
Sur X\Z il existe (localement) un champ de vecteur df tel que [df,f]=l

au voisinage de Y. Puisque

(u®l)df = udf®l
on vérifie que

VaM =

V..M k<0

donc on va considérer seulement au voisinage de Z où ds, dy existent (locale-
ment), et tel que GrFM soit plat sur C2

x_y et de type fini sur GrF£>x/cz.

3.5.12. Lemme.

GV M=1 "'~M l(x, y}®\)Ft3)x , k=0

, k>\.

Preuve. Puisque {x, y} est une suite régulière de GrFM et de M, on a:

(3.5.12.1) Soit P(S, T)=S HjST'-'e Jlf [S, T] tel que P(x, y)=0, alors il existe
) = ̂ u'iS

iT^1-i tel que P(S, T) = Q(S, T) ( yS - xT), i.e.

D'abord on va démontrer

ce qui entraine l'assertion pour A:< —2 et fc> 1. Puisque

il suffit de vérifier:

(3.5.12.2) Si u = S (uj® l)dj
xd

q-j e G^M avec wy e M/* ,

on a M = (vy® l)dj
xd

q-l-i avec VjŒMf .

D'après (3.5.11.1), on a Si/yyV"J"=0, donc (3.5.12.1) entraîne que Uj
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Uj^x—Ujy avec u] ̂ .Mf\ on a alors

u = ^((u'j_lx-
- S (Wxd,-u'syd,

d'où l'assertion (3.5.12.2).
D'après (3.5.11.5) on vérifie que Mf+^l + V^M^+i+l) est un

Module, donc

Par la même démonstration, on a l'assertion pour k=— 19 car

est injectif. Démontrons le cas fc=0. Supposons que

w = S ((uf
jx+uf/y)®l)dldl-^Gq.lM avec w<, u'/ŒMf* ,

i.e. 2(w<yjc«^+1+w7y+1^"0=0. D'après (3.5.12.1), on a

My+«"-i = Vj-i^— vyJ avec Vj^Mf1

donc

« = 53 ((-«j-i^+vy.^-vyxy+nj»®!^^
= 2 ((-tf*9,+*7;F0,^

d'où l'assertion, car vfixdx—vfiydy^=(vd^)fix—(vd^fiy pour veM.

3B5.13. Corollaire» Grf V-^ kM = M®a(—i—l, k, q), oùA= C[x, y] et

' Afi+1(x,yY

Afi+\x, y)"~l k=-l

(C'est clair car M est plat sur A.)

3.5.14. Lemme. Les morphismes canoniques

(-i-l, k,

sont des isomorphismes (z>0); en particulier (F, G, F) sont compatibles, cf.
1.2.14, et (FpV_i.1>kM}t=FpV^2ikM.

Preuve. Puisque (Fp_qMfi®l)Fqâ)xc:GqFpV.i.lM, etc., on vérifie que
(Fp-qM)a(—i—\9k,q)®dq

t est un sous-Module de Gr^F_z-_MM, donc il
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suffit de démontrer que

(-z-l, k,

or on a le diagramme commutatif :

0 -> Fp_qM®a -> M®a -> (M/Fp_qM)®a -> 0
A .1 A

1 1 1
0 - > F,_4M — > M - > M/Fp.qM -* 0

d'où l'assertion.

3.5.15. Corollaire. «_,-_!,* swzf des1 isomorphismes filtrés.

Preuve. On définit la filtration G par

/rt/lM [1]) = 0 (Mx-lIM)di
x (de même pour /2*^

alors les morphismes a_i_ltk préservent les filtrations G (au décalage près si k=
—1), donc il suffit de démontrer que GrfFpa_{_lfk sont des isomorphismes.
D'après 3.5.14 on peut supposer que f=0, et on a

FpGrfGr\kM = Fp_qM®(a(-l, k, q)/a(-i, k-l, q)),

avec
0 Cxj+lyk+1 k=-l

j+k=g-l

Ayq+1/Axyq+1®Axq+l/Ayx«+l k=Q

0 Cxjyk k=\.

D'autre part on a

et Grfa_l>k est défini par la substitution dx-*y, dy-*x et par la multiplication
de /(ou/2 si k= — 1); d'où l'assertion.

3.5.16. Lemme. Soit i^Q, on a alors

Vi_1M= 0
Q^j<i

et

Fp.qM(x,
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en particulier (F, F, G) sont compatibles.

Preuve, La première assertion résulte de

(Af®l)0,C(Af®l)0(Af®0,), etc.

On a la deuxième assertion d'après 3.5.12, et les autres assertions par le même
argument que la preuve de 3.5.14.

3,5.11. Corollaire, 8{: (GrIltlM, F)~(GrLiM, F[-i]) (i>0).

Preuve. On a d'abord (F_MM)d#C F^M, Le. (Mx® 1)0,C F^Af, car ux®dt

= —(u®l)dy+(udy®l); alors l'assertion résulte de

Gr°FpGrIl9lO[ = (Fp_qM®(x, y)q/(x,

Grf^Fk+iGrLiM = (Fp_qM®(x, y)

3.5.18. Proposition. Soient (M,F) et f comme dans 3.5.11, alors (M, F)
est quasi-unipotent et régulier le long def, lafiltration V est définie par (3.5.11.2),
lafiltration V induit lafiltration de monodrornie W sur Gr^^M pour i^Q, l'action
de s—a est nulle sur Gr%M si a^Q, et (3.2.1.3) est valable pour a = ~l.

Preuve. D'abord on vérifie que (V-i-lykM)(s+i+l)c: F_,-_U_2M; par exemple,
le cas k=0 résulte de (3.5.11.5). On a alors

Vj&(s-a)CLVjl& 9 donc V^MtdV^M et Vjdd.C.V^M

pour tout a. D'après 3.5.15 on a

s+i+l: (Grlt^S, F) ~ (Griffa F[-l])

et l'action de s—i+l est nulle sur GrJ-\M pour f>0 d'après 3.5.17, alors (M, F)
est quasi-unipotent et régulier le long de/d'après 3.5.14, 3.5.15 et 3.5.17.

3.6. Le cas croisements normaux

3.6.1. Soient X une variété complexe lisse, D un diviseur à croisements nor-
maux sur X avec g un générateur global de l'Idéal de D. Soient D(i) = {xŒX:
multçD^z}, 5°'} la normalisation de Da), a{: D

(i}-*X le morphisme naturel.
Posons f=gm pour ra>0. Soit (M, F) un JÏ^-Module holonome filtré tel que
chaque GrpM soit localement libre de type fini sur Ox. On définit une autre
filtration G par GQM=M, GL^Af=0. Posons

(M; F, G) = *>(M; F, G) .

On définit la filtration F par
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' -(i+ï)lm<a<-ilm, i>Q

alors ¥„$/[ sont des Fo^Z)Zxc"sous"Modules et F est une filtration croissante, car

(3.6.1.2) (u®l)dj = (udj®l)-umgm-\djg)®dt

(3.6.1.3) (w

où s=tdt, dj=d/dxj, et (xl9 • • - , xn) sont des coordonnées locales de X; de plus
VJML sont cohérents car ils sont de type fini sur V^)XxC.

Soient M(Dy = Mg~1, W la filtration canonique de M<D>, i.e. locale-
ment

ng M = S
II! <r, 1er {i,-,/}

si g=xl9 • •- , x, et w^dimZ, cf. [6]. On définit la filtration F par

(3.6.1.4) F_,/waM = S

pour z'>0, alors ils sont des V$)x x ̂ -Modules cohérents et V-iimtkM=V-iimM
pomk^l—l, V_(i+i)/mM pour k^—l.

Soit e* le faisceau d'orientation rel. à Z) sur .DU)
? i.e. localement ek =

CDl A • • • A Dk sur fl ^^ si Dz- sont des composants locals de D, (voir [6.(3. 1 . 1)]).

On définit les morphismes

(3.6.1.5) aitk: ak*al
k(M, F)[k]®ek - Grl^^M , F)

comme suit:
D'abord on définit a'ik la restriction de aik sur a\(M, F)[k]®sk=aJ\M, F)

®<*>D<n/x(£k) par la composition

\ F) -> a^Grï^^M, F)

où le premier morphisme est défini par

u®(dx1 A • - - A dxky
l® (Dl A - - • A Dk) i-> ng'7*i ' ' ' ^ ,

Ici, Imak={x1 = '-'=xk=0} et ̂ . = {^-^0} localement (rel. à
On définit Ji°a[Mf pour un ̂ -Module M' par

c#°*iJlf ' - «#»*aï;loz (°°™> a^M'^ ( u ^IM/)

alors M*dkM' est un ^^cw-Module, donc pour définir OJ/A il suffit de vérifier que
lma'ikc:MQaiGrI.i/mik_lM et que a'ik est ^gcw-linéaire, car localement (rel. à
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ak est une immersion fermée et ak^S^a'k=Si\TRak d'après Kashiwara.
Puisque l'assertion est locale, on peut supposer que Imak = (1 DÎ9 A==

{x; = Q} et M=O)X ; alors lm.af
ikc:MQal

k est claire, et on vérifie que a'ik est à)»
linéaire en appliquant (3.6.1.3) à u=u'/x1'"Xkxj (j>k).

3.6.2* Soient (jq, ~a,xn) des coordonnées locales de X telles que £=X I---A: /.
Posons 0 = {x1 = —=xn=fy, O=0Xi09 â)=â)x,0(=O[dJ). On définit pour
JC {l,-,/}

où 7' =

Soient ^ŒJV1, Je {1, «•• , /} , on définit

où (^)v=(^191)
vi— (je/a,)1'/. Soit F la filtration de 5V/ induite par celle de

â)=O[d].

Soient jŒ^V, /C{1, • • - , /}, ju^W1, on définit

où (dff=~\~~\ (djfT'. Soient /?, q e J¥, fceZ, on définit

= AP

3.63. Lemme. 0 (Sv/f F)^(0[6>'], F) où 0'=(9lf -, 9f).
Jc={i,». f/j fvsjv /

Preuve. Il suffit de démontrer que (BGrSVI~O [f ], où £f-=£r 9,-. Soit a(jc, f ')
<?[£'], on définit

supp a - /i

Soit 7C {1, ••- , /}, on définit

Tt = {(#, »)<=Nn+l: A- =0 si /e7, ^->0, *,. - 0 sinon} ,

on a alors a^GrFSVI sii supp 0e(V, 0, v)+ T7. Puisque Nn+l= II (v, 0
v,i

on obtient l'assertion.
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3.6.4. Lemme. 05V/ est stable par l'action de 3) à droite sur O[d'] =

Preuve. Puisqu'on a

© Sv+i/,1 © Svjf *SW XjdSv[<
l Sv/ dj^-Svi

,„ , A 1X(3.6.4.1)
©

© 5V/ sont stables par l'action de C[x,d']. On vérifie que Fp SVI sont des

sous-espaces fermé de FpO[d'] par la topologie m-adique. Puisque FpO[df] est
une somme directe finie de Fp SVI et l'action

FpO[d']xF93)-»Fp+qOld']

est continue, on obtient l'assertion.

3.6.5. Lemme. Pour p^.N, k^Z, © St y, .— >0 ej?r injectif et
'

, c/. 3.6.2.

Preuve. Posons f / f / t i y = {v e-ZV" : v f .=m(|ju| +7")— J".- si ïe/, i> f.>/n(|ju|+./)+l
si /$/, ï </} on a alors ?7 ^ -=supp Sf j* y et Jl ?/ p jdN*1; d'où la pre-

V,P,iïŒAp '

mière assertion. Soit ^: Gr^ (3[9']-^0 le morphisme défini par

alors

on a donc © SIifJ,Jl)^(g/xI)(df)llfjO d'après 3.6.4, et l'autre inclusion est
Aph ' ' Apk

claire; d'où l'assertion.

3.6.6. Supposons maintenant que M=GÛX, F=G, cf. 3.6.1. Soit K' =

K(0[d'9s]: (xjdj+fas+i))-, Kj<l} [/] le complexe de Koszul pour la mul-

tiplication à gauche de (Xjdj-\-(ms+i))» sur Q [df, s]. On définit les filtrations

F et W par

wkK~* = e (©
*9ê

On définit le scindage W par

D(0 S

® ( ® = — oo
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Soit ft{: K°-*V-i/mtâ0(C.Q)x[dt]) le morphisme 3)[^]-linéaire défini par
(dx®l)gl"lP9 alors ftt préserve la filtration F.

3,6.7» Lemme9 Avec les notations 3.6.6, (K; F, W) est strict, HJ(K)=Q
pour j =t=0, et on a:

fr: H°(K; F, W) ̂  (V.i/m MQ; F, F-,/».*),
et

GrF
P F_fV«§* MQ = 2 fe1"/*7) (dfYf*O ® dpt.

Preuve. Puisque {GrF(Xjdj+ms+i)}- est une suite régulière de GrFO[d'9s]9

on a Hi(GrFK)=0 pour /=|=0; d'où les premières deux assertions, car le scindage
de W est compatible avec la différentielle et la filtration F. D'après (3.6.1.3) et
3.6.4, on vérifie que ft: H*(K, F, W)-*(V.i/m M0, F, F) est bien-défini, et que
0i H\WkK) = V-i/mtk M0; donc il suffit de vérifier que £,-: H°(K9 F)-*(V-i/mMQ9

F) est injectif et strict, i.e. GrFflf: H°(GrFK)->GrF M0=O®C[grdÉ] est injectif.
Par la définition de (K, F) on a

H*(K, F)~® (S0 r(ms+iy9 F)
3.1

avec

-00= © fe/*00/<5

Puisque GrFfti est défini par la substitution dji->djfet ms+ii~*mf9 on voit que
GrF0i est injectif d'après 3.6.5. La dernière assertion résulte de 3.6.5, car

Wk GrF
pH\K) = 0 GrF

pS

3o6.8a Corollaire. Avec les notations 3.6.7, on a la décomposition comme
3)-Modules filtrés

tk(M09 F) = © (Or [ÔJ

Preuve. D'après (3.6.4.1), on vérifie que chaque S0tr(ms+i)J' est stable par
Faction de 3) sur GrjH°K pour |/| =2/+fc+l, alors l'assertion résulte de 3.6.7,
car

Gr%H\K, F)= © OS0f/(/ftf+/)>, F) .
|I|=2/ + * + l

j>0,j + k>0

3o6.90 Lemme. Avec les notations 3.6.1, /e,s morphismes naturels

(3.6.9.1) '
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sont surjectifs, de plus on a les isomorphismes

(3.6.9.2) WrM(Dy g1 Ç}FPM=^ FpM(gilx1)
\I\<r

(3.6.9.3) S Fp^Mtëlx1) (dfTf3' = GrfFp V-i/m,kM - Fp V-i/Mtk GrfM

où (xl9 •••, xn) sont des coordonnées locales telles que g=xl"*Xi; en particulier,

(F, G, F) sont compatibles.

Preuve. Puisque FPM et M/FPM sont plats sur Ox, on a

0 -> FPM® a -> M® a -> M/FPM® a -> 0

(3.6.9.4) a i l
0 - >FpM - > M - *M/FPM - * 0

pour tout idéal a de Ox\ d'où l'assertion (3.6.9.2) en l'appliquant à a =
2] Ogt/x1. On vérifie facilement que l'image du morphisme (3.6.9.1) dans GrfM

|J|<r

=M est le premier terme de (3.6.9.3). D'après 3.6.7, on a

Grf V.i/mtkM =

d'où la surjectivité de (3.6.9.1) en appliquant (3.6.9.4) à

Puisque le morphisme (3.6.9.1) se factorise par l'inclusion naturelle

GrfFp V-iMM -, Fp V-i/m.k GrG
qM ,

on obtient (3.6.9.3); la dernière assertion résulte de 1.2.14.

3.6.10. Proposition. Avec les notations de 3.6.9, (M, F) est quasi-unipotent
et régulier le long de f, avec la filtration V définie par (3.6.1.1), et on a (3.2.1.3)
pour a = — l. Pour i>Q, on a

(iiw+i)*: GrliM(M, F) ~ GrIi/m,_k(M, F[-k])

donc la filtration W associée à l'action de N=s-\-i/m sur Gr^Li/mM est induite par
V (cf. (3.6.1.4)), et on a l'isomorphisme

PNGr?-lGrlilm(S[9 F) ~ ak* al
k(M, F) [k] ® ^

induit par aik, cf. (3.6.1.5).

Preuve. Puisque (F-^^M) (ms+ï)d V.i/m>k-2M et (Grl_kM) dk
t=GrlM pour
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— KO:— &<0, on vérifie que les conditions de filtration V sont satisfaites, cf.
3.1.1. D'après (3.6.9.3) on a

t: GYFpV_ilmM^GrqFpV_i}m^M

donc t: FpV^M^FpV^^M pour a<Q. Puisque la décomposition

VaM= © (M®dî)®(Va_kM)dk
t

0^j<k

est compatible avec la filtration F, on voit que

est surjectif pour — KCK— A:<0; d'où la première assertion.
D'après 3.6.8, on a

donc la filtration W est induite par F, et la dernière assertion est démontrée
pour M=a)x, F=G, En général on a localement

FpGrIi/m)kGrGM = F,_fM® (a^a,.̂

d'après (3.6.9.3) et 3.6.8, où ofjk= S (g1/*7) (ô/)Vy; on a donc
4/*

î)*: Grïi/mtk(&, F, (?) 2
et

GrGFp(PNGrlLi/m kM) = © F*_ Jlf® Grf (C^d/J) ,
m=*+i

i.e. aitk+1 est un isomorphisme filtré, d'où l'assertion.

§4. Structures de Hodge Graduées

4.1. Structures de Hodge graduées polarisées

4.1.1. Soit M=@Ml un C7-module gradué muni de l'action de / telle que
lMldMi+2. On dit que M est de type L (i.e. de type Lefschetz), si Mi=0
pour | / |>0et

/': M"1' 2^ Af' pour tout

Si M est de type L, on définit la partie primitive par

oAT1' = Ker(/'+1: M"8' -> Ms"+2) si z>0, et 0 sinon,
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on a alors la décomposition de Lefschetz

M=®Mj avec Mj = 0 lk
QM~J .

Notons que, si 0: M-^N est un morphisme de modules de type L, <f> préserve
la décomposition de Lefschetz, et Ker 0, Coker 0 et Im 0 sont de type L.

Soient M et N des C-modules de type L, on dit que 0: M->N est un
morphisme de degré 1, si 0 est C-linéaire, 0(M')CJVr'+1 et 70= 0/.

4.1.2. Lemme. SozY 0 : M-*N un morphisme de degré 1 de C-modules de
type L, on a alors

0( 0 M-c 0 AT'0 / 0 Ar<- et

(Car 0(0M-')C 0 #^2* rf /'+1 0(0*0=0.)
è>0

4.1.3. Lemme. SozY 0: M->N un morphisme de degré 1, o« définit

y.*
Im°0 e^/

0(Im
00)-^+1 - Im 0 n0

où 0|M .^+0+-

Preuve. La première assertion et la première égalité sont claires. Soit
Im 0 n oN~i+1, on a alors

v = 0(w— w') avec u^QM~j et w'Œ 0 lk
0M~j~2k .

D'après 4.1.1, on a "#y«=v et +0;-w-0M/

car Nïlî^loN-*-1 et /: N-J-I-*N-*+I est injectif si ;>0. On a donc dé-
montré l'inclusion C ; la réciproque est claire.

4.1.4. Lemme. Soit z=min{j|Âfy=f=0}, on a alors

Preuve. L'inclusion Z) est claire. Soit vŒ(Im 0fl N{_$9 alors on peut sup-
poser que j= —i+ 1 +2fc avec 0 < k < i — 1 . Puisque N{^ =lk

QN~i+1 et (Im 0X =
/*(Im 0)~î+1 par définition de /, on a

(Im 0 H Ni.tf = lk(lm 0 n 0AT'+1)

car /*: N~i+1-^NJ est injectif; d'où l'assertion.
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4.1.5. Lemme. Soit Iml<f>=Im$/Im°<f>9 alors (ImV) [1] est de type L, ou

Preuve. Par récurrence sur $ {/ 1 Af f- =1= 0} . Si Af = Mg-, on a ImV =Im 0/Im <t> fl
JVf..1=Im+0f., d'après 4.1.4, d'où l'assertion, car Im+0g.=: © /*+#f.oAf~f.

0<*<î

Dans le cas général, on peut supposer que

M=®Mi+2k et #=©tf,_1+2».
*>0 *>0

Posons M'= © Mf+2A, 0'=0 1 M/, on a alors
*>0

0 0 0

I I i
0 - > ImV - > Im 0' - > Im^' - » 0

i 4 I
0 - » Im°0 - > Im 0 - > Im1^ - + 0

1 i i
0 -> ImV/ImV -> Im 0/Im 0' -> ImV/ImV -> 0

i I I
0 0 0

et, par hypothèse de récurrence, il suffit de montrer que (ImV/ImV) [1] est de
type L.

0 -
Soit JV=JV/(TmV)i+i» soit ^: M-*N-*N, et soit ^'=^|M/, on a alors

Im 0/Im 0' 2^ Im ̂ /Im ̂ ' =: Im ̂  ? où ^- = VI Aff- »

car Im V*=Im0*/(Im°0/)î-+1 pour *=0, ', et Im V'fWm=0 (car (Im00/)i+i=
Im0'n^Vr,-+i). D'après 4.1.3, (Im°0)y-i ne dépend que de 01©^, en particu-
v *<>
lier, on a

(Im°0)m = (ImVOm et (ImVW = OmWi = 0

car (lm°ir)i+1=lm((ïm°^f)i+1-^Ni+l) d'après 4.1.3; on a alors

et ImV/ImV/=(ImV)f-i=(ImV).--i=IniV^ d'après 4.1.3. On a donc dé-
montré que

V — Im

et l'assertion est réduite au cas M=Mii d'où l'assertion.

4.1969 Lemme0 Soient 0: M-*N et V: N-*M des morphismes de degré
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1 de C-modules gradués de type L, soient

les dualités telles que <M'', ATy>=<JVf, N*>=0 pour i+j^pQ, <x, j>>=±<;>, *
et <\lx,yy=±<^x, lyy pour x, y^M ou N, et <##,;>> =±<.K, ^ry} pour

yÇ=N; on a alors

dim (Im°0)' = dim (ImVO'+1 , dim (ImV1)'' = dim(ImV)m ,

ji /<z dimension de M et N est finie.

Preuve. Soient af- — dim (ImV)', éf-=dim(Im10y+1, ct= dim(ImV)1 et rf,=di
(ImV1)1'4"1, al°rs *,-=*-£ pour *=a, b, c, d, et

ai+l+bt = c-i+d-t.i pour tout i ,

car rang (0: Ml'->JVl'+1)=rang (^: N~i~l-^>M~i) par hypothèse; on a donc

Puisque ai=di=Q pour |/| >0, on obtient at=di9 bi=ci; d'où l'assertion.

4.1.7. Définition. Soit M un C-module gradué de type L, on dit que M est
de type H-L (Hodge-Lefschetz) de poids p, si chaque M1 est muni d'une
structure de Hodge de poids p+i telle que /: M'"-»MÎ+2(1) est un morphisme
de structures de Hodge. Une polarisation de M est une famille de dualités
de structures de Hodge

< , > : M-' xAf1 ->«(-/>),

telle que <x, j^iO, x> et </r, .y>=±<*, /J> et que

soit une polarisation de structure de Hodge à un signe près, où Q(p) signifie la
structure de Hodge de rang un de poids — -2p, cf. [6].

Soit M (resp. N) un module gradué de type H-L de poids p (resp. p — l),

alors un morphisme de degré 1 des modules gradués de type H-L est une famille
de morphismes de structures de Hodge

compatible avec l'action de /. Par hypothèse, Im°0 (resp. (Im1^) [1] est de
type H-L de poids p—l (resp. p). Si M et N sont polarisés, on dit que i/r:

N-*M(Ï) est dual de 0 si <0x, j>=±<x, n£y> pour
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4.1.8. Lemme, Soient 0: M->N et ^: N->M(l) des morphismes de degré
l de modules gradués de type H-L polarisés. Supposons que $ et ^ sont duaux
l'un à l'autre, alors

+<f>j : (ImV)y -> NJ+I (j > 0) et $ : ImV -> N

sont injectifs; si, de plus, (0i^)2=0 etj>0,

^oCImVr^^i"1

est aussi injectif,

Preuve, Soit v=^(w)Œ0(ïmV)~'. Si 0(/'v)=0, on a

<Cv, l*v> = ±<Cu, 0(Pv)> = 0

donc v-0 car vŒ0M~j. Puisque 0(/J'v)=+0f-(/
J'v) et (ImV)/ = © /éo(ImV)"J"?

' o<*<y

on obtient la première assertion. Siy>0, veoCIm0^)"^ et JF0/v)=0, i.e. 0(v)=
+$j(v)^Njiî \ alors il existe wŒgA/'--'-1 tel que 0(v)=/w. Puisque (W)2=Q,
on a

<Cw3 /
/+1w> - ±<C/w9 /^-1/w> - ±<C0-^ti, P"'1 0^> - 0

où ^(M)=V; on a donc 0(v)=0 et v=0, d'où la dernière assertion. La

deuxième assertion est claire, car ImV=®(ImV1)y» 0 = 0(+0y+"0j) et +^-:
V)y-*^y+i est injectif (j>0).

481099 LemmeB Soient <f> et -fr comme dans 4.1.8. 5ï 0-^0 =03

Im°0 -> Im V"0 -* ImV ^^

sont des isomorphismes; en particulier , o« a ^e^ décompositions

~ Im ̂ 0 ,
2^ Im 0-^ 5

Preuve. D'après 4.1.89 on a Im^0 fl ImV=Oj car Im^cKer 0; donc Im ^0
->ImV est injectif. De plus, 4.1.8 implique que i/r: Im°0->Im^0 est aussi in»
jectif, alors les isomorphismes

Im°0 ̂  Im ̂ 0 ^
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résultent de 4.1.6.

(De même argument pour l'assertion duale, car T/r<pT/r=±(<f>i/r<f>)*=Q.)

4.1.10. Lemme. Soient 0 eti/r comme dans 4.1.8. Si 0^0=0, Ker 0/Imi^0
est de type H-L, sur lequel la polarisation de M induit une polarisation (i.e. la
partie primitive de Ker 0/Im -^0 est représentée par celle de M\ notons que la
dualité induite est bien définie, car <Ker 0,

Preuve. Soient °N=ImQ<f>, lN=(°N)^ = {x£ïN\<x,yy = Q pour tout y^°N}9

alors °N et W sont de type H-L polarisé, et Im0V"C: W. Soient 0=°0010 avec
Ima<f>c:aN(a=Q, 1), et ̂ =V©V avec V=^L^(fl=0, 1), alors V et > sont
duaux l'un à l'autre, et Ker 0=Ker °0nKer V,
Puisque

Ker 0/Im W = Kerf0 : Ker(°0)/Im(V)

on peut remplacer N, 0, ^ par °JV, °0, V» car Im^-^tl] est de type H-L; donc
on peut supposer que

Im 0 = Im°0 = N , Im ̂ 0 = Im ̂  et 0^ = 0 •

Soient <t>=@j<l> avec Im^cJVy, et ̂ =0^ avec V rj=V f lU^ al°rs y* et ̂ y sont
duaux l'un à l'autre. Puisque

Ker 0/Im ^ - Ker(y0: Ker 07Im ̂ ' -> JVy)/Im(^y: ATy -> Ker

où 0'= © f-0 et ̂ '= ® ̂ ïj on Peut supposer que N=N: par récurrence. Soient
»=t=y i=t=y

avec ImC^dMyi! et f^=Vl0-v-^ soit

= ( © Z*-1 Im oV) © ( © /*
o<*<y+i

i.e. °M est le plus petit sous-module gradué de type H-L contenant Im V; posons
1M=(°AOJ- , alors Af =°Af +1M et il suffit de montrer que 'M^Ker 0/Im ^.

Puisque °M est de type H-L polarisé, on peut supposer que M=QM, i.e.
JAf =0, alors

+TJr:N-» © Mjlî1*2* et ~^: ©
o<*<j

sont bijectifs d'après 4.1.8; en particulier, on a

2/1 si

« si A: = 0 ou 7+1

0 sinon
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dta *-/*-{»si
10 si]sinon

où «=dim N'1; on a donc Ker 0/Im i^=0 car •&: N~i+2k-*M~J+1+2k est injectif
et 0 : M~'~lJr2k-*N~j+2k est surjectif. Ce qui achève la démonstration.

4.2. Structure de Hodge bigraduée polarisée

42oL Soit L= 0 L\ un C7-module gradué bigradué. On dit que L est de

type H-L de poids p, si chaque L\ est muni d'une structure de Hodge de poids
î+j+P et si on a des morphismes de structures de Hodge

tels que NI=1N, N*: li~LLt(—i) pour />0 et /': Ljj^L{(j) pour j>0 .
Une polarisation de L est une famille de dualités de structures de Hodge

telles que <X j>=±<J, *>, </*, ̂ >=±<^, /x> et <Nx, j>-=±<^5 ^J> et que

est une polarisation à un signe près pour î, j>0? où

Une différentielle de L est une famille de morphismes de structures de
Hodge

tels que d2=Q, dl=ld, dN=Nd et <£&, j>=±<>9 dy>.

4.2.2, Proposition» Soit L un module bigradué de type H-L polarise muni
d'une différentielle d, alors Ker rf/Im d est de type H-L, sur lequel la polarisa-
tion de L induit une polarisation.

Preuve. Posons C{k=Nk(PNL\+ù si i,k>0 et 0 sinon, où PNLÎ=KeiNi+l

(CL|)3 on a alors

Lî= ®CÎk9 et N'-'iCitZ.Ctik-i) si i>k .

D'après 4. 1.2, on a

rfCf.oCC/îï.oeCft1 et ,

car dN=Nd. Posons rf|c=
+J+~^ avec Im +ddCi+k+i et Im "rfcCiîl.*, on
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a alors des relations +d2=~d2=0, +d~d+~d+d=Q, car d2=Q. Puisque ±dN=
N±d, ±d est donné par

r = -d:Cf fi ,o-*Cft1 et p = N~lo+d: C|,0 -

pour i^Q, où N~l\ Cl^i^CÎ+l^l); de plus, r et p sont duaux par les dualités

car ~d: C{+ii0->Cjy et +J: C^>i~1->C^i+i sont duaux par les dualités

(notons que la dualité est compatible avec la décomposition de Lefschetz rel.
àN).

Posons Citk= 0 C{tk et Cf-=Qt0 (z >0), alors on peut appliquer les résultats
î

de 4.1 à r: Q+1->Q et p: Cf— >Cf-+1(l) pour />0, car rPT = — r2P=0; en par-
ticulier, Ker /o/Im rP est de type H-L polarisé d'après 4.1.10.

On définit des sous-modules gradués de Cîk pour i, k^Q par

p) si / = 0
ik ~ ( Nk(Kei p n Ker r) sinon

(Nk(lmp) si î = 0,fc>0

sinon

où Kerp, Imp, etc. sont des sous-modules de Ci+k. Posons Hik=Zik/Bik, on
a alors

Hii0 = Ker (V : (Ker p/Im rp) -> (Im rp) [1]) pour i>0 ,

car Ker(°r)-Ker(°p), où r=°r+V, P=°P+IP avec Im(°r)=Im°r, Im(1r)=
ImrP (de même pour p). Puisque (Imrp) [1] est de type H-L d'après 4.1.9,
jETz-p0 est de type H-L polarisé; donc l'assertion résulte du lemme suivant:

4.23. Lemme. Posons H{=Ker(d: L,— >Lz-_1)/Im(J: LZ-+1->LZ-) où L{=®
j

L\, alors les inclusions naturelles 0 Hik->H; sont des isomorphismes ; de plus on
i-k=j

a

tf'":#i0~ffo,(-0 pour />0 ,

en particulier , ^Tf-0 e^ la partie primitive de Hit

Preuve. Soit w=X!%^Ker(^: Lz— >LZ-_1) avec uk^Ci+ktk, posons vk=
+duk=

—~duk+1ŒCi+kik+1. Pour /+fc>0, /c>0 on a
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vk<=Nk+1(Im r il Im p)dNk+\Ker r H Ker p) ,

donc vkŒNk+l(lmrp) d'après 4.1.9. Soit wAeCf-+2m§0 tel que Nk+1
 rpwk=vk

pour H-&X), fc^O, posons

w = ^Nk wk<=Li+1 , u':= u+dw = ^uf
k

avec u'kŒCi+kik, alors w£ =uk+~dNk wk+
+dNk~1 wk,19 donc +du'k=

+duk+
+d-dNkwk = vk+Nk+lprwk=Q pour z+fc>0, fc>0, d'où la surjectivité de

®HMt1r*Hi9 car «.^0.
Soit u=^uk<=Li+1 avec w*eCf-+A+liA, soit v=rfn=S VA avec vk<=Ci+kik,

alors vk=~duk+
+duk_l. Supposons que vk^Zi+k)k, alors "^^v^^O implique

que +d~duk=Q, donc ~dukŒNk Im rp d'après 4.1.9. Si /+fc>0, on a+dukŒ
Nk+l Im rP par le même argument. On a donc

(0 Zi+kth) H Im(rf: L,+1 - L,)C © 2?f.+JkiA* &

car +duk_l^Nk Im p et +d n»1=0. Puisque la réciproque est claire, on obtient

Pinjectivité de © Hi4.kik->Hi.
Maintenant démontrons :

(4.2.3. 1) (Ker r PI Ker p)/Jm TP ~ Ker p/Im p

où Ker r, etc. sont des sous-modules de Ci}0 (z>0).
Soit MG (Ker r fl Ker p) n Im p, alors wGïm TP d'après 4.1.9, d'où Pinjec-

tivité. Soit weKer p. Puisque r(w)ŒKer p, on a r(w)elmrp d'après 4.1.9,
i.e. il existe vŒQ_ l i 0 tel que T(U)=TP(V), donc u— p(v)ŒKer r H Ker p; d'où
la surjectivité. Ce qui achève la démonstration de 4.2.3 et de 4.2.2.

42.4 Corollaire. Soit 'LÏ=(lm N)î-i, soient

can = N: L{ -» 'L{_i et Var = id: 'L{ ̂  L{^ ,

alors

Im(^(can): H(L) -> H('Lj) © Ker(^(Var): H CL) -* J/(L)) - ^('L)

o« J?(L)=-Ker rf/Im rf (dfe même pour H('L)).

Preuve. Il faut montrer que Ker(F(Var))~Coker(/f(can)). Soit 9L=@'Cih

la décomposition de Lefschetz comme dans 4.2.2, alors

'Cik==Ciik+1 si /, fc>0 et 0 sinon,

en particulier, 4.2.3 reste valable pour 'L, on a donc
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r H Ker p)/Im rp) si
H('L)ik = Nk+\Ket p/lm p) si / - 0, k>0

N*+1(Ker p/lm rp) si f = fc = 0 .

Puisque can(Cï-A)c/Q_1^ et Var('CM)cCM+1, 4.2.3 implique que

Coker H(can)ik=N(Ker p/Ker r fi Ker p) si i=k=0 et 0 sinon,

Ker fT(Var)tt - N(lm p/lm rp) si î = k = 0 et 0 sinon .

On a donc Ker #(Var)~Coker J^(can), car

(Ker r fl Ker p)/Im rp ~ Ker p/lm p d'après (4.2.3.1)

d'où l'assertion.

4.2.5. Remarque. Soient X une variété complexe lisse, S un disque ouvert,
/: X-*S un morphisme projectif. Supposons que /est lisse sur S\{0} et que
XQ=f~l(0) est un diviseur réduit à croisements normaux. Steenbrink [29] a
construit une suite spectrale pour la filtration par le poids :

(4.2.5.1) Eïr-'+r = 0 H«-r-2k(X(2k+r+1\ Q) (-r-k) =^ H\X^ Q).

Posons Li=Eïi>i+i*n où dimX=w+l, alors L=0Li est un module bigradué
de type H-L polarisé. Puisque E2=E00, 4.2.2 implique que la filtration induite
sur //(Zoo, C7) est la filtration de monodromie (à un décalage près). Une démon-
stration de ce fait est donnée dans [loc. cit.], mais, comme El Zein l'a remarqué,
la démonstration de Pr<f=#77 (p. 254, \ l. 12) n'est pas complète.

Dans [30], Steenbrink généralise ce résultat au cas non réduit, mais la dé-
monstration de 'Lefschetz Vache' pour une F-variété projective [loc. cit., (1.13)]
n'est pas correcte, car n%[D]=Q implique seulement x*([D]Ç}n*y)=Q (il faut
donc utiliser [1. (6.2.10)] ou 5.3.1, car Cx[àîmX]=JC(X) si X est une V-
variété.)

Notons que 4.2.2 implique le théorème local des cycles invariants sous la
condition que XQ est un diviseur à croisements normaux et cohomologiquement
de Kàhler, i.e. il existe (û^H\X^R) dont la restriction à chaque composant
de X0 est une classe de Kàhler (on ne suppose pas que/est projectif, mais seule-
ment que/est propre, cf. [5].)

4.2.6. Remarque. Récemment Deligne m'a donné une nouvelle démonstration
de 4.2.2 avec les signes exacts, en utilisant l'analyse harmonique sur les espaces
vectoriels de dimension finie [11. II]. Pour l'appliquer à (4.2.5.1), il faut utiliser
5.2.16 pour vérifier les signes. (On ne peut pas utiliser le résultat de Schmid
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avant que la conclusion de 4.2.2 soit démontrée pour (4.2.5.1).)

§ 5* Modules de Hodge Polarisables

5oL Modules de Hodge

5oLL Soit k un sous-corps de R. Soit MFh(£Dx) la catégorie des .â)z-Modules
holonomes munis d'une bonne filtration F (i.e. GrFM sont cohérents sur
GrF<3)x.) Soit Prev(^z) (resp. PervfC^)) la catégorie des faisceaux pervers
définis sur kx (resp. Cx), cf. [1], Le foncteur

DR : MFh(â)x) -> Perv (Cx) (resp. ® k C : Perv (kx) -* Perv (Cx))

est exact et fidèle, cf. 2.4.15. Remarque (2). (Dans ce paragraphe la com-
position ForgetoDR sera notée DR, cf. 2.4.11.) On définit

MFh(j3)X9 k} = MFh(3)x) X Perv (kx)
PervCCj.)

i.e. les objets de MFh(3)x, k) sont les couples ((M, F), K)^MFh(g)x) XPervfe)
munis d'un isomorphisme

a : DR(M) — C®k K dans Perv (Cx),

et les morphismes sont les couples de morphismes compatibles avec les isomor-
phismes a. Alors les projections naturelles:

MFh(£)x,k)-^MFh(£)x) et MFh(â)Z9k)-+Vm(kz)

sont fidèles. Soit MGh(*Bx) la catégorie des J9z-Modules gradués cohérents Mo

tels que lim Mt soient holonomes. On définit similairement

MGh(£X9 k) = MGh($x} X Perv (kx),
PervCCx)

alors MGh($x, k} est une catégorie abélienne, et MFh(3)x, k) s'identifie à la
sous-catégorie pleine de MGh(£Bx, k) des objets (Mm, K) tels que Faction de
1 ej?! sur M. soit injective.

5ol82o Leiîîine. MFh(£)x, k) est une catégorie exacte, dont une suite courte
est exacte sii ses projections dans MFh(3)x) et Perv (kx) sont exactes. De plus
Ker, Coker, Im et Coim existent toujours dans MFk($)x, k).

Preuve. La première assertion est claire. La dernière résulte du fait que Ker
et Coker existent dans MFk(â)x) et Perv (kx), et sont compatibles avec l'isomor-
phisme a.
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5.13. Soient (M, F, K) e MFh(3)x, k) et n e Z. On définit :

(5.1.3.1) (M, F, K)(n): = (M(ri), F[n], *(«)), cf. (2.0.2) .

Soit /: X->Y un morphisme propre. Soit (M, F, K)(=MFk(<Dx, K). Si
MMf F) (cf. 2.3) est strict, on définit:

(5.1.3.2) c#'/*(M, F, K) = (c#'/*(M, F),

muni de l'isomorphisme : DRYM%(M, F)=PM%DRX(M, F)p

Notons que/^M, F) est un Module filtré, si /est une immersion fermée.
Soit g une fonction holomorphe sur X, posons (M, F)=ig%(M, F) comme

dans 3.2. Si (M, F) est quasi-unipotent et régulier le long de g (cf. 3.2), on
définit:

(5.1.3.3)

, F),

où pT/rgK:=(i/rgK)[—l] (de même pour *^§1), cf. (5.2.1.1). Ici, on utilise la
proposition 3.4.12 pour définir Fisomorphisme a. De plus on a les morphismes

N: i/r -> i^(— 1) (de même pour ç^) ,
(5.1.3.4)

can: ^ -> 0X et Var: 0j -> ^(—1)

par la même proposition, où ^r=irg(M, F, Â^), etc. Ici, on utilise 3.4.14 pour
la définition de Var: p<ï>gtlK->pi/rgtlK, etc.

Soit (M, F, K)^MFh(3)x, K). On dit que (M, F, #) est à support strict

Z, si supp M=Z, et si (M, F, K) n'a ni un sous-objet, ni un objet quotient,
dont le support est plus petit que Z. On dit que (M, F, K) admet la décompo-
sition par support strict, si on a une décomposition (localement finie) dans

MFh(â)X9k):

(5.1.3.5) (M, F, *) - 0Z (Mz, F, IQ

telle que (Mz, F, Â^) est à support strict Z. Alors cette décomposition est
unique, i.e. s'il y a deux isomorphismes u{: (M, F, JT)-»0Z (Mz, F, KZ)

(i=l, 2), il existe des uniques isomorphismes vz: (Mz, F, Kl
z)~-*(M2

Z9 F, Âj)

tels que «2
=(©vz)Mi- ^n ^ Q116 C^z> ^? ^z) est la ^-composante de (M, F, ̂ T).

5.1.4. Lemme. Soient (M, F, K} Œ MFh(<Dx, k) et g une fonction holomor-
phe sur X. Supposons que (M, F) soit quasi-unipotent et régulier le long de g
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(cf. 3.2), on a alors

(5.1.4.1) 1rg(M, F, K), <f>gil(M, F, K)^MFh(â)x, k) ,

et K, (M, F) et (M, F, K) n'ont pas de sous-objets (resp. objets quotients) à sup-
ports dans g~l(®) sii can: ̂ 1->^1 est surjectif (resp.Va.Ti ^-^^(—l) est
injectif): où r^i='^gti(M, F, K), etc.; de plus les conditions suivantes sont équi-
valentes:

i) On a une décomposition dans MFh(3)x, k) :

(5.1.4.2) ^ = Ker(Var: ^ -> ̂ (-l^eim^an: ^i -> 0i) -

ii) On a une (unique) décomposition dans MFh(3)x, k)'.

(5.1.4.3) (M, F, K) = (Mlf F, JQ0(M2, F, K2)

telle que supp M2c:g~\Q) et que (Mv F, K^ n'a ni un sous-objet, ni un objet
quotient, à support dans g~\G).

Preuve. Posons (M, F, K)=ig*(M, F, K)5 alors l'assertion (5.1.4.1) résulte de
la définition 3.2.1 et de la preuve de 3.4.9. Puisque les sous-objets de (M, F, K)
(i.e. les monomorphismes stricts dans (M, F, K)) correspondent à ceux de (M, K)

dans Mh(S)x) x Perv(^z) (de même pour (M, F)), la deuxième assertion
PervCC7x)

est réduite à ceËe pour K, M et (K, M). On définit:

C et M2 = i^(KQTt:Gr^M~^GrlL1M),

où /: X = Xx {0}->ZxCf, alors MjMl (resp. M2) est le plus grand objet
quotient (resp. sous-objet) de M à support dans Xx {0} d'après 3.1.8. Soit
K/KI (resp. K^ le plus grand objet quotient (resp. sous-objet) de K à support
dans X X {0}. Par la théorie de prolongement de faisceaux pervers de Deligne»
MacPherson-Verdier (voir, par exemple, [34]), K^ (resp. K2) correspond au
diagramme :

(£|zxc*, (^K^lmcan)) (resp. (0, (0, ^ Ker Var)))

(de même pour K®C)\ alors l'isomorphisme a induit

DR(M,) — K^C et DR(M2) ~ K2®C

d'après 3.4.12, car dt: Gr^M^^-^GrlMl est surjectif par le même argument
que dans la preuve de 3.2.2. (ii); donc (M, K)/(M19 K^ (resp. (M2, K2)) est le
plus grand objet quotient (resp. sous-objet) à support dans X X {0} ; d'où la
deuxième assertion (car DR et ®C sont exacts et fidèles, cf. 5.1.1). Prouvons
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la dernière assertion. L'implication: ii)=^i) est claire. Si (5.1.4.2) est vérifiée,
on a la décomposition:

(M, K) = (M1? Jge(M2, K2)

par l'argument ci-dessus, donc il suffit de montrer que cette décomposition est
compatible avec la filtration F. D'après 3.2.2, l'assertion est réduite à la
décomposition:

(F0M, F) = (VQMV F)0(F0M2, F)

Soit u^FpVQM, on a alors u = u1+u2 avec wz-ŒF0Mz- d'après 3.1.6; d'où
i par la condition (5.1.4.2); donc il suffit de vérifier que

l'isomorphisme dans la preuve de 3.1.8:

Ker (t: M -> M) -> Ker(?: GrlM -> Gr^M)

induit un isomorphisme filtré; mais cela résulte de la condition (3.2.1.2). Ce
qui achève la démonstration.

5.1.5. Corollaire. Soit (M, F, K)^MFh(<Dx, k). Supposons que la con-
dition suivante soit satisfaite :

(5.1.5.1) (M, F) est quasi-unipotent et régulier le long de g pour toute fonction

holomorphe g localement définie sur X.

Alors les conditions suivantes sont équivalentes:

(5.1.5.2) la condition (5.1.4.2) est satisfaite pour toute g comme ci-dessus,

(5.1.5.3) la restriction de (M, F, K) à tout ouvert de X admet la décomposition
par support strict, paramétrée par des sous-ensembles fermés analyti-
ques irréductibles.

Preuve. Puisque la décomposition est unique, la condition (5.1.5.3) est locale,
alors l'équivalence résulte du lemme ci-dessus.

5.1.6. Soit MFh(3)x, jfc)(0) la sous-catégorie pleine de MF(j3)x, k) des objets
satisfaisant les conditions (5.1.5.1-3). On définit MH(X, k, n) les catégories des
Modules de Hodge poids n, comme la famille (paramétrée par X et n) des plus
grandes sous-catégories pleines de MFh(3)x, &)(0) satisfaisant les conditions:

(5.1.6.1) Si (M, F, K)ÇEMH(X, k, n) et si supp M= {*}, il existe (Hc, F, Hk)

une Aï-structure de Hodge de poids n (cf. [6]) telle que ix*(Hc, F, Hk)

^(Af, F, K), cf. (5.1.3.2), où ix:
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(5.1 .6.2) Si (M, F, K)ŒMH(X, k, ri) et si g est une fonction holomorphe sur

un ouvert U de X9 on a:

Gr7irg(M, F, K\ GrY<f>gsl(M, F, K) ŒMH(U, k, i) .

Ici W est la filtration de ^g(M, K) (resp. $gtl(M, K)) associée à Faction de N

(cf. (5.1.3.4)) décalée par n — l (resp. n), i.e.

N: W^dW^^-l) et N': Gr£i+/W ^ Gr^-^g(-~j}

(de même pour ç^fl, en remplaçant n—l par ?*), cf. 1.3.9.
En fait, soit MFh(3)x, K)^ (j>0) la sous-catégorie pleine de

MFh(3)x, ft)(/-D définie par:

(M, F, K)ŒMFh(Wx, *)(,.) sii GrTirg(M, F, K), Gr
MFh(3)U9 &)(,-_!) pour toute g comme dans (5.1.6.2),

et soit MFh(3)x, *)(»> == nMF^Câ?^, A)(y); alors MH(X,k,ri) est la sous-

catégorie pleine de MFh(3)X9 k)(oo} des objets (M, F, À") satisfaisant la condition:

Pour gl9 '"jgr des fonctions holomorphes sur un ouvert Z7 de X telles
que ng71(0) = {x}, Gr^^ - GrJ^M, F, Jf) est l'image directe

y
d'une ^-structure de Hodge de poids jr pour tout i^Œ{03 — l}r, où

^2=^/ (si ",• = -!) et 0W§1 (sinon).

Ici, la filtration W de ^GrJi_lW^'i'''GrYl^(M9K) est décalée par 7,--!+^,

où./0=/i.
On dit que (M, F, K)<=MH(X, k, ri) est un Module de Hodge de poids

n à support strict Z, si (M, F, J£) est à support strict Z, cf. 5.1.3. Soit
MHZ(X9 k, ri) la sous-catégorie pleine de tels Modules, on a alors la décomposi-
tion:

MH(X, k, ri) = @z MHZ(X, k, ri)

paramétrée par les sous-espaces analytiques fermés irréductibles, d'après 5.1.5
et par le lemme suivant:

5ole7. Lemme» La condition de Module de Hodge est locale, et stable par
facteur direct dans MFh(â)x, k).

Preuve. On vérifie que les conditions (5.1.5.1-2) sont locales et stables par
facteur direct, alors la condition de MFk(3)x, k)^ est local et stable par facteur
direct dans MFh(£)x, k), donc l'assertion résulte du fait que les structures de
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Hodge sont stables par facteur direct dans MFh(C, k), où C=3)pt.

5.1.8. Lemme. Soit (M, F, K) Œ MFh(3)x, &)(0), cf. 5.1.6. Alors
(M, F, K)ç=MH(X, k, ri) sii la condition suivante est vérifiée:

Pour tout ouvert U de X, pour toute fonction holomorphe g sur U, et pour
tout sous-espace analytique fermé irréductible Z de U tel que g~1(0)lt)Z ou
dim Z=0t on a

GrJirg(Mz, F, Kz\ GrT<t>gil(Mz, F, KZ}^MH(U, k, i) ,

où (Mz, F, Kz) est la Z-composante de (M, F, K)\Uf cf. (5.1.3.5).

Preuve. Si supp M Cg"1^), on a

^8(M, F,K) = Q, tg.i(M, F, K) = (M, F, K)

et l'action de N sur <f>gtl est nulle d'après 3.2.6; donc l'assertion résulte par
récurrence sur dim supp M.

5.1.9. Lemme. Soit i: X^> Y une immersion fermée, on a alors une équiva-

lence de catégories:

i*: MHZ(X, k, ri) -> MHZ(Y, k, ri)

pour Z une sous-espace analytique fermée irréductible de X; en particulier,

MH(X}(X, k, ri) est équivalente à la catégorie des k-structures de Hodge de
poids n.

Preuve. D'après 5.1.7, on peut supposer que codimr J5f=l, alors pour
(AT, F, K')^MFh(â)Y9 *)<«> (cf. 5.1.6), il existe (M, F, K)<=MFh(£)x, k) tel que
z*(M, F, K)=(M', F, K') d'après 3.2.2. (iii) et 3.2.5, donc il suffit de vérifier
que pour (M, F, K)^MFh(3)x, k), on a:

(M, F, K)(=MHZ(X, k, ri) sii i#(M, F, K)(=MHZ(Y, k, ri) .

Soit g une fonction holomorphe localement définie sur F, posons

et (&',F

cf. 3.2, alors (&', F)=(ixid)*(M, F) où ixid: XxC-*YxC. Puisque pour
toute h sur X, il existe (localement) g sur F telle que h=gi, l'assertion résulte de
5.1.8 par récurrence sur dim supp M.

5.1.10. Lemme. Soit (M, F, K)^MHZ(X, k, «), alors K est un complexe

d'intersection <3CZ(L) et (M, F, K) est génériquement une variation de structures
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de Hodge de poids n—dz, i.e, pour U un ouvert de Zariski lisse de Z sur lequel

K[—dz] est un système local L, il existe une variation de structures de Hodge

(L®Ou, F, L) de poids n—dz telle que

(M, F, K)\x\(z\u} ^ i*(L®ûfr9 F, L)

où i: U-*X\(Z\U). Ici la filtration F de L®£fr est définie par

F~p~dz(L®Ou).

Preuve. La première assertion résulte de 5.1.4. Pour la dernière assertion, on
peut supposer que U=X d'après 5.1.9. On voit que GrFM sont des (5^-Modules
localement libres de type fini et que GrFM=Q pour^>0 (localement sur X),

par récurrence sur dx, en utilisant 3.2.5 et 3.2.7. En fait M est cohérent (donc
libre) sur Ox d'après [19, Th. 10.1.1], alors la filtration Fie long de X0={xl=0}
est la filtration xradique, où xl est une coordonnée locale de X; donc
i*(f*(M, F)[-l], i*K[-l])^irXi(M, F, K) (cf. 3.5.1 et 3.5.9 pour la définition
de z*), où i: X0-*X; d'où l'assertion.

5ol.ll. Corollaire, Hom (MHZ(X, k, n), MHZ,(X, k, n')) =Q si Z 4= Z' ou

(C'est clair.)

5.1.12. Lemme» Soit M un objet d'une catégorie abélienne, muni d'un
endomorphisme nilpotent N. Posons M'=CoimN. Soient u: M-^M' et

v: M'-* M les morphismes naturels tels que vu=N et uv=N, soit W la filtration

de M et de M' associée à N, cf. 1.3.9. Alors uWiC.Wi_l9 vW^Wi^ et

u: (M, W) -> (M', W[l}) et v: (M1, W) -> (M, W[l])

sont stricts.

Preuve. D'après [7, (1.6.5)], le morphisme N: (M, W)-*(M9 W[2]) est strict.
On définit (M', W') = CQ\m(N: (M, W[-1])-^(M, W[l]\ alors GrY 'M' =
Coim(J¥: GrY+iM-^GrY-iM), donc W est la filtration associée à N par la
décomposition de Lefschetz de GrwM; d'où l'assertion.

5.1.13. Lemme. Soit (M, F, K) ^MHZ(X, k, n), alors GrFM est un
GrF<3)x-Module de Cohen- Macaulay, i.e. D(M, F) est strict.

Preuve. Par récurrence sur dim Z. Si dim Z=0, l'assertion est claire. Sup-
posons que dim Z>0. Pour toute fonction (locale) g telle que dim Z n g-1(0)
<dim Z, posons (M, F)=ig*(M, F), alors il suffit de vérifier que GrFM(Xt® est
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de Cohen-Macaulay sur GrFS)XxCt(x^ pour tout xeg'^O). Soit (L\ F, F)-»
(M, F, V\Xt$ une résolution par des modules induits libres de type fini, i.e.
chaque (L\F, V) est une somme directe finie de (<3), F[p], V[a]) avec p^Z,

-1 <a<0 où â)=3)xxCi(x^. On définit D(M, F, V)(x^=D(L\ F, V) par:

D(S), F[p], V[a}} = (û>®â), F[-p], V[~l-a])[dx] .

D'après 3.3.3-5, il suffit de vérifier que GrvD(L\ F) est strict, que Faction de
tdt-a sur HlGrlD(L') est nilpotente et que H^FpGrlDL*)^ pour />0? car
ces conditions entraînent que D(L\ F) est strict. On voit que toutes les
conditions ne dépendent que du complexe de GrF^)-modules gradués filtrés
GrvD(L\ F)^D(Grv(L\ F)) (^D(Grv(M, F))). D'après le lemme ci-dessus,
on obtient une filtration W de GrvM (par des sous-6r ̂ -modules gradués) telle
que GrfGrv(M, F) est la somme directe de:

GrY Gr^(M, F)^(C[r], F) , Grf Grl(M, F)^C[dt]9 F)

et Gr Y Gr l(M, F)j%(C[t, dt]l(tdt-à)C[t, dt], F) (-1 <a

donc l'assertion est réduite au cas où Grv(M, F) est isomorphe à un de tels
modules. Puisque la résolution et le dual sont compatibles avec le produit
[>3, il suffit de vérifier les conditions pour Grv(M, F)=(C[t], F), etc., car
D(GrYGr^(M9 F)) sont stricts par hypothèse de récurrence. Alors l'assertion
est claire.

5.1.14. Proposition. Soit MFhW(<Dx, K) la catégorie des objets de

MFh(â)X9 k) munis d'une filtration croissante localement finie W (cf. 1.3.1), i.e.
les objets de MFhW(â)X9 K) sont des couples ((M, F, W), (K, W)) munis d'un
isomorphisme :

a : DR(M) — C®K tel que a : D^(^-M) — C ® W{K .

Soit MHW(X, K) la sous-catégorie pleine de MFhW(JDx, k) des objets satis-
faisant la condition: GrY^MH(X, k, i) pour tout i. Alors MHZ(X, k, ri),

MH(X, k, ri) et MHW(X, k) sont des catégories abéliennes dont les morphismes
sont toujours stricts pour F ou pour (F, W).

Preuve. L'assertion pour MH(X, k, ri) est réduite à celle pour MHZ(X, k, ri)

d'après 5.1.11. Considérons les assertions:
a(i)\ MHZ(X, k, ri) est une catégorie abélienne dont les morphismes sont

stricts, si dim Z < /".
b(i) : MHW(X, k)1 est une catégorie abélienne dont les morphismes sont stricts.
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où MHW(X, k}1 est la sous-catégorie pleine de MHW(X, K) des objets dont
la dimension du support est < /. Alors l'assertion a(G) est claire, et l'implica-
tion a(i)=$>b(i) résulte de 1.2.10, 5.1.11 et du lemme 5.1.15 ci-dessous, où on
prend MGk(@x, K) (cf. 5.1.1) pour JL. Prouvons b(i)^a(i+l).

Soit u: (M, F, K)-+(M'9 F, K1) un morphisme de MHZ(X, k, ri), alors il
faut montrer que F est strict et que Ker u, Coker u^MHz(X, k, ri). D'après
3.3.3-5, 3.2.6, 3.1.6 et 5.1.8, il suffit de vérifier que pour toute fonction g

(localement définie) telle que dimg~1(0)nZ<i,

irgu: (irg(M, F, K), W) - (1rg(M'9 F, K'), W)

est strict (de même pour 0^sl) et

can: Ker i^gilu -» Ker $gtlu

(resp. Var : Ker tgtlu -> Ker i^gtlu(— 1))

est surjectif (resp. injectif) (de même pour Coker), car on peut remplacer
(M, F, K) par la Z'-composante (cf. 5.1.3.5) de (M, F9K)\ff dans 5.1.8, où Z'
est une composante de Z fl U. Mais la première résulte de b(i) et la dernière
de la décomposition de Lefschetz (par le passage à Grw)\ d'où l'assertion.

§8L15o Lemme8 Soit Jl une catégorie abélienne, soient <Jlj des sous-

catégories additives pleines strictes de Jl (j ^Z), soit JlW la catégorie des objets

de Jl munis d'une filtration finie croissante W telle que GrjŒÂj pour tout j.
Supposons que chaque Aj soit stable par Ker et Coker dans JL (en particulier, Aj

est abélienne), et que Hom(JLj9 JLk)=0 pour j>k, alors JLW est une catégorie
abélienne dont les morphismes sont toujours stricts pour W.

Preuve. Soit u: (F, W)^>(E', W) un morphisme de JlW. Siu est strict, Ker
et Coker commutent à GrJ, donc Ker u, Coker MŒ JLW par hypothèse. Pour
démontrer que u est strict, on considère un diagramme dans JlW:

0 -> Wj-j(E9 W) -> WS(E, W) -> GrJ(E, W) -> 0
u | u j u |

0 - W^(E'9 W) -> Wj(E', W) - Gr7(E', W) -» 0 ,

et on procède par récurrence d'après le lemme suivant:

§8]L16o Lemme0 Soft C une catégorie exacte, soit

0 -> F' -» E -> E/f -> 0
\u' \u \u"

0 -> F' -> F -> F" -> 0
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un morphisme entre des suites exactes courtes dans C. Si u' et u" sont stricts,
et si Hom(Ker un ', Coker w')=0, alors u est aussi strict.

Preuve. Soit C comme dans 1.3.2, on a alors une suite exacte courte dans C:

0 -» Ker uf -* Ker u -> Ker u" -* 0

(de même pour Coker et Im) par le lemme du serpent; d'où Kerw, Coker w,
Imu^C, i.e. u est strict. Ce qui achève la preuve de 5.1.15 et de 5.1.14.

5.1.17. Lemme. Soient (M, F, K)Œ^MFh(J3)x, k) et g une fonction holo-
morphe sur X. Supposons que (M, F) est quasi-unipotent et régulier le long de
g et que

can: ^ -> <f>g>1 (resp. Var: 0,§1 -> W.i(-l))

soit surjectif (resp. injectif}, i.e. (M, F), K et (M, F, K) n'ont ni de sous-objets,
ni d'objets quotients, à supports dans g~\Q), cf. 5.1.4. Soit W la filtration de
irgfl et de <f>gil comme dans 5.1.6. Si (^gtl(M, F, K), W)<=MHW(X, k\ les

conditions suivantes sont équivalentes:

(5.1.17.1) can: ^gtl -> 4>g>l est strict dans MFh(3)x, K),

(5.1.17.2) Var: $gtl -> ^f l(— 1) est strict dans MFh(3)x, k\

(5.1.17.3) can: (^fl, W) -> (<t>gtV W) est strict dans MFhW(3)x, k\

(5.1.17.4) Var: (0^§1, W) -> (^a, W)(-l) est strict dans MFhW(S)x, k\

(5.1.17.5) (0,pl(M, F, K), W)<=MHW(X, k\

où(i/rgtl, W)(—l)=(i/rgtl(—l), W[2]). Si ces conditions sont vérifiées, on a les
isomorphismes :

(5.1.17.6) can: PNGrY^gtl ^ PNGrf<f>gtlpour i>n,

où PNGr%-i+ii/rgil=KQT Ni+1Œ.Gr^_i + i^gtl (de même pour $gtl en remplaçant
n — l par n).

Preuve. D'abord notons que 5.1.12 entraîne que les morphismes en (5.1.17.3-
4) sont bien-définis. D'après 5.1.14, les implications: (5.1. 17.5)==>(5.1. 17.3)=^
(5.1.17.1) et (5.1. 17.5)=^(5.1.17.4)=^(5.1. 17.2) sont claires, donc il suffit de
vérifier: (5.1.17.1) (ou (5.1. 17.2))=» (5.1. 17.5). Si (5.1.17.1) ou (5.1.17.2) est
vérifiée, on a F isomorphisme :

(5.1.17.7) Coim N— (0,§1, W) dans MFhW(â)x, k) ,
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par la factorisation JV=Varocan. En fait (5. 1. 17.7) résulte de 5.1.12, si on
oublie la filtration F, et l'assertion pour F résulte du fait que N: ^g,r^^g,i(—l)
est strict pour F d'après 5.1.14. Alors (5.1.17.5) résulte de (5.1.17.7) et de
5.1.14. Dans ce cas, on a Grw(f>gtl=CoimGrwN; d'où (5.1.17.6) par la
décomposition de Lefschetz.

SXISo Remarque. Soit (M, F, K)<=MH(X, k, n), soit / un morphisme d'un
disque D dans X\ alors on peut vérifier, par récurrence sur dim supp M, que
MlflM sont des ^-Modules holonomes réguliers, quasi-unipotents, i.e. M est
régulier, et quasi-unipotent (au sens de Kashiwara.)

5o20 Polarisation

5o2ole Soit X une variété complexe lisse, soit p: X—>D un morphisme lisse
dans un disque D, posons

où D*-*D*=D\{0} est un revêtement universel. Soit Kun objet de D*(kx)

représenté par un complexe dont les composantes sont flasques (i.e. injectives
sur kx). On définit

(5211)
^K = C(sp: /**[-

Ici, Vi^= U Ker (r— id)fcV^ comme dans 3.4.14, et sp est un élément

de Ext1^*^, Vi^) représenté par le morphisme naturel: i*K-*pir1K[l]c:

i*J*J*J£- On a alors un triangle dans Db
c(kXo)

can +1
(5.2.1.2) -> Vi^ - ^ *4>iK-+ i*K - > .

N
Puisque Q->i*j*j*K-^i/rlK-^'frlK(— 1)-»0 est exacte dans la catégorie de
complexes, on a un quasï-isomorphisme :

sp -N
~ * - -(5.2.1.3)

où le terme à droite est le complexe simple associé au complexe double tel que
i*K est de degré 0. Désormais ilK sera représenté par le but du morphisme
(5.2.1.3), alors le morphisme naturel: ilK-+i*K s'identifie à la projection
(id, 0, 0). On définit cospeExt^Vi^C— 1), ilK) par le morphisme naturel:

(-l) [-2]
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on a alors un quasi-isomorphisme naturel:

C(cosp: Vi^(-l)[~l] -» i'K) -» P^K,

donc on obtient le triangle dans Db
c(kx^ :

Var -i-1
(5.2.1.4) -»ï'K-*p<l>lK—+pirlK(-l)—>.

Notons que le morphisme Var dans (5.2.1.4) coïncide (dans Db
c(kx^) avec le

morphisme :

(0, N): P^K = [i*K^> ^K] -> Vi*[-l] = Vi*,

défini comme dans 3.4, et que la composition ilK-*>p$1K->i*K des morphismes
dans (5.2.1.2) et (5.2.1.4) est le morphisme naturel: ilK-*i*K.

5.2.2. Remarque. Avec les notations ci-dessus, les triangles (5.2.1.2), (5.2.1.4)
(et les remarques ci-dessus) se déduisent un diagramme de l'octaèdre (cf. [1,
(1.1.6)]):

+ 1 d P<!>1K d

ÏK i*K«
d +1

-i-1 +1 c C(N) c
/ N+ 1 d

+ 1

JV 7V

(calotte supérieure) (calotte inférieure)

où d signifie "distingué" et c "commutatif". Alors les (deux) suites longues
associées au pourtour de ces deux carrés :

(5.2.2.2) -> WÇ^K) -^ ^'(V^C-l)) -* pMi+l(ilK) -> p<tti+1(i*K) ->

sont dites la suite longue de Clemens-Schmid [5]. (Notons que la calotte in-
férieure (resp. supérieure) est utilisée par Clemens-Schmid (resp. Zucker) dans
le cas K=f*CY pour /: F->D un morphisme propre de Kâhler, et que les fonc-
teures Pi/rl9 /*, etc. commutent au foncteur image directe propre.) D'adrès
Zucker (5.2.2.2) sont exactes sii:

(5.2.2.3) PMÎ(P^1K) = Im (can: PMÎ(P^1K) -> pMi(p<l>lK'))

0Ker (Var: PM1(P^K} -* *c«'(Vi^(-l))) pour tout i,

(comparer à la condition (5.1.4.2).) Cette condition est vérifiée si K est une
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somme directe de faisceaux pervers K' (décalés) tels qu'il n'y a pas de sous-
objets (ni d'objets quotients) de K' à supports dans X0 (Le. can est surjectif
et Var est injectif), ou que supp^'cX0 (car p^l et p<f>1 commutent à pMi).
Dans ce cas, (5.2.2.2) est une somme directe de suites exactes:

N
0 -» Ker N -> P^K' -> ty^'C-l) -> Coker N -> 0

ou 0 -> rJT 2: i*JT' -* 0 .

Par exemple., on a

/*Cr = ®k(J*J*Mkf*CY)[-k]® ®,i* Ker (ffTO - ffTO)[-fc]

pour/: F-»J9 comme ci-dessus, où /est lisse sur D* et t&D*; alors pi^lK' =
Hk(YÉ) ou i'*Â"=Ker (^(70)-^^(F,)) pour Jte^.

582o38 Avec les notations de 5.2.1, soient K, L^Db
c(kx) et S: K®L-*d'xk(r) un

accouplement, où ax' X-^pt. Ici on suppose que K, L et d'xk(r) (^kx(r+dx}
[2dx]) sont représentés par des complexes dont les composantes sont flasques.
On dit que S est non-dégénéré si le morphisme correspondant: K-+JO(L) est
un quasi-lsomorphisme. On définit

(r+ 1) [2])

par i*j*j*K®i*J*j*L -> i*J*(j*K®J*L) -» i*j*J*al
xk(r) , et

[-2] (« fl^r-f 1))

de sorte que

coïncide avec <^*Sf, où le deuxième isomorphisme est définie par

, cf. [9].

Alors i/rS induit Vi'S': ir1K®T/r1L-*T/rlaxk(r) (^axjk(r+l)[2]) (de même pour

ViS)- On définit
/'S: i*K®ilL ~> r'a

par

î*

0*5,

où on utilise l'isomorphisme (5.2.1.3). Notons que le morphisme
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(5.2.3.1) (0, 0, id): ^xk(r-l)[-2] -* \i*Jxk(r}

s'identifie à l'identité par les isomorphismes canoniques :

ir^k(r-l)[~2]^a^k(r) et ila^k(r)

Alors on vérifie que les morphismes ^^(sp ® id) et ilS(id®cosp) de i*K®
^iL(— l)[—2] dans le but du morphisme (5.2.3.1) coïncident, où le décalage
[—2] n'intervient pas au signe. D'après le lemme suivant on obtient l'accouple-

ment

compatible avec pifrlS et ilS, i.e. l'accouplement des triangles (5.2.1.2) pour K
et (5.2.1.4) pour L.

5,2.4, Lemme. Soient u: B[— l]-*A (resp. u': A'[— 1]-»J5') un morphisme
de complexes, et C (resp. C") le cône de u (resp. u'}. Soient SA'.A®A'-*D

et SB: B®B'->D des morphismes de complexes. On définit SA par la composi-

tion :

Si SA(u®id)=SB(id®u'):B®A'[— 1]->A SA@SB définit un accouplement Sc:
i p i'

C®C'-^D tel qu'on ait un accouplement des triangles: ->^4-»C-»$-> et -»J5'-»

AA'-+, Le.

Sc(i®id) = SA(id®p')\ A®C -> D , Sc(id®if) = SB(p®id): C®Bf -> D .

Preuve. Soient (a, b) Œ C1 =Ai®Bi, (a1, b f ) ^ C f j =À'j®B'j, alors Sc((a, b\
(a'9 b'))=SA(a, a')+SB(b, b') par définition. On vérifie que ^c est un morphisme

de complexes sii SA(ub9a
f)+(—iysB(b9u

raf)=0; mais S'A(ub, a')=(-l)i+lSA

(ub, a') car ubŒÀi+1; d'où l'assertion.

5,2.5. Lemme. Avec les notations 5.2.3, soient T la monodromie, T=TSTU

la décomposition de Jordan et N = (logTu)/27ui sur irK(^®P(^K)} et ^K
(de même pour L), cf. 3.4.14. On a alors

pi/rSo(N®id)+pT/rS°(id®N) = 0

(de même pour p<f>1) dans Db
c(kx^.

Preuve. Cela résulte du diagramme commutatif dans Db
c(kXQ) suivant:
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*l

\T®T \T

i*a±k(r)

ïd

:i*aift(r).

5.2.6. Corollaire0 Avec les notations ci-dessus, supposons que K et L
soient des faisceaux pervers. Soit W la filtration de pirK, P$1K, etc. associée
à N décalée par 0, alors la composition :

WftyK® Wjpi/rL -> pi/rK®pi/rL -> dXQk(r+l)

est nulle dans Db
c(kXQ) pour i+j<0 (de même pour 0X), donc on a des accouple-

ments:

Preuve. L'accouplement pi/rS: p^K®p^L-^axQk(r+l) correspond à un mor-
phisme dans Perv (kXQ) :

Si on définit l'action de N sur DP^L par —N*, ce morphisme est TV-linéaire
d'après 5.2.5. Puisque la filtration associée (décalée par 0) est auto-duale?

l'assertion résulte de 1.3.9-10.

5.2o7e Lemme, Soient K, L et S comme dans 5.2.3. Soit PM} (j^Z) le
fondeur cohomologique pervers [1], alors S induit canoniquemenf.

-> al
xk(r) .

On a de plus pMpirS = p-frpMS par les isomorphismes canoniques:

, etc. (de même pour <fij

Preuve. Cela résulte du fait que ^?
 p$i sont des foncteurs r-exacts et que

PMS est uniquement déterminé par le diagramme commutatif :

jL -> PM~JK®PMJL
l s i PMS

K®L - > a-xk(r) .

5.2.8. Lemme. Avec les notations de 5.2.3, supposons que supp K, supp
LC.X0, alors S: K®L-*al

xk(r) se factorise canoniquement par

S' : K®L -> Lx^xk(r)
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qui s'identifie à l'image directe (par /#) de

ilS: i*K®ï-L -* rdxk(r}

par l'isomorphisme canonique'. i*rL^L, donc p<f>1S s'identifie canoniquement à

S, cf. 5.2.3-4.

Preuve. D'abord notons que d'xk(r) est représenté par un complexe de faisceaux
flasques; d'où la première assertion. Les autres résultent de la définition de
ilS, de l'isomorphisme (5.2.1.3) pour L et pour alxk(r), et de 5.2.4.

5.2.9. Lemme. Avec les notations de 5.2.1 et 5.2.3, soit f:X-+Y un
morphisme propre de variétés complexes lisses, qui factorise p: X-*D, i.e. p=qf
avec q : Y->D lisse. Soit Tr : axk->aYk le morphisme de trace. Pour simplifier

la notation, f (resp. i) notera encore f: XQ-> Y0 (resp. F0
c-> Y). On a alors les

isomorphismes canoniques:

(de même pour L et axk) et les images directes des accouplements'.

f*?S: f*i*K®f*fL -> rdyk(r} (de même pourf^^S)

qui s'identifient respectivement à ̂ (i)/*^» ï<!/*^ (et p$1f*S), oùf*S est définie par
la composition:

Preuve. Puisque /est propre, on a la première assertion, où le foncteur r est
représenté toujours par [/*-»^1->i^1(— 1)], cf. (5.2.1.3). (Ici tous les complexes
K, L, a'xk et cHyk sont représentés par des complexes de faisceaux flzasques.)
Puisque

*<ùTK*(ùf*A^ et rTr: vf^xk-^ra^k

représentent le morphisme trace: f*dxJk-^aYQk par les isomorphismes dans
la première assertion et par l'identification (5.2.3.1), on obtient les images
directes de pi^(^S9 ilS et de p<f>1S:> alors la dernière assertion est claire par la
définition de ces images directes.

5.2.10. Soient (M, F, K) e MFh(3)X9 ft)(0), cf. 5. 1 .6, et (M, F, K) = ®(MZ, F, Kz)
la décomposition par supports stricts, cf. (5.1.3.5). Soit S: K®K-+dxk(r) un
accouplement, alors S est compatible avec cette décomposition, i.e. S=



968 MORIHIKO SAITO

dans Db
c(kx)9 où Sz: Kz®Kz-*al

xk(r) (dit la Z-composante de S), car
Hom(KZ;> KZ')=Q pour Z=t=Z'. On dit que S est compatible avec la filtration

F, s'il existe un (unique) morphisme:

dont la deuxième composante: K-*DK(r) correspond à S par Fisomorphisme
canonique :

Hom (K® K9 àxk(r)) = Hom(^, <4em (K, a-xk(r)} .

Soit (M,F,K)ŒMH(X9k,ri). On dit que (M , F, K) est polarisable, s'il
existe un accouplement S: K®K-*0}xk(—ri) compatible avec la filtration F9 dit
une polarisation de (M, F, K), qui satisfait les conditions suivantes (définies par
récurrence sur dim supp M) :

Pour tous U, g et Z dans 5.1.8, soit (MZ9 F, Kz) la Z-composante de
(M, F, K)\U9 cf. (5.1.3.5), on a alors:

(5.2.10.1) Si Z={*} (donc (MZ9F9Kz)=i^(HC9 F9 Hk) d'après (5.1.6.1)), il
existe une polarisation S' de (J?c, F, //£) au sens de [6] (i.e.

S'(x9 Cx)^0) telle que S=i*S'9 cf. 5.2.9.

(5.2.10.2) Si dimZ>0 (donc g-\Q)3>Z, cf. 5.1.8), Grwp^gS^(id®Nl):
PNGr^1+i

pirgKz®PNGr^1^^gKz-^a\7lc(l~n-i) (cf. 5.2.6) est

une polarisation de la partie primitive PNGr^_i+i^g(MZy F, Kz), cf.
(5.1.17.6), pour z^O, où 5f

z: Kz®Kz-*duk(— ri) s'identifie à ig*Sz:
ig*Kz®ig*Kz-*diïxCk(—ri) pour la définition de pi/rgSZ9 cf. 5.2.3.

D'après 5.2.4, on a p<f>gil(can®id)=pirg>l(id®Var), donc (5.2.10.2) et (5.1.17.6)
entraînent:

(5.2.10.3) Grwp4>gilSzo(id®Ni) : PNGr?+ ,
 p$gilKz ® PNGr*+ 1

 p<t>gtlKz - ^k(-n

—i) est une polarisation de PNGr^+ip<f>gtl(Mz, F, Kz) pour z'^0.
Dans le cas g~1(0)Z)Z3

 p$gtlSz s'identifie canoniquement à »SZ d'après 3.2.6, 5.2.8,
(car S: Kz®Kz-^a\jk(—ri) se factorise par al

zk(— n)-*a\jk(— ri) canoniquement)
donc (5.2.10.3) reste valable (car N=Q).

5.2.11. Lemme» Âyec les notations de 5.1.9, S est une polarisation de
(M, F, K) e MHZ(X, k, ri) sii i*S est une polarisation de ï*(M, F, K).

(C'est clair.)

5.29120 Lemme. Avec les notations et les hypothèses de 5.1.10, soit

S une polarisation de (M, F, K)<^MHZ(X, k, ri). Alors S est (-~l)n-symé-
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trique (Le. S°c=(-lfS, où c:K®K->K®K est défini par c(x®y) =
S' :

de la variation de structures de Hodge, telle que S\x\(Z\u)=i^Sff , où

S": L[dz]®L[dz] -> ku(dz-n)[2dz] (^a\jk(-n))

est défini par (-l)d^^-l^2Sfsur L®L=(L[dz}®L[dz}Y2dz.

Preuve. On peut supposer que U=X(donc K=L[dx]), alors la première asser-
tion résulte de la dernière, car S' est (— l)M~^-symétrique. Soient xl et i:
X0-*X comme dans la preuve de 5.1.10, alors

^S: i*L®i*L(= UrXlK®irXlKT2d*) -> kXo(dx-n)
et

^XiS: i*L®i*L(= (pisXîK®*irXlKrzd*) ~> kXQ(dXQ+l-n)

coïncident au signe (— l)^"1 près; d'où l'assertion par récurrence (car i*S=T/rXlS).

5.2.13. Corollaire. Soit MHZ(X, k, ri)p la sous-catégorie pleine de MHZ

X (X, k, n) des objets polarisables , alors MHZ(X, k, ri)p est semi-simple.

(Cela résulte de 3.2.2, 5.1.7 et de 5.1.10)

5.2.14 Proposition. Soient (M, F, K) Œ MF(â)x, k), S: K®K~* al
xk(-n)

un accouplement, et g une fonction holomorphe sur X. Supposons que (M, F) soit
quasi-unipotent et régulier le long de g, que

can

GrY^g(Mf F,K), GrJ<t>gtl(Mf F, K) e MH(X, k, i) ,

où W est décalée par n—l ou n comme dans (5.1.6.2), et que Grwp^gSo(id®Ni)
et Grwp(f>g>1S°(id®Ni) sont des polarisations sur PNGr%_1+iT/rg(M, F, K) et
PNGr?+itgtl(M,F,K), alors la condition (5.1.4.2) est valable pour (M, F, K)
et g, donc on a la décomposition (5.1.4.3) pour (M, F, K) de sorte que (M2, F, K2)
dans (5.1.4.3) est canoniquement isomorphe à un facteur direct de P^Gr^^gtl

(M, F, K) et que la restriction de S à K2 s'identifie à la restriction de Grwp<f>gtlS;
en particulier (M2, F, K^^MH(X} k, n) et S\K2 est une polarisation.

Preuve. D'après 3.2.6, 5.1.4, 5.2.4 et 5.2.8, il suffit de vérifier la condition (5.1.
4.2), mais c'est équivalente à:

Grw$gtl - Im Grw can 0Ker Grw Var

d'après 5.1.14 (et par l'hypothèse de la proposition), donc l'assertion est réduite
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au lemme suivant d'après 5.1.10— 11 et 5.2.12.

5,2.15* Lemme (comparer à 4.2.4). Soient Hè (resp. H'1) des k-structures

de Hodge de poids n — l+i (resp, n+i). Soient

can: H* -+ H"'1 et Var: H'1 -> H^-l)

des morphismes de structures de Hodge tels que Ni%. jfiT1'— > Jï"~'(— ï) et N*: H'*-*
H' "'(— 0 sont des isomorphismes, où 7V=Varocan ou canoVar. Soient S: H1®

H~*-*k(l — ri), S': H'i®H'"i-^k(—n) des accouplements des structures de
Hodge (iEïZ) tels que

S°(N®id)+S°(id®N) = 0 (de même pour S')

et que S°(id®Nl) est une polarisation de structures de Hodge [6] sur la partie

primitive PNHl pour z^O (de même pour S'), on a alors

S' •= Im can 0 Ker Var .

Preuve. Notons que can: #'->//' '"* et Var: jET'l'->/r'"1(— 1) sont injectifs pour
f^ l , et que

can( PH^dPH'^^^PH'^l))

Var (Pff'OcJPJÏ'-1(-l)e^(Pff'+1) , cf. 4.1.2,

alors il suffit de vérifier :

(5.2.15.1) can (PH^cPH'*'1 pour tout i ,

(5.2.15.2) can (PH1) = PHfi~l pour i^2 ,

car ces conditions entraînent que can et Var sont compatibles avec la décom-
position de Lefschetz, i.e.

can

0 tfipffi ̂ ^Var

En effet, pour i=l on a

N
PH1 -^

can \ / Var
PH'°

et pour ï=0, P£f°cKer can d'après (5.2.15.1).
D'abord on voit que (5.2.15.2) pour i=j+2 entraîne (5.2.15.1) pour /==/.
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En effet, pour u^PHJ, posons can u=uQ+Nul avec uk^PH'j~1+2k, alors u^=
can u{ pour u{^PHj+2 par hypothèses. Puisque

Nu = Var u0+N2u{ = v^Nv^N2^

avec v*eP#'~2+2*, on a u=vl et vQ=u/
l=ul=Q; d'où (5.2.15.1) pour i=j.

Si i >0 on a PH'=Q, dans ce cas il faut montrer que PH'i~1=Q; mais cela
résulte de la positivité de polarisation, car on a

So(Var ® N''-2 Var)+5"o(fJ®jV^i) = 0

sur H'*-l®Hfi-1 (i.e. si u^PH'1'1 et VarwePtf''-2 (f^2), on a n=0.) Donc,
par l'injectivité de Var ci-dessus, il suffit de montrer:

VaT(PH'i-l)ClN(PHi) pour /^

en supposant (5.2.15.1) pour le même /. Pour t/ŒP/T1'"1, posons Va.ru=u0+
Nui avec u^H1'^^. Si w0^0, on a u':=u — canu^PH'*-1 tel que Varw'Œ
PH'~2 et que w'=NO; mais c'est contradictoire à la positivité ci-dessus; d'où l'as-
sertion. Ce qui achève la preuve de 5.2.14.

5.2.16. Proposition. Pour une variété complexe lisse X, on définit Kx =
kx[dx] et Sx:

comme dans 5.2.12, alors Sx est (— l)d ̂ -symétrique et

(fx x Y' Sx x r) ^ \Kx> $x) IXI \KY> SY)

i.e. KXXY=KX^KY et te diagramme suivant commute (cf. [11]):

Soit g une fonction holomorphe sur X telle que D=g~\Q) est un diviseur réduit à
croisements normaux. Soit W la filtration de pi/rgKx associée à N décalée par
dx — l comme dans 5.1.6, alors la restriction de p'frgSx°(id®Ni) à la partie
primitive de GrJz-i^i(i) coïncide à (ai+1)^SD^+^ à un constant multiplicatif positif
près par Visomorphisme canonique :

(5.2.16.1) PwGr£_1+, V, K*(0 « (fl,.

cf. 3.6.1 pour la notation.
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Preuve. La première assertion est claire, car

(dx+dy)(dx+dY-l)/2 = dx(dx-l)/2+dY(dr-l)/2+dxdY .

D'après 3.4.12 et 3.6.10, on a un isomorphisme canonique:

(5.2.16.2) PNGrJx.1+i^g(

(en particulier, V^.i=V^)- D'après 5.1.12, can: (^§1, W)-*(<f>gil9 W) est
strict et

(5.2.16.3) Ker ((?/•£_!_, can)

par la décomposition de Lefschetz. D'autre part, on a une suite exacte :

(5.2.16.4) 0-+KD-+ pirgilK-*p<f>gslK~» 0

où KD=kD[dx~l], et une résolution canonique de KD par le complexe:

muni d'une filtration W définie par la filtration bête, i.e. Wi=o-^_i, Alors W
est la unique filtration de KD dans Pervfc), telle que GrJx_i soit le plus grand
sous-objet de KD/Wdx^,l9 à support dans Da) pour tout /. D'après (5.2.16.2-3),
on vérifie par récurrence que cette filtration W coïncide à la filtration induite
par la filtration W de &gtlK par la suite exacte (5.2.16.4); d'où (5.2.16.1).

On démontre l'assertion pour la polarisation par récurrence sur L Puisque
l'assertion est locale et compatible avec le produit IXL on peut supposer que
X est un polydisque et que g = xl*"Xn avec n=dx = i+l. On a alors la
trivialisation: e's**Z powr j^zl par l'ordre des coordonnées. Le cas z=0 est
clair par définition (cf. la preuve de 5.2.12). Supposons que z">0. Soient ln =
{1, — , n} et / un sous-ensemble de n. On définit:

^/ = ̂ "^V,**, où ^y=^y§1(aje/) et V,,.i (sinon) ,

on a alors les morphismes :

cany - ' y / ^^ /uO- j (j&T) et Vary: W, -> ¥^(-1) (JŒ!)

induits par les foncteurs V1*/. i et ^^/.u et la filtration W7 de ̂ 7 induite par celle
de Pi^gKx, car les foncteurs V? 0 sont exacts. On a de plus les accouple-
ments :

s£: ^«y/^^i-i/D
d'après 5.2.3-4. Donc il suffit de vérifier que l'image de



MODULES DE HODGE POLARISABLES 973

Sso(W®tfO: GrZV*(î)®Gr%V*(t) -> k

est non nulle et contenue dans R^Q (où i=dx—V) d'après 5.2.8. Soit

où C={x2= — =xn=Q}9 alors p^XïflK = ¥^(l] et P^XJ>1K=¥^. (Notons que
2r

s«ft[J/V]/(tfl'+1) et r sMl} « *[#]/(#•') comme &[7V>module (non-canoniquement)
d'après 3.6.8, où AT est toujours associé au foncteur^^.) Soit

S: K®K-*k(-i)

l'accouplement induit, alors ^^18=8^^ et p^Xltl§=S^. Par hypothèse de
récurrence,

coïncide à Sc: Kc®Kc-*al
ck(~ 1) à un constant multiplicatif positif près (car

Grw commute à $XJ), donc l'image de

^xfiî^®^'-1): GrJJ.1ysxll)(î-l)®Grj;_1ys\(l}(i-l) -> ft

est non nulle et contenue dans M^0. D'après 3.4.12 et 3.6.8, on a

Var,: Gr^W-n ~ ̂ -.^^(-l)

et N = -canx Va^ (car (die® 1) (x^+s+ï) = 0) .

D'après 5.2.4, on a

donc

car JV'"1 Var^Var.^'''1 et §(N®id) = —S(id®N); d'où l'assertion.

5.2.17. Soit C une catégorie triangulée. Soit A = {(p, g)Œ(^U {± °°})2:
P^q} • Pour a=(p, q), posons ^=^7 et a2= q. On définit un ordre de A par:
a>/? sii a^Pi pour /=!, 2. Alors un objet quasi-filtre de C consiste en des
objets K(a) de C pour aŒ:A, munis de morphismes:

pour

i K(a)-»K(ft)[ï\ pour a2=ft1
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satisfaisant les conditions:

(5.2.17.1) ue6B6 = ïd pour

pour a>/3>r

pour

(5.2.17.2) il existe n,mŒZ tels que K(a)=0 si a2<^n ou

(5.2.17.3) pour a,/3,r^d tels que al=r29 a2=02> Pi=ri

est un triangle distingué de C.

Posons K(pl)=K(p, +oo)5 ̂ ^^(-oo? +00), K(/p)=K(-oo,p)9 K(p/q)=K(p,q)

et GrpK=K(p/p+l), on a alors

JÇ" sip^n et nul sip^m .

Pour — oo<^<^<r<,y<J-f oo on a un diagramme de l'octaèdre:

K(plq)
k

(5.2.17.4)

Notons que les objets quasi-filtres sont stables par foncteurs exacts de catégories
triangulées. Si C = Db

c(kx) (resp. C est la catégorie dérivée d'une catégorie
abélienne), un faisceau pervers (resp. un complexe) K muni d'une filtration
décroissante finie F définit uniquement un objet quasi-filtre {K(a) ; u, v} tel que
K(pjq)^FpK/FqK d'après [1]. De même, si C est une ^-catégorie on associe à
un objet K de C*a fl C^b un objet quasi-filtre {K(à); u, v} tel que K(p/q) =
T^_pr>_qK9 cf. [loc. cit]. Alors la suite spectrale de Leray (à un décalage
près) est associée à (l'image par un foncteur exact de) cet objet quasi-filtre par le
lemme ci-dessous (cf. [6]). Notons que si C=Db

c(kx), la ^-structure perverse est
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auto-duale [1].

5.2.18. Lemme. (Verdier). Avec les notations de 5.2.17, soient JH une

catégorie abélienne et H*: C-*<Jl (i EïZ) un foncteur cohomologique. Alors

on a une suite spectrale dans JL :

(5.2.18.1) E{q = Hp+*GrpK=? Hp+qK

telle que lafiltration F de H'K soit définie par

FPH'K = Im (H{K(p/) -> H1K) = Ker

Preuve (d'après [37]). On définit pour p, q, i^Z tels que p+q=i et pour

Zpq = Im (HlK(plp+r) HiGrpK)

= Ker (H{GrpK^> Hi+1K(p+l/p+rJ)

HiGrpKjBpq = CQim(HiGrpK^ H^p-r+l/p+lJ)

= Coker (H^p-r+l/p) -^ HiGrpK)

Epq = Im (Zpq -* HiGrpKiBpq) .

Notons que Zp
r
q~DBp

r
q car la composition:

est nulle pour p<q<r<s d'après (5.2.17.4). On a de plus les isomorphismes :

Im (H*K(p/)

vu
_

par le diagramme de l'octaèdre (5.2.17.4) pour (p, q, r, s)=(—^>,p,p+l, +°°)9

(p,p+l, p+r, p+r+l) et par la commutativité (5.2.17.1). On définit les
différentielles dpq: Ep

r
q->Ep+r'q-r+l par la composition:

Epq = Zpq/Bpq -» Zpq/Zpq
+1 ^ Bpri'q-r+l/Bp+r>q-r+

CL_> jrP+r,q—r+l I np+r,q—r + l _ ~pP+r,q—r+l

On a alors dp
r
tdf

r-
r-t+r-1=0 et

Ker dp
r"
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d'où l'assertion.

582e190 Remarque, La construction de la suite spectrale (5.2.18.1) est auto-
duale (cf. [6]). En effet, on a l'objet quasi-filtre dual: {K(à); ù9 v} par K(p/q)=

K(-q+l/-p+iy^C°, et Hl:C0-^JL0 par Hi = (H-i)Q'a donc onobtient
une suite spectrale dans Jl° :

(5.2.19.1) {q = Hp+qGrpK^ Hp+qK

en appliquant 5.2.18 à {K(a); ù, v}. Par la construction, (5.2.19.1) est canoni-
quement isomorphe à la suite spectrale duale de (5.2.18.1), i.e. on a les
isomorphismes canoniques :

È*q « (E 7p>-q)° , GrtH'K « (Gr^H^K)0

compatibles avec les différentielles: dp
r
q, dp

r
q et avec les isomorphismes: Epq^

Grp
FHp+qK, etc.

Remarque. Si C=Db
c(kx\ JL=PQry(kx} et H° est le foncteur coho-

mologique pervers (cf. [1]), on a le foncteur dual:

D: C°-*C9 D: JIQ -» Jl

compatible avec les foncteurs H\ H*. En appliquant 5.2.18 à {DK(a); Dû, Dv},
on obtient :

(5.2.20.1) D}9 = Hp+«DGrp
FK^ HP+«DK .

Cette suite spectrale est canoniquement isomorphe à (5.2.19.1) par le foncteur

D.
Soit {K'(a)i uf, v'} un objet quasi-filtre, et soit

w: {£'(«); W9 v'} -> {DK(a)i Du,

un morphisme des objets quasi-filtres, i.e. w est une famille de morphismes

wa: K'(a)-^DK(a) compatibles avec u'9 v', etc. Alors on obtient un morphisme
de la suite spectrale (5.2.18.1) pour {K'(à); u ', v'} dans (5.2.20.1), i.e. on a des
accouplements canoniques :

Ef
r
pq®E-p>~q -

-êK, F)

compatibles avec les différentielles dïpq, dp
r
q et avec les isomorphismes:
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5.2.21. Remarque. Si C=D(JL) pour une catégorie abélienne Jl, {K';u,v}
est associé à un complexe filtré (K\ F) (cf. 5.2.17) et H est le foncteur cohomolo-
gique usuel, alors (5.2.18.1) coïncide à la suite spectrale usuelle associée à
(K\ F) comme dans [6] [37].

5.3. Stabilité par image directe par un morphisme projectif

Dans ce paragraphe on démontre

5.3.1. Théorème. Soit f: X-> Y un morphisme projectif de variétés com-
plexes lisses, et soit l la première classe de Chern d'un faisceau inversible relative-
ment ample pour f. Soit (M, F, K)^MHZ(X, k, n) muni d'une polarisation S,
alors

(5.3.1.1) f*(M, F) est strict et M%(M, F, K)^MH(Y, k, n+i), cf. (5.1.3.2).

(5.3.1.2) li:M-iMMfFfK)^MiMM,FfK)(i) pour f>0
(Lefschetz vache),

(5.3.1.3) (-V)W-W*Mf*S*(id®l*)'. Pl
pM-iUK®Pl

pM-iUK-^a:Yk(
est une polarisation de la partie l-primitive Pj^'f^M, F, K)

pour z>0.

La démonstration est par récurrence sur dim Z: le cas dim/(Z)>0 sera
traité en 5.3.4-6, et dim/(Z)==0 en 5.3.8-11. D'abord on définit Faction de /
sur M9 MM, F) (ou plutôt sur (M, F) dans DF(3)X)).

5.3.2. Lemme. Soit X une variété complexe lisse. Soit a> une forme
C°° fermée de type (1.1), on a alors un morphisme fonctoriel pour (M, F)Œ

(5.3.2.1) o>A:(M,F)->(M,F)(l)[2]

compatible avec l'action naturelle de l=[o)}^H2(X, C):

l:DRM-*DRM[2] dans D(CX).

Si de plus o)=dn avec TU une forme C°° de type (1,0), le morphisme (5.3.2.1)
est nul.

Preuve. Soit °°@'x le complexe double des formes C°° complexes, on définit une
filtration F par:

/ ° 0 y = °°<0y" si p>-f et 0 sinon.

On a alors un quasi-isomorphisme filtré: («0^, F)->(°°i0i, F) par le lemme de
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Dolbeault. Soit d=dimX, on a alors des quasi-isomorphismes filtrés:

(5.3.2.2) ("0i, F)®o($x, F)[d] - (û'z, F)®0(â)z, F)[d] -> (û'x, F)

Soit (L, F) le premier complexe de (5.3.2.2), alors on obtient

et une homotopie de o)A:

A=* A : (L, F) -(L, F) (!)[!]

(i.e. dh+hd=a>A) si ?r est comme ci-dessus. Donc pour définir (5.3.2.1) (et son
homotopie si a>=dn,t etc.)., il suffit de vérifier que les morphismes dans (5.3.2.2),

tensorisés par un .â^-Module à gauche filtré (M, F)®O(ÛX, F)'1 sont des quasi-
isomorphismes filtrés; mais cela résulte du fait que °°ûx3 sont plats sur Ox, cf.
[39], et de 2.1.6. Il reste à démontrer la compatibilité avec Faction de /. Par

définition, l'action de / s'écrit :

Posons

K:= °°®*x®0(M®(®d
x)-

1') (=

alors la composition de \®id: K-*°°£X®CK et de A : °°^X®CK->K est
identique, i.e. A est l'inverse de l®id; d'où l'assertion.

5.3.3. Remarque. Soit L un faisceau inversible, i.e. un fibre vectoriel de rang
1. Soit u une métrique hermitienne de L. Si L est représenté par un 1 -cycle
tf*/?} associé à un recouvrement {C/J- de X, u est représenté par {u^} tel que
w«— l/os/5 1 ~2Wp, où w^ est une fonction C°° réele sur Ua. Alors c'est bien connu
que q(L) est représentée par une forme o> telle que co=dd logua sur C/^. Si on
change la métrique w, la différence de o) est donnée par dd logg, où g est une
fonction C°° réelle non nulle.

Preuve de 5.3.1 (dans le cas dim/(Z)>0).
D'abord on réduit l'assertion à:

5.3.4. Proposition» Soient f: X-*Y et / comme dans 5.3.1. Soit g une
fonction holomorphe sur Y, posons h =gf. Soit (M, F, K) e MFh(<3)x, k) à support

strict Z (cf. 5.1.3) tel que h~\G)3>Z, que (M, F) soit quasi-unipotent et régulier le

long de h, et que GrY^h(M3 F, K), Grf0M(M, F, K)ŒMH(X, k, t), où W est

décalée par n—l ou n. Soit S: K®K-*ax k(—n) un accouplement. Supposons

que les conclusions de 5.3.1 soient vérifiées pour f,l, PNGr%_i+iTfrh(M,F,K) et

Grw^h So(id®N*) pour z>0, alors
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(5.3.4.1) f*(M, F) est strict dans un voisinage de g'1^), M1 f*(M, F) sont

quasi-unipotents et réguliers le long de g,

(5.3.4.2) lafiltration W de ̂  *#'/* (M, F, K) ̂  Mj f^h (M, F, K) induite par
lafiltration W[j] de irh(M, F, K) est la filtration associée à N décalée
par n-l+j (cf. 1.3.9) telle que GrJirg M3 f*(M, F, K)ŒMH(Y, le, i)

(de même pour <t>lr en remplaçant n—l par n).

(5.3.4.3) /'': M-if*(M, F, K)->Mj f*(M, F, K)(i) est un isomorphisme au

voisinage de g~l(fy (j>0),

(5.3.4.4) (-iyu-v/2Grwpirg*Mf*S°(id®Nilj) est une polarisation sur la

partie bi-primitive PtPN Gr^-j+tfg 3i~j f*(M, F, K) (:=Ker lj+1 n
Ker Ni+l) pour i, j >0 (de même pour <pgtl en remplaçant n—l par ri).

5.3.4=^5.3.1 (dans le cas dim/(Z)>0)

Puisque l'assertion est locale, on peut supposer que /(Z) soit irréductible.
Par hypothèse de récurrence, toutes les conditions de 5.3.4 sont satisfaites.
On a donc (5.3.1.2) d'après (5.3.4.3) et /*(M, F) est strict d'après (5.3.4.1).
Alors l'accouplement pMf^S^(id®li) de pM~i f*K est compatible avec la fil-
tration F (cf. 5.2.9) d'après 2.5.6. On va vérifier que Mj f*(M,F, K) sont
quasiunipotents et réguliers le long de toute fonction holomorphe g localement
définie sur Y. Si g-^O) $/(Z), l'assertion résulte de (5.3.4. 1). Si g-1(0) D/(Z),
elle est équivalente à l'isomorphisme :

i,*M'f*(M9 F) ̂  i^MM, F)

d'après 3.2.6, où i0: Y=Yx {0}->7xC. Mais c'est valable pour (M, F) et
pour h, donc cela résulte de la commutativité (fxid)oih=igof et du fait que
/*(M, F) est strict.

D'après (5.3.4.1-2), (5.3.4.4) et 5.1.12, toutes les conditions de 5.2.14 sont
satisfaites pour P^^f^M, F, K) et (-l)^'-1)/2 pMf*S°(id®V) (car can, Var
et N sont compatibles avec l'image directe/*); on a donc (5.3.1.1) et (5.3.1.3)
d'après 5.1.5, 5.1.8 et (5.2.10.2), car la décomposition de Lefschetz (pour l'action
de /) est compatible avec la filtration de Hodge F d'après (5.3.1.2); d'où 5.3.1
(dans le cas dim/(Z)>0).

Preuve de 5.3.4.
Soit f=fxid: XxC-^YxC. Soient ig et ik comme dans 3.2.1. alors

M =/,o/ Posons (M, F)=ik*(M9 F). Si Grv /*(M, F) (^f*Grv(M, F)) est
strict, on obtient (5.3.4.1) et l'isomorphisme
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, F, K) ^ M*f*^h(M, F, K) (de même pour ^)

en appliquant 33.17 à (M, F) et /. On a de même (5.3.4.3), si Grv ll sont
des isomorphismes. Donc l'assertion résulte de la proposition 5.3.5 ci-dessous
(appliquée à irh(M,F,K\ etc.); en fait f^h(M, F) est strict d'après 1.3.5-6
(appliqué à la projection de (5.3.5.1) dans MGk(SJ) et d'après 5.2.215 5.1.14
(de même pour ç^), et (5.3.4.4) résulte de (5.3.5.3), 5.2.13, 5.2.7, 5.2.9 et

de 5.2.19, car (-l)j(j-^2pMf^Grw ^^(id®^ lj) est une polarisation de

PNPnCTj par hypothèse.

5o3o5e Proposition. Soient f et l comme ci-dessus. Soit (M, F, K, W)Œ

MHW(X, k) (cf. 5.1.14) muni d'un morphisme

N: (M, F, K, W) -> (M, F, K, W} (-1) (= (M(-l), F[-l], *(-!), W[2]))

tel que Nj: Grf+^Gr^lX— j). Soit S: K®K-*d'xk(—r) un accouplement tel
que S(id®N)+S(N®id)=®. Supposons que les conclusion de 5.3.1 soient

satisfaites pour f, /, PNGr7+i(M, F, K) et GrwS^(id®Ni) pour i >0 (où n=r+i).

On a alors une suite spectrale dans MGh(J$, K) (cf. 5.1.1):

(5.3.5.1) Eîq = Mp+qf*Gr™p(M, F, K) -* Mp+«f*(M, F, K)

qui dégénère en E2, et telle que Ep
k
q^MH(X, k, q)p (cf. 5.2.12) et que dl est strict.

Posons kCi=Eïl-r>i+j+r, alors:

(5.3.5.2) l':kCTJ2ïkCi(j) pour j>0

^:,C|rS.Ci,(-0 pour i>0

(5.3.5.3) le morphisme naturel: Ker d1nPNPnC7j-*PNPl2C7j est un

épimorphisme pour f,j>0, où PNPlkCj' est la partie bi-
primitive (= Ker I*+1 Ç] Ker Nl+1) de kC7J.

Preuve. Puisque Mj f*GrJ(M, F, K)ŒMH(Y, k, i+j)p par hypothèse (et par
la décomposition de Lefschetz), on obtient la suite spectrale (5.3.5.1), en
appliquant 5.2.18 à /*((M, F), W) (cf. 2. 1.1 2), f*(K, W) et DRf*(M, W)^C®

f*(K,W)9 car DR°Mj =PMJ '° DR. Puisque dr sont des morphismes de
MGh(tB, le), dl est strict, Ep

2
qt=MH(X, k, q)p et dr=0 pour r>2 d'après 5.1.14,

5.1.11. Par hypothèse, on a (5.3.5.2) pour k=l D'après 5.1.10, 5.1.11, 5.1.14

(et par la décomposition par support strict), les autres assertions sont réduites à :

503e6o Lenimeo Soient ^C{ des k-structures de Hodge de poids ï+j+r pour

, telles que ̂ {=0 si \ i \ >0 ou \ j \ >0. Soient

d,: .Ci -> ̂ fî}, N: & » xCf-aC-l), /: £{ -+ iC{+\\)
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des morphismes de structures de Hodge, qui commutent mutuellement, et tels que

dl=Q et que (5.3.5.2) est satisfaite (pour k=V). Posons

Soient S: Ci®Clj-»/b(— r) des accouplements de structures de Hodge tels que

=0, S(lx®y) = S(x® ly)

S(dx®y)+(-\y S(x®dy) = 0 (où x^.CÎ)

et que (— 1) '(j~lï/2S°(id®Ni V) est une polarisation de structures de Hodge sur
la partie bi-primitive de lCjj pour i,j>Q (cf. (5.3.5.3)). Alors (5.3.5.2) pour

k=2 et (5.3.5.3) sont valables pour kd définies ci-dessus.

Preuve. Cela résulte de 4.2.2 et de la preuve de 4.1.10, 4.2.2. (On peut aussi
utiliser [11, II].) Ce qui achève la démonstration de 5.3.1 (dans le cas
dim/(Z)>0).

5.3.7. Remarque. Lorsqu'on a démontré, 4.2.2 et 4.2.4, les signes n'étaient
pas encore déterminés (i.e. 5.2.4 et 5.2.16 n'étaient pas obtenus). Les conven-

sions de signe dans le lemme ci-dessus sont dues à [11, II]. Notons que ce
sont compatibles avec (5.2.10.2), (5.3.1.3) et 5.2.16, etc. (et aussi avec un résultat
de Schmid).

5.3.8. Preuve de 5.3.1 dans le cas dim/(Z)=:0.
D'après 5.1.9 et 5.2.11, on peut supposer que X=PN, Y=pt et 1=^(0 x(l)).

(Désormais F désignera un hyperplan de X.) Soit A un sous-espace PN~2 de X,

strictement non-caractéristique pour (M, F), cf. 3.5.1. Soit TU: X->X l'éclate-
ment le long de A, et soit p: X-+P1 la projection telle que p"\t) sont les
hyperplans contenant A. On a alors une immersion fermée nxp\ X-*XxPl.
Posons

(M, F, K) = **(M, F, K) (= (n xp)*prt(M, F, K)) (cf. 3.5.1)

S= x*

alors S est compatible avec la filtration de Hodge (cf. 5.2.10), car xxp est
strictement non-caractéristique pour pr?(M, F) [1]. D'abord admettons:

(5.3.8.1) *+(&, F, K) = (M, F, K) © fo)*iî(AT, F, K) (-1) [-2]

où iA: A-*X. (La démonstration sera donnée en 5.3.9), Alors n^S est com-
patible avec la décomposition par support strict (5.3.8.1), et la restriction de
n^S à K coïncide avec S, car ils coïncident sur X\A. Soit Y un fibre de p,
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soient iY: Y-*X et iY: Y-+X les inclusions naturelles, alors iY=noiY et donc

#((Af, F, K)9 S)—î$((M9 F, K), S). Soit f une coordonnée locale de F1 telle
que Y=p~lt~\Q), posons h=t°p. Soit g une équation locale de Y dans X
Puisque F est strictement non-caractéristique pour (M, F) (resp. (M, F)) dans
un voisinage de ^4, ce Module filtré est quasi-unipotent et régulier le long de h
(resp. g) et on a

, F, K), S) ~ fj((jfr, F, K), S) ̂  #((M, F, *), 5) ~ ^((M, F, K), S)

et 0Afl(M, F, JT)=0 (en particulier 7V=0 et irh
='fih,i) au voisinage de >4 d'après

3.5.6. Alors toutes les hypothèses de 5.3.4 sont satisfaites pour p: X-*Pl, 1=
K*l, t, (M, F, K) et S par hypothèse de récurrence, car ((M, F, K), S) et
((M9F,K),S) coïncident sur X\7u-1(Â)=X\Â. On a donc (5.3.4.1-4) pour
toute coordonnée locale de Pl; en particulier, p*(M, F) est strict, Mj p*(M, F, K)

admet la décomposition par support strict d'après 5.2.14 et toutes les hypothèse
dans l'assertion suivante (dont la preuve sera donnée en 5.3.10) sont satisfaites

pour la ^-composante de PT<$i~~jp*(M, F, K) et de pMp*S°(id®ïj):

(5.3.8.2) Soient X une variété complexe lisse compacte kàhlérienne de dimen-
sion 1, (M,F,K)<=MFh(®x,k) à support strict X9 et S: K®K-+
d'xk(—ri) un accouplement. Si (M, F) est quasi-unipotent et régulier
le long de toute coordonnée locale f, de sorte que Grf ̂ (M, F, K),

GrY<frtfl(M,F,K)ŒMH(pt9k,i) (où W est décalée par n-l ou
n, cf. (5.1.6.2) et que GrwtytS(id®Nj) est une polarisation sur
PNGr^l+jifrt(M9 F, K) pour j >0, alors l'assertion (5.3.1.1) et l'asser-
tion (5.3.1.3) pour /=0 sont valables pour/: X-^pt.

(Notons que c'est le unique point où on utilise la théorie de Hodge classique
(cf. [36]) dans la preuve de 5.3.1.) D'après [8], 2.1.12 et (5.3.4.3), on a la dé-
composition non-canonique:

p*(&, F) = 0 M'p*(S[9 F) l-j} dans

donc la suite spectrale de Leray pour ax=ap^p dégénère en F2 et on a (5.3.4.1)
pour (M, F, K) et as: X-*pt (et de même pour (M, F, K) et ax: X-^pt d'après
(5.3.8.1)), car MH(pt, k9 ï) est stable par extensions dans MFh(pt, A), cf. [6].

Soit F un fibre générique de p, alors Y est strictement non-caractéristique
pour (M, F), donc

(M', F, K'): = if (M, F, K) [-1]GMH(Y9 k, n-l)

et S':=pi$S est une polarisation par le même argument que ci-dessus où
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est définie comme P^S dans 5.2.3. On a de plus:

(5.3.8.3) (H(ax)*S) (u, ljv) = (-l)*-\H(aY)*Sf) (if u, lj~l irv)
pour u,vïEH-J(X,K)(=H-*(ax)*K),

(La démonstration sera donnée en 5.3.11.) Par hypothèse de récurrence, les
assertions (5.3.1.1-3) sont valables pour %: Y-*pt, /':=/*/, (M',F,Kf) et S'.
D'après 3.5.9-10, on a les morphismes compatibles avec les structures de Hodge:

ï?: Hj(X9 K) -> Hj+1(Y, K')
(JY)*:H'-\Y,K')-*H'(X,K)(\).

On a de plus OV)*#=/: H*(X9 K)-+Hj+2(X, K) (1), car K-*K \ Y~RrYK(l) [2]
-*K(1) [2] s'identifie au même morphisme pour K=ZX, tensorisé par K.
D'après 2.1.18 (voir aussi [1]), /? (resp. 0V)*) est bijectif pour j < —2 (resp. 7 > 2)
et injectif pour7= — 1 (resp. surjectif pour7=!), donc (5.3.1.2) pour (M, F, K)
et pour 7>2 résulte de la même pour (M', F, K'} et pour j—l, de plus on a
(5.3.1.3) pour ((M, F, K), S) et pour j>l d'après (5.3.8.3) et (5.3.1.3) pour
((M', F, K*)9 S'\ car irfâH-'tf, K^^P^^Y, Kf) pour7 ̂ 0 par l'injectivité
de (/y)# ci-dessus pour j>2. D'après (5.3.1.2) pour j=3, on a des décomposi-
tions :

H-\X, K) = l(H~\X, K) (-1)) 0 P,H-\X9 K)

H\X, K) = l\H~\X, K) (-2)) 0 Ker /

compatibles avec les structures de Hodge et avec l'action de /, alors l'injectivité
de

/: PiH~l(X9 K) -> Ker /

résulte de (5.3.8.3) pour 7'=! et de la positivité, i.e. de (5.3.1.3) pour
((M', F, K')9 S') et pour 7=0; d'où (5.3.1.2) pour ((M9 F, K)9 S) et pour J=19

car dim H~\X, K)=dîm H\X, K) par dualité. Donc il reste à démontrer
(5.3.1.3) pour ((M, F, K)9 S) et pour 7=0. On va la réduire à (5.3.8.2) par la
suite spectrale de Leray.

Soit L la filtration décroissante de Hj(X9 K) (compatible avec la structure
de Hodge) associée à la suite spectrale de Leray (perverse) ci-dessus, i.e.
Gr*LHi+*(X9 K)=Hi(P\ PMJp*K\ on a alors

n*(P,H\X9 Kj)dL0H°(X, K)

car
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L°H\X, K) = Ker(?: H°(X9 K) -> H\Y, K'))

, K) = Ker(#: H°(X9 K) -> H\Y, Kf))

pour F comme ci-dessus, i.e.5 F est strictement non-caractéristique pour (M, F).
(En fait, (pMlp*K) [—1] est un système local dans un voisinage du point cor-
respondant à Y, dont le fibre à ce point est H\Y9 K'); donc GrllH\X, K) est la
partie invariante par le groupe de monodromie globale de H\Y9 K').) De plus

x* : P,H\X, K) -* GrlH\X, K)

est injectif et

x*(P,H°(X9 K)) (mod L^dH^P1, PT
PM° p*K)

où on a la décomposition compatible avec les structures de Hodge:

Gr\H\X, K) = @ ïk(H°(P\ Pr
pM~2k p*K) (-£))

par Faction de ]=n*l, car

pour i

Jj: GriH'-j(X, K) ~ GriH^^X, K) (j) pour j>0

d'après (5.3.4.3). (En fait., la première assertion résulte du dernier isomor-
phisme pour (i,j)=(l9 1) (et de Ll=Grl

L) et la deuxième de cet isomorphisme

pour (i,j)=(Q92), car TT^Q/^/OTZ:*.) D'après le remarque après (5.3.8.1), on a

(H(az)*S) (u, v) = (H(aï)*S) (x*u, x*v)

pour w, v^H°(X9 K) et TT* est un morphisme de structures de Hodge, car TT*:
H°(X9 K)-*H°(X, K) est induit aussi par la décomposition canonique (5.3.8.1).
(Par définition, n* est induit par l'adjonction: Hom(Jr, ^)^
Si de plus w, vGP,H°(X, K), on a

où [n*u]:=x*u(moàLl)^H\P\pM»p*K\ car la suite spectrale de Leray
perverse est auto-duale d'après 5.2.17-20. Donc d'après 5.3.4 pour ((M, F, K),
S) et p: X-*P\ l'assertion (5.3.1.3) pour ((M, F, K), S), ax: X-^pt et pour
7=0 est réduite à (5.3.8.2) (appliquée à la /^-composante de PrM*p*(M, F, K)\
car la restriction de pMp*S aux composantes de Pj"MQ p*(M, F, K) à supports
ponctuels est une polarisation d'après (5.3.4.4) et 5.2.14. (Notons que c'est le
seul point où la compatibilité de signes est essentielle.) Pour terminer la preuve
de 5.3.1 (dans le cas dim/(Z)=0), il reste à démontrer (5.3.8.1-3).
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5.3.9. Preuve de (5.3.8.1). D'abord on vérifie que n*(M, F, K)^MFh(3)x, k)

(en particulier, n*(M9 F) est strict) et qu'on a la décomposition canonique:

(5.3.9.1) *r*(M, F, K) = (M19 F, KJ 0 (M2, F, K2)

telle que (M19 F) (resp. (M2, F)) est localement isomorphe à (M, F) (resp.

fci)*i'î (M, F) (-1) [-2]); alors (M, F5 K)=(M19 F, ̂ ) est clair, car ils coïnci-
dent sur X\A.

Soient Y un fibre de p et iY, iY comme ci-dessus. Soient Â:=ic~\A)

(=A xP1) et ÎA '. Â->X, iA : A=Âf} r—> jfles inclusions naturelles. Soit g une
équation locale de Y, posons h=gx. Alors A"1(0) = 7 U A, et F, ^fet A = Y fl -4*

sont strictement non-caractéristiques pour (M, F) au voisinage de À. Donc

d'après 3.5.18, (M, F) est quasi-unipotent et régulier le long de h (au voisinage

de .4). Soit î^la filtration associée à l'action de N=tdt—a sur Gr#, cf. 1.3.9.

Posons (M',F)=i$(M,F) [-1], (M", F)=ft(M, F) [-2] et (M'", F)^rf /J
(M5F)[-1], où^: AxP1-^A. Alors d'après 3.5.15 on a pour -l<a<0:

si a = i= -1

ou a = i = 0

, F)(-l) si a = -1, / = 0

, F)(-2) si a = -l,i = l

0 sinon

On vérifie directement que (flpO^C^p1? F) est strict et que

j(C,F) si 7 = -l

ll
pi,F) = \(C,F[-l]) si 7 = 1

( 0 sinon

où Gr?Ûl
Pi =Q pour /=(= -1 et GrfC^O pour /=NO. Puisque (M"1, F)=(M",

F)^(£pi9 F), on voit que (pr^*(M'"9 F) est strict et que

(M", F) si 7=- l

(Mn', F) (—1) si 7 = 1

0 sinon.

Considéront la suite spectrale pour a =—1, 0:

on a alors
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iri|1(Af',F)(-l) si (/»,?) = (0,0)

iA*(M",F)(-2) si (/», <?) = (0, 1), (-1, 1)

0 sinon,

iM(M",F)(-\) si (/>,?) = (0,0)

0 sinon.

Donc 4=0 pour r >2, i.e. ces suites spectrales dégénèrent en £"2. On a de plus

t̂ -; Tr^Grlj 4*M=0 pour 7" =1=0, car

^ ih*M) = W TT*^ DJ?M (d'après 3.4.12)

= l^.i *«#' x* ®%M = ̂ ,1 W (DRAf) .

Donc rfx: ..^ï»"1-».^}1"1 et d±\ ̂ Eï1*1-*_Jï\^ sont des isomorphismes en
oubliant la filtration. Mais ce sont des isomorphismes filtrés d'après 3.2.2 et
5.1.10 (car un endomorphisme d'un espace vectoriel filtré de dimension finie est
strict, s'il est bijectif en oubliant la filtration.) Donc x*Grv ik*(M9 F) est strict
d'après 1.3.5-6, alors d'après 3.3.17 7u*(M, F) est strict, M1 n*(M9 F) est quasi»
unipotent et régulier le long de g et

fiY*(Mf,F)(-l) si * =-1,7 = 0
Grl ig*M> n*(M, F) = • ÎA*(M", F) (-1) si a = OJ = 0

,0 si a $ Z ou 7=1=0,

d'où 7u*(M,F,K)<=MFh(£Dx,k) et la décomposition (5.3.9.1) d'après 5.1.4.
Donc il reste à démontrer que (M2, F, K2)—iA*i$(M, F, K)(—l)[—2]. Puisque
on n'utilise pas ce résultat dans la preuve de 5.3.1, on donne seulement l'esquisse
de la preuve. On a le changement de base : Rr^A-\ 7c*M=7c*MFtAi$£ compatible
avec VA n*K=prl* il

AK, par l'image directe de 3.5.9; d'où (M2, K^—iA* zf (M, K)
(—1) [—2]. De plus cet isomorphisme est compatible avec F sur un ouvert de
Zariski de À n Z, alors l'assertion résulte de 3.2.2; d'où (5.3.8.1).

5.3.10. Preuve de (5.3.8.2). Soit 7: U-*X un ouvert de Zariski tel que L=
j*jq-l] soit un système local, alors K=(j*L) [1], et j*((M, F, K)9 S) correspond
à une variation de structures de Hodge polarisée de poids n—l comme dans
5.1.10 et 5.2.12. Soit F la filtration de M, qui est la filtration de Malgrange-
Kashiwara (cf. 3.1) à tout point de X\U, et telle que7*F-M=7*M. D'après
(3.2.1.3), on a un quasi-isomorphisme filtré:

, F) [-1] «- ax^C((V^M9 F[l]) ® o^1 -> (F0M, F))
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(=(JT,JF) dans [36, (9.1)])

Donc d'après [36, §7], ax*(M,F,K) est un complexe de Hodge de poids n\
d'où (5.3.1.1) pour X->pt.

Soit S': L®L-*ku(l—ri) comme dans 5.2.12, alors S' est une polarisation
au sens de Deligne [6], donc S"=(—2*/)*""1 S' l'est au sens de Griffiths (cf.
[36]), i.e.

S"(CX u, u)>0 pour u^C®Lx

où JCŒ £/. (Ici, on choisit /.) D'après [36, § 10 (b)], on a

f j*S"(Cu, w)>0 pour u<=H\X,C®j*L) non nul,
JX

car

j*S":j*L®j*L ->ML®L) ->j*kff = kx

et

r- c". mv ; n &\ TTVF ; n-7* * #2(JT A;)_^L A:J^-o I ii \JLyJ^iJLj Q9 il \J\, J^Lt) * V ' / >•

correspondent au produit intérieure < , > dans [loc. cit]. Par définition (cf.
[11], voir aussi la définition de p^ dans 5.2.3) le diagramme

J*Sr

H\X, j*L) ® H\X, j*L) —+ H2(X9 k(l -ri))

S
u^(v v\ /<TN îjro/v j^\ i. u^fv /^' L>( ™^il \A, J\) v^y il \A, AJ —^ il ^A, fljç /C ^ — f l j )

anti-commute. Puisque Tr=(2m)~l \ , on obtient (5.3.1.3) pour i=0 et pour

X-*pt; d'où (5.3.8.2).

5.3.11. Preuve de (5.3.8.3). Puisque So(l®id)=S°(id®l) (car l^H\X)\ il
suffit de vérifier la commutativité du diagramme :

f*®/*
K®K - > Jf'[l] (g) K'[l]

I I
|/y®/rf P'1

j [2j] ® K K'(j-l) [2J

r,
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où i=iY, car le signe (— l)'"1 résulte de l'isomorphisme (*) dans le diagramme
ci-dessus. (Notons que K[m]=Z[m]®K par définition [11].) Puisque i*°l=
hi*, il suffit de la vérifier pour j=l. Par définition de S' on a le diagramme
commutatif:

K®K - * kx(dx~n) [2dx]

Ji*®i* , Jz*

') [2] -> kY(dx-ri) [2dx] .

De plus le diagramme

ttxk(-n)

\l

commute, donc l'assertion est réduite à la commutativité de

*

**(!) P] ' '*

mais c'est la définition (du signe) de /; d'où (5.3.8.3). Ce qui achève la dé-
monstration de 5.3.1.

5o3B120 Remarque. Si X n'est pas lisse, on définit MH(X9 k, n)p comme dans
2.1.20, en utilisant U{ et V{. Alors cette définition est indépendante de Ui9 V{

d'après 5.1.9 et 5.2.11, et MHZ(X, k, n)p sera noté MHz(k, rif. De plus 5.3.1
reste valable si X et Y ne sont pas lisses.

5o4e Variations de de Hodge polarisables

5.4.1. Soit X une variété complexe lisse de dimension dX9 soit (Lo9 F, L) une
variation de ^-structures de Hodge de poids n—dx (où Lo=Ox®L)9 munie
d'une polarisation

S':L®L-»k(dx-ri).

On définit (M, F, K) et S par la réciproque de 5.1.10 et de 5.2.12, i.e.

(M, F) = (Ûd/, F)®o(Lo, F) , K = L[dx]
S

L®L >k(dx-n)
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où Grf Ûd
x*=Q pour / =j= -dx.

5.4.2. Lemme. S est compatible avec la filtration de Hodge, i.e. S induit

la dualité: (M, F)~D(M, F) (-ri)

Preuve. Par définition on a

DR(M, F) [-dx] = [(Lo, F) -> 0i®(10, F[-l])-»-^2l*® (Lo, F[-dx])]

où le dernier complexe est le complexe de de Rham usuel. Par le produit ex-

térieure, l'accouplement S induit un morphisme de complexes filtrés :

DR(M, F) ® CDR(M9 R) (ri) -+ (û'z, F) [2dx]

où (£*y9 F)=(£'x, a), cf. [6]. On vérifie que le morphisme correspondant:

DR(M, F) -> ^«mc(DR(M, F), (ûm
z, F) [2dx]) (-ri)

induit un morphisme de complexes différentiels filtrés (cf. §2):

DR(M, F) -* ^^m(DR(M, F), (Ûm
z, F) [2dx]) (-ri)

, F), (Û'f, F) [dx]) (-ri)

et que la composition est un isomorphisme filtré; d'où l'assertion.

5.4.3. Théorème. Soit ((M,F,K),S) comme dans 5.4.1, alors c'est un
Module de Hodge polarisé de poids n.

Preuve. Par récurrence sur dx. L'assertion est claire si dx=0. En général, il
faut vérifier les conditions dans 5.1.8 et la condition (5.2.10.2) pour tout g

(localement définie sur X). D'abord on ramène au cas où g'^O) est à croise-
ments normaux.

Soit/: X-*X une résolution de g, i.e. f~lg~\0) est à croisements nor-
maux, cf. [13]. (Ici, X est locale.) Posons (M, F, K, §)=f*(M, F, K, S), alors
cela correspond à la variation de structures de Hodge polarisée f*(Lo, F, L, *S").
Si les conditions ci-dessus sont satisfaites pour gf et pour (M, F, K, S), on a
de même pour g et pour PiM°f*(M, F, K, S) d'après 5.3.4 et 5.3.1, où / est
comme dans 5.3.1. De plus PlJ{Qf^(M, F, K, S) admet la décomposition
(5.1.4.3) pour la même g d'après 5.2.14. Donc il suffit de vérifier que sa X-

composante (i.e. (M19F9KJ dans (5.1.4.3)) est isomorphe à (M, F, K). Mais
on a un morphisme canonique:

f*:(M,K)-
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qui induit un isomorphisme (M, K)~(M19 JQ et un isomorphisme filtré
(M, F, K)—(Mly F, KJ en dehors de g'\Q), donc l'assertion résulte de (3.2.2.1)
appliqué à (M19 F), et on peut supposer que g=JIxft.

Par le même argument que ci-dessus, on peut de plus supposer que g=
(x^'-Xj)1*. En fait, soit /: X-*X un revêtement ramifié tel que gf=(xl"*xjfi

9

et soient (M,F,K,S) et (M19 F, K^dMQf^(M, F, K) comme ci-dessus, alors
on a de même un monomorphisme canonique/*: (M, K)-*(M19 JQ, qui scinde
par M®f*§, car elle est une polarisation de variation de structures de Hodge
sur X\g~\0). D'après 3.2.2 ce scindage est compatible avec F et un facteur
direct coïncide avec (M, F, K). Donc on peut appliquer 3.6.10 à (M, F) et à
g=(xl—xl)

m
9 et on obtient:

(5.4.3.1) (M, F) est quasi-unipotent et régulier le long de g,

(5.4.3.2) can: i/rgil(M9 F) -> $gtl(M9 F) est un épimorphisme strict,

(5.4.3.3) Nl:Gr^i+i^g(M9F)2iGr7^i^g(M9F)(-i) pour z>0,

(5.4.3.4) P^rr_1+,.^(M,F)^(O pour
i>0 (où ei+l se trivialise par l'ordre des coordonnées).

Ici Cm est un espace vectoriel muni de l'action de Ts définie par Tsek =
Qxp(2mk/m) ek, où {ek; kŒ:Z/mZ} est la base canonique de Cm. Notons que
l'isomorphisme (5.4.3.4) est compatible avec l'action de Ts (où elle est identique
sur (flf-+1)# af+i(M, F)), et qu'il est canonique (à l'action d'une matrice diagonale
sur Cm près). Donc d'après 5.1.7, il suffit de vérifier qu'il existe un isomor-
phisme (5.4.3.4) compatible avec la ^-structure, tel que l'accouplement
Grw^/rgSo(id®Ni) de PNGr^,i+i^gK coïncide, à un constant multiplicatif positif
près, à la polarisation induite paf+iS de af+i(M9 F9 K) (qui est reliée à af+iS'
comme dans 5.4.1), tensorisé par l'accouplement Sm de Zm définie par la matrice
d'identité. (Ici, l'action de Ts sur Zm est définie par Tse'i=e'i+i9 où {e'i\ iŒ
ZjmZ} est la base canonique de Zm.) Mais pour cela on peut supposer que
(M, F, K9 S)=(£d

x
z, F, KX9 Sx) (donc n=dx\ cf. 5.2.16, car on a des isomor-

phismes non-canoniques :

(M, K)^® ($¥, Kx\ C®(K,S)^®(C® (Kx, Sx))

(En fait, la dernière assertion ne dépend que de C®(K, S).) Alors on peut
oublier la filtration F, car elle est triviale. Puisque l'ambiguité de (5.4.3.4)

ci-dessus est donnée par un endomorphisme du C[rj-module C*9 il suffit de
trouver un isomorphisme :
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PNGr^^gK = (Zm) ® (a,+1)*flf+ ,K(-Î) [-i~l]

compatible avec l'action de Ts, tel que la condition de polarisation ci-dessus
soit satisfaite. Donc l'assertion résulte de 5.2.16, si m=l. Pour m>l, on va

ramener à ce cas.
Soit p : C->C un revêtement ramifié tel que n* t=tm, où t est la coordonnée

de C. Soit

TU

X' - >X

un diagramme cartésien, soit G: Y—>X' la normalisation, posons U=h~1C*,

7r=7uo,f=h(j, on a alors des isomorphismes canoniques:

V,Œr> Sx) = TT* V*(^/, Stf) — K* p^f(KY, SY)

par définition de p^; de plus ce sont compatibles avec l'action de Ts (où sur
les deux derniers elle est induite par un générateur du groupe de transforma-
tion) et celle de N (à un constant multiplicatif positif près). Puisque ( Y , f ) =

U(Yi9fi) et chaque (Yi9fù s'identifie à (X, g1/m) par fi, on obtient l'assertion.
Ce qui achève la démonstration de 5.4.3.

5.4.4. Soient Z une variété analytique complexe irréductible, U un ouvert de
Zariski lisse de Z, soit (M, F, K)^MH(U, k, ri) muni d'une polarisation S.

Supposons que K soit lisse, i.e. L:=K[— dim U] soit un système local, alors

(M, F, K) correspond à (Lo, F, L) une variation de ^-structures de Hodge
polarisée d'après 3.2.7 et vice versa d'après 5.4.3; donc on dit que (M, F, K)
est une variation de structures de Hodge si K est lisse. Soit ((M, F, K), S) une
variation de structure de Hodge polarisée, on dit que ((M, F, K), S) est semi-

géométrique rel. à Z, s'il existe un morphisme projectif /: X->Z tel que X soit
lisse, et s'il existe ((M', F, K'), S') une variation de structures de Hodge pola-
risée sur X telle que (M, F, K) soit un facteur direct de Mlff*(Mf, F, K1) (m)

pour quelques i, mŒZ (où/' est la restriction d e f è i f ~ l ( U ) ) et que S coïncide
avec la restriction de la polarisation induite par f*S' et de /. (Notons que les

assertions (5.3.1.2-3) induisent une polarisation de M* f*(M, F, K).) On dit
que ((M, F, K), S) est géométrique rel. à Z, si on peut prendre kx[dx] pour K'.

On dit que ((M, F, K), S) est localement (semi-) géométrique rel. à Z, si pour
tout zeZ, il existe un voisinage W de z tel que la restriction de ((M, F, K), S)
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à W n U soit (semi-) géométrique rel à FF.

5.4.5. Corollaire» Avec les notations de 5.3.12 et 5.4.45 ,sz ((M, F, K), S)
est localement semi-géométrique rel. à Z, il existe uniquement (M, F, K) Œ

MHz(k9 ri)p avec la polarisation S, dont la restriction à U coïncide à

((M, F, K), S).

Preuve. Puisque l'assertion est locale, on peut supposer que ((M, F, K), S) est
semi-géométrique, alors ((M, F, K), S) est un facteur direct de la restriction à
U de M1 f*((M', F, K'\ S'} (m)ŒMH(Z9 k,n)p, cf. 5.3.12. Mais celui-ci se
décompose par supports stricts. Soit ((Mz, F, Kz), Sz) sa Z-composante3 alors

((M, F, K), S) est un facteur direct de ((MZ,F,KZ),SZ)\U9 donc il existe un
facteur direct ((M, F, K), S) de ((Mz, F, Kz\ Sz\ dont la restriction à U coïncide
à ((M, F, K)9 S) d'après 3.2.2-3 et 5.1.7; d'où l'assertion.

§04.6o Remarque. Dans le cas algébrique, on dit que (M, F, K) Œ MHz(k, n)p

(polarisé par S) est (localement) géométrique, si sa restriction à un ouvert lisse
non vide de Z soit une variation de structures de Hodge (localement) géomé-
trique. Notons que "localement géométrique" coïncide avec "géométrique"
par définition,, et qu'on peut éliminer "rel. à Z" d'après Nagata, Hironaka.
Alors 5.4.5 entraîne que les Modules de Hodge géométriques sont stables par
image directe intermédiaire (et nécessairement polarisables).

5.4o70 Corollaire. Soient Z une variété projective irréductible, U un ouvert
lisse non vide de Z, (Lo, F, L) une variation de structures de Hodge géométrique
(algébriquement) de poids n—dimZ sur U, alors les cohomologies d'intersection

IH*(Z9 L) sont munies d'une structure de Hodge canonique polarisable de poids

n+i, qui ne dépend que de et, est fonctorielle pour, (Lo, F, L), ùo IH'(Z, L) =
H*(Z, JCZ(L)} et JCz(L)=f,*L[dim Z] avec i: U-*Z. En particulier, les coho-
mologies d'intersection IHl(Z) de Z sont munies d'une structures de Hodge cano-

nique polarisable de poids dim Z+z.

(Cela résulte de 5.3.1 et 5.4.5.)

5.4.8. CoroIMre0 Soient f: Z-»F un morphisme projectif de variétés com-

plexes analytiques, L un système local sur un ouvert de Zariski lisse de Z, sous-

jacent à une variation de structures de Hodge polarisée localement semi-géomé-

trique rel. à Z; posons K=JCZ(L), on a alors le théorème de décomposition:

(5.4.8.1) f*K - e(*c#7**)[-ï'l dans Db
c(kY)
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(5.4.8.2) PM1f*K est une somme directe de complexes d'intersection (associés à

un système local).

Preuve. Puisque (5.4.8.1) résulte de Lefschetz vache d'après [8], on voit que
les assertions sont locales; on peut donc supposer que Y est lisse et que Z est
une sous-variété fermée d'une variété complexe lisse X, alors 5.4.8 résulte de
5.3.1 et 5.4.5.

5.4.9. Remarque. Soient X une variété complexe lisse, Z une sous-variété
fermée irréductible de X, U un ouvert de Zariski lisse de Z, et (L, F) un 3)^
Module filtré sous-jacent à une variation de structures de Hodge polarisable.
Soient i: U-*X': = X\(Z\U) et j: X'-^X les inclusions naturelles. Posons
(M', F)=i*(L, F) et M=j\*M'9 i.e. M est un .£Dz-Module holonome régulier tel
que Âf|z/—M' et que 3i\\v(M) =M*x\x'(DM) =0. Soit Af(0) le 0x-sous-
Module de M défini par:

(5.4.9.1) L'ordre modifié au sens de [2,(1.2.1)] est <0 à tout point lisse de la
variété caractéristique de M.

Alors Brylinski a défini sa filtration de Hodge :

F'PM = S (M (0) H hF^M') (Ft 3)x} ,

et conjecturé que le théorème de décomposition est valable avec cette filtration
de Hodge: pour /: X-+Y un morphisme projectif et pour (M, F) comme ci-
dessus, /#(M, F) est une somme directe de ^-Modules filtrés de même type
[loc. cit.]. Malheureusement il y a un contre-exemple plutôt trivial à cette
conjecture. D'abord on observe :

(5.4.9.2) Si GrF
PL = 0 pour p^O, on a F'PM = M(0) (Fpâ)x)

i.e. GrF'M est engendré par GrF'M sur GrFS)x,

car on a localement M'— L®C[d] avec Af(0)|rr=L®l. Soient X=C3, Z=
{P=Q}, U=Z\{0} avec P un polynôme homogène de degré rf>4. Soit Y-*Z

l'éclatement de 0, posons/: Y-*Z-+X, on a alors:

(5.4.9.3) /*(û)r, F) = (M, F) © (-®{0}ijsr, F[l]), où M est défini comme ci-dessus

pour L = a>u, mais <7rfM=h (GrfAf) (Grf^).

On a donc (M, F)=|=(M, F'). Pour éviter ce contre-exemple, on peut ajouter à
la fin de (5.4.9.1) la condition "sauf r$X". (Mais dans ce cas M(0) n'est plus
cohérent sur Ox.) Grâce à la difficulté du calcul de l'ordre de Kashiwara-
Kawai [18], je ne connais pas de contre-exemple à cette version modifiée. Mais
pour la conjecturer, il y en a trop peu d'évidence (sauf le cas à croisements
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normaux).

5o4olOe Remarque. Dans le cas algébrique, on peut construire la catégorie des
Modules de Hodge mixtes géométriques, qui correspond a celle des faisceaux
pervers mixtes d'origine géométrique [1] (en particulier, la filtration de mono-
dromie relative existe toujours). Les détails seront donnés dans l'article suivant.
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