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Modules de Hodge Polarisables

Par

Morihiko SArTO*:**

Introduction

Dans [7], Deligne a introduit la notion de complexe pur, et démontré la sta-
bilité par image directe par morphismes propres (i.c. la version relative de la con-
jecture de Weil). Cette théorie, combinée avec celle de faisceaux pervers, a été
ensuite développée par Beilinson-Bernstein-Deligne-Gabber[1]: ils ont démon-
tré le théoréme de décomposition, et la stabilité des faisceaux pervers purs par
images directes intermédiaires (en particulier, la pureté des complexes d’inter-
section) [loc. cit].

D’aprés la philosophie de Deligne [6, 7], on a conjecturé qu’il existerait des
objets en car. 0, correspondant aux complexes purs, cf. [2,3,4] etc. Le but de cet
article est de donner une réponse positive: en utilisant la théorie de 9-Modules
filtrés, la théorie de la filtration V [17, 22] et la théorie de faisceaux pervers, on
définit la notion de Module de Hodge polarisable (cf. 5.1-2), qui doit corre-
spondre 2 celle de faisceau pervers pur, et on démontre la stabilité par images
directes (perverses) par un morphisme projectif avec un théoréme de Lefschetz
fort relatif et une polarisation induite sur les parties primitives (i.e. une thé-
orie de Hodge-Lefschetz relative), cf. 5.3.1.

Soient X une variété analytique complexe lisse, 9y le faisceau des
opérateurs différentiels analytiques muni de la filtration F par degré d’opérateur,
et MF(9y) la catégorie des 9yx-Modules filtrés. On dit que (M, F)E MF(Dyx)
est holonome, si M est un 9x-Module holonome [16, 18] et GrfM est un
Grfd-Module cohérent (i.e. F est une bonne filtration de MT{loc. cit]). Soit
MF,(9Dy)1a sous-catégorie pleine de MF(Dy) des 9 yx-Modules filtrés holonomes.
D’aprés Kashiwara [16] on a le foncteur

DR: MF(9Dy) — Perv(Cy) (CD%(Cy))
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induit par DR(M, F)=[M—2YQM—-—2%QM] [n], ol n=dim X. Ici,
pour R un sous-corps de C, Perv(Ry) est la sous-catégorie pleine de Di(Ry) (la
catégorie dérivée des Ry-Modules & cohomologies constructibles) définie par les
conditions [1]:

dim supp J'K< —i, dim supp HDK<—i pour K&EDYRy),

ol D est le foncteur dual de Verdier [32]. D’aprés [1] Perv(Ry) est une catégorie
abélienne, et DR est exact et fidéle, car DR induit le foncteur exact de catégories
triangulées DR: Dy(Dy)—> DY(Cy), et M =0 si DR(M)=0 pour un module
holonome M.

Soit i: X—Y une immersion fermée de variétés analytiques lisses. On a
alors le foncteur image directe (cf. [2,21]):

[.: MFu@D) > MF(@y)

tel que g M, F):(S. M, F) avec j M=iy( Dy ® D M) (cf. [18]), ot la filtra-
tion F est la convolution de celle de Dy, x =2%Ri-10y i " (DyR(L7)™) et de M,
i. e. si on choisit des coordonnées locales (y,, -*+, ¥,,) de Y telles que X={y,,,
=+.=y,=0},0na

[ M=imior, £ M=, ik, M@

t
ol 8=(8 4115 ***» O)s V=p11, ***, V) EN" et r=m—n=codimy X. On vérifie

facilement DRo§_=i*0DR, cf. §2. Ici on utilise les 9-Modules & gauche seule-

ment dans cette introduction. La définition de I’image directe et la vérification
de la compatibilité ci-dessus sont plus faciles dans le cas de 9)-Modules & droite.
Pour la transformation de 9;-Modules & gauche dans ceux & droite on utilise le
foncteur (2%, F)Q©x avec Gri 2% =0 pour p3=—n. Le décalage de la filtration
F de I'image directe vient de cette transformation.

On définit MF,(Dy, @) la catégoric des Dy-Modules filtrés holonomes
munis de @-structure par le produit de MF,(Dy) et Perv(@y) sur Perv(Cy),
i.e. les objets sont les couples d’objets (M, F, K)e MF,(Dyx) X Perv(Qx) munis
d’un isomorphisme a: DR(M, F)=CQ®gq K dans Perv(Cy), et les morphismes
sont les couples de morphismes compatibles avec a@. Alors on a I'image directe

0.0 ix: MF(Dx, Q) = MF(Dy, @)

par ix(M, F, K)=(S_(M, F), iyK) pour une immersion fermée i comme ci-
dessus. On définira MH(X, w) la catégorie des Modules de Hodge de poids w
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comme une sous-catégorie pleine de MF,(Dy, @) en utilisant les foncteurs
cycles évanescents.
Soit g une fonction holomorphe sur X. On définit P'immersion par graphe

ipt X—>XXC par i,(x)=(x, g(x)). Posons (M, F)=S. (M, F) pour (M, F)e
MF,(Dy). Si M est régulier au sens de [18], on a la éltration V sur M dont
les gradués associés calculent les cycles évanescents de DR(M), cf. [17]. Side

plus la monodromie 7 de y,DR(M) est quasi-unipotente, la filtration V est
indexée par @ et on a les isomorphismes canoniques

(0.2) DR(D-1<as0 Gr¥ M) = v, DR(M) [1], DR(Gr7*M) = ¢,,DR(M) [—1]

tels que exp(—2=itd,) correspond 4 la monodromie T, cf. [loc. cit] (voir aussi
3.4.12), ou ¢, est la partie & monodromie unipotente de ¢, (cf. [10] pour la
définition de cycles évanescents v, ¢,). Ici V est décroissante et (9,—a
est nilpotent sur GryM, ot ¢ est la coordonnée de C. Si les conditions (cf.
(3.2.1.2-3)):

0.3 t:F,V*M 3 F, Vi our a>—1
» b p
0.4) 8,: F,GryM = F,,, Gry7*M  pour a<0

sont satisfaites pour (M, F, K)& MF,(9Dx, ), on définit les cycles évanescents
de (M, F, K) le long de g par:

VoM, F, K) = (D-1<uz0 Gry(M, F), +r, K[—1])
B (M, F, K) = (Gry'(M, F[—1), ¢, K[—1]).

Ici on peut construire les isomorphismes dans (0.2) en utilisant la condition (0.3)
et la condition Gry(M, F)e MF (D) pour a>—1, s’il existe la filtration V'
indexée par @ et satisfaisant les conditions (3.1.1.1—3), cf. 3.4.12. Mais pour
simplifier I’exposé, on suppose que M soit régulier et que la monodromie T soit
quasi-unipotente, lorsqu’on dit que (M, F, K) satisfait les conditions (0.3—4),
cf. 5.1.18.

On dit que (M, F, K)& MF,(Dy, Q) est & support strict Z, si supp M=Z,
Z est irréductible et M (ou K) n’a ni un sous-objet ni un objet quotient non-
trivial dont le support est plus petit que Z. Soit MF,(Dy, Q). la sous-catégorie
pleine de MF,(9y, Q) des objets & support strict Z ou ). On dit que (M, F, K)
EMF,(Dy, Q) est localement décomposable par support strict, si pour tout
ouvert U de X, la restriction de (M, F,K) & U est la somme directe de
(Mg, F, K;)e MF,(Dy, @), pour Z les sous-variétés fermées irréductibles de U,
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ol (M3, F, K,) sera dit la Z-composante de (M, F, K)|y. Cette propriété est de
nature locale, car la décomposition est unique. Si (M, F, K) satisfait les con-
ditions (0.3-4), (M, F, K) est localement décomposable par support strict, si
ona

(0.5) Gry'(M, F) = Im can@® Ker Var  dans MF(Dy)

pour toute g définie sur un ouvert U de X, ol can: Gry(M, F[1])—>Gry'(M, F)
et Var: Gry* (M, F)—Gry(M, F) sont définis par —&, et ¢, cf. 5.1.4-5.

Soit MF,(Dx, @),4ss la sous-catégorie pleine de MF,(Dx, @) des objets
satisfaisant les conditions (0.3-5) pour toute g localement définie. Alors
MH (X, w) est la plus grande sous-catégorie pleine de MF,(Dy, @), 4, satisfaisant
les conditions (cf. 5.1.6):

(0.6)  Sisupp (M, F, K)={x}, il existe (Hg, F, Hg) une @-structure de Hodge
de poids w telle que (M, F, K)=(i,)x(H¢, F, Hg), ol i,: {x}—=>X et F,=
F~? sur H de sorte que (Hg, F)E MF, (D).

(0.7) Pour toute g définie sur un ouvert U de X et pout toute sous-variété
fermée irréductible Z de U telle que g '(0)DZ, on a Gri_,.i1v,
(M3, F, Ky), Grl_y ¢,,(Mz, F, K)E MH(U, i), ot (M, F, K) est la Z-
composante de (M, F, K)|y.

Ici, W est la filtration de monodromie, i.e. N(W;)C W;_, et N’: Gr/=GrZ;
(7>0), cf. [7], ot N est définie par —(t8;—a) sur Gry M et par (2=i)'Qlog T,
sur ¥, K et ¢,,K avec T=T,T, la décomposition de Jordan de la monodromie.
Notons que ces conditions sont bien-définies par récurrence sur la dimension
du support, et qu’elles sont locales. Posons MH,(X, wy=MH(X, w) N\ MF,
Dy, ®]);. On a alors la décomposition localement finie

MH((X, w) = @, MH,(X, w).
Une polarisation de (M, F, K& MH(X, w) est un accouplement S: K&Q K—
ax@(—w) (=Qx(n—w) [2n]) satisfaisant les conditions (cf. 5.2.10):

(0.8) Si supp M={x}, il existe une polarisation S’ de (Hg, F, Hy) au sens de
[6] telle que S=(i,)%S’, ol i, et (H¢, F, Hy) sont comme dans la condi-
tion (0.6).

(0.9) S est compatible avec la filtration de Hodge F, i.e. le morphisme K—
(DK) (—w) correspondant & S se prolonge en un morphisme (M, F, K)
—=D(M, F, K) (—w) de MF(Dyx, @).

(0.10) Pour toute g et Z comme dans (0.7), I'accouplement induit Gr*?v,So
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({dQ@ N¥): Py Gr¥ v, K;[—11Q® Py GrY ry Ko[—11—>ay @ (1—w—i) est
une polarisation de la partie primitive Py GrY v, (M, F, K7),

cf. 5.2.3 pour la définition de ?v,S, ol les conditions sont encore par récur-
rence sur la dimension du support. Ici D(M, F, K)=(D(M, F), DK) est définie
par la compatibilit¢ du foncteur dual analytique et topologique, cf. 2.4.12 et
2.4.15 (voir aussi [18, 23)), et D(M, F) appartient & MF,(9y), i.e. la filtration F
de D(M, F) est strictement compatible & la différentielle du complexe, sii Gr¥ M
est un Grf9y-Module de Cohen-Macaulay. Mais la derniére condition est
satisfaite pour les Modules de Hodge, cf. 5.1.13. Noton qu’une polarisation est
compatible a la décomposition par support strict, i.e. S=@S; avec S, une
polarisation de la Z-composante, car Hom (K, K;-)=0 pour Z==Z'. On dit
qu'un Module de Hodge est polarisable, s’il a une polarisation. On notera
MH(X, w)? (resp. MH (X, w)?) la sous-catégorie pleine de MH(X, w) (resp. MH,
(X, w)) des Modules de Hodge polarisables.

Soient f: X— Y un morphisme propre de variétés analytiques lisses, et
(M, F, K)E MF,(9x, ). Soient i: X— X X Y la immersion par graphe de f, et
p: XX Y—Y la projection. On définit I'image directe f(M, F, K)z(S (M, F),
f+K) par Sf (M, F)=RpaDRyy (M, F) avec (B, F)=| (M, F) et

FiDRyyyjy M = [F; M — 25QF;y; M—-—>25QF,,, M][n],

cf. [2,21] (voir aussi [6, 36] pour le cas Y=pt). On vérifie facilement DRoS =
5
f%°DR, cf. §2 pour la définition de I'image directe plus intrinséque en utilisant
les Modules induits. SiS (M, F) est strict, i.e. la différentielle du complexe
!

est strictement compatible a la filtration F, on définit
S (M, F,K) = (0 | M, P), 2901,K) € MF,(@,, Q)
f

car DRo 9’ =*9{7o DR, ou ?.9(’ est le foncteur cohomologie perverse, cf. [1]. Le
théoréme principal de cet article est (cf. 5.3.1):

Théoréme 1. Soient f: X—Y un morphisme projectif de variétés analytiques
lisses, et (M, F, K)e MH(X, w) muni d’'une polarisation S. Alors

i) S (M, F) est strict, et K’ fx(M, F, K\E€ MH(Y, w-j)?.
s -
i) Vi fo(M,F,K)= Y f(M, F, K) (j) pour j>0.
i) (=192 f,So(idQV): P? I~ fxKQ P, * A~ fK—ayQ(j—w)
est une polarisation de la partie l-primitive P, fo(M, F, K) pour j>0.
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Dans ii), (j) est le twist de Tate pour jEZ, ie. (M, F)(j)=(M, F[j]) avec
F[jl,=F,-j, cf. (2.0.2), et [ est la premiére classe de Chern d’un faisceau in-
versible f~ample. Pour la démonstration du théoréme 1, on vérifie d’abord

Lemme 1. (M, F, K)EMH (X, w) (resp. MH (X, w)?) est génériquement
(sur Z) une variation de Q-structure de Hodge (resp. @-structure de Hodge polari-
sable) de poids w—dim Z.

En effet, cela résulte des deux lemmes suivants (cf. 5.1.8-10, 5.2.11-12):

Lemme 2. MH,(X, w) (resp. MH,(X, w)?) ne dépend que de Z, i.e. elle est
indépendante de I'immersion de Z dans une variété lisse X.

Lemme 3. (M, F, K\ MHx(X, w) est une variation de @-structures de
Hodge de poids w—dim X, si K[—dim X] est un systéme local sur X. De plus
une polarisation de (M, F, K) est une polarisation de la variation (au sens de [6]).

Ici on a utilisé aussi

Lemme 4. Pour (M, F, KYe MH,(X, w), K est un complexe d’intersection
IC,L pour L un systéme local défini sur un ouvert de Zariski lisse U de Z.

La derniére assertion résulte immédiatement de la définition de support strict.
Puisque les cycles évanescents d’un Module de Hodge sont ‘mixtes’ (i.e. Grl
sont purs), il faut traiter un peu le cas mixte.

Une filtration W de (M, F, K)e MF,(Dy, @) est un couple de filtrations
sur M et K compatibles avec I'isomorphisme @. Soit MF,W(Dy, Q) la catégorie
des objets de MF,(Dy, @) munis d’une filtration croissante W localement finie
sur X. Soit MHW(X) (resp. MHW (X)?) la sous-catégorie pleine de MF,W
(Dx, Q) définie par la condition:

Gr¥(M, F, K)e MH(X, i) (resp. MH(X, i)?) pour tout i,

i.e. les objets de MHW(X) (resp. MHW(X)?) sont les extensions (arbitraires)
des objets de MH(X, i) (resp. MH(X, i)?), et ils sont appelés les Modules de
Hodge W-filtrés (resp. Modules de Hodge polarisables W-filtrés). On démontre
par récurrence sur la dimension du support (cf. 5.1.14, 5.2.13):

Lemme 5. MH,(X,w), MH(X,w), MHW(X), MH, X, w)?, MH(X, w)?
et MHW(X)? sont des catégories abéliennes dont les morphismes sont strictement
compatibles avec F (et strictement bi-compatibles avec F, W dans le cas de
MHW(X) et MHW(X)?, cf. 1.1.15, 1.2.2, 1.2.6 pour la définition de morphisme
bi- (ou I-) strict), et MH (X, w)? et MH(X, w)? sont semi-simples.
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On définit le twist de Tate par
(M, F, K; W) (j) = (M, F[j}, K(j); W[—=2j]), cf. (2.0.2).
Soit (M, F, K; W) un Module de Hodge W-filtré muni d’un morphisme
N:(M,F,K; W)— (M, F,K; W)(—1)
et un accouplement S: KQ K — axQ(—w) = Qx(dim X—w) [2 dim X] tel que

S(dQN)+S(N id) =0,
N?: GrY, (M, F,K)= Gr¥_M, F,K)(—j) pour j>0,

et que Gr”So(id @ NP): PyGrY,; KQ PyGr¥, ; K—axQ(—w—j) est une pol-
arisation de la partie N-primitive PyGrl, (M, F, K) (: =Ker N?*!) pour j=0.
On dit que (M, F, K; W) est fortement polarisé par S, N avec poids w, si les
conditions ci-dessus sont satisfaites. On démontre le théoréme 1 et la proposi-
tion 1 ci-dessous par récurrence sur la dimension du support.

Proposition 1. Soient f1 X—Y comme dans le théoréme 1, et (M, F, K; W)
un Module de Hodge W-filtré fortement polarisé par N, S avec poids w. Alors

D | P est strict er (90 a0, F, ), wijD e mEw(YY
Il . o~ . ‘s .
i) P (47 fo(M, F, K), W[—j]) = (H (M, F, K), W[j]) (j) pour j>O0.
iii) La partie l-primitive (P, 977 fu(M, F, K), W[—j]) est fortement polarisée
par N, (—1)7Y=P2s g/ £ So(id ® I’) avec poids w—j pour j>O0.

Ici W sur S M, f«K n’est pas strict; la filtration W sur ﬂ[fg M, 29 foK est
f f

définie par I'image de 9/ g W,M dans 9l S M, etc.
f 5
D’aprés le lemme 1 et le théoréme 1, la preuve de la proposition 1 est

réduite 4 un lemme de structure de Hodge bi-graduée polarisée (cf. 5.3.6) en
utilisant la suite spectrale:

Bt = U7+ £,Gr¥, (M, F, K) = J** f(M, F, K)

qui dégénére en E,, cf. 5.3.5.

Pour la preuve du théoréme 1 on peut supposer que (M, F, KY\&EMH,
(X, w). Sidim f(Z)=0, on prend toutes les fonctions g localement définies
sur Y telles que /! g7%(0) ne contient pas Z. On applique la proposition 1 a
(e s (M, F, K), W), (8,7.(M., F, K), W), et on utilise 3.3.17, cf. 5.3.4. Si dim
f(Z)=0, on peut supposer que X=P", Y=pt d’aprés le lemme 2, et on prend
un pinceau de Lefschetz en sorte que 1’assertion est réduite au cas ol f se
factorise par un morphisme plat X—P'. Alors on applique le méme argument
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que ci-dessus & X—P%, et un résultat de Zucker [36] & P'—>pt pour démontrer
I’assertion i). Pour ii) et iii) on utilise le théoréme de Lefschetz faible (cf. [1];
voir aussi 2.1.18) et aussi le pinceau de Lefschetz ci-dessus, cf. 5.3.8.

Pour appliquer le théoréme 1, il faut démontrer une réciproque du lemme
3 (cf. 5.4.3):

Théoréme 2. Une variation de Q-structure de Hodge polarisée de poids w
sur une variété lisse X est un Module de Hodge polarisé de poids w-+dim X,

Pour la démonstration il faut vérifier les conditions (0.3-5), (0.7) et (0.10)
pour toutes les fonctions holomorphes localement définies sur X. D’apres
Hironaka [13] on a une désingularisation de g (car X est locale), et on se raméne
au cas olt g7%(0) est A croisements normaux (et & multiplicité constante) par le
méme argument que dans la preuve du théoréme 1 dans le cas dim f(Z)==0.
Alors on peut vérifier les assertions directement, ol on utilise les trois filtra-
tions compatibles (cf. 1.1.13) pour calculer les cycles évanescents, cf. 3.6.9.

Soit Z une variété analytique irréductible. Alors on peut définir MH ,(w)
(resp. MH ,(w)?) la catégorie des Modules de Hodge (resp. Modules de Hodge
polarisables) de poids w a support strict Z en utilisant les immersions locales de
X dans des variétés lisses d’aprés le lemme 2 (et 3.2.6), cf. 2.1.20, 5.3.12. On dit
qu'une variation de structures de Hodge sur une variété lisse est géométrique,
si elle est un facteur direct de I'image directe par un morphisme projectif lisse
d’une variation de structures de Hodge dont le systéme local sous-jacent est
constant de rang un, i.e. chaque fibre de la variation est le facteur direct de la
cohomologie du fibre du morphisme au twist de Tate prés. On dit qu’une var-
iation géométrique sur un ouvert de Zariski lisse U d’une variété analytique ir-
réductible Z est prolongeable rel. & Z, si le morphisme projectif lisse ci-dessus
sur U se prolonge en un morphisme projectif sur Z. On dit qu’une variation
géométrique est algébriquement géométrique, si la variété et le morphisme pro-
jectif lisse ci-dessus sont algébrique. Notons qu’une variation algébriquement
géométrique est prolongeable pour toutes les compactifications (partielles) algé-
briques d’aprés Nagata, Chow et Hironaka. Comme corollaire des théorémes
1 et 2, on obtient:

Corollaire 1. Si une variation de structures de Hodge géométrique définie
sur un ouvert de Zariski lisse U d’une variété analytique irréductible Z est pro-
longeable rel. a Z, elle se prolonge canoniquement en un Module de Hodge polari-
sable a support strict Z. En particuler il existe uniquement un Module de Hodge
polarisable a support strict Z de poids dim Z, dont le systéme local sous-jacent
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est le complexe d’'intersection 9C,Q.
Alors le théoréme 1 implique:

Corollaire 2. Pour une variété projective irréductible Z et un systéme local
L sous-jacent & une variation de structures de Hodge algébriguement géométrique
définie sur un ouvert de Zariski lisse de Z (e.g. L=Qy), il existe canoniguement
une structure de Hodge pure polarisable sur la cohomologie d’intersection IH®
(Z,L:)=H(Z,9C,L).

Corollaire 3. Soient f: X— Y un morphisme projectif de variétés analytiques
irréductibles, et L un systéme local sous-jacent & une variation de structures de
Hodge géométrique sur un ouvert de Zariski de X. Si la variation géométrique
est prolongeable rel & X, on a le théoréme de décomposition de Beilinson-Bernstein-
Deligne-Gabber pour f49Cx L I'image directe du complexe d’intersection & coéf-
ficient L, i.e.

(0.11) [+ICx L = @ ;0H [ ICx L) [—j] dans DYQy),
0.12) PY fuICx L = Dy ICyr Ly dans  Perv (Qy),

ot les Z' sont les sous-variétés fermées irréductibles de Y et les Ly, sont des
systémes locaux sur des ouverts de Zariski lisses de Z', cf. [1] pour le cas algébrique.

En effet, on a (0.11) d’aprés l’assertion ii) du théoréme 1 et [8], et (0.12)
d’aprés ’assertion i) du théoréme 1 et le lemme 4. Notons que les systémes
locaux L%, sont semi-simples d’aprés [6] dans le cas algébrique.

Conjecture 1. Les corollaires ci-dessus restent valables (sans condition de
prolongeabilité), si on remplace la condition “géométrique” par “polarisable”.

Cette conjecture sera démontrée dans ’article suivant. En effet elle résulte
de I’équivalence de catégories:

Conjecture 2. MH ;(w+dim Z)?=VSHgen(Z, w).

Ici le terme a droite est la catégorie des variations de @-structures de Hodge
polarisables sur des ouverts de Zariski lisses de Z dont les monodromies locales
sont quasi-unipotentes. Notons que la conjecture 2 est équivalente a la stabilité
des Modules de Hodge polarisables par image directe intermédiaire par un
morphisme ouvert tel que I'image directe du faisceau pervers sous-jacent par ce
morphisme est a cohomologies constructibles.

La motivation originale de ce travail était de généraliser la démonstration
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analytique du théoréme de décomposition (0.11-12) dans le cas dim Y=1 et
JICx L=@Qx, ou X, Y sont lisses, cf. [26,27]. Notons que la proposition 4.2.2
corrige la preuve de Steenbrink du théoréme 5.9 dans [29], cf. 4.2.5. Par défini-
tion les Modules de Hodge polarisables sont stables par les foncteurs cycles
évanescents gradués Gr¥+y,, Gr¥¢ .. Cette stabilité pour (O, F, @x[dim X])
est une généralisation d’un résultat de Varchenko [35] au cas singularités non-
isolées, cf. [28, (4.1)]. Notons que la motivation originale de [26,27] était de
donner une démonstration (et formule) naturelle du résultat de Varchenko.

Dans [2], Brylinski a proposé une autre définition de filtration de Hodge
sur un 9-Module holonome régulier correspondant & un complexe d’intersec-
tion qui est génériquement sous-jacent & une variation de structures de Hodge
polarisable, en utilisant I'ordre de Kashiwara-Kawai [18], cf. 5.4.9. Malheu-
reusement il n’y a pas de méthode qui la relie 4 la théorie de Hodge classique
sauf le cas ou les singularité de la variation sont & croisements normaux, ni de
stabilité de ’ordre de Kashiwara-Kawai par un morphisme projectif. Notons
que, dans la théorie de Hodge, I'usage de 9-Modules filtrés remonte a Deligne:
la généralisation d’un résultat de Griffiths sur l'intégral des formes rationnelles
(i.e. la filtration de Hodge d’une variété ouverte est donnée par ’ordre de pdle
de formes différentielles rationnelles, cf. [6, (3.1.11)]), car

RI(X, (j22%, F))[dim X] = SM‘ (Ox(+Y), F)

par définition, olt X est une variété complexe lisse propre et Y=X\X* est une
hypersurface a croisements normaux. Une raison par laquelle §)-Modules filtrés
sont essentiels, est qu’on obtient des complexes des 9)-Modules filtrés avec une
filtration stricte, et que ceci exprime des analogues relatifs de la dégénérescence
de la suite spectrale: Hodge=>De Rham.

Dans cet article on n’utilise pas la notion de 9-Module holonome régulier;
ceci pour répondre une question de Mebkhout. On peut, si on veut, supposer
que tous les 9-Modules holonomes considérés dans cet article sont réguliers,
car on peut démontrer que les conditions imposées aux Modules de Hodge
entrainent leur régularité, cf. 5.1.18.

Le plan de cet article est comme suit:

En §1 on résout le probléme de trois (ou plusieurs) filtrations, présenté
dans [6]. On définit la notion de filtrations compatibles, celle de complexe (ou
morphisme) strict, et on donne quelques critéres, cf. 1.2.9, 1.2.12.

Pour deux sous-objets 4,, 4, d’un objet 4 d’une catégorie abélienne (e.g.
la catégorie des espaces vectoriels), il existe toujours un diagramme carré de
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suites exactes courtes C*/ tel que C™=4,, C" =4, et C""=4 d’aprés le
lemme des neuf (ou le lemme de Zassenhaus [loc. cit]). C’est pourquoi on n’a
pas de probléme pour deux filtrations. Mais pour trois sous-objets 4;(j=
1,2, 3), un tel diagramme cubique n’existe plus en général (e.g. A=R?, dim
A;=1 et la position de A; est générique, i.e. 4;54; pour i=j). On dit que
trois filtrations F,(j=1, 2, 3) sont compatibles, si le diagramme cubique ci-dessus
existe pour tous F?, Fi, F; (p,q,rZ). Dans ce cas on peut vérifier que
Grk, Gri, Gry, ne dépend pas de l'ordre de filtrations. Les résultats principals
de ce paragraphe sont les théorémes 1.2.9 et 1.2.12 qui donnent des critéres par
récurrence pour que des filtrations soient compatibles et qu’un complexe multi-
filtré soit strict. En 1.3 on interpréte les résultats de 1.1-2 du point de vue
de la catégorie exacte au sens de Quillen [24]. On donne aussi un formalisme
de la filtration décalée (cf. [6]) et de la filtration de monodromie (cf. [7]) dans la
catégorie exacte. Ces résultats seront utilisés pour étudier le cas mixte dans
l’article suivant.

En §2, on donne quelque formalisme de 9-Modules filtrés, i.e. la défini-
tion d’image directe et de dual, la dualité pour un morphisme propre avec la
compatibilité de la dualité analytique et topologique par le foncteur DR. Le
point clé est l'usage systématique de Modules induits sur (@, 9), ie. de la
forme (L, F) Q@ o(D, F) pour un O-Module filtré (L, F), et I'introduction de
complexes filtrés différentiels; ce qui simplifie considérablement les définitions
ci-dessus et les vérifications des propriétés fonctorielles. Ici on utilise les -
Modules & droite car c’est plus commode pour les images directes, pour la
dualité et pour le foncteur DR™! qui associe un complexe de 9-Modules filtrés
4 un complexe filtré différentiel. Les lemmes clés sont 2.2.2 et 2.4.2.

En §3, on donne un formalisme de la filtration V (comparer 3 [17] [22]).
En 3.2 on introduit la notion de compatibilité entre la filtration de Hodge F et
la filtration V, et on démontre que la filtration F est déterminée par sa re-
striction au complément d’un diviseur dans quelque cas, cf. 3.2.2-3. En 3.3
on définit 'image directe d’'un 9)-Module muni des filtrations F et V par un
morphisme propre. On démontre que 'image directe est bi-strict au sens de
§1, et que I'image directe de la filtration V induit la filtration ¥ sur les coho-
mologies de I'image directe, si 'image directe de Gry (M, F) est strict pour tout
a, cf. 3.3.17. En 3.4 on construit un isomorphisme fonctoriel entre DR Gr¥
et vDR, ¢,DR, en généralisant la construction de Katz (voir [29]) et de Malg-
range [22], ou on utilise un résultat récent de Kashiwara-Schapira [19] (voir
aussi [15]) pour démontrer la finitude de I'image directe par un morphisme
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non-propre associé 4 une fibration de Milnor, cf. 3.4.9. En 3.5, on définit les
morphismes de restriction et de Gysin pour les 9-Modules filtrés holonomes
dans le cas non-caractéristique de codimension un. On calcule aussi les cycles
évanescents dans quelque cas; ceci est utilisé dans la preuve de 5.3.1, cf. 5.3.8.
En 3.6, on calcule les cycles évanescents v,(O, F) dans le cas olt g7}(0) est a
croisements normaux et & multiplicité constante; ceci est utilisé dans la preuve
de 5.4.3.

En §4, on démontre le lemme clé (cf. 4.2.2) pour le passage de E, 3 E, de la
suite spectrale associée a W (cf. 5.3.5 et la proposition 1 dans cette introduc-
tion). Une nouvelle et simple démonstration de 4.2.2 avec les signes exacts a
été obtenue par Deligne, cf. [11].

En §5, on définit les Modules de Hodge polarisables (cf. 5.1-2), et on
démontre les théorémes principals et leurs corollaires. Les points clés sont
5.1.14 (cf. lemme 5), 5.2.14 et 5.3.4 (cf. proposition 1 avec 3.3.17). On démontre
aussi que GrfM est de Cohen-Macaulay pour (M, F, K) un Module de Hodge,
cf. 5.1.13, et on définit les accouplements *v-, S, ?¢, S induits par le foncteur
cycle évanescent, cf. 5.2.3. En 5.2.17-21, on donne un formalisme de suite
spectrale associée & un objet quasi-filtré (ou spectral) qui a été peut-&tre connu
par Verdier, cf. [1].

Je remercie P. Deligne, M. Kashiwara et B. Malgrange pour leurs mathé-
matiques (et philosophies) qui m’ont introduit & ce sujet, et pour les conver-
sations avec eux, qui m’ont donné une orientation correcte pour résoudre les
difficultés techniques. Ce travail a été fait pendant mon séjour & I’Institut
Fourier (CNRS), I’Université de Leiden (ZWO), 'THES, ETH-Ziirich, I'Univer-
sité de Nice (CNRS), MPI Bonn et IAS Princeton. Je remercie les membres
de ces instituts pour hospitalité.

Convention. On définit le décalage de filtration pour nEZ par

(Fln)y = F*, (F[n]); = F;,
en sorte que ces définitions soient compatibles avec la convention usuelle:
F i =F —f

§1. [I-filtrations compatibles et morphismes I-stricts
1.1. [Ifiltrations compatibles
1.2. Catégories dérivées et morphismes stricts
1.3. Complément

§2. 9-Modules filtrés
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§4.

85.
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2.1. 9-Modules filtrés et B-Modules gradués
2.2. Foncteur de de Rham et complexes filtrés différentiels
2.3. Foncteur image directe
2.4. Foncteur dual
2.5. Dualité pour un morphisme propre
Filtration de Malgrange-Kashiwara et cycles évanescents
3.1. Filtration rationnelle de Malgrange-Kashiwara
3.2. Compatibilité avec la filtration F
3.3. Catégories dérivées et images directes
3.4. Cycles évanescents
3.5. Le cas non-caractéristique
3.6. Le cas croisements normaux
Structures de Hodge graduées
4.1. Structures de Hodge graduées polarisées
4.2. Structures de Hodge bi-graduées polarisées
Modules de Hodge polarisables
5.1. Modules de Hodge
5.2. Polarisation
5.3. Stabilité par image directe par un morphisme projectif
5.4. Variations de structures de Hodge polarisables

§1. [I-filtrations compatibles et morphismes I-stricts
Soient I un ensemble fini (non vide) et 4 une catégorie abélienne.

1.1. [I-filtrations compatibles

1.1.1. Définition. Soit C/(A) la catégorie des complexes I"P' naifs (cf. [9]).
On dit que un objet K de C¥(A) est court si K¥=0 pour les éléments v de Z?

tels que max|v(i)|>1, et exact si K*~% = k¥ 3 KU est exact pour tout v de
il

Z! et pour tout i de I

On notera C!,(A) la sous-catégorie pleine de C?(4) des complexes exacts

courts.

1.1.2. Remarques.

¢y
@

Col(AY)=CL(A)°
CI.(A) est stable par extensions dans C’(_f), donc c’est une catégorie ex-

acte dans la catégorie abélienne C?(A). (Pour la définition de catégorie
exacte, voir [21], [24].)
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1.1.3. Définition. Soit 27 la catégorie des sous-ensembles de I, dont les mor-
phismes sont les inclusions naturelles, soit S;(.f) (resp. S;(A)) la catégorie des

foncteurs contravariants (resp. covariants) de 2/ dans A.
On définit un foncteur S (resp. S) de C*(A) dans Sy(A) (resp. S;(A)) par

S(K); (tesp. S(K);) = K* pour K = {K’}h,ez €CHS)
ol JE2! et v& Z7 satisfont la relation:
v(i) = —1 (resp. 1) si i€ J, et 0 sinon.

() W) ) «)
Soit S§(A) 'image essentie(lle du foncteur S: CIL(A)— S(A), ie. Si(A) est
la sous-catégorie pleine de LSV’(JZ) définie par:

(v) (v)
E€SiA)sii E==S(K) pour Ke&Cl(A).

Désormais le symbole ¢’ signifie qwily a deux énoncés I'un pour S,
S¢(A), ete. et 'autre pour S, S i(A), etc.

Un objet de S§(A) (resp. S‘;(J)) sera dit un systéme compatible de sous-
objets (resp. d’objets quotients).
1.1.4. Remarque. S{A°)=S{A)°, S{A°)=Si(A)°.

() ()
1.1.5. Proposition. Le foncteur S: CL(A)—>S(A) est une équivalence de
catégories; une suite

(1.1.5.1) 0—>E —>E—>E’'—>0

dans C T (A) est exacte dans la catégorie exacte CL.(A), sii l'image de (1.1.5.1)
par S est exacte dans la catégorie abélienne S (A).

Preuve. On procéde par récurrence sur |I|. Si |I]|=1, I’assertion résulte du
“lemme des 9. Si |I|>1, on a I=I'U{*} et la catégorie S;(1) est
équivalente a la catégorie des morphismes de S;/(.f), donc, pour E', E*c
CI:(A), un morphisme f: S(E')—S(E?) dans S;(A) correspond 4 un diagramme
de SiAA):

a.
FL,—5 F}

(1.1.5.2) fal V fo

ol S(E?) correspond 2 [a;: FL,—Fil€Mor (Si/(A)). Par hypothése de récur-
rence, le diagramme (1.1.5.2) équivaut au diagramme de CI():
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d
EL, —> E}

1.1.5.3

( ) bog

ol EiceCl(J) est défini par (E5)*=(E')” pour uc€Z’, vEZ' tels que u=
v|p, v(x)=j. Puisque dy: EL;—Ej} est strictement injectif par la définition de
Fi, E}, le diagramme (1.1.5.3) se prolonge en un diagramme:

0—EL, > E}—>EI—0

y vl

0—E% - E{—>E}—0.
Un tel diagramme équivaut 4 se donner g: E'—E? tel que S(g)=f: d’ou la pre-
miére assertion. La deuxiéme assertion résulte du “lemme des 9. Méme
démonstration pour S.

(v)
1.1.6. Corollaire. S$(A) est une catégorie exacte, dont une suite est exacte
(v)
sii elle Pest dans S (A).

C’est clair.

1.1.7. Remarque. Pour ¢ =Mor CI.(A), ¢ est un monomorphisme dans la
catégorie abélienne C’( A) sii ¢ est un monomorphisme strict dans la catégorie
exacte Cio(A). Mais g=Mor S§(A) n’est pas nécessairement un monomor-
phisme strict dans la catégorie exacte, méme si c’est un monomorphisme dans
la catégorie abélienne Sy(A).

1.1.8. Définition. Soit ¢ un morphisme dans iSv’,)(Jl), alors on dit que ¢ est
(svt)rict si Ker ¢ et Coker ¢ dans la catégorie abélienne é;(u?l) appartiennent a
Si(A).

1.1.9. Proposition. Soit ¢: E'—FE un monomorphisme strict dans S A),
i.e. on a une suite exacte dans la catégorie abélienne S (A):

(1.1.9.1) 0—>E’2>E-—>E”—>0,
telle que Coker ¢ =E” € Si(A), alors E' € S§(A) sii E€ S§(A).
Preuve. Par récurrence sur [I|. Si |I|=1, ’assertion résulte du lemme des
cing.
Si |1] <1, posons I=I'U {x}, alors on a un diagramme
0—E} —E, —E{f -0

(1.1.9.2) at at d't
0—>Ei1'->E_1'_>E:_11'—>0
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dans S;AA), qui correspond & (1.1.9.1). Si E’ ou E appartient & S7(_4), on a
E%, E;, E}’ &8:/(A) par hypothése de récurrence; de plus, a’ et a”’ oua et a”
sont des monomorphismes stricts, donc a’, a et @’ sont des monomorphismes
stricts par le lemme des cinq et d’aprés 1.1.5. L’assertion résulte du fait que
EESi(A) sii E_,, E,=S5/(A) et E_,— E, est un monomorphisme strict (de
méme pour E’).

1.1.10. Corollaire. S§(A) est stable par extensions dans S;(A).

1.1.11. Corollaire. Pour ¢ < Mor S§(A), ¢ est strict dans la catégorie
exacte S{(A) sii il Pest dans S{(A) (cf. 1.1.8).

1.1.12. Proposition. Soient ¢: E—F et yr: F—G des morphismes dans
S (A) tels que + soit un monomorphisme strict, alors ¢ est un monomorphisme
strict sii Yo lest.

Preuve. Si ¢ ou ¢ est un monomoprhisme, ¢, ¢ et ¢ sont des monomor-
phismes dans la catégorie abélienne, donc on applique la proposition 1.1.9 & la
suite exacte:

0 — Coker ¢ — Coker y»¢ — Coker y» — 0;
d’ou 'assertion.

1.1.13. Définition. Soit F,(]) la catégorie additive des objet de A munis
de Ifiltrations, ie. 0b F(A)={(4, F))} ot A€O0b A et F;={{F% ,cz}ics
est une famille de filtrations décroissantes de A. Pour vEZ!, on définit un
foncteur

F*: F(A) — Sf(A)  (resp. F: F(A) — Sy(A))
par
PMJQ=§gﬂmhq(mp#me={%§mehqy
Soit (I‘if)(u?l) la sous-catégorie pleine de Fy(A), définie par:
(4, F,)e(lf“);(dl) sii }53(A, F,)E(.Sxf)(u?l) pour tout vEZ7 .
Si (4, F))EFi(A), on dit que F; sont des I-filtrations compatibles de A.

1.1.14, Lemme.
(1) FA)=Fi(A) (donc F§(A°)=Fi(A)°)

(2) Pour une suite

(1.1.14.1) 0—>E —>E—>E'—>0
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de Fi(A), l'image de (1.1.14.1) par F* est exacte sii celle de (1.1.14.1) par
FYY Pest.  Pour un morphisme ¢ de F $(A4), F(¢) est strict sii F*™Y(¢) Pest

v v

Ccla résulte de 1.1.5, car S™F’=S"1F""" sur Fi(A).

1.1.15. Définition. Une suite (1.1.14.1) de Fj(A) est exacte, sii son image par
F” T’est pour tout v&€Z?. Un morphisme ¢ de Fi(A) est strict, si F¥(¢) Pest
pour tout v 2.

1.1.16. Remarque. Fi( 1) est une catégorie exacte munie des suites exactes
définies dans 1.1.15, cf. 1.3.3. Si un morphisme ¢ de F§(A) est strict, il
existe Ker ¢, Coker ¢, Im ¢ et Coim ¢ dans Fj(f) et Coim ¢ = Im ¢, car c’est
valable pour tout F*(¢) (ou S~'F*(¢)).

1.2. Catégories dérivées et morphismes stricts
() (v)
Soient S A), Si(A), Fi(A) et Fi(A) comme dans 1.1.

1.2.1. Définition. Soient CF;(.A), CF; (Jl()v)et CiSV';(J) respectivement la
ca(ttve;:gorie des complexes de F,(A), Fi(A) et Si(A), soient KF,(A), KFi(A) et
KS;(A) comme dans [31], i.e. les morphismes sont les classes d’équivalence
homotope. Soit H*: CfSV',)(J)%ng,)(J) (resp. H*: K.(S‘v,)(ull) —>f§’v,)(uzl)) le foncteur
(cvc;homologique ?vs)uel (keZ). On notera enc(:?)re %“’: CF, ,(Jl)—>CES¥,)(Jl) (resp.
FY: KF, ,(Jl)—;KS,(Jl)) le fonctc(e:u induit par F* (veZ’).
Soit KF ,(Jl)¢ (resp. KF{(Jl)ﬁ) la sous-catégorie pleine de KF(A) (resp.

KF3$(A)) définie par:

E"€KE(A)® (resp. KE(AYP) sii HFFYEY) = 0

pour tout veZ, keZ .
On définit

D(ﬁ;(Jl)(j KFé(J)/K%,)%;)Q)Q’ (resp. DEYA) = KFH(A)KEAA)
(Notons que( vI)(F (A (resp.( VI)(F i(Jl)ﬁ) est une sous-catégorie épaisse [31].)
Soit C°F,(A) (resp. C°F§(A)) la sous-catégorie pleine de CF;(A) (resp.

CF§(.A)) définie par:

E"€CFA) (resp. CFH)) sii HAEVE") e S

pour tout v, k.
Si(rfl)ilairement 011(V<)iéﬁnit la sous-catégo(rvie): pleine Ds((lv‘"i),)(dl) (resl)(.v)D‘(Iv?;‘(J)) de
DF(A) (resp. DF§(A)) en utilisant H*F* (mais D°Fy(A) et D°Fi(A) ne sont
pas des catégories triangulées en général.)
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1.2.2. Définition. On dit qu'un complexe E° de Fy(A) est strict (resp. costrict)
si E'€C°Fy(A) (resp. CSFV'I(J)). Pour un morphisme ¢ dans F,(4), on dit
que ¢ est strict (resp. costrict), si le complexe défini par ¢ I’est.

1.2.3. Proposition. Soient E'=CFi(A) et ve Z', alors:
() H*F(E")ES{(A) pour tout k, sii H*F*"(E")E S§(A) pour tout k.
(i) H*FY(E")=O0 pour tout k, sii H Ja 1=Y(E")=0 pour tout k.
(i) E°€C°Fi(A), sii d*: E*—>E**! est un morphisme strict au sens de 1.1.15
pour tout k.
(iv) H*FY(E")=O0 pour tout k, v, sii d*: E*—E*"' est un morphisme strict au
sens de 1.1.15 avec Im d*'=XKer d* pour tout k.

11 suffit de vérifier les assertion pour tout S™'F*E", donc cette proposition
résulte du lemme suivant:

1.2.4. Lemme. Soit E* un complexe de CL. (), et soit d*: E¥— E*" Ja
différentielle de E°. Posons

ZF =XKerdt, B*=Imd*!, C* = Cokerd**
H* = Z*/B* dans C!(A)

alors les conditions suivantes sont équivalentes:

() H*eCl(JA), Vi (b) B*eCL/(A), Vk
(© CrteCi(JA), Vk (@) z*eCl(A), Vk
(e) S(HHESUA), ¥k  (f) SHYHESUA), V.

Preuve. On démontre ’équivalence de (a), (b), (d) et (¢) par récurrence sur
[1]; un argument dual montre celle de (a), (b), () et (f).

Si |I|=1, on a H¥(Z*¥)=0 dour j=1 par le lemme de serpent pour d*:
E*E*! on H’: CI(A)— A est le foncteur cohomologique usuel. D’aprés
la suite exacte

0— Z*—> E* — B*1 >0
on a Hi(B*)=H'*Y(Z*), donc H(B¥)=0 pour j+0. De la suite exacte
0-> Bt — ZF—> H* -0,
on déduit:
H™(H* = HYBY, HYH" =0, HYH*=HYZ";

ce qui montre I’assertion pour [I]=1.
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Si |I|>1, posons I=I'T]{*}, alors E € C!.(A) est équivalent & une suite
exacte courte de complexes de CL(A)

(1.24.1) 0—-E ,—>E,—E—Q0.
Si une des conditions (a), (b), (d) et (e) est satisfaite, on a
HXE)). BXE;)), ZHE) € CL(A) pour i=—1,0

par hypothése de récurrence; de plus, dans le cas ol la condition (e) est satis-
faite, H*(E_,)—> H*(E,) est un monomosphisme strict dans CZ,(4) (par la défini-
tion de S$(_A)), donc on peut appliquer ’assertion pour |I|=1 aux complexes
de suites exactes courtes de 4:

(1.2.4.1)y 0—-E',>E;—>E!—0, veZzv,;
d’ou I’assertion.

1.2.5. Corollaire. DF f(Jl)zDﬁ i(A), C°F i(Jl)zC’ﬁ}(J[),
D Fi(A)=DFi(A).
1.2.6. Corollaire. Soit ¢ un morphisme de Fi(A), alors les conditions
suivantes sont equivalentes:
(a) ¢ est strict dans Fy(A) (cf. 1.2.2),
(b) ¢ est costrict dans Fy( A),
(c) ¢ est strict au sens de 1.1.15.

1.2.7. Définition. Pour i1, posons I'=I\{i}. Soient p, g des entiers ou
4 oo tels que p<q; on définit un foncteur

G2 F(A) — Fp(A)
par

GH(A, Fy) = (F4A|Fi4, Fp),
ol F7A=0, Fi"A=A et Fp={F;} e;- est une famille des filtrations induites
sur F2A/F!A. On aalors des morphismes naturels de foncteurs G2/ — G247
pour p>p’, g=>q’. Posons Gri,=Gi*!, GH=Gi*™ et Gp=Gr™""

1.2.8. Définition. Soit ¢: E’— E un morphisme de CF,(_1), alors on dit que
é est un monomorphisme strict cohomologique (m.s.c.), si ¢: H*F'E'—>H*F'E
est un monomorphisme strict dans S;(_{) pour tout k, v, cf. 1.1.8.

1.2.9. Théoréme. Soit E'=(4", F;) € CF;(A), soient i<I, I' =I\{i}.
Considérons les conditions suivantes:
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0 E'€C°F(A),

() GIMEECFi(A) pour tout peZ,

(i) GHE)ECFAA),

(i) G3(E")— G,(E") est un m.s.c. pour tout pEZ,

(iv) GIE")— GY(E") est un m.s.c. pour tout p, gEZ tels que p>q,

V)  GIYE)— GI(E") est un m.s.c. pour tout pEZ ;

alors:

@) on a: (0)e(@)+(3ii) e 1)+ (i) =>(v) e (v)

(b) si la condition:
(O) les limites inductives filtrantes existent dans A et sont exactes,
est satisfaite, et si yF PA°=A", on a:

(iii) & (iv) = (v)
(c)  si la condition (1) et les conditions UF24A"=A" F%4A'=0 (p>0) sont satis-
?
faites, alors (0) (V)
(d) si le morphisme F*G}:A*— F*Gr} A* est un épimprohisme dans Sy (A)
pour tout v, p, k, et si F2A*=0 pour p>O0, alors la condition (V) est

équivalente a la condition:
(vi) (FiA', F)) est strict et Grk (E)e C°Fi(A) pour tout p.

Preuve. (a) résulte de 1.1.9 et 1.1.12, (b) et (c) sont évidentes; prouvons main-
tenant (d). Par hypothése on a des suites exactes:

0— F'G3' A" — F'GiiA” — F'Gri, A — 0.
Si (v) est satisfaite, on obtient des suites exactes:
(1.2.9.1) 0— H*F'G}'A® — H*F'Gl. A" — H*F'Gri, A" — 0

donc GriE'e C°FilA) et H*F?'A"— H*F?A’ est un monomorphisme,
ie. (Fi4', F)eC°Fiy(A). Si(vi) est satisfaite, on vérifie par récurrence sur p
que (1.2.9.1) est exacte et que H*F'GIA"=S;(A); en effet, d’aprés 1.1.9, il
suffit de montrer que H*F'G4''A'— H*F'G% A" est un monomorphisme
dans S;/( ), mais cela résulte de Dlinjectivité de H*F?*'A— H*F!A et de
H*F'GIH A Si(A); d’olt Iassertion.

1.2.10. Corollaire. Soient E'=(4", F)ECFi(A) et I=I' || {i}. Si la
condition (I) et les conditions UF?A=A, F?4=0 (p>0) sont satisfaites, alors
14

on a E°€C°Fi(A), sii (A", F;) est strict et Gri (E")E C°FiAA) pour tout p.
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En effet, ’hypothése dans 1.2.9 (d) est satisfaite d’aprés E° = CFi(A), cf.
1.2.11 (2).

1.2.11. Remarques.

(1) Ona FiA)=F/(JA)si |[I]<2.

(2) Ona (Fid', F)EC°F(JA) si (4", F))eC’F/(J); en particulier (F24°, F;)
ECF{(A) si (4", F)ECF{(A).

1.2.12. Théoréme. Soient E=(A, F;)EF/(A) et I=I'U {i}. Considérons

les conditions suivantes:

(0) EEFi(JA)

() GI(E)YsF;i(A) pour tout pEZ

() Go(E)EFilA)

(i) G¥(E)— G (E) est strict pour tout pEZ

(iv) Gi(E)— GiAE) est strict pour tout p>q

) G¥YE)— Gi{E) est strict pour tout pEZ,

(vi) FYG!(E)— F'Gr{(E) est un épimorphisme dans S;{A) pour tout p, et
Gr} (E)EFiAA) pour tout pEZ;

alors:

@ on a (0)«@)+(>i) e (i) +>1i)=> (iv) & (v) < (vi)

(b) i la condition (I) et la condition UF2A=A sont satisfaites, on a (iii)
(iv)ye(v)e (vi) ’

() i la condition (1) et les conditions UF3A=A, F1A=0 (p>0) sont satis-
faites, on a (0) (vi). ’

Preuve. C’est un cas particulier du théoréme 1.2.9 sauf (v) & (vi), mais cela
résulte de la définition 1.2.2.

1.2.13. Corollaire. Soit (A", F;) € C°Fi{(A), on a alors (FA', F)) e
C°Fi(A) pour tout i, pEZ, ot F; est la famille de filtrations induites sur F1A;
donc les foncteurs Gr¥, (i € I), H’ commutent pour tout p;, j EZ ; en particulier,
pour (4, F)EFi(J),

ne dépend pas de choix d’ordre de I.
Cela résulte de 1.2.3, 1.2.9 et 1.2.12.

1.2.14. Corollaire. Soient I={i,j, k} et E=(A, F)EF,(A). Si la
condition (1) et la condition UF%A=A sont satisfaites, alors EESFi(A) sii
»

F?F?F;Ae FiF,Gr% A est surjectif pour tout p, q, r.
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1.2.15. Remarque. Soient A (i 1) des sous-objets de 4 4. On dit que
les A; sont compatibles, s’il existe S S5(A) tel que Sg=A et Siy=4;. Pour
des sous-objets A;(iEI) de A, on définit des filtrations F; par Fi'A=A,
FlA=A; et F1A=0. Alors les A4, sont des sous-objets compatibles de A, sii
(4, F))eFi(A) par définition.

Pour (4, F)EFi(A) et j€I, pZ, on définit une filtration Fy de 4 par
F3'A=A, F A=F%A et FLA=0. Posons I=I || {*}. Alors

(1.2.15.1) (4, Fr)EFT(A)
d’aprés 1.2.12 en utilisant les suites exactes dans Fi(A) (ou I'=I\{i}):
0—>G#¥—> G -G —0 pour p>g>r, cf. 1.2.9.

Pour (4, F))eFi(A) etj, k€L, p, q=Z, on définit Fy par Fyd=F4AN
F}A ou F2A+F}A avec F3'A=A et FxA=0. Alors

(1.2.15.2) (4, Fr)eFr(A)

d’aprés 1.2.12 et la stabilité des mono- (resp. épi-) morphismes stricts par com-
positions. On en déduit que pour (4, F;)EFi(A) tous éléments (de nombre
fini) du sous-lattis du lattis des sous-obiets de 4, engendré par F?4 pour tout
i, p sont des sous-objets compatibles de 4; en particulier, le sous-lattis ci-dessus
est distributif. La derniére assertion avec sa réciproque a été démontrée par
Deligne en utilisant la théorie de lattis.

1.3. Complément

1.3.1. Soit C une catégorie exacte, alors une filtration (décroissante) d’un
objet E de C est une famille de monomorphismes stricts

wj: FFE — F'E (i, jEZU {+ o0}, i<j)

telle que w;,=u;;uy, pour i <j<k, ot F~"E=E, F*E=0.
Soit F(C) la catégorie additive d’objets de C, munis d’une filtration dé-
croissante, oll les morphismes sont des familles de morphismes

a;; FFE—> F'E' (i€ZU{+})
compatibles avec {u;;}. On dit qu’une suite courte dans F(C)
(1.3.1.1) 0—(E,F)—(E, F)—(E',F)—0

est exacte, si
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(1.3.1.2) 0—>FE' — F'E— F'E" -0

Pest pour tout i €Z U {4-co}. Notons que cette condition entraine que
(1.3.1.3) 0 — (F¥/F)))E’ — (F'|F)E — (F'|F))E" — 0

est exacte pour —oo <i <j < oo, ol (F*/F/)E=Coker u;; (cf. 1.3.2).

1.3.2. Soit C une catégorie abélienne telle que C soit une sous-catégorie
pleine additive de C, stable par extensions, et que’une suite courte de C soit
exacte sii elle Pest dans C [21], [24].

Soit F(Z’ ) la catégorie abélienne des foncteurs contravariants de Z U {—oo}
dans C, i.e. les objets de F‘(f’) sont des familles de morphismes de C:

{u,-,-:Ej—>E‘ (—°°<i<j<°°)}
tels que u;;u;=u;, pour i<j<k; alors on peut identifier F(C) avec une sous-
catégorie pleine de F(C~’), de sorte que
{u;;: E# > E'}€F(C) sii E'eC (j€ZU {—oo})
et u;; sont des monomorphismes stricts dans C (i<j) .

On vérifie que F(C) est stable par extensions dans 17‘(5’ ) et que une suite courte
de F(C) soit exacte sii elle ’est dans F(C’ ); en particulier, F(C) est une catégorie
exacte munie des suites exactes définies dans 1.3.1, de plus 'exactitude de
(1.3.1.2) pour tout i entraine celle de (1.3.1.3) pour tout i<j.

1.3.3. Soit I un ensemble fini (non vide). Supposons que I soit totalement
ordonné. On définit Fi(C) (resp. Fy(C)) par récurrence sur |1 |:

F¥(C) = F(FiA0)) (resp. F(C) = E(F/(C))) ou I' = I\{i}

et i = max I

On vérifie que F;(C) est équivalente  la catégorie des foncteurs contravariants
de (ZU {—oo})! dans C, donc indépendante de I'ordre choisi de I. Si C
est une catégorie abélienne, cette définition de F§(C) coincide avec celle de
1.1.13 d’aprés 1.2.12. En général, F5(C) est identifiée avec une sous-catégorie
pleine de F 5(5’) définie par:

(E, {F})EFIC) sii (F¥[F¥) - (Fp/FIEEC

pour tout —oo K< p;<g; <+o0 (IEI);

(en particulier, F{(C) est indépendant de 'ordre de I), car on a le lemme suivant:

1.34. Lemme. Soient C et C' des catégories exactes, supposons que C'
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est une sous-catégorie pleine de C, stable par extensions et qu’une suite courte
de C’ est exacte sii elle Uest dans C; alors F(C') est une sous-catégorie pleine
de F(C) telle que

(E, FYEF(C') sii (F?/FHYEC’ (—oo < p<g< +00);

donc F(C') est stable par extensions dans F(C) et une suite courte de F(C') est
strict sii elle lest dans F(C).

1.3.5. Soit (E, d) un complexe d’une catégorie exacte C, on dit que E° est
strict, si d*: E*— E**! est strict (i€Z) et Im d*~'— Ker d* est un monomor-
phisme strict ( €Z).

Soit € comme dans 1.3.2, on dit que (E, d) est faiblement strict rel. a Csi
HE€C (i€Z), od H'E=Ker d'/Im d*~* dans C.

Considérons la condition suivante:

(1.3.5.1) Si vu est un monomorphisme strict, alors u I’est.

Si (1.3.5.1) est satisfaite, alors (E, d) est strict sii df sont strict. La con-
dition (1.3.5.1) est satisfaite pour C=F3(J]) ou A est une catégorie abélienne,
et un complexe de F§(A) est strict sii il est faiblement strict rel. & Fy(A),
d’aprés 1.2.4.

1.3.6. Soit (E°, W) un complexe de F(C). Supposons que W est finie sur
chaque E’. On a alors une suite spectrale dans C:

E} =Gri E?*9=> H*HE"
Si la condition:
S(r): les complexes
d, d,
{ _>E¢—r,u+r—l = Ef'” X Exr>+r.q—r+1 > }
sont faiblement stricts rel. & C (donc E2%, el ),
est de proche en proche satisfaite pour tout »r =0, alors
Gri, H*ME ~ E¥ e, donc HMEE(,
ie. le complexe E" est faiblement strict rel. & C, et W est une filtration de

H*1E e (comparer a ([6;(1.3.16), (7.2.5)]).
1.3.7. Soit (E°, W) un complexe de F(C). Si la condition:

(1.3.7.1) d: Griy E' — Gr¥ Ei*! est strict pour tout i, p,

est satisfaite, d: W?E!— EH WP Ei+! gont stricts car
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W?PE! — Gry E* (resp. Gri Eit! — E Wit Eith
sont des épi- (resp. mono-) morphismes stricts; on a donc
Dec(W) Ei:= Ker (d: W Ei — EitYWititl Fith e

(cf. [6.(1.3.3)]). De plus, Dec(W)?Ei— Dec (W) ' E* (resp. Dec(W)?Ei — E*)
est un monomorphisme strict, car Dec (W)?E{— W*ti E? I’est et on a une suite
exacte dans C:

0 — WP+ Ei — Dec (W) E! — Ker (Gr ' 'd) = 0 ;

donc on obtient une filtration Dec (W) de E°. Notons que “Dec” commute
3 un foncteur exact, i.e. si ¢: C— L’ est un foncteur exact de catégories exactes,
ona

(8(E), ¢(Dec W)) = ($(E), Dec (¢ 7)) .

Si, de plus, la condition S(r) de 1.3.6 pour (£, W) est satisfaite pour r <1,
alors les complexes Gri.. E sont faiblement stricts rel. a C d’aprés [6.(1.3.4)];
en particulier, si (K, (L, W), (K¢; W, F)) est un complexe de Hodge mixte
[6.(8.1.5.)], alors (K¢; Dec W, F) est strict d’aprés 1.2.10, car (K¢, Dec W) et
(Grde. wKg¢, F) sont stricts (cf. 1.3.5).

1.3.8. Soit(E'L; W)=((E", L), W) un complexe de F{(C)=F(F(C)) (i.e. | I| =2).
Supposons que la filtration L est finie sur chaque E?, que les complexes filtrés
Gri(E, L) appartiennent & C’F(C’~ ) pour tout p, et que la condition 1.3.7.1 est
satisfaite pour les complexes (GriE, W); alors la condition 1.3.7.1 est satis-
faite pour ((E, L), W), donc on obtient un complexe de F§(() par:

(E; L, Dec W) = ((E, L), Dec W);
de plus, on a
Dec(W)(L’E) = Dec(W)’L'E et Dec(W)!(GriE) = Dec(W)'GriE

ol (LE, Dec W) (resp. (GriE, Dec W)) est defini pour (L'E, W) (resp.
(GriE, W)).

En effet, Gry di: Gri{E*, L)— Gri,(E*, L) sont stricts dans F(C ) d’aprés
1.2.3, donc il suffit de vérifier que Ker Gr, Gry df, Coker Gr Gryd® et Im Gr,-
Gryd* appartiennent & C, mais cela résulte de ’hypothése. La deuxiéme résulte
du fait que le foncteur

F(C) — C défini par (E, L) — L'E (ou (E, L) GriE)
est un foncteur exact.

Considérons la suite spectrale dans F’(C~ ):
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(1.3.8.1) E% = Gr4(E?**?, Dec W) => H*"%(E, Dec W).

Si la condition S(r) pour la suite spectrale (1.3.8.1) est satisfaite pour tout
r >0, on a alors E2=Gri H?*%(E, Dec W) F(C), i.e. L est une filtration de
H**(E, Dec W) F(C) dans F(C). Supposons que W est finie sur chaque E’,
alors, d’aprés [6.(1.3.2), (1.3.4)], la condition S(0) est satisfaite pour (1.3.8.1),

si la suite spectrale dans C:
(1.3.8.2) E = GriGriE**1 = H* M Gri E

dégénére en E, pour tout j, et si la condition S(r) pour la suite spectrale (1.3.8.2)
est satisfaite pour r <1, j €Z (car un complexe (E’, F) de F(C) est faiblement
strict rel. & F(C), sii (E', F) est strict dans F(C) et les GriE’ sont faiblement
stricts rel. a f, ol E'=GriE et F=Dec W), comparer a [6.(8.1.15)], ou S(r)
pour (1.3.8.1) est satisfaite pour » >1 d’aprés I'existence de structures de Hodge
mixtes.

1.3.9. Soient M un objet d’une catégorie abélienne, muni d’une filtration finie
croissante L, et N un endomorphisme nilpotent de M qui respecte L. D’apres
[7.(1.6.13)] il existe au plus une filtration finie croissante W de M telle que
NW,M CW;_,M et que

(1.3.9.1) N Grla.GriM =~ Gr7_ . Gri M,
de plus, on a une formule inductive (si elle existe):

W_inLyM = W_iy L\ M+N*W;, LM i>0,

(13.9.2) :
W,‘+kLkM = Ker(NH-l: LkM i LkM/W_,'_2+kLkM) i=0.

On dit que W est la filtration associée & N relativement & L. Si Gr¥ M=0 pour
i==n, on dit que W est la filtration associée & N décalée par n.
1.3.10. Soit E un objet d’une catégorie exacte £, muni d’une filtration finie
croissante L, soit N un endomorphisme nilpotent de (E, LY F(C). D’aprés
1.3.9, il existe au plus une filtration finie croissante W de (E, LYEF(C) telle
que N induit un morphisme N: (E°; L, W)—(E" L; W[2]) et que (1.3.9.1)
soit satisfaite en remplagant M par E, ot (W][2]);=W;_, car W est croissante.
Soit u: ((E,, L), N)— ((E,, L), N) un morphisme de tels deux objets, i.e.
u est un morphisme de F(C), compatible avec I'action de N; alors u induit un
(unique) morphisme #%: (E,, L; W)—(E,; L, W) de F(F(C)), car c’est valable
dans F(F (é)) d’aprés (1.3.9.2). Si, de plus, @ est strict, la filtration W sur
Ker u, Im u, Coker u est la filtration associée 4 N relativement a L.
1.3.11. Soit ((E°, L), W) un complexe de F(F(C)). Supposons que toutes les
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hypothése de 1.3.8 soient satisfaites, que la suite spectrale (1.3.8.1) dégénére
en E’ et qu’il existe un morphisme N: (E°; L, W)—(E", L; W[2]) dans la
catégorie dérivée, tel que l'action de N sur chaque H’Gr}E soit nilpotente
et que la filtration décalée Dec W sur H'Gr;E soit la filtration associée & N
décalée par i+j, o L;=L7, W;=W~% et (Dec W);=(Dec W)~*. (Notons
que le complexe Grf(E, Dec W) est faiblement strict rel. c par la condi-
tion S(0) pour (1.3.8.1).) Alors, d’aprés 1.3.8, E2?=Gr%, H**E, Dec W)
F(C), i.e. on obtient (H'E; L, Dec W) F(F(C)), de plus la filtration Dec W
sur HE est la filtration associée 4 N relativement & Dec L, car le morphisme

d,: H'Gr}(E, Dec W) — H*'Gr}_,(E, Dec W)

est compatible & 1’action de N, et est strict par hypothése (donc la filtration
Dec W sur E2=GrE:,H?"E est la filtration associée & N décalée par q.)
1.3.12. Remarque. Soit C une catégorie exacte, on dit que C est semi-simple,
si toutes les suites exactes de C scindent. Si C est semi-simple, on vérifie que
F((C) 1a catégorie des objet de C munis d’une filtration finie est semi-simple, et
que ¢: (E;, F)— (E,, F) un morphisme de F/(C) est strict sii ¢ est isomorphe &
la somme directe de morphismes stricts dans C: ¢;: Ei —Ej} tels que F YE)=
,@,E 5 (j=1,2). En effet, pour une suite exacte de F/(C):

(1.3.12.1) 0—> (E_,, F) — (Ey,, F) — (E,, F) =0

et pour @EL; un scindage de (E.,, F), on a @E; un scindage de (&, F)

compatible avec (1.3.12.1) et avec les scindages de (E.,, F), tel que les suites
exactes de C:

0—>E.L,—>Ei—>Ei—>0
se scindent.

En particulier, si 4 est une catégorie abélienne semi-simple, e.g. celle
des espaces vectoriels sur un corps, Fis(A) la catégorie des objets de C, munis
de I-filtrations finies compatibles est semi-simple; un objet (4, F;(i<I)) de
Fis(A) est isomorphe & ( P B, F(i€l)) ou FiPHBY) =vg B, et (4, F;

vezl
(i €I)) un complexe de Fif(A) est strict sii 4" est isomorphe & @B" (dans la
v

catégorie de complexes) tel que F24 =~ @ B,
vi=>p

§2. 9-Modules Filtrés

(2.0.1) On suppose que toutes les variétés complexes lisses considérées dans
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cet article sont paracompactes et de dimension pure. La dimension de X
sera notée dy.
(2.0.2) Soit neZ, on définit le “twist de Tate” par:

M) = MQzZ(n) pour M un Z-Module,

ol Z(n):=Qni)’ZCC. Si M est un C-Module, on a un isomorphisme
canonique:

Mmn) 5 M
induit par I'isomorphisme: C(n)=C.
2.1. 9-Modules filtrés et B-Modules gradués.

2.1.1. Soit X une variété complexe lisse. Soit 9y ’Anneau des opérateurs
différentiels linéaires sur X, muni de la filtration F par 'ordre des opérateurs.
On définit un Anneau gradué sur X par B=@,F, Dy (cf. [12)]).

Soit MF(Dy) la catégorie additive des 9;-Modules (2 droite) filtrés, dont
les objets (M, F) satisfaient les conditions:

@Q11l) UFM=M,
»

(2.1.1.2) FyM =0 pour p<0 localement sur X,
(2.1.1.3) (FyM)(F,9x)CF,y,M pourtoutp,gEZ,

et dont les morphismes sont 9 x-linéaires et respectent la filtration.
Soit MG(B) 1a catégorie abélienne des B-Modules (& droite) gradués dont
les objets M. satisfaient la condition:

(2.1.1.4) M, =0 pour p<K0 localement sur X.
On a alors un foncteur canonique:

P: MF(Dyx) — MG(DB) (resp. lim: MG(DB) - MF(D))
défini par:
©WM, F) = D,F,M (resp. lim M, = (l_i_I_)n M;, F))

ol FP(IEM,-)=Im(FI,M —>lim M;). Notons que les morphismes M;—>M;,,
sont induits par I'action de 1€ B, =F,Dy.

2.1.2. Remarque. La catégorie MF(9y) s’identifie, par le foncteur €, a la
sous-catégorie pleine de MG(ZB) des objets sur lesquels I’action de 1€ B, est
injective.

2.1.3. Soit (L, F) un Ox-Module filtré tel que F,L=0 pour p<0 localement
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sur X. On définit un 9r-Module filtré (M, F) (resp. un B-Module gradué
M.), noté (L, F)Rp Dy, F) (resp. (L, F)Q e B), par:

M = L®0g)x s FPM = 2,‘ Fi,_iL®F,-.@X (resp. M? == Zi Fp_'L®Fi.@)f) .

On dit que (M, F)& MF(Dy) (resp. M, & MG(B)) est un Module induit
s’il est isomorphe & (L, F) ® (Dy, F) (resp. (L, F)QRB) pour un Ox-Module
filtré (L, F) comme ci-dessus. On notera MF,(Dy) (resp. MG,(DP)) la sous-
catégorie pleine de MF(Dy) (resp. MG(P)) des Modules induits.

On dit que (M, F) (resp. M.) est un Module induit de degré p, s’il est
isomorphe a (L, F)Q(Dy, F) (resp. (L, F)QP) avec Gr{ L=0 pour i= p; dans
ce cas, celui-ci est noté aussi LQ(Dy, F[p]) (resp. LY B(p)).

2.14. Remarque. Le foncteur @ établit une équivalence de catégories:
MF(Dy)SMG(D).

2.1.5. Soit (DxRp A0, F)—(Ox, F) la résolution canonique par des 9y-
Modules (& gauche) filtrés (cf. [18]), i.e. le premier complexe est localement iso-
morphe au complexe de Koszul K(Dy; -0; (1=i=dy)) [dx] (o1 -9; signifie la
multiplication a droite), dont la filtration s’écrit:

F(DxQ@A7i0x) = F,; DxQ@A70

et la filtration F de Oy est définie par Gr; Ox=0 pour p==0. Ici, le morphisme
entre les complexes est défini par la surjection canonique: 953 P—PlE(y.
Soit (M, F)e MF(9y), on a alors un complexe de MF(9x):

(M: F)®C7 (QX®A_‘6X: F)
et un morphisme canonique de ce complexe filtré dans (M, F).

2.1.6. Lemme. Les Dy-Modules filtrés (M, F)Qo(DxQ A€, F) sont
des Modules induits, et le morphisme canonique:

(2.1.6.1) (M, F)Qe(DxQ 47O, F) — (M, F)
est un quasi-isomorphisme filtré.
Preuve. Posons L=A47'@y, alors le morphisme canonique
(ML, Fli]) = (M, F)Qo(DxQL, F[i])
induit un morphisme 49 y-linéaire filtré:
21.62) (MQoL, Fli)Qo(Dx, F) = (M, F)Q@o(Dx®L, Fli]) .

On vérifie facilement que c’est un isomorphisme filtré (on peut aussi utiliser le
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lemme 2.4.2); d’ou la premiére assertion. Par définition, le gradué associé du
premier complexe de (2.1.6.1) est localement isomorphe au complexe de Koszul:

K(GriM QGrfdy; gro,Q1—1Qgrd; (1=i=dy))[ds],

donc, en utilisant la filtration par le degré de grd;=Grfdy, on voit que le
gradué associé de (2.1.6.1) est un quasi-isomorphisme.

2.1.7. Corollaire. Soit (M, F)E MF(Dy) (resp. M,=MG(DB)), alors il
existe une résolution finie, canonique et fonctorielle:
L, F)Z (M, F) (resp. L X M)
par des Modules induits.

Preuve. Soit M, € MG(PB). Posons L =P,M,Q0B(p). Alors L, est un
Module induit, et on a une suite exacte dans MG(P):

@2.1.7.1) 0>K—>L —M 0.

Puisque Paction de 1P, est injective sur K|, I'assertion est réduite au cas
de MF(9y), donc cela résulte du lemme 2.1.6.
2.1.8. Soit #v=b, +, — ou oo. Soient

C*F(Dyx) = CX(MF(Dy)) et K*F(Dy) = K¥(MF(Dy))

comme dans [31], oi C~ (resp. K*) sera noté aussi C (resp. K). Ici, on suppose
que la condition (2.1.1.2) pour chaque composante (M, F) des objets de
C*F(Dy) (et de K*F(Dy)) est satisfaite uniformément pour i. Pour *=b,
4+, — ou @, on notera K*F(Dx)* la sous-catégorie pleine de K*F(Jy) des
objets (M, F) satisfaisant la condition:

[i] >0 si *=5
2.1.8.9) JGrFM" =0 pour { ) +
i>0 si * = —
tout i si *x =0

Posons K*F(Dy)”=K*F(9Dx). Pour +, %=b, +, — ou oo, on définit
D*F(Dy)* = K¥*F(D)*|K*F( D).

Posons D*F(Dy)=D*F(Dx)” et DF(Dy)*=D"F(Dx)*. De méme, on définit
D*G(B)*, etc., en remplacant H’GrF par H* dans la condition (2.1.8.9).

2.1.9. Lemme. Pour 3%, *=b, +, — ou oo, K*F(QX)Q) est une sous-caté-
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gorie épaisse de K*F(Dy)* (donc D*F(Dy)* est une catégorie triangulée, cf. [31]).
De plus D*F(Dx)* est une sous-catégorie triangulée pleine de DF(Dy), et le
foncteur naturel: D*F(Dy)— DF(Dx)* est une équivalence de catégories. (De
méme pour DG(B)).

Preuve. Par le méme argument que dans [loc. cit.], il suffit de définir le triangle
de KﬁF(g)x)

= 1M’ F) > (M', F) > ©5(M’, F) —
tel que 7<(M", F) (resp. v5;(M", F))EK*F(.Q)X)(Zj pour i<K0 (resp. i>0), si
(M’, F)YeK*F(Dy)* (resp. K¥*F(Dx)"). Donc il suffit de vérifier que d':
(M, F)—>(M**, F) est strict pour i<0 (resp. i>0), si (M", F) est comme ci-

dessus; mais c’est évident (cf. la preuve de 1.2.4; voir aussi [21].) L’assertion
pour DG() est évidente.

2.1.10. Soit (M, F)e MF(Dy), cf. 2.1.3. On définit une filtration G de (M, F)
par:

GI(M’ F) = ((FtM)QXs F)
ou F est la filtration induite sur (F;M)9y. Alors chaque Grf(M, F) est un

Module induit de degré i. Soit MF%(Dx) la sous-catégorie pleine de MF(Dy)
des objets satisfaisant la condition:

(2.1.10.1) G{M, F) = (M, F) pour i>0 localement sur X.
On définit C*F{(Dy) et K*F(Dy) (resp. C*Fi(Dy) et K*Fi(Dy)) comme
dans 2.1.8 (ou la condition (2.1.10.1) est satisfaite uniformément). Alors
K*FP(Dx)° = KAFY (D) N KF( D)’
est une sous-catégorie épaisse. Posons
D*F(Dy) = K*FP(D)K*F (D)’

On définit similairement D*G{"(B) (o1 la filtration G est définie par I’équivalence
dans 2.1.4.), alors cette catégorie triangulée est équivalente 3 D*FY)(9)y) par
définition. Ici (f) signifie qu’il y a deux énoncés I'un pour K*F%(Dy) etc.
et 'autre pour K*F;(Dy) etc.

2.111. Lemme. Si (M", F)EK*F{Dy)P, on a Gré(M", F)EK*F{(Dy)°
pour tout i. Donc, si (M", F)—(N", F) est un quasi-isomorphisme filtré dans
K*F{(Dy), alors Grf(M", F)—>Grf(N", F) I'est pour tout i.
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Prewve. On a Gré(M", F)EK*F(Dy)® sii Gr'GréM" est acyclique. Puisque
GriGrf M’ =F;M" si i=min {i: F;M" =0} (ce qui existe localement), I’assertion
résulte par récurrence sur i, en remplagant (M°, F) par (M"/G;M", F).

2.1.12. Proposition. Soit Ye=b, +, — ou oo comme dans 2.1.8.
(1) Le foncteur @ (cf. 2.1.1) induit les équivalences de catégories:

D*F(Dx) 5 D*G(B), D*F(Dx) 3 D*G(B), D*Fi(Dx) ZD*GUD).
(2) Les foncteurs naturels:
D*F{(9Dx) = D*F(Dy), D*G(P)—> D*G(P)
sont des équivalences de catégories.
(3) Les foncteurs naturels:
D*F{(Dy) = D*F{(9Dy), D*GL(B)— D*G(B)
sont pleinement fidéles.

Preuve. Les assertions (1) et (2) résultent de 2.1.4, 2.1.7 et de [31]. Prouvons
lassertion (3). Soit (M3, F)—(M;, F) un quasi-isomorphisme filtré avec
(M, F)EK*F(Dx) et (M;, F)EK*F{(Dy), alors il suffit de montrer qu’il
existe un quasi-isomorphisme filtré: (M3, F)—(M,, F) avec (M3, F)E K*F/(Dy).
Soit X= U U; un recouvrement localement fini de X, tel que

min {p: G,M; = M}
existe sur chaque U;. Soient U;=N;e; U;, jr: U;—>X linclusion naturelle, et

p(I) = min {p: G,M; |y, =M;|y,}.

On définit (M3, F) par le complexe simple associé au complexe double de Cech
dont la composante de degré (k, ) est

D (jl')!jl-l(Gp(I)Méa F),

1-I|=k
ol la différentielle de Cech est induite par le morphisme naturel:
U (GynMy, F) = (ji)ji(GpunMy, F)

pour IDI'. On a alors un morphisme naturel: (M;, F)—(M;, F), ce qui est
un quasi-isomorphisme filtré d’apres 2.1.11; d’ou I’assertion.

2.1.13. Remarque. La preuve de I’assertion (3) montre que la catégorie
D*F{(9Dy) est équivalente a la sous-catégorie pleine de D*Fy(Dy) des objets
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(M, F) satisfaisant la condition:
(2.1.13.1) GrfGrf(M", F) est acyclique pour i >0 localement sur X.
2.1.14. Lemme. Soit
DFYY(Dy)* = DFY(Dx) N\ DF(Dx)* dans DF(Dy),
cf. 2.1.9, alors le foncteur naturel:
D*F{XDy) — DF(Dx)*
est une équivalence de catégories.

Preuve. 1lsuffit de vérifier que ce foncteur est essentiellement surjectif. D’aprés
le remarque ci-dessus, on peut remplacer la condition (2.1.10.1) par la condition
cohomologique (2.1.13.1) dans la définition de D*F%(Dy); donc il suffit de
montrer la surjectivité essentielle de D*F;(Dx)—>DF;(Dx)*; mais la premicre
catégorie est équivalente & D*F(JDy) et la deuxiéme est contenue dans DF(Dy)¥,
donc P'assertion résulte de 2.1.9.

2.1.15. Soit DL,F4(Dy) la sous-catégorie triangulée pleine de D*Fi(Dy) des
objets (M°, F) satisfaisant la condition:

(2.1.15.1) HGrfGrf M" sont des (Ox-Modules cohérents pour tout i, j.
Notons que la différentielle de Grf Grf M" est Ox-linéaire et que Grf(M", F)=
GriGrfM "®05(Dx, Fli]) comme complexes de Dy-Modules filtrés induits.
Soit D%,G(P) la sous-catégorie triangulée pleine de D*G(P) des objets M,
satisfaisant la condition:

(2.1.15.2) HM’ sont des B-Modules gradués cohérents pour tout j. Posons
DELF(Dy) =D 1(DELG(P)), alors cette catégorie contient la catégorie
D%, F(Dy) (par récurrence en utilisant la filtration G).

2.1.16. Proposition. Soit <~ =b, alors les foncteurs naturels:

D
Di.wF {Dx) = DiwF(Dx) = Dl G(B)
sont des équivalences de catégories.

Preuve. Puisque toutes les catégories sont des sous-catégories triangulées
pleines de DG(9), il suffit de montrer que tout B-Module gradué cohérent M,
appartient essentiellement & @ (D%, F/(Dx). Par la preuve de la proposition

2.1.12, on peut remplacer la condition (2.1.10.1) imposée sur les objets de
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D! . FX(9Dy) par la condition cohomologique (2.1.13.1); donc I’asserion est
locale d’aprés 2.1.11, car on a construit une résolution canonique en 2.1.7.
Localement on a une suite exacte: 0K —L—>M —0, ol L. =@ ,<, M, B(p);
donc P’assertion est réduite au cas M, =@ (M, F) avec GrfM cohérent sur
Grf 9y, et cela résulte du lemme suivant.

2.1.17. Lemme. Soit (M, F)EMF(Dy) tel que Gr*M est un GrfQy-
Module cohérent. On a alors localement une résolution: (L', F)— (M, F) de
longueur <2dy par des Modules induits libres de type fini, i.e. (L, F)=
B, LiR0(Dx, Flp)) avec L} un Ox-Module libre de type fini, ot L;=0 sauf un
nombre fini de p.

Preuve. Localement on a une résolution: (L', F)—(M, F) avec (L/, F) induit
libre de type fini d’aprés le théoréme A de Cartan. Poson

(K, F) = Ker ((L~2dx+1’ F) — (L—de+2’ F)) s

alors il suffit de montrer que (K, F) est un Module induit libre de type fini.
Puisque C((L’, F)—(M, F)) est strict, on a

GrfK = Ker (GrfL %z — GrFL %x%?)

D’autre part, £a2g;, o (GrPK, N) =Extft%x(GrFM, N) =0 pour i>0 et pour
tout Grf9y-Module gradué N. On en conclut que GrfK est un facteur direct
gradué de GrfL=%x*! (localement), donc par le lemme de Nakayama (gradus),
GrTK (et donc (K, F)) est libre de type fini (quitte & se restreindre 4 un ouvert);
d’ou I'assertion. Ce qui achéve la démonstration de 2.1.16.

2.1.18. Lemme. Soient X une variété complexe lisse, et U un sous-ouvert de
Stein de X, tel que U soit compact. Soit (M, F)E MF(Dy) tel que Gr* M soit
cohérent sur Gr¥*9y. On a alors H(U, DR(M))=0 pour i>0, ot DR(M)=

L
MQ®gO.

Preuve. Soit (L', F)—(M, F) la résolution canonique de 2.1.6, alors Gr'GrfL*
sont acycliques sur U pour p>>0 d’aprés 2.1.11 et 2.1.17, donc G,(L’, F)|,—
(M, F)|y est un quasi-isomorphisme filtré pour p>0. Puisque DR(G,L’)==
G,L'Q 9O sont des Ox-Modules cohérents, I’assertion résulte du théoréme B
de Cartan.

2.1.19. Remarque. Ce lemme correspond a un résultat d’Artin, cf. [1].

2.1.20. Remarque. Si X n’est pas lisse, on peut définir DF(Dy), etc. comme
suit. On prend un recouvrement localement fini X=U U; avec des immer-
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sions fermées U,—V;, ou V; sont lisses. Posons U;=N;e; U; et V;=II;,V,.
Soient i;: U;—V; les inclusions et pr;;: V ;—V; les projections (/ C J). Alors
les objets de MF(Dy) sont les familles d’objets (M;, F) de MF(9y,) munis
d’isomorphismes:

ury: (pripx(My, F) = (M}, F) sur V,\(U\U)),

tels que chaque Grj M, soit annulé par 1'ldéal de U,;, et que u;; satisfassent
les relations: wu;z=u;yo(pr;y)stsx sur V,\(U\Ug). (Notons que cette défini-
tion est indépendante du choix de U;, V;.) On définit DF(9Dy), etc. comme
dans 2.1.8, etc.

2.2. Foncteur de de Rham et complexes filtrés différentiels

2.2.1. Soit M, (Dy) la sous-catégorie pleine de M(Dy) des Modules induits, i.e.
les objets de M(Dy) sont les Dy-Modules isomorphes & LQp Dy pour des
Dx-Modules L. On définit le foncteur de de Rham

DR: M(Dyx) = M(Cy)
par
DRM) =MQqg Oy,

donc on a lisomorphisme canonique: DR(M)=L si M=LQpDx. Ici M(4)
signifie la catégorie des A-Modules pour M=9y, Ox ou Cy, etc.

2.2.2. Lemme. Soit M;EM{(Dy) (j=1, 2), alors le morphisme:
(2.2.2.1) DR: Hoemg(M,, M,) — Homg(DR(M,), DR(M,))
est injectif.

Preuve. On peut supposer que M;=L;Q0Dy. Soit (x, **+, X;,) un systéme
de coordonnées locales de X. Si ¢ EHomp(L,, M,)=Homg (M, M,) n’est pas
nul, il existe mE L, tel que ¢(m)==0. Posons

¢(m) = 3, u, Q8" avec u,€L, (v&£Z’x),
ol 8¥=I19}i avec 8;=06/0x;. Soit
i=min{|¥|: 4,0} ou |v|=v;,
on prend £ EZ°x tel que || =i et que w50, alors
e(mx*) 2 u, @8 x"=xlu, (mod. L,RQ(S 99)))

donc (DR¢) (mx"*)=x!uu=£0; d’ou Iassertion.
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2.2.3. Soient L, et L, des Ox-Modules, alors Homy;e(L,, L,) le groupe des
morphismes différentiels est 'image du monomorphisme (2.2.2.1) pour M; =
L;Q9Dx (donc L;=DR(M})) (j=1,2). Puisque Homg(M,, M;) est muni de
la filtration (pas nécessairement exhaustive):

Fp = Homp (L, L2®Fp‘@x) s

Hompiee (Ly, L,) est muni de la filtration F par le foncteur DR. On dit qu'un
morphisme différentiel est d’ordre < p s’il appartient & F, Hempsee (Ly, Ly).

2.2.4. Soit (L;, F) un Ox-Module filtré tel que F,L;=0 pour p<0 localement
sur X (j=1, 2), alors Homyy:((L;, F), (L,, F)) le groupe des morphismes
différentiels filtrés est le sous-groupe de Homepie (L, L,), qui consiste en les mor-
phismes ¢ satisfaisant la condition:

¢
(2.2.4.1) 1la composition F,L,—L, —L,—>L,/F,_,_,L, est d’ordre <g pour tout
b, q.

Notons que cette condition entraine que ¢(F,L,)CF,L, (pour g=—1) et que
Grf¢: Gry L—Grf L, est Ox-linéaire (pour ¢g=0).

Soit MF(Oy, Diff) la catégorie additive dont les objets sont les O x-Modules
filtrés (L, F) tels que F,L=0 pour p <0 localement sur X, et dont les morphismes
sont les morphismes différentiels filtrés. Soit MF/(Oy, Diff) la sous-catégorie
pleine de MF(Oy, Diff) des objets satisfaisant la condition:

(2.24.2) F,L=L pour p>0 localement sur X.

2.2.5. Lemme. Soient (L;, F) € MF(Oyx, Diff) et (M;, F)=(L;, F)®
Dy, F) (j=1, 2), alors le foncteur DR induit I’isomorphisme:

(2.2.5.1) DR: Homg((M,, F), (M,, F))sHompi:((L,, F), (Ly, F)).

Preuve. Soient ¢ & Hompyye (L,, Ly) et & Hom g(M,, M,) tels que ¢ =DR(y),
alors il suffit de vérifier que

¢ E Hompiee(Ly, F), (Ly, F)) sii Y(F;L)CX; F;-; L,QF; 9Dy pour tout i.
Mais la premiére condition équivaut a

V(F, L) C LQF; Dy +F;_;, L,RD; pour tout i, j,
cf. (2.2.4.1); d’ou1 ’assertion.

2.2.,6. Corollaire. On a I’équivalence de catégories:
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DR™': MF)(Oy, Diff) 3 MF{Y(Dy)
telle que DR™Y(L, F)=(L, F)®(Dy, F) et que
DR™': Homp(Ly, F), (Ly, F)) — (Hom g(DR™X(L,, F), DR™Y(L,, F))
est l'inverse de (2.2.5.1).

Remarque. On a un quasi-inverse DR de DR}, si on choisit un isomorphisme
(M, Fy=(L, F)Q(Dy, F) pour tout (M, F)e MF(Dy).

2.2.7. Soit (DxQpeA™"O4, F)— (O, F) comme dans 2.1.5. Soit (M, F)E
MF(9y). Posons

DR(M, F) = (M, F)® 9(DxQ04 63, F).
Alors par I'isomorphisme canonique:
(DR(M, F)y = (M, F)®@c(A"65, F),

(ot 1a filtration F sur A~#6y est définie par Gr§ =0 pour p= —i), (157{(M, F))
est muni d’une structure de @x-Module, donc c’est un objet de MF(Oy, Diff).
Notons que DR(M) est localement isomorphe au complexe de Koszul

K(M; 8,(1<i<dy))d«].

2.2.8. Lemme. Avec les notations ci-dessus, D}(M, F) est un complexe
de MF(Oy, Diff) (par la structure de Ox-Module définie ci-dessus), tel que
DR™'(DR(M, F)) est canoniquement isomorphe au premie’ complexe de (2.1.6.1).

Preuve. Soient les notations comme dans la preuve de 2.1.6, e.g. L=A4"'6,
alors par l'isomorphisme (2.1.6.2), (M, F)Q@c(Dx Q L, F[—i]) est un Module
induit dont I'image par le foncteur DR est munie d’une structure de @ x-Module
et isomorphe & (M, F)®@e(L, F[—i]). On vérifie facilement que la différentielle
de D7€(M ) coincide avec celle de 'image du premier complexe de (2.1.6.1) par
le foncteur DR (par les isomorphismes ci-dessus), car ces deux complexs sont
localement isomorphes au complexe de Koszul K(M; 8; (1<i<dy))[dx] si on
choisit un systéme de coordonnées locales (I’assertion pour le deuxéime com-
plexe résulte aussi de 2.4.2); ce qui achéve la démonstration.

2.2.9. Soit %x=b, +, — ou oo, On définit

C*FN(Oy, Diff), K*F(Oy, Diff),
D‘A'F(f)(OX, Diff), DF(f)(Ox, Diﬁ‘)‘k s
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comme dans 2.1.9, en remplagant MF(9y) par MF(Oy, Diff) (ou MF/(Oy,
Diff)). Notons que

HGri: K¥F)(O, Diff) — M(Ox)

sont des foncteurs cohomologiques. Soit DZ.Ff(Oy, Diff) la sous-catégorie
pleine de D*F/(Ox, Diff) des objets cohomologiquement cohérents (i.e. I'image
par H'Gr{ est un @x-Module cohérent pour tout i, j.) Notons que

(L', F)e D&, F/(Oy, Diff) sii DR™(L', F)ED4.FH(Dy) ,
cf. 2.1.15.

2.2.10. Proposition. Avec les notations de 2.1.9, 2.1.10, 2.1.15 et 2.2.9, le
foncteur DR™! induit des équivalences de catégories:

(2.2.10.1) D*F(Oy, Diff)= D*F(9Dy)

(2.2.10.2) DF(Oy, Diff)* = DF(Dx)*

(2.2.10.3) D*F’(Oy, Diff)= D*F4(Dy)

(2.2.10.4) DF/(Oy, Diff)* = DF4(Dy)

(2.2.10.5) D:uF/(Ox, Diff) = D! F(Dy)

avec DR pour quasi-inverse.

Preuve. D’aprés 2.1.6 et 2.2.8, on a le quasi-isomorphisme filtré canonique:
(2.2.10.6) DRYDR(M", F))~.(M", F) pour (M", F)€ KF(D5).

En l'appliquant & (M°, F)=DR™¥L’, F) pour (L", F) KF(Oy, Diff), on ob-
tient le morphimse canonique dans KF(Qy, Diff):

(2.2.10.7) DR(DR-YL', F))—(L’, F)

par la définition de DR™'. On vérifie facilement que ce morphisme est un
quasi-isomorphisme filtré. (On peut aussi utiliser le lemme 2.1.11.) Puisque

DRYKF(Oy, Diff)*) CKF(Dy)*
DR(KF(Dy)*)C KF(Oy, Diff)*

on obtient les assertions (2.2.10.1-4). La derniére résulte de 2.1.16.

2.2.11. Remarque. On peut définir (comme Du Bois, Bull. Soc. math. France,
109) les catégories:

K*F(Oy, Diff) et D*F(Oy, Diff), etc.
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en supposant que les différentielles (resp. les morphismes et les homotopies)
de complexes sont d’ordre <1 (resp. 0); alors le foncteur DR se factorise par
D*F(Oy, Diff)— D*F(Oy, Diff), mais le morphisme (2.2.10.7) n’est pas défini
dans K*F,(Oy, Diff). Je ne sais si le foncteur naturel:

D*F|(Ox, Diff) — D*F(Oy, Diff)
est fidéle.
2.3. Foncteur image directe

2.3.1. Soit f: X— Y un morphisme de variétés complexes lisses. On définit
les catégories:

MF(Qx)f, DﬁF(Qx)f, D*F(,‘f)(gx)f, etc.
et
MF(Oy, Diff),, D*F(@x, Diff),, etc.

comme dans 2.1 et 2.2, en remplagant la condition: “localement sur X par
“localement rel. & Y”. Donc MF(Dy),=MF(9y) etc., si f est propre. En
général on peut vérifier que DF(Dy), est une sous-catégorie pleine de DF(Dy)
par un argument dual de la preuve de 2.1.12 (i.e. on utilise (j,)xjr(M,/
FynM;, F) avec p(I)=max{p: j7'F,M;=0}, ot U,=f"'f(U))). Puisque
tous les résultats de 2.1 et de 2.2 (sauf 2.1.16 et (2.2.10.5)) restent valable en
remplagant D*F(9y), D*F(Oy, Diff), etc. par D*F(Dy),;, D*F(Oy, Diff),, etc.,
on voit que D*F(Dx);, D*F{Y(Dy),, etc. (resp. D*F(Oy, Diff),, etc.) sont des
sous-catégories pleines de DF(9y) (resp. DF(Oy Diff)).
2.3.2. Avec les notations de 2.3.1, on définit D*F(f~'Dy),, D*F(f'Dy),,
etc. comme ci-dessus, en remplagant respectivement 9, et Oy par f9,
et f710y.

Soit (Dyxsys F)=0x®f-10,f (Dy, F). On définit le foncteur DRyyy:
MFYX(Dy);—> MFY(f'Dy), par

DRx;(M, F) = (M, F)®g)(—®x—>y, F).
Dong, si (M, F)==(L, F)@(Dy, F), on a

DRyx;y(M, F):= (M, F)@_cp(g)x—w’ F)
= (L5 F)®f-10r(f—lgy, F) .

Le foncteur DRy,y induit les foncteurs:

DRyy:KFY(Dy), — KFY(f ' Dy,
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et
DRyy: DF Sf)(g)x)f — DFY(f “Dy)s

d’aprés 2.1.11.

2.3.3. Avec les notations ci-dessus, soit (M, F) un faisceau filtré sur X tel que

UF,M=M. On définit son image directe topologique par fy(M, F)=

b4

(U fuF,M, F) avec Fy(fx(M, F))=fsxF,M. Alors ce foncteur image directe
»

topologique filtrée f induit le foncteur:
f*: MF(,'f)(f_IQy)f - MF(,‘f)(g)y) .

Puisque la dimension topologique stricte de X est finie [33], ce foncteur f5 se
dérive en

Ss:D¥*FO(f7'Dy), — D*FY(Dy)
d’aprés le lemme suivant:
2.3.4. Lemme. Soit §°le foncteur exact qui associe le faisceau des sec-

tions discontinues. Soit (M, F)=(L, F)Q(f'Dy, FYEMFY(f'Dy). Alors
le morphisme canonique

&L, FNQ(f Dy, F) = F(L, FYR(f "' Dy, F))

est un isomorphisme filtre, ou §'(M, F)=(U §°F, M, F) pour un faisceau filtré
(M, F). ’

(Cest clair.)

Remarque. Pour définir le foncteur dérivé fy, il suffit de construire une
résolution finie, canonique et fonctorielle: (M, F)— (L', F) pour (M, F)&e
MFP(f~'Dy),, telle que chaque GryL’.soit fy-acyclique (mais L’ n’est pas
nécessairement fy-acyclique.) De méme, on peut définir le foncteur f;.

2.3.5. On définit le foncteur image directe fx par la composition:

DR~ oﬁk f*

DF(9Dy) N DF(Dy) F > DF(9y) 5 DF(9Dy) .

Si fest propre ce foncteur induit:
fx: Dion F(Dyx) — DiuF(Dy)
d’aprés 2.1.16 et par le théoréme de Grauert.

2.3.6. Lemme. Avec les notations de 2.3.1, le foncteur image directe
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topologique filtrée fy (cf. 2.3.3) induit le foncteur:
Sx: MF(Oy, Diff), = MF)(Oy, Diff)

(i.e. les morphismes differentiels filtrés sont stables par image directe topologique),
de plus le diagramme suivant commute :

MF(Oy, Diff), ELIGYT (Cy, Diff)
DR7 P DR7
MFP(Dy), > MFP(Dy).

Preuve. Par définition, on a I'isomorphisme canonique:
f«(DRx'(L, F)) = DRy'(f«(L, F))

pour (L, F)e MF(Oy, Diff);, donc par la définition de DRy, il suffit de
vérifier que, pour ¢: (L,, F)—> (L,, F) un morphisme de MF)(Oy, Diff),, ona

DRy(f«(DR3'(9))) = fx(8): fa(Ly, F) = fi(Ly, F) .
Soit ¥»=DRx'(¢), alors
DRy(fi(¥)) = DRy(f(DRxsy(¥))) = fs(f"'DRy(DRx/y(¥))) ,
ol f"'DRy est le foncteur défini par @ 195 f'Oy; donc il suffit de vérifier que

ST'DRy(DRxy(¥)) = DRx(¥): (L, F) = (L, F).

Soit 1x,y:=1R1€Ds,r=0xQ r-105S “19,. On a des décompositions can-
oniques:

L2®Ox x = (L2® 1)63(142@@119):)

L@ f-10,f "Dy = (L,RND(L,Q f ' Dy6y)
telles que (L,QDR1y,y =L,Q1 et que (L,RD;0x)R1x,y CL,RQf 1Dp6y
par I'isomorphisme canonique:

(L:®o, DD g, Dxsr = Li®f-10,f " Dy;
ce qui entraine I’assertion.

2.3.7. Avec les notations ci-dessus, les foncteurs 4° et 4°/id induisent les
foncteurs de MFY)(Oy, Diff), dans elle-méme d’aprés 2.3.4, et on obtient
une résolution finie, canonique et fonctorielle: (M, F)— (L, F) telle que
chaque GrjL’ soit fy-acyclique; donc le foncteur image directe topologique
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filtrée fy se dérive en

f*: DﬂF(f)(Ox, lef)f - DﬁF(f)(Oy, Dlﬂ)
(et fy: DELF/(Oy, Diff) = DX, F/(Oy, Diff) si fest propre)

de sorte que DRy ofy =fxo DRy, cf. 2.3.6. Notons que fy commute au foncteur
naturel: DF(Oy, Diff)— D(Cy), si f est propre.

Pour f: X—Y et g: Y—Z, on a canoniquement (gf)sx=gxf+ par défini-
tion, donc c’est valable pour les images directes de complexes de 9-Modules
filtrés.

2.3.8. Remarques.

(1) Pour un complexe de 9y-Modules M" on définit usuellement:

[, M =R 9, D)

mais on n’a pas en général S =S 5 , €.g. posons X=C, Y={0}, Z=C,
&f gdf

{ai} I'ENCX avec lal' [ —>9, M=$$(a,~)lx avec Q(ﬂ,‘“X:QX/(x—ai)QX’ ol x est
la coordonnée de X. '
En particulier, en oubliant la filtration, fx(M", F) ne coincide pas avec

S M°. Mais ils coincident, si la condition suivante est vérifiée:
s

11 existe un sous-ensemble Z de X, propre sur Y, tel que

Gr{DRy;y (M', F)|x\z soit acyclique pour p>>0 localement rel. & Y.
Par exemple, soit M =24x avec Gri M=0 pour p 3 —dy, alors, si fest lisse,
DRy (M, F)=(2%y, F)ldx—dy] localement rel. & Y; donc la condition ci-
dessus est vérifiée, si Sing f est propre.
(2) Le théoréme B de Cartan pour les 9)-Modules n’est pas vrai en général,
car HY(X, E%OX)#:O pour X=C (ou X est un polydisque). En effet, pour
{a;} comme ci-dessus, considérons la suite exacte longue associée a:

N N N
0->POx—>POx—>BC,—0
2.3.9. Remarque. Soit f: X— Y un morphisme propre de variétés analytiques
complexes (séparées), alors on peut définir fi: DF(Dy)— DF(Dy), etc., en
utilisant un complexe de Cech associé aux recouvrements X— uu;, Y=UU!
avec des immersions U;—V;, U}— V} comme dans 2.1.20, tels qu’on ait des
diagrammes commutatifs:
U=V,

fi Vi
Ul V!
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On peut vérifier que fx ne dépend pas de choix de U;, ¥;, Uf, Vi et de f..
2.4. Foncteur dual

24.1. Soit M un 9y-Module & droite, on a alors deux structures de 9y~
Module & droite, notées r et £, sur MQp Dy , définies par:

(m@P)r(g) =m@QPg, (MRP)r(d;) =mQPI;
(mQP)t(g) = mg@P, (MQP)(;) =md;,QP—mQs,;P

pour meM, PEQy, gE0x et 9;=0/0x;

2.4.2. Lemme. Soit M un 9x-Module a droite, alors il existe une unique
involution ¢: MQpe Dy —> M Qe Dy identique sur M Q1, qui échange les deux
structures de 9)-Module a droite.

Preuve. On définit le morphisme ¢: M @Dy — M QD par
(mQ@P) = (m)E(P),

alors il suffit de vérifier que #=id. Soit 8*=II19% pour v € Nz, posons
C(u, v)=IT (u;+v;)!/u;!-v;! pour g, vE N°x, On a alors
EmRo) = o D (—1)"C(n, v—p)md*~*Q8")
0<K<Y
= 31 (=DHTRC(u, yv—p)CQA, p—)md*~*Qao*
0SALSK<LY
=mR®?a®
car C(u, v—p)C(A, u—2)=C(v—u, £—2A)C(2, v—2); d’ou I’assertion.
2.4.3. Soient (M, F) et (M’', F) des 9y-Modules filtrés, on définit le faisceau
filtré Homg((M, F), (M’, F)) dont la filtration F est exhaustive, par
F,i= {pEHomg(M, M'): (F;M)CF,,; M’ pour tout i}.

(De méme, pour des Ox-Modules filtrés.)

Soit wy[dy]— Ky une résolution par des 9y-Modules, injectifs sur O,
telle que K¥=0 pour i<—dy, oll @wx=8$2(dy), cf. (2.0.1-2). Alors KxQp
(Dy, F) est un complexe de 9 y-bi-Modules a droite filtrés, donc pour (M", F)
€ C F{(Dy), on définit

D(M’, F):= Homg((M", F), KxQ0 (Dx, F))

ol on peut utiliser au choix r ou ¢ pour la structure de complexe de 9x-
Modules filtrés sur D(M", F) et 'autre pour Hamg, d’aprés 2.4.2.
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Supposons que (M, F)=(L, F)Q(Dy, F) avec (L, F)& MF*(Oy, Diff), on
a alors

(243.0) (DM, F))} = Homg (L, F), (K%, F))®o0 (Dx, F)

si on utilise £ pour Hemg,. (Icila filtration F de K% est triviale, i.e. Gr{ K¢ =0
pour j==0.) On a donc D(M°, F)&C*F{(Dy) pour (M°, F)&C~F{(Dy).

2.4.4. Lemme. Le foncteur dual D défini ci-dessus induit les foncteurs
contravariants:
D: K"F{(9Dy) = K*Fi{(Dy)
D: D"F{(Qy) » D*Fi(Dx)
(e.g. D(M’, F) est acyclique filtré, si (M", F) l'est). Le dernier foncteur est
indépendant du choix de Ky.

Preuve. D’abord on vérifie que le foncteur D conserve les équivalences
d’homotopie. Puisque

Gri(Homp, (L, F), (K%, F)) = Homo (GrZ;L, K%),

on voit que
Gr§(D(M°, F)) = D(GrSiM", F))
= D(GrZ,GrS;M" Qo (Dyx, FI—)j]),

donc D(M", F) est acyclique filtré, si (M°, F) l’est (d’aprés 2.1.11). Pour la
derniére assertion, il suffit de vérifier que .J/om’_% (M, F), KQ(Dy, F)) est
acyclique filtré pour (M°, F)EK " Fi{(Dy) et K'€K+(Dy), si K* est acyclique
et si les K7 sont injectifs sur Oy. Mais cela se voit par le méme argument que
ci-dessus (i.e. par le passage & Gr§); d’ou I’assertion.

2.4.5. Lemme. Le foncteur D induit les foncteurs contravariants:

D: D{wFi(Dy) — DinF{(Dx)

D: D{wF(Dy) — DicnF Dy) -
Preuve. D’aprés 2.1.16, il suffit de vérifier la premiére. Par définition on a
D(D! Fi( D)) C DiuFi(Dx)® (cf. 2.1 pour les notations), car Ex5(M, wx[dy])
=0 pour >0, si M est un Ox-Module cohérent; alors I’assertion résulte de
2.1.14, car la condition (2.1.15.1) est cohomologique.

2.4.6. Remarques. (1) On peut définir

D: D(oyFi(Dx) = DiconyF4(Dx)
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si on utilise le produit direct pour la définition de complexe simple associé. On
peut aussi construire I’isomorphisme canonique:

DoD~id sur D nFi(Dy) .

(2) D’aprés V.D. Golovin (Soviet Math. Dokl. Vol. 16 (1975) p. 854),
dim. injp @, <dy. Ce qui nous permet de prendre un complexe borné pour Ky
dans 2.4.3; alors le lemme 2.4.5 et le remarque ci-dessus sont trivials.

2.4.7. Soient (L, F)& MF’(Oy, Diff) et (L', F)= MF(Oy, Diff), on définit le
faisceau filtré HomL (L, F), (L', F)) dont la filtration F est exhaustive, par

Fp: =¢=4[WDiff((L; F)x (L,: F["P])) ]

ol les inclusions F,—F,, sont définies par la composition avec les morphismes
différentiels filtrés:

id: (L', F[—p] = (L', F[—p—1)),
cf. 2.2.4. D’aprés 2.2.5, on a I’isomorphisme canonique:
(24.7.1) DR: Homgy(M, F), (M', F)) 3 Hompe(L, F), (L', F))

ou (M, F)=DRYL, F), etc. Puisque (M, F) et (M’, F) sont munis d’une
structure de @x-Module associée au foncteur @ comme dans 2.4.1, les C-
Modules filtrés de (2.4.7.1) sont munis d’une structure de Ox-bi-Module.
(Notons que cette structure sur le deuxiéme est définie par la composition
avec laction de @y.) Désormais on n’utilisera que cette structure de Ox-
Module associée & celle de (M’, F), car c’est reliée a la structure de 9y-Module
sur (D(M, F))* dans le cas (L', F)=(K%, F). Par cette structure, on a:

Hombyise (L, F), (L', F))E MF(Oy, Diff) .

2.4.8. Lemme. Soient (L', F)CFf(Oy, Diff) et (L”, F)& CF(Oy, Diff),
alors F Hompee (L', F), (L", F)) est un complexe double de MF(Oy, Diff) par
la structure de O x-Module définie ci-dessus.

Preuve. La différentielle de (L°, F) induit des morphismes différentiels filtrés
(de degré 0) par (2.4.7.1), donc P’assertion résulte du lemme suivant:

2.4.9. Lemme. Soient (L", F)&CF(Oy, Diff) et (M"”, F)=DR™(L", F).
Alors (M”, F) est un complexe de MF(Oy, Diff) par la structure de O x-Module
associée @ ®po. Pour (L, F)E MF/(Oy, Diff), on a

Haleem((L, F), (L", F))€ CF(Oy, Diff)
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par la structure de O y-Module definie dans 2.4.7.

Preuve. On a des isomorphismes canoniques comme 9)x-bi-Modules filtrés:
(( Ii» F)®O(g)x: F))@O(QX» F) -:; (L".: F)®0((QX1 F)®0(-CDX: F))

définis par u® P)QQ—uQ@ (PR Q), ol on utilise la structure de P,-Module a
gauche sur 9y pour définir D;RpDy. Puisque le dernier terme est isomor-
phe &

(L%, -)®@0(Dx, F))® 9(Dx, F)®0 Dy, F)),

on obtient un complexe de MF;,(Dy), dont I'image par le foncteur DR est iso-
morphe au complexe DR™Y(L’, F) par I'isomorphisme canonique défini ci-
dessus; d’ol la premiére assertion. Soit (M, F)=DR (L, F), alors

Homigy(M, F), (M", F))® 0Dy, F)=Homgy(M, F), (M", F)Qc(Dyx, F))

comme 9y-Modules filtrés, donc on obtient un complexe de MF, (D), dont
Iimage par DR est Homf, (L, F), (L, F)); d’ou la derniére assertion. Ce
qui achéve la preuve de 2.4.8.

2.410. Lemme. Soient (L, F) et (L', F) comme dans 2.4.1, alors le quasi-
isomorphisme filtré dans CF(Qy, Diff):

DR(DR™YL', F)) - (L', F), cf. (2.2.10.7)
induit le quasi-isomorphisme filtré:
(2.4.10.1) Homb o (L, F), DR(ﬁjz'l(L’, F)) — Homb oo (L, F), (L', F)).
Preuve. Soit (M, F)y=DR™Y(L, F), etc., alors le premier terme de (2.4.10.1) est

isomorphe a:
Hem'y (M, F), DR(DR(M", F)))
= DR(Homey (M, F), (M', F))®0(Dy, F))
car DR"‘(DNI'{(M,F )):D?((DR“(M, F)), ol on utilise 2.4.2. On vérifie que le

morphisme (2.4.10.1) coincide avec (2.2.10.7) appliqué 3 F Hoemqg((M, F),
(M’', F)); d’ou I’assertion.

2.4.11. Soit (L', F)eC~F/(Oy, Diff). Soit (Kx, F) comme dans 2.4.3. Alors
par l'isomorphisme (2.4.3.1),

D(L', F):= Hwmb((L', F), (Kx, F))
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est un complexe de MF/(O,, Diff) tel que DR'D(L’, F)=D(DR™'(L’, F)).
D’aprés 2.4.4 et 2.4.5, on obtient le foncteur contravariant

D: D! ,F/(Oy, Diff) - D! F/(Oy, Diff)
compatible avec DR™!. Puisque
(24.11.1) D(DR™YL, F))== Homp (L', F), (Kx, F))

si on utilise r pour Hemg, on obtient I'isomorphisme canonique dans
D*F(Oy, Diff):

(2.4.11.2) D(L', F) = Homb: (L', F), (K%, F))

d’aprés (2.2.10.7), o (Ky, F ):=D72(K;}, F)eCtF/(Oy, Diff). (Notons que
DRY(Ry, F)=DR((Kx, F)®(@y, F)))

Soit Forget: DF(Oy, Diff)— D(Cx) le foncteur naturel, alors Forget
(K, F)==Cx(dx)[2dx]==a%xC. On définit le morphisme fonctoriel

(2.4.11.3) Forget (D(L', F)) — D(Forget(L', F))
par le morphisme canonique:
Forget(Hompye: (L', F), (Kx, F)) = Hom(Forget (L', F), dxC) .

Soit D%, F/(Oy, Diff) (resp. Dho1F(Dy)) la sous-catégorie pleine de D%, F/(Oy,
Diff) (resp. D).,F(Dy)) des objets (L', F) (resp. (M", F)) tels que les
H(DRY(L")) (resp. Hi(M7)) soient des Dyx-Modules holonomes pour tout i,
alors cette sous-catégorie est stable par D.

2.4.12. Proposition. Avec les notations ci-dessus, le morphisme (2.4.11.3)
est un isomorphisme pour (L', F)&E D}, F/(OQy, Diff), i.e. Forgeto D=~DoForget
sur D%, F/(Oy, Diff) et (ForgetoDR)oD==Do(ForgetoDR) sur D}, F(Dy).

Preuve. Soit 7<, (pE€Z) la filtration canonique [6, 1 II (1.4.6)] sur des com-
plexes de Dx-Modules filtrés, telle que 7<,B=Drg,, cf. 2.11. On a alors
une filtration sur lsk(DR"(L', F)) par:

DR(t¢,DR™"(L, F))  (p€Z),

donc on peut supposer que H* (BDR YL’ F))=0 pour i=0. Puisque I’asser-
tion est locale, on peut remplacer (L*, F) par un complexe borné de 9),-Modules
filtrés libres de type fini comme dans 2.1.17, par le méme argument que dans
la preuve le 2.1.16. On a alors
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(24.12.1) D(L, F) = Hom{(L', F), (wzldy], F))

ol la différentielle du deuxiéme complexe est définie comme dans 2.4.11.
D’aprés Kashiwara [16], on a

Forget (L°, F), Forget (D(L’, F))EDYCy).
Par le méme argument que dans 2.4.11, on a

(24.12.2) D(L’, F) = Hombs (L', F), (2x(dy)[2dx], F))
=~ DR(DR " (Homby(L’, F), (wxldy], F)))).

Soient x& X et i,: {x} =X linclusion naturelle. On définit le foncteur i} par
i;4" = Hom ((i,)+Z, 4(4))

pour un complexe de faisceaux 4, oll J(4") est le complexe simple associé au
complexe double de la résolution canonique flasque tronquée de 4°. On a alors
un diagramme commutatif’:

a
i¥ Hompyee (L', 25(dx)[2dx]) — Homg (i3 L', i;2%(dx)[2dx])

l .
i¥ JmDitf(L., I?X) { l
- B Voo
i¥ Homg (L', Kx)———> Homg (i:L’, i:Kx).

Puisque Forget (D(L", F))== Homp;: (L', 2%(dx)[2dx]) (car L sont cohérents),
il suffit de vérifier que « est bijectif, car £ est clairement bijectif, cf. par exemple
[32]. Soit o la filtration béte de L' (cf. [6, II (1.4.7)]), alors elle induit une
cofiltration (dont la filtration correspondante sera notée G) sur la source et
le but de a, compatible avec @. D’aprés (2.4.12.1-2), Grfa s’écrit:

Gria: i} Homp (L™, wy)ldy] — Homg (HZ L™, C)[dy] .
Puisque le but de Grfa est isomorphe a
Homg (H{5L™, HiF@%(dx))244],
I’accouplement
al: i¥ Home (L™, 0x) X HIEL™ — C

correspondant 3 Grfa, est défini par le morphisme trace (ou le morphisme de
résidu):
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Tr: Hfoy — RI' (1 @x(dy)[2dy]=C .

(Notons que @y=28£%(dy) par définition, cf. (2.0.2).) Puisque les suites spec-
trales de G dégénérent en E,, il suffit de vérifier que les H!Gra sont bijectifs.
Par la dualité de Serre, les @} sont des accouplements topologiquement parfaits.
Par les deux lemmes suivants, les différentielles des complexes iy H#op (L, @y)
et H ‘f;‘,L' sont duales I'une de I’autre par cette dualité. Puisque DL’ € D%(Cy),
on obtient la dualité parfaite sur leurs cohomologies; d’our ’assertion (comparer
a [16]).

2.4.13. Lemme. Soit P& Hompy(Ox, Ox)=Dx. Soit P*: Hoemp(Ox, @)
—Home(Oy, wy) la transposé de P définie comme dans 2.4.11. Alors par liso-
morphisme canonique:

Home(Ox, ©x)=wx
P* s’identifie @ l'action de P a droite sur wy.

2.4.14. Lemme. Soit<,»: wy ,xH{50x—C Paccouplement comme ci-
dessus, on a alors

<uP, v> =<u, P>
pour uEwy ,, VEH{EOy et PEDy ,
(Les démonstrations de ces deux lemmes sont laissées au lecteurs.)

2.4.15. Remarques.

(1) La définition du foncteur dual sur D, F(9y) est compatible avec la défini-
tion usuelle, par le foncteur naturel: D: ,F(Dy)—> D:n(Dx). De méme le
foncteur ForgeteDR: DF(9Dy)—D(Cy) est compatible avec la définition usuelle
de DR: D(D4)—D(Cy), par le foncteur naturel ci-dessus. Ici, le foncteur entre
les catégories dérivées induit par DR est noté aussi DR.

(2) Soit My ,(Dy) la catégorie des Dyx-Modules holonomes, cf. [16]. Alors
cette catégorie est stable par le foncteur dual (par sa compatibilité avec la
microlocalisation). D’aprés Kashiwara [loc. cit], le foncteur DR induit le

foncteur exact:
(2.4.15.1) DR: My, (Dx) — Perv (Cy),

(voir [1] pour la définition de Perv(Cy)) car il a démontré la demi-perversité et
la dualité parfaite:

(2.4.15.2) i*DR(DM) X i.DR(M) — C
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ie. i¥*DR(DM)==i¥D(DR(M)), pour tout i,: {x}=X. Notons que le foncteur
(2.4.15.1) est exacte et fidéle, car DR(Im u)=Im (DR(u)) pour un morphisme u
de My, (Dx), et M=0 si DR(M)=0 pour M € M (Dy).
(3) Posons Sol (M)=R Hem g (M, ®y)[dy] pour M € My, (Dy), alors on peut
vérifier que

Sol (M) = DR(DM) .

Donc on obtient le foncteur Sol: My, (Dy)—Perv(Cy), et la dualité (2.4.15.2)
s’exprime en

(2.4.15.3) i¥Sol(M) = i¥ D(DR(M)) .

D’aprés [18] (voir aussi [23]) ou peut construire un isomorphisme global
(24.15.4) Sol (M) = D(DR(M)) .

(Comparer a 2.4.12-14; dans [23] on remplace la dualité de Serre pour la co-
homologie locale par cette dualité pour la cohomologie & supports compacts.)

2.4.16. Remarque. Avec les notations et les hypothéses de (2.4.3.1), soit
(%5 ***, x4,) un systéme de coordonnées locales, alors ¢ €(D(M, F)) s’écrit:

> 6,88 avec ¢,EHomps (L, Kx°)
par I'isomorphisme (2.4.3.1); ce qui correspond &
[u 3, 6,(w)0")E Hompy: (L, K37),
par I'isomorphisme (2.4.11.1).
2.5. Dualité pour un morphisme propre

2.5.1. Soit f: X—Y un morphisme propre de variétés complexes lisses. Soient
(K%, F) et (IZ};, F) comme dans 2.4.3 a et 2.4.11 (de méme pour Y). Soit Iy
le complexe double des courants au sens de Schwartz, i.e. I'(U, I'x)s ont des
sous-complexes doubles de Homy (I'(U, *2%), C) pour tout ouvert U, ol “2%
est le complexe double des formes C*. Soit I'x le complexe simple associé 2
Iy soit Iy le complexe quotient de Iy tel que I4=I%, alors w[dy]SIx et
31-!?(1}):7}}. On définit la filtration F sur Iy et Ix comme sur Ky et Ky, cf.
2.4.3. et 2.4.11. (De méme pour Iy et 1)

Par définition de K%, on peut supposer qu’il existe un quasi-isomorphisme
Iy K%, ce qui induit les quasi-isomorphismes filtrés:

Ux, F) X (Kx, F), (Ix, F)3 (KX, F).



MobDuULEs DE HODGE POLARISABLES 899
(De méme pour Y.)
Par le “push-down’ des courants, on a le morphisme trace:
(2.5.1.1) Try: fuTx, F) = Iy, F)
dans K%, F/(Oy, Diff). Donc on obtient le morphisme dans K*F(Dy):

DR™Y(Tr)

(2.5.1.2) DR7fu(Ix, F) > DRIy, F) - (Iy, F) > (K%, F)

d’aprés (2.2.10.6). Ici, on peut supposer que K% sont des Dy-Modules
injectifs. Puisque

(2.5.1.3) DR fu(I', F) = DR f4(Ry, F)

est un quasi-isomorphisme filtré, le morphisme (2.5.1.2) se factorise par (2.5.1.3)
dans K*F(9y). (En effet, ’assertion est claire si on oublie la filtration; mais le
morphisme et I’homotopie respectent la filtration car F_,=0 et FKy=K%.)
Donc on obtient le diagramme commutatif dans K*F(®y, Diff):

DRoDR™ f,(I’s, F) — DRoDR™% fy(Kx, F)
(2.5.1.4) | Tr \Tr
DRoDR™ Iy, F) ——> (Ky, F)

ol les morphismes horizontaux sont des quasi-isomorphismes filtrés. (Cette

construction est suggérée par Kashiwara.)

2.5.2. Soit (L', F)e K:,,F/(Oy, Diff) tel que GrfL’ sont fy-acycliques.
D’aprés (2.4.11.2), on a les quasi-isomorphismes filtrés:
fxD(L', F) < fyHombys: (L', F), (K%, F))

(2.5.2.1) . . ~.
Dfy(L’, F) < "#"”‘Siff (fx(L', F), (Ky, F)) .

car Grf Homp (LY, F), (R, F))= @, HomO(Grf L, Grf,,K¥) sont flasques.
Par définition, I’action de O (ou de f~'Oy) sur chaque Homl(Li, K%)
(:= E’J Home (L', Kk Q@ F,9y)) est définie par la composition avec I’action

naturelle de Oy (ou de f~!Oy) sur K%, donc on obtient le morphisme dans
K:th(OY’ Dlﬁ)-

(2522) f*’“mgiff ((L.’ F)1 (K;D F)) - ngiff (f*(L.’ F)s f*(IZ:)(, F)) .

D’aprés (2.5.2.1-2), (2.4.10.1) et (2.5.1.4), on a le morphisme fonctoriel dans
D},wF(Oy, Diff) (donc dans D!, F/(Oy, Diff) d’aprés 2.2.10, 2.1.14 et 2.1.12):

(2.5.2.3) f«D(L', F) = Dfy(L’, F)



900 MORIHIKO SAITO

2.5.3. Proposition. Le morphisme (2.5.2.3) induit un isomorphisme fonc-
toriel

f«D == Dfy: D{uF’(Ox, Diff) = Deon F/(Oy, Diff) .

Preuve. Par dévissage, on peut supposer que (L, F) est un complexe de Ox-
Modules muni d’une filtration triviale, i.e. Grf L'=0 pour i#0. On vérifie que
GrifyD(L’, F) et Gr{ Dfy (L', F) sont acycliques pour i =0 et que

Grg fxD(L', F) = fx Heom(L', Kx)
Gre Dfy(L’, F) = Homo(fsL', K%) -
De plus, Gr{ du quasi-isomorphisme (2.4.10.1) appliqué a fx(L", F) et fx(K%, F)
est ’identité:
Homo(fxL', fxKx) = Homo(fxL', fxKX)

et Grg de (2.5.1.4) est un diagramme commutatif dans K+(Oy):

Sfulx = fxKx
VTr | Tr
Iy = Ky
Donc Gr{ de (2.5.2.3) coincide avec le morphisme de dualité dans la théorie
de dualité analytique [25]; d’ol1 I’assertion.
2.5.4. Corollaire. On a un isomorphisme fonctoriel:
f«D = Dfy: DixF(Dyx) —> DicnF(Dy) -

Preuve. Cela résulte de (2.2.10.5) et de la compatibilité des foncteurs f et D
avec le foncteur DR7?, cf. 2.3.7 et 2.4.11.

2.5.5. Proposition. La dualité (2.5.2.3) sur D', F(Oy, Diff) est compatible
d la dualité topologique par les foncteurs

Forget: D%, F(Oy, Diff) — DY(Cx) (de meme pour Y)
et par les isomorphismes fonctoriels:

fyoForget = Forgetofy, et DoForget = ForgetoD
cf. 2.3.7 et 2.4.12.
Preuve. Par le quasi-isomorphisme canonique:

Cx(dx)[2dx] = Iy (de méme pour Y),
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le morphisme Tr,: fylx—Iy (cf. (2.5.1.1)) représente le morphisme trace
dans la théorie de dualité topologique (cf. par exemple [32]). Puisque Ky est
un complexe de C-Modules injectifs, le morphisme 7r dans (2.5.1.4) se factorise

par le quasi-isomorphisme: DRoDR™% f«K %= f+KY%, donc on obtient le dia.
gramme commutatif dans K*(Cy):

f4T% = DRoDR o fyI'c — DRoDR™ %o fy Ky — fu K
E £ l7 7
Iy <— DRoDR 'y ———> Ky

ol les morphismes horizontaux sont des quasi-isomorphismes; en particulier,
le morphisme 7r: fuKx — Ky aussi représente le morphisme trace. Posons

Homiyiee (L, Iz}r) = Forget (Homfyse (L, F), (IZX, F)), ete,
On a alors un diagramme commutatif dans D*(Cy):

fx "/"‘”{)if{ , K:v) <« Sx Homg (L, IZ?Y)

| |
Homlyies (L', fy Kx) ——> Homy (f«L’, f+K3)
I T~
Homlyiie (fyL', DRoDR™ fyR) —> Homg (fi L', DRoDRo f3R)
l T l Tr / Tr
ol/m{)iff (fsL, K'}’) — Home (fyL', 123')

d’ou I'assertion.

2.5.6. Corollaire. La dualité de 2.5.4 sur D}, F(Dy) est compatible avec
la dualité topologique, par les foncteurs:

ForgetoDR: D}, F(Dy) — D'(Cy), etc.
Preuve. Cela résulte de 2.5.5 et de la preuve de 2.5.4.

2.5.7. Remarque. On dit que Z4(dy) est le faisceau d’orientation de Deligne.
On a I'isomorphisme canonique:
ayZ = Z y(dy)[2dx]

oll ax: X—pt. Le morphisme trace Tr: axnZ x(dy)[2dx]—Z est défini par le
diagramme commutatif’:



902 MORIHIKO SAITO

Tr
H)(X, Z(dy)[2dx]) —— Z

¥ V
HX, =2%(dy)[2ds]) ——> C
(Qni)ix Sx

2.5.8. Remarque. Soit X une variété complexe lisse compacte. Soit K=
(K4, (Kagq> W), (K¢, W, F)) un A-complexe de Hodge mixte cohomologique au
sens de [6, III (8.1.6)], tel que K,ED!(Ay) et que (K¢, W, F) soit représenté
par un objet (L', F) de C.%,F(Oy, Diff) muni d’une filtration W dans
Cl.F(Oy, Diff). Alors on peut définir le dual de (K¢, W, F) par D(L’, F), W).
D’aprés 2.5.5, on voit que DK=(DK ,, D(K 400, W), D((L’, F), W))) est un A-
complexe de Hodge mixte cohomologique, et que la dualité naturelle entre
Hi(X, K,) et H %X, DK,) est compatible la structure de Hodge mixte.
Par exemple, soit (L', F)=(2%(log D), F)[dx] avec Gri .:=(a;)+(25w®, F[—i])
[dx—i], ot F?=o0y,, cf. [loc. cit], et soit K, =RjyAx+[dx], o0t j: X*=X\D—X.
(Ici, X est Kahler, et D est un diviseur & croisements normaux.) Alors DK
définit une structure de Hodge mixte sur H,(X*, 4), de plus D((L’, F), W) est
quasi-isomorphe (bifiltré) au complexe:

[(ao)*(!?%(o), Fldy]) =-— (adx)*(g:ﬁ(dx)’ Fldx])]

tel que GrZ,,_;=(a;)+(25a» Fldx])[dx—i]. Notons que DR™H(L’, F)==(wx(+D),
F), ol F est une filtration définie par I’ordre du pole (décalée par —dy), cf. [loc.
cit].

§3. Filtration de Malgrange-Kashiwara et Cycles Evanescents

Dans cet article, toute filtration rationnelle est indexée discrétement,
i.e. il existe un entier m>0 tel que V=V, pour tout aEQ, iEZ avec iim<ea
<i+1/m, si V est croissante. On notera Ve,= U Vg et Grl =V, [V,
B<a

3.1. Filtration rationnelle De Malgrange-Kashiwara

Soient X une variété complexe lisse, et X, une sous-variété fermée lisse de
codimension 1. On définit V,Dy={PEDy: PI% CI%™ pour tout j€Z}
pour ¢EQ, ou [e]=max {{EZ: i<a}, Iy, est I'ldéal de X,, et 15}0=OX pour
J<0.

Soient ¢ une équation locale de X, 8, un champ de vecteur (localement
défini) tel que [8;, t]=1.
3.1.1. Définition. Soit M un Dy-Module cohérent & droite, une filtration
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rationnelle croissante V est dite la filtration de Malgrange-Kashiwara, si

(3.1.1.1) U V,M=M, chaque V,M est un sous V,9x-Module cohérent.
=)

(B.1.1.2) (V,M) (V;Dx)CV,.;M pour tout e =Q,icZ.
(Vo M) t=V,_,M si a<0.

(3.1.1.3) T’action de t8,—a sur Gr} M est nilpotente (¢ €Q).

Notons que t € V_, 9y, 8, V, 9y, que la condition (3.1.1.3) entraine:

(3.1.1.4) t: GriM — Grl_ M et 8,: Grl_ .M — Grl M sont bijectifs pour a=0,
(3.1.1.5) VM=V M) (V;Dy) pour >0, >0,

et que les conditions (3.1.1.2-4) sont indépendantes du choix de 1, 9;.
3.1.2. Lemme (Kashiwara [17]). La filtration V est unique si elle existe.

Preuve. Supposons qu’il existe deux filtrations ¥ et V'. D’aprés les condi-
tions (3.1.1.1-2) et (3.1.1.5), il existe a, b= Q tels que

Voo MCTVIMCV, ;M pourtout aEqQ;

en particulier, la filtration induite (Gr}, M, V') est finie. Par la condition (3.1.1.3),
on vérifie que Gr?’ GriM=0 si a%8, donc V. Grl,,M=0 si b>0, i.e. V.,C
V,is_s pour €0, ce qui entraine 1’assertion, car ¥ et V' sont discrétement
paramétrées.

3.1.3. Lemme. Si Supp M CX, et M est cohérent, M admet la filtration
rationnelle le long de X,, de plus, on a
M= M,QC[3,], V.M= @ M,Q3;
c 0<i<[e]
ou My=Iomo (O, M) (=Ker(t: M—M)).
Preuve. D’aprés Kashiwara, on a M= @ M;, et 8i: M M;, t': M;SM, (i >

i>0

0), ou M;=Ker(t8,—i); donc on a My=IHomo (O, M), M=M, 603) Clo,].

On vérifie facilement que la filtration 7 définie ci-dessus satisfait les conditions
(3.1.1.1-3); d’ou1 I’assertion.

3.1.4. Lemme. L’action de t sur V,M est injective pour a<0.
Preuve. Soient M'=YJ% M et M”=M|M’, alors M’ et M"” sont des Dy-
Modules cohérents tels que ’action de ¢ sur M’ est injective. Soit V la filtra-
tion induite (resp. quotient) sur M’ (resp. M”’), alors on vérifie que les con-
ditions (3.1.1.1-3) sont satisfaites sauf (V,M')t=V,_,M' (a<0); mais cela
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résulte du diagramme commutatif’:

0O-V,M —-VM —VM' -0
t t tl
0>V, M —>V, M-V, M -0 (<0).
D’aprés 3.1.2 et 3.1.3, on a V,M'=0 (¢<0), donc ¢: V,M 3V, M (a<0).

3.1.5. Corollaire. Soit 0—M'—>M—->M"—0 une suite exacte de Dx-
Modules coherents. Si M admet la filtration rationnelle le long de X,, M’ et
M?" Padmettent, de plus on a des suites exactes:

O=VM —->VM—>V,M -0 (c=Q).
(méme argument que 3.1.4).

3.1.6. Proposition. Soit u: M — N un morphisme de 9 x-Modules coherents
qui admettent la filtration rationnelle V, alors u preserve la filtration et est strict;
en particulier, la categorie des 9x-Modules coherents munis de la filtration V
est une categorie abelienne, dont les morphismes sont toujours stricts.

(Cela résulte de 3.1.2 et 3.1.5.)

3.1.7. Lemme. Soit u: M—N un morphisme de 9Dx-Modules coherents
munis de la filtration V. Soit X*=X\X,. Si u|y+: M |x—>N |y« est un isomor-
phisme, on a u: V.M 3V, N pour tout a<0.

(Cela résulte de 3.1.3 et 3.1.6.)

3.1.8. Proposition. Soit M un Dy-Module coherent muni de la filtration
V. Soit M' le plus petit sous-objet de M tel que M'| "3 M | x«, on a alors

M =VM Dy si a<0

MM’ = iy Coker (8;: Gr”, M —Gr{ M)

%M = iy Ker (t: Gr{ M —GrY, M)
ou i: Xy X et iy est l'image directe de Dy -Modules (localement, ix My=M,&
Cla,].
Preyve. Puisque M'|x+ I M |4+, on a V,M'=V M (a<0), donc (V,M) DyC
M’ (¢<0). L’autre inclusion résulte de (V,M) Dy =M, V| x+ =M | x+ et de
la définition de M’. On a

Gr{(M/M") = Coker (Gri M’ — Gr¥ M)
= Coker (8,: Gr¥,M — Gr{ M)
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car M' N\ VoM=V_M-+(V_,M) 8, (cela résulte de M’'= % (V_,M) 8} et de 8;:
VoM|V_M=3V;M|V;_,M.) Puisque supp M/M'CX, on a M|M' =i.Gri
(M[M'"), cf. 3.1.3.

D’aprés 3.1.3, on a J{%OM =iy (Ker (¢: M— M)), donc il suffit de montrer
que Ker (t: M—M)CV,M et Ker (t: M—M) = Ker (Gr t: Gri M—GrY, M).
Soit u M tel que ut=0, alors il existe a=Q tel que usV, M. Si >0, on a
u=0 dans Gr} M car ut9,=0, on a donc uE V,M par récurrence. Puisque Ker
tNV,M=0 (a¢<0) d’aprés 3.1.4, Ker t—Ker Gr ¢ est injectif. SiutEV._,M,
i[ existe v&E V, tel que (u—v) =0 par la condition (3.1.1.2), donc Ker t—Ker
Gr t est bijectif. Ce qui achéve la démonstration.

3.2. Compatibilite avec la filtration F'

3.2.1. Soient X, X;, X* et ¢, 8, comme dans 3.1. Soit (M, F) un 9Dy-Module
filtré cohérent, i.e. Gr¥M est cohérent sur Grf9y. On dit que (M, F) admet
la filtration rationnelle V le long de X, si:

(3.2.1.1) M est muni de la filtration rationnelle de Malgrange-Kashiwara le
long de X,

3.2.12) (FV,M)t=F,V,_ .M (a<0)

(3.2.1.3) (F,GriM) 8, = F,,Gri,,\M (a>—1)

On dit que (M, F) est quasi-unipotent et regulier le long de X,, si (M, F) admet
la filtration rationnelle le long de X, et chaque Grf Gr¥ Grl M est cohérent sur
Grf9y, Notons que l'action de Grf9y, est bien définie sur Gr*GriGry M,
ol W est la filtration associée a 19,—a (cf. 1.3.9).

Soit f une fonction holomorphe (localement définie) sur X. On définit
i;: X—>XXC par ifx)=(x, f(x)), alors on dit que (M, F) admet la filtration
rationnelle le long de f, si i«(M, F) 'admet le long de X x {0}, et que (M, F)
est quasi-unipotent et régulier le long de f, si i;(M, F) ’est le long de X x {0}.

3.2.2. Proposition. Avec les notations ci-dessus, on a:
(1) La condition (3.2.1.2) équivaut a:

(3221) FVeoM =V MM jxj ' FM (:={uEVoM: u| & F,M| x+}) pour
tout p, ot j: X*¥ < X.
(i) Si (Gr¥,M) 8,=Gr{M (i.e. M=V M) Dy), la condition (3.2.1.3) pour
a=—1 équivaut a:

(3.2.2.2) F,M = %}) (F,-;V<sM) 8} pour tout p .
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(iii) Si supp M C X, la condition (3.2.1.3) équivaut a:
(3.2.2.3) F,M = 6'5 F,_;M,Q0} pour toutp,
ou M=M,QC[0,] et My=Ker ¢ (i.e. (M, F)=iyx(M,, F)).
Preuve. L’implication: (3.2.2.1) = (3.2.1.2) est claire, car
ViM N js j M = {uE V,M: u| x»EF,M | x+}

(3.2.1.2) = (3.2.2.1): Soit uE(jxj 'F,M) N VM, alors il existe (localement)
i >0 tel que ut'eF,M, i.e. ut' €F,V;M, donc uc F,V M.
(3.2.1.3) pour ¢>—1<(3.2.2.2): On définit la filtration F’ par

FII’M = E)(Fp—iV«)M) 35 .

D’abord admettons les assertions:

(3.22.4) FiVeM =0<Z_< (Fp-iV<eM) i (=0

i<j
(322.5) FVuM = 5 EpeiVaMl) Oyt VataniM) 83 (20).
On a alors

GraFiM = (Gry_ta1-; Fp-ta1-1M) 8¥1 (@>0)
et
F}VeoM = F,V M.

Puisque F,M CF,M, on a F;M=F,M pour tout p, sii

GriF,M = (Gra —1a-y Fp-ra1-,M) 8°1 pour tout peZ, a0,
ie.
GriF,M = (Gr]_, F,_,M) 8, pourtout pceZ,a>0;

d’ou1 P’assertion.
Maintenant démontrons (3.2.2.4-5). Puisque 8}: Grj_; M— Grb M est in-
jectif pour a—j>—1, 0n a

Fpotat-s Vo) 85 N VM = (Bt VaotaasM) 8577 (20)
donc (3.2.2.5) est réduit a (3.2.2.4). Pour démontrer (3.2.2.4), il suffit de vérifier
(Fp-joy VaoM) 0iP ' N Ve, M C(F,-; VoM) 0f .
SiucF,_;_, VM satisfait udi{*'& V;M, on a ud, & VM, car

o VaM|VeaM — VejM|Ve;M
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est injectif; on a donc udi*' & (F,_; VM) 8{; d’ol I'assertion.
(3.2.1.3)<(3.2.2.3): D’aprés 3.1.3,on a

M = MQC[o,], V.M = @ M0®6§ .

0<i<[a@]

Posons FyM= @ F,_;M, ® 8i, ou F,M,=M,NF,M. Puisque F;MCF,M,
FiVM=F,V,M et F;Gr{ M=(F,_; Gr{ M) 8{( p€Z,i>0), on a F'=F, sii
F,Gr{ M=(F,_; Gr{ M) 8, ie. (F,Gr{M)8,=F,., Gr{.1M pour tout pEZ,
i=0. Ce qui achéve la démonstration de 3.2.2.

3.2.3. Remarque. Si (GrY,M)8,=Gr{M, 3.2.2 implique que les conditions
(3.2.1.2) pour a<0 et (3.2.1.3) pour > —1 sont satisfaites, sii:

(3.2.3.1) F,M =33 (VoM N jy j*F,_;M) 8; pour tout p .
Si Gr t: Gr§ M— GrY, M est injectif, on a
(3.2.3.2) F,M =33 (VoM N jy j*F,_;M) 8} pour tout p,

sii on a (3.2.1.2-3) et, de plus, Gr t:(Gri M, F)—(GrY,M, F) est strict. En
fait, on a (3.2.2.1) (resp. (3.2.2.2)) en remplacant V, par V,, sii on a (3.2.1.2)
et Gr ¢ set strict (resp. sii on a (3.2.1.3)).

3.2.4. Lemme. Soient i: X< Y une immersion fermée et t. Y—C un
morphisme lisse tels que ti: X—C soit lisse. Posons Y,=t™'(0), X,=i"'Y,,
alors un Dx-Module filtré cohérent (M, F) admet la filtration rationnelle le long
de X,, sii (M, F)=ix(M, F) I'admet le long de Y,; dans ce cas, on a (M, F, V)=
ix(M, F, V), i.e. localement

M=MQC[0], F,M=®F,_,MQa8", V,M=V,MRQC[o']
ou (t, x;, **+, X,) sont des coordonnees de Y telles que

X = {xl ==X :0} et 0’ =(axla "'saxl) .

Preuve. Puisque l’assertion est locale, on peut supposer que codim, X=I,
ie. X={x=0}, alors M =M]J0,], F,M=DF, ,MQ5. avec MR % =Ker
(x8,—i)C M. Si M admet la filtration V, chaque V, M est stable par I’action
de x8,, car x8,E V, 9y ; donc V,M est compatible avec la décomposition M=
M ® &%, et on obtient une filtration de M qui satisfait les conditions (3.1.1.1-3)

car on peut choisir 9, et 8, tels que [8;, x8,]=0, [t, x8,]=0 (e.g. on prend des
coordonnées (2, X;, Xy, ***» X,,)). Si (M, F) admet la filtration V, alors V,M=
V,M[0,] satisfait les conditions (3.1.1.1-3). On vérifie facilement que (M, F, V)
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satisfait les conditions (3.2.1.1.-3), sii ix(M, F, V) les satisfait.

3.2.5. Corollaire. Soient (M, F), f,i, et (M, F)=i;(M, F) comme dans
3.2.1. Supposons que f: X—C soit lisse, alors (M, F) admet la filtration
rationnelle le long de f, sii (M, F) l'admet le long de X,:=f"%0); dans ce cas,
oua

ix(Gry M, F) = (Gr; M, F),
oui: Xy X.

(C’est clair, car t: XX C—C et f=toi;: X—C sont lisses.)

3.2.6. Lemme. Soient (M, F), f et i; comme dans 3.2.1. Posons iy: X=
Xx{0}—=XxC. Supposons que supp M C f~X0), alors les conditions suivantes
sont equivalentes:

(3.2.6.1) (F,M) fCF,..M pour tout p,
(3.2.6.2) (M, F) est quasi-unipotent et régulier le long de f,
(3.2.6.3) on a l'isomorphisme canonique: ipx(M, F)Zi@(M, F).
Preuve. Posons (M, F)=i (M, F), on a par définition une decomposition:
M=®M Q0 telle que M Q3;=Ker((t—f) 8,—i) et que F,M=F, ;M Qdj.
D’aprés 3.1.3, on a une autre: M =@ M,Q0; telle que M,Q9;=Ker (t5,—i) et
que V;M=@y<;<;M,@0;. Puisque

(S ;@07 (10,—i1) = 33 (-, fHu,(j—i)@®3} pour w,EM,
ona M,Q8i={3 u(—f)/i'®08i*’: us M}, et on obtient I'isomorphisme can-
onique (3.2.6.3) sans filtration F, par I'isomorphisme M,@1-3M induit par la
projection M —>M ®1. On a (3.2.6.2)=>(3.2.6.1) d’aprés 3.2.2, car la compati-
bilité de la decomposition: M =@ M,RQ 8 avec la filtration F implique:
(3.2.6.4) F,M N (M,00]) = {3 u(—f)/i!Q8i*/ |ueF,_;M} ,

par le morphisme: M Q8j—M—M,Q8]. De Méme on vérifie que (3.2.6.1)
implique la compatibilité ci-dessus et la condition (3.2.6.4); d’ou (3.2.6.1)=>
(3.2.6.3). L’implication (3.2.6.3)=>(3.2.6.2) est triviale; d’ou I’assertion.

3.2.7. Lemme. Soient X, X, et (M, F) comme dans 3.2.1. Supposons que
M (resp. GriM ® Ox,) est localement libre de type fini sur Ox (resp. Ox,) et

que (M, F) admet la filtration rationnelle le long de X,, alors chaque GrjM est
localement libre de type fini sur Oy dans un voisinage de X,,.



MopULES DE HODGE POLARISABLES 909

Preuve. Par hypothése, on a V_,_ M=Mt, F,V_,_,M=(F,M) t* (i=>0), donc

1 GriM IS Vi GriM, t:GriM®Ox,=Grl;,GriM (i>0).
Puisque Grj M @ Oy, est localement libre, on a localement un isomorphisme

lim Gry M[(Gry M) t* = (Gr; M BZ; Oxy) [[11] = (D Ox,) [I1]]

(non canoniquement). Puisque Grj M est cohérent, Gry M est localement libre
de type fini sur Oy dans un voisinage de Xj.

3.3. Categorie derivées et Images directes

3.3.1. Soient X, X, t, 8; et (Dy, F, V) comme dans 3.1 et 3.2. Soit MFV(Dy)
la catégorie additive des 9x-Modules filtrés (M, F, V') qui satisfaient les condi-
tions:

@B311) UFM=UV,M=MFM=0 pour p<K0 (localement),
ez aEQ

(3.3.1.2) (FpVuM) (Fp)Ve Dx)CFpiy VurgM (P, 9EZ, 2, FEQ),

t: F,V,M X F,V,_ .M (a<0),
(3.3.1.3) { VM = FyVaiM - (2<0)

8;:F, GriM X Fp Griu M (a>—1),
ol les morphismes sont 9 y-linéaire et préservent les filtrations.
Soient CFV(Dyx)=C(MFV (Dy)), KFV(Dx)=K(MFV(9y)) comme dans

[31], ol on suppose que VM =Vi,.m M pour quelque m>0,si (M", F, V)&
CFV(9Dy). On définit la sous-catégorie pleine KFV (Dy)P par:

(M',F, V)EKFV(Dy)® sii H'(F,V,M") =0 pourtout i,p, .

Posons DFV (Dx)=KFV (Dy)|KFV(Dy)9.

On définit D*FV(9y) pour *=+, —, b, comme dans [31], alors ce sont
des sous-catégories pleines de DFV (Dy), cf. la preuve de 1.2.4.

Considérons les conditions suivantes:

(3.3.1.4) Taction de 10,—a sur 9} Gri M’ est nilpotente (i€ Z, a=Q)
(3.3.1.5) chaque 4l F,V,M" est cohérent sur Oy (I€Z,pEZ, a<=qQ).

On définit la sous-catégorie pleine DFV,(Dy) (resp. DFV(Dy)) par: (M", F, V)
& DFV,(Dy) (resp. DFV(Dy)) sii (M, F, V) satisfait la condition (3.3.1.4) (resp.
(3.3.1.5)). Posons DFV,(Dy)=DFV,(Dy) N\ DEVLDy).

3.3.2. Lemme. Soit (M, F, V) MFV(9y), posons
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(FV MY\ =1im F(V,/Ve) M, F,M = lim (F,V,M)"
< —
B P
V,M = lim (F,V,M)\ , M =lim (F,V,M)",
— —_
¥4 ap

alors les morphismes canoniques FI,M - M, V.M —M et (FpV M Y\N— M sont
injectifs, et F,V,M=(F,V,MY\ ou F,V,M~=F,M N V,M; de plus, F,(V,|Vs) M=
F,(V,/Vs) M. (On notera (M, F, V)=(M, F, V)\)

Preuve. Pour p>gq, a>p>r, on a un diagramme commutatif
0'_> Fq(Vﬁ/V‘Y) M—9 Fq(Vw/V‘Y) M—> Fq(Vw/Vﬂ) M—_> 0

1 1 1
0 — F,(Va/Vy) M — F(V| Vi) M~ F(V.IV)) M — 0.

Par la condition de Mittag-Leffler [38], on obtient:

0 — (F,VsM)Y\ — (FV,M)N — F(V,|Vs) M — 0
1 1 1
0 — (F,VeM)YN = (F,V,M)Y\ > Fy(V,[Vs) M — 0
donc (FquM)’\—ﬂlAl sont injectifs et FquM =(F,VgM)\ (en prenant la limit
a— o0, p—>o0); d’olt assertion.

3.3.3. Lemme. Soit (M', F, V)EDFV,(Dy). Si chaque (GriM, F) est
strict, (M, F, V') est strict, i.e. H(F,V,M)—>3{i(M) sont injectifs et IL(F,M) N
SV, M)=Ili(F,V,M) pour tout i, p, @, cf. 1.2.

Preuve. Pour a>pB>r, on a une suite exacte scindée de V9 y-Modules
0— JHi(Ve/Vy) M" — iV, V) M" — iV, /Ve) M"— 0,

en particulier, (V,/Vg) M", V) est strict, donc ((V,/Ve) M, F, V) est strict, car
chaque (Grl M, F) P’est, cf. 1.2.9(d); alors I’assertion résulte du lemme suivant:

3.34. Lemme. Soit (M', F, V)EDFV(Dy), alors (V,/Vg) M',F, V) est
strict pour tout a>pB, sii (M",F,V)=(M",F, V)" est strict; dans ce cas,
YUF,V M =lim HF(V,/Va) M.

<

]
Preuve. Supposons que ((V,/Vg) M', F, V) sont stricts, alors JL'F,(V/Vy) M*
—JiFy(V,/Vy) M" est injectif, donc on obtient la suite exacte

0— GF(VelVy) M" — JUF (Vo[ Vy) M™ — JF(V,|Ve) M" — 0 ;

en particulier, la condition de Mittag-Leffler est satisfaite pour {H‘F,(V,/Ve)M '} g,
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donc Jl"FPV,M'=lim JiFy(Va/Ve) M"; par le méme argument que dans 3.3.2,
on a B

0 — UF, VM — JiF,V, M — JEF(V,]Ve) M" — 0
1 1 1
0— JiF, VoM — HiFV, M — JiF(V.Vs) M* — 0

ie. (M', F, V) est strict.

Si (M *, F, V) est strict, (V,/Vp) M', F, V) sont stricts, cf. 1.2.9. Puisque
(V| Ve) M", F, V)S((Val Vp) M ', F, V), on obtient 'assertion. Ce qui achéve
la démonstration de 3.3.4 et de 3.3.3.

3.3.5. Lemme. Soit (M', F, V)EDFV/(Dy). Si(M',F, V)\ est strict, et
si J*F, Gry M"=0 pour i >0, alors (M", F, V)| x, est strict.

Preuve. Soit a<0. Puisque (M, V) est strict et r: VM~ M SV M
est sans t-torsion, donc H*F,V,M" est aussi sans t-torsion, si H‘F,V,M"—
IUiF, V,M " est injectif, ol M"=M"|x,. On va démontrer I’assertion:
(3351  HEV,M =lim HF,V,M |(HF, VM)t (a<0)

<«

i
par récurrence sur i, car (3.3.5.1) entraine linjectivit¢ de H‘F,V,M"—
j{‘FI,V,M' (e<0). Notons que (3.3.5.1) est vérifiée pour i >0, car H*F,V,M"
=0 (i >>0) résulte de la suite exacte:

v .
- HF,V M — HF VM — JF(V,/V,_ ;) M
tf
- A F VM — HTFV M —.

Supposons que (3.3.5.1) est vérifiée pour i+-1, alors on déduit JF,(V,/V,-;) M
=I'F,V,M"|[(I'F,V,M") t’ de la suite exacte ci-dessus; donc on a (3.3.5.1)
pour i, cf. 3.3.4.

Pour a>4, i, peZ, considérons le diagramme commutatif’

v . .
0— JiF,VeM" — JiF,V,M" — JiF (V,/Ve) M" — 0
w o ul W0 )
0 — JIiF,VeM" — JIiF, VM — HiF(V,|Ve) M —0.

Par hypothese, la deuxiéme ligne est exacte. Si #<0, on a démontré que u’
est injectif, donc v est injectif par le diagramme, et la premiére ligne est exacte
(8 <0); alors u est aussi injectif, donc, par le méme argument, la premiére ligne
est exacte pour tout a>g, i, pEZ. Puisque H'F, V.M '—>L4["FPV,M * sont in-
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jectifs, HF,V,M"—I'F,V,M" sont aussi injectifs; on a donc obtenu le
diagramme commutatif’:
0— HFVeM" — HF VM — HF(V,[Vg) M"— 0
1 1 1
0 — HF,VoM" — IEVM" > HFValVs) M0
d’oui l’assertion.

3.3.6. Définition. Soient X, X et (Dy, F, V) comme dans 3.3.1. Soient aEQ
N[—1,0] et p€Z. Soit L un Ox-Module tel que U Ker (#': L—L)=Ker
(t: L—L) si =0 et L est sans ¢-torsion si @=0. On définit L Q (Dy, F[p],
Vie)=(M, F, V) par: o
M= Lé@ Dy, FM =Im(LQ F,-, Dy = LR Dy)
P-4
VHM = Im(L® Vp_, @X —> L@Qx) .

3.3.7. Lemme. FquM‘:Im(L@Fq_I, Vﬂ—w QX—>L®Q)I) et L®(g)x,

F[pl, V[e) e MFV (Dx) (—1<a<0).

Preuve. On peut supposer que p=0. Si L est sans z-torsion, alors LQF,Vp_,Dx
— LR 9y sont injectifs et I’assertion est claire, car Tor?x(L, N)=0 pour
N=Dy|F,V Dy, F,Dx|F, Ve Dy, etc. Si Lt=0et a=0, on a

LRDy = L@@ -g)Xo[at]
x, .
F(LQDy) = L@@ (DF,-; -@X(,@ 01)
x, °* .
0:0 0<i<[B] )
Im(LQF,Vp Dy = LR Dy) = L@® ( & FiiiDx,Q0:)
X,

0<i<[B]
0
d’ou l’assertion. Considérons le cas a=0. Par hypothése, on a une suite
exacte 0—>L'—L—>L""—0 telle que L’'t=0 et L’ est sans t-torsion. On définit
Lig, L,g et Ljf par
Lqﬁ = Im(L@Fqu.@X - L@.g)x), etc.

On a une suite exacte 0—>Ljg—>L,g—>Lj;—>0, car on a
0— L’ ®FqVﬂ@X —> L®Fqu.@X —> LH ®FqVﬂ.@X —-0
I v 1
0L QD —> LDy —> L' QDy — 0.

Puisque Lj, N Ljg=L;g (méme pour L") pour e>8, p>q, ona LN L,s=L,g,
cf. 1.1.9, donc F,VgM =L en prenant la limite. L’autre assertion est claire.
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3.3.8. Definition. On dit que (M, F, V)E MFV(9y) est un Module induit, si

(M, F, V)= L,,®(Dyx, Flp, V[e]) pour des Ox-Modules L, , satisfaisant
b,

les condition de 3.3.6 (—1<a<0). Soit KFV;(9y) la sous-catégorie pleine de

KFV(9y) des Modules induits, posons

D*FV{(Dy) = K*FV(Dyx)|K*FV{(Dx)?
pour *=@, 4+, —, b, on a alors ’équivalence de catégories
D FV(Dx) 3 D FV(Dx)
car:
3.3.9. Lemme. Soit (M, F, VY= MFV(9y), soit A un sous-ensemble fini de

QN[—1,0] tel que Gry M=0 si e=(@QN[—1, 0)\4; alors F,V M satisfait les
conditions de 3.3.6 pour —1<a<0, de plus, le morphisme naturel

u: @ AFpV¢M®(‘@X7 F[p], Vle]) = (M, F, V)

rEZ,0€

est un epimorphisme strict et Ker uc MVF(Dy).

Preuve. La premiére assertion résulte de ¢: F,V,M X F,V, M (a<0) et (V,M) t
cV_M. Soit u: (N, F, V)—(M, F, V) un morphisme de MFV(Dy), alors u
est un épimorphisme strict, sii u(F,V,N)=F,V,M pour tout p, & (i.e. les trois
filtrations (F, V, Ker u) de N sont compatibles, cf. §1); alors Ker uc MFV(Dy)
résulte de la suite exacte

0— F,V,(Ker u) - F,V,N — F,V,M — 0 ;
d’out I’assertion.

3.3.10. Lemme. Soit (M, F, V)=LQ (Dy, Flp], V[e]) un Module induit,
soit ° le foncteur des sections discontinues, alors §°(L) satisfait les conditions de
3.3.6, de plus, on a

(F°D)  (Dx, Flpl, VIe]) = FY(L R (Dx, Flpl, V[a])
ou (M, F, V)=4%M, F, V) est defini par:

M =lim §°(F, VM),
4]
F,M = lim §°(F,V:M),
s
VeM = lim §°(F,V:M) .
—_
q
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Preuve. Soit (¥) 0—L'—L—L"—0 une suite exacte de Ox-Modules telle que
L't=0 et L"” est t-torsion, alors J°(*) est exacte et satisfait la méme condition
que (*), donc (L’ LYR(Dy, Fp], Via]) est bien défini; alors I’assertion résulte
de

F(Am(LQF,V Dy — LODy) = Im(F (LRF,Vs Dy) = S (LR Dx)
=Im(°LRF,Vs Dx — (S°’L)RDx)

car F,Vg 9Dy est localement libre de type fini sur Oy et (F’L)RDx—>F (LR Dyx)
est injectif.

3.3.11. Lemme. Soit (M;, F, V)=L;Q(Dy, F[p), V]a]) un Module induit,
soit 0—L{—L,—L"—0 une suite exacte telle que L!t=0 et L}’ est sans t-
torsion (i=1,2). Soit u: (M,, F, V)—(M,, F, V) un morphisme de MFV(Dy)
induit par u: Li—L, Si# est injectif et Ly'[u(L1’) est sans t-torsion, alors u est
un monomorphisme strict et Coker u=~Coker #Q(Dy, F[p], V).

Preuve. Si L; t=0 (i=1, 2), Passertion est claire. Si L; sont sans t-torsion,
I’assertion résulte de
0 g L1®FqV§QX - L2®FqVﬂQX I L3®FqVﬂQX - 0
1 1 1
0> L QD - > LDy ——> L,Q_Dy ——> 0

ol L;=Coker #. Dans le cas général, posons

(M}, F, V) =L¥Q (Dx, Flp), Via))

pour i=1, 2, 3, ¥=@, ', ”/, out Ly;=Coker i&; alors

0 0 0
v V v
OéFquM{ @FquMé _*FquM;; -0
J V !
0—> F,VsM, — F,VeM, — F,VaM; —0
y
OAFquM{'QFquMél"*FquMél'—)()
y J
0 0 0

d’ou I'assertion.

3.3.12. Définition. Soient f: X —Y et ¢: Y —S des morphismes de variétés com-
plexes lisses tels que 7 et #f sont lisses. Supposons que S est un disque ouvert,
posons Y,=t"X0), X,=f"YY,). Soit MFV(Dy) comme dans 3.3.1. On définit
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MFV(f'9y) et MEV,(f*9y), etc. en remplacant Dy, Ox par f Dy, 1 Oy.
Soit (Dy.y, F, V)=04 ® YDy, F, V); on définit le foncteur DRyy:

MFV(Dx)— MFV(f'9y) par ®QX_,,,, i.e. (M, F,V)=DRy;y(M, F, V) est
défini par:

M =M ® QX—»Y

F,i = Im( ® FEMQF;Dy,y — M)

i+j=p

V.M = Im( ) VeM @ Vy Doy — M)

3.3.13. Leemme. DRy, (L ® (Dy, Flpl, Vie]))= L ® (f Dy, Flp),
Via]).
Preve. M = (L ® Dy) ® Ox Qf ' Dy) = Lf % Dy
-0y
F,M = Im( S5 L®F, 1 Dx Q@ F; Dyyy — L ® Dxsy)

i+j=q

=Im(LQF,- pr-ﬂ - L 5@ Dxsy)
p. 4
=Im(LQf'F,,Dy—L Q@ f9Dy)
10y
(de méme pour V) car F, Dy F, Dy oy CFpi s Dxsys VaDx Ve Dxsy TVarp Dxsy
et leFV,Dy.
33.14. Lemme. DRy (KFV{(D)®)CKFV{f~'Dy)P.
Preuve. Soient Z=XXY, i: X<Z, p: Z—Y. Puisque DRy, =i"'DRzy
S

DRy,;,, on peut supposer que f est une immersion fermée ou lisse.
Si f est une immersion fermée, DRy, est localement donné par @ C[8’]
(4
donc I’assertion est claire. Si f est lisse, on a localement X=WX Y, f=pr,.
On définit D~RWM =M Q A0y, i.e. le complexe de Koszul pour 8, :*+, 8,, ol
(x, ***, x,,) sont des coordonnées de W. On définit les filtrations par
F(MQA710y) =F, ;MQ A7i 60y,
VMR A Op) = VMR A6,

alors le morphisme M —-M R D,y (u—uR1x.,y) induit un isomorphisme

(3.3.14.1) DRy(M, F, V) % DRy (M, F, V) ;
en effet on peut supposer que L est sans z-torsion out Lt=0, alors on peut réduire
au cas L=0y ou Oy, et vérifier (3.3.14.1) directement.

Si (M, F, V)EKFV{(9x)?, chaque F,V,DR,M" est acyclique, d’oir l'as-
sertion.
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3.3.15. Supposons que f: X—Y est propre. On définit
J: D*FV(Dx) — D*FV{(Dy)
pour =0, 4+, —, b, par fu=fxDRyy, ol
Ju: D¥FV(f ™ Dy) — D*FVi(Dy)

est le foncteur image directe, qui est bien défini d’aprés 3.3.10 et 3.3.11. On
notera encore fy la composition

D FV(Dx) = D™FV{(Dx) L D FV{(Dx) = D FV(Dy) -

Notons que, par définition, le foncteur Grl commute au foncteur image direct,
i.e.fb*Gr3=Ger*, Oﬁf(l): Xo'—> YO'

3.3.16. Lemme. Soit (M, F, V) MFV(Dy). Si chaque F,V, M est coher-
ent sur Ox, on afu(M, F, VYED FV (Dy). Silaction de t8,—a sur Grl M est
nilpotente, on a fx(M, F, V)E D™ FV,(Dy).

Preuve. Soit (L', F, V) (M, F, V) la résolution canonique des Modules
induits dans 3.3.9. Si F,V,M sont cohérents, alors F,V,L’ sont cohérents, donc
JHFVyDRyjy L) et H(R f4F,V,DRyy L") sont cohérents sur Oy et Oy.

Si (t8;—a)": GrlM—Grl M est nul, (t8,—a)": (GrlL’, F)—(GrlL", F)
est nul dans DF(Dy,) donc Paction de (18;—a)" sur I’ foxGry L= GryfxL’
est nulle; d’ott I’assertion.

3.3.17. Proposition. Soit /: X—Y comme dans 3.3.15, posons fo=f|x,: X,
—Y, Soit (M, F) un Dx-Module filtré cohérent, quasi-unipotent et regulier le
long de X,. Supposons que foxGrl(M, F) soit strict pour tout @ EQ, alors
J«(M, F, V) est strict dans un voisinage de Y,, la filtration induite de 9’ fx(M, F)
par V est la filtration de Malgrange-Kashiwara, Y fx«(M, F) est quasi-unipotent
et regulier le long de Y,, et Grl 91’ fo(M, F)=Y* f+Gr’ (M, F).

Preuve. Puisque f est propre, et Grl (M, F), (M, F) sont cohérents, il existe un
épimorphisme strict localement (rel. & Y):

gFPVd®(QX’ F[p]’ V[a]) - (M, F’ V)

oil la somme directe est étendue sur un nombre fini de p, @ (d’aprés le lemme de
Nakayama). Par le méme argument que dans 3.3.9, on obtient localement (re-
latif & Y) une résolution de (M, F, V') par des Modules induits cohérents, donc
on voit que H'V,, fuM (resp. H’ f+(M, F)e MG(By)) sont cohérents sur ¥V, Dy
(resp. By), donc I’assertion résulte de 3.3.3, 3.3.5 et de 3.3.16, car V, H' fuM=
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S foM sur Y\Y,.
3.4. Cycles evanescents (cf. [17], [22])

3.4.1. Soit p: X—S un morphisme lisse sur un disque ouvert S. Soient X,=
p~X0), Sy=1{0}, et ¢ la coordonnée de S (CC). On définit MV (p~' Ds) comme
dans 3.3.1, i.e. (M, VYEMV (p~ ' Ds) sii:

(3.4.1.1) UvV,M=M,

®cQ
(3.4.1.2) (VuM) (V3 p™ D) C Vs,
(3.4.1.3) VM=V, M (a<0).

Soit DV (p~*9s) la catégorie derivée correspondante. On définit DV,,(p~ 1 Ds)
comme dans 3.3.1, et DV (p~'9y) par:

(M, VYeDV(p~' Ds) sii AV, M est de type fini sur O, pour tout xE X,.

3.4.2. Lemme. Si (M",V)eD V, (p~*Ds), alors (M", V) est strict et
HiV M, est libre sur Os o pour xE X,, a<0.

(Méme démonstration que 3.3.2 et 3.3.3.)

3.4.3. Soient S*¥=8\{0}, et #: $*—S* un revétement universel; posons
X =X§5*, Xt X, i1 X,—>X.

On définit les foncteurs ¢ et ¢ de D(4) dans D(4 | x,) pour A=Cy, p~* D, etc.,
par:

YL =i Rjsj 'L

$L' = Cone(i—'L’[—1] = i~* Rj j'L'[—1]) [1], cf. [10].
Posons  p,: Xg—> S, (=4{0}), j: S¥—Set

O = t* C{t} [log 11C(fx O3+)p -

Soit @ <0, on définit le foncteur w3’ : DV (p~' Ds)—>DV (p5* Ds o) par:

M =iV M QO
Ct)

V(s M) = iV g M c@;qé“*f‘ﬂl

(notons que V,M’ sont sans t-torsion pour ¢<0, et que O*[t™}] est un Dy ¢
module & gauche); on a alors un iosmorphisme

Var(M, V) =yi/(M", V) si a<0
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et un morphisme naturel %' M '—yM".

On définit DRsy5/(M", V)€ DV (Cy,) par

Cone (8,: v2'M" — SiM")

avec la filtration Vg=Cone(8,: Vp_,¥&' M'— Vi M").

Soient (M", VYDV (p~1 D) et <0, on définit

Ay: Vo DRs v M" — Gri M [1]
par Cone(pr, 0): Cone (8,: V_, v M'—V,v% M")—Cone (Grj, M'—0), ol pr:
V_¥i M"—Gr} M est définie par:
S u; Q@ t*(log Y[l — uy, pour w;€i™' VM.

On définit B,: V, D’\fts YoM '—>D’§s wel M '—>D7€s Y M’ par la composition des
morphismes naturels.

3.4.4. Lemme. Si(M',V)eD™V, (p~'Ds), A, est un isomorphisme.

Preuve. En utilisant la filtration canonique sur M, on peut supposer que
M, VYeMV,, (p7'Ds), car (M, V) est strict et le foncteur @ O” est exact. Par
définition, Iaction de 8, sur Y& M s'écrit e
3.4.4.1) Q@ t**(log tY]j") o,

= u(t0,—a) @ t*(log t)/j!—u ® t*(log 1) ~Y/(j—1)!
siuci~'V,M. Soit W la filtration de ¥ M par degré delogt. Puisque VM,
est un C {t}-module libre de type fini pour xE X, (6 <0), et I’action de 19,—a
sur GrKM est bijectif si a8, 10, —a: VgM,—VgM, est bijectif si a>g; donc
Gr¥V, DRs ¥2' M et V<, DRs v M sont acycliques (o <0). Puisque V_, y8!
M=i"V M QO et pr(Ve_, ¥ M)=0, il reste 3 démontrer que

(pr, 0): Gri DRsya (M, V) — Gri M[1]

est un isomorphisme. On peut supposer que (Gry M) (t8,—a)=0 en utilisant
une filtration de Gr M, car t8,—a est nilpotente sur Grl M; on a alors

(W; Grl v M) 8,CW,_, Grq v&'M
et
8, Gr¥Gr¥, i M = Grir\Gr¥ wiM (i>1),

car Gr¥; w4 M=i"'GrJ M ® t**/ C[log t] pour j=0, 1; d’ol I’assertion.
c
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3.4.5. Lemme. Soient x,€X, et By={xEX |||x—x,||<e}, oit on choisit
des coordonnées de X pour définir la norme || ||. Posons p,=p|p,. Soit(M', V)
eD V,(p7'Ds). SiRp,V,M est cohérent sur Og dans un voisinage de 0 pour
1>e>0, alors
8Bt @ (VDR yi'M )., — (DRs M),

et est un isomorphisme.

Preuve. Puisque l’action de t8,—a sur RpGry M’ est nilpotente, Rpu((V,/Vp)
M, V) est strict, donc Rfp.V,M" est libre sur O dans un voisinage de 0 (a <0)
et Rpa(M", V) est strict par le méme argument que 3.3.2, 3.3.3 et 3.4.2 (notons
que Rip.V, M| ne dépend pas de @.)

Si p=id (i.e. X=S), (M, V)EMV,(Ds) et V,M est cohérent sur O, alors
@B, est un isomorphisme par la théorie classique des équations différentielles
d’une variable & singularités réguliéres; en particulier, H ‘(Voﬁzs Y M)=H'*
(DNI'?S YvM)=0siif=—1. Onadonc

DIV, DRy M, ~€maH' VODst,‘,',’Rp,*M'VGahm(VoDstf‘,’R““ o M) —1]
! | TN
(H‘DRs ¥ M),, = l_iEH"D’VstRp,*M ~ Iin(DRsa,bR‘“ peM) [—1]
e e

d’ou I’assertion.

3.4.6. Lemme. Soit (M, F) un 9y-Module cohérent, quasi-unipotent et
régulier le long de X, (cf. 3.2), alors Gr*V,M est cohérent sur Gr¥V,Dy pour
tout a Q.

Preuve. On peut supposer que <0, car Gr*Gry, M sont cohérents sur Gr” Dy,
et GrfGri Dy=Gr* Dy [t,]. Puisque chaque GrjV,M est cohérent sur Oy,
il suffit de montrer que Gr¥V,_ M est localement de type fini sur Gr¥V; Dy, i.e. il
existe localement pe Z tel que

(34.6.1) (GrjV,M)(GrfV,Dy) = Gr§,;V,M pour tout i>0.

Puisque V,M=M et V,Dy=9Dy sur X*, on a localement (rel. & X) p,=Z tel
qu'on ait (3.4.6.1) sur X* D’autre part, Gr*Gri M ® Oy, est cohérent sur
Gr* 9y,, donc on trouve aussi localement p,&Z tel qu on ait (3.4.6.1) sur X,

par le lemme de Nakayama. Posons p=max {p,, p,}, alors ’assertion est claire.

3.4.7. Corollaire. Soient p: X—S (CC) un morphisme lisse et X,=p~*0).
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Soit Dy;s={P=Dy: [P, t]=0} ou t est la coordonnée de S. Soit (M, F)
comme dans 3.4.6, alors Gr¥V, M est cohérent sur Gr¥ Dy ;s dans un voisinage de
X,.

Preuve. On peut supposer que @ <0, alors, pour tout x& X,, GrfV,M, est de
type fini sur Gr* Dy, , par le méme argument que dans 3.4.6, car Gr* Dys ®

Ox,==Grf 9x,; donc il existe un Gr* 9y;s-Module gradué cohérent N dans un
v01s1nage de x tel que N,=GrFV, M,; de plus, on peut supposer que I’action de
18, sur GrfV,M, est prolongée sur N, alors N est un GrfV,9;-Module car
GriV, Dy =GrF Dy s <§> C[td,], et N est cohérent sur GrfV,9Dy, donc N=
GrfV,M dans un voisinage de x; d’ou I’assertion. (Notons que la condition sur
(M, F) implique que supp(GrfV,M)™ C Specan GrfV, 9y est fini sur Specan
GrF 9y s dans un voisinage de (Specan GrV,Dy)|x,.)

3.4.8. Propesition. Soient p: X—S, X, et (M, F) comme dans 3.4.7, soit
V la filtration rationnelle de M. Si M est holonome, alors DRy;s(M, VYED™V,,
(Dy) satisfait la condition de 3.4.5.
L
Preuve. D’aprés 3.4.7, DRy;sV,M=V,M @ Oy est localement représenté

Dx/s
par un complexe borné supérieurement de ©x-Modules dont les différentielles
sont p~!@s-linéaires. Pour appliquer un résultat de Kiehl-Verdier [20] (voir
aussi [15]), il suffit de montrer:

3.4.9. Lemme. Soient B, et p, comme dans 3.4.5, alors il existe ¢,>0 tel
que, pour tout €, €10, &, il existe £,&]0, ¢,[ et 7>>0 tels que

R pes DRy)s V,M |5, ne dépend pas de eEle,, €],
ou S,={|t| <n}.
Preuve. D’aprés [19, 4.4.1 et la preuve de 8.6.2] il suffit de montrer que
SS(DRy sV M)C L)‘J(Ti‘ X+X>§ T*S)

dans un voisinage de x, pour une stratification {X,} satisfaisant la condition A4,
de Thom rel. a la stratification S=S* U {0}. Notons que la condition 4, im-
plique que le terme a droite est fermé.

Soit {X,} une stratification de X telle que Car(M)C L}_\J T%, X; d’aprés Hiro-
naka [14], on peut supposer que {X,} satisfait la condition A4, au voisinage de

Xo
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Soit T*(X/S)=Coker(X§ T*S< T*X) (==Specan Gr¥ D) et ¢: T*X—
T*(X/S) la projection, cf. [15]. D’aprés [19, 10.1.5], on a
SS(DRxs VuM) = Car(V,M Q@ Dy) = ¢~ Cargy, (VM)

X/8
ou Cargy s(V,M)=supp(Gr*V , M)  C T*(X/S). Si a<0, Gr¥V, M est sans t-
torsion, donc

Cargy/s(VaM) = Car@gs (M | xv) , car VoM |xs = M|y ;

de plus, Cargy,s(VoM)|x,=Car (V,M/V,_ M) =,3U Car (Gr,}'M) (C T*X,).
<o

Puisque Cargy/s(M)=¢ Car(M) si Car(M) est finie sur 7*(X/S), on obtient
P’assertion pour ¢<<0. Si @>0 on peut supposer que 8,: Gr’, M —Gr{ M est
surjectif, cf. 3.1.8, car, si supp M CX,, i.e. M=iyM, avec i: X, X, Car@yg,g
(V,M)=Car M, (¢>0); on a alors

Car(Gri M)C Car gz ;s(V<eM)
donc
Cargy,s(V,M) = Cargx,s(V<,M) pour tout e ;

d’ou Passertion. Ce qui achéve la démonstration de 3.4.8.

Remarque. Cette démonstration montre que Gr; M sont holonomes, si (M, F)
est un 9x-Module holonome filtré, quasi-unipotent et régulier le long de Xj.

3.4.10. Soit (M", F)e DV (p~'9s), posons

¢l (M, V) =& (M, V) pour —l<a<O.
On définit ¢4’ par

$8'(M, V) = Cone(i™\(M, V) — y*(M, V)
ol i "M —*, M est défini par

urs —u M @ (717! pour wsSi'W,M.
On définit DR, ¢8/(M, V) comme dans 3.4.3, i.e.

V.DRs ¢5' M = Cone(8,: V,,_, $5'M — V, ¢8' M) .

Posons y* = _IQ@W’,’ , o4 =_1§?‘<0¢§’ , alors

¢°/(M, V) = Cone(i (M, V) — v*(M, V)).

On a un morphisme naturel
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can: ¥* — ¢* (resp. can: ¢ — ¢)
défini par
0, id): Cone(0 — ¥ (M, V)) — Cone(i"\(M, V) — v (M, V)),
alors les morphismes naturels M — ¢ M et ¢’ M — ¢ M commutent avec can.
Soit 7 la monodromie. On définit 'action de T, et de T, sur &® par
T,(t*(log tY) = exp(2zic) t*(log t)’
T,(t*(log ty’) = t*(log t+2aiy
et leur action sur ¥ et ¢ par
Tem®q) =m@ Teq pour * =s,u, mcM, g,
alors on obtient la décomposition de Jordan T=T,T, sur ¥* et ¢*.
Posons N=(log T,)/2xi, alors N(log t)’=j(log t)’~!. On définit
Var: ¢§' — %, par
(0, N): Cone(i~Y(M, V') — v (M, V)) — Cdne(0 — v¥*\(M, V))
et var: v*'M— ¢* M (resp. var: v+M— ¢ M) par
(0, T—id): Cone(i~*M — ¥ P M) — Cdne (0 — ¥“I M),
alors Varocan=N, cancVar=N, canovar=T—id, varocan=T7T—id.

Soit By: Voﬂes o8 M — DNRs ¢M le morphisme naturel; alors @ B,:

-1<@<0
VOBIQS #"M—>DRg ¢ M est un isomorphisme,si @ B,: VoDﬁisxlr“’M»ﬁiser
-1<a <0

lest et si (M, V)EDV,, . p~' Ds) (car 8,: Grl_ M —>Grl M est un isomorphisme
si @>0), de plus, @ B, commute avec can, var et I’action de 7.

On définit le morphisme 4,: ¥y DRg ' M — Gr§ M[1] par
i VoM — Vit M
Cone a,I a,[
Li"WV_ M — V_ v M
-GriM ——> 0 (——id,O
R 0,0
Cone 6,I I -

—id

L GrY, M — Gr¥ M

(pr,4_)
—_—

GrgM[1]

ou pr:i 'V,M—GriM (ea=—1,0). Ici



MobpULESs DE HODGE POLARISABLES 923

K—x,o i Ko,o
Cone p'T pT
K'l"li KO,-—I
est le complexe simple associé¢ au complexe double

k-2 2 1) o g-ia 24, pany

3.4.11. Lemme. A, est un isomorphisme, si(M, V)EDV, (p7'Ds). Ona
AN = (0;,—a) A pour —1<a<0,
Aycan =8,4_,, A_,Var =14, dans D(Cy).
Preuve. La premicre assertion résulte de I'isomorphisme
8 i Ve M X i VoM pour MeMV,, (p~Ds)
démontré dans la preuve de 3.4.4. Pour —1<a <0, on définit
h: V, DR ws' M — Gri M

par (0, pr): Cone(V_, v&' M —V,v& M)—>Grl M, alors dh-+hd=(t0;—a) A,—
A,N d’aprés (3.4.4.1), on a donc
(t0;—a) A, = A,N dans D(Cx) pour —1<a<O0,
ol cette assertion pour @=0 résulte des derniéres assertions, car N=canoVar.
Par définition, on a la factorisation 4,=A4¢ 40, ot Ag=(pr, A_)) et Af=

( —id, 0). On définit
0,0

GriM ——> 0
can’: GrY, M[1] — Cone G,I I
—id
GrY,M — Gr¥ M

par (g’ Od)’ alors Af can=can’4_,. On définit
GriM —— 0
h: Gr? M[1] — Cbne a,[ I par (g’ 8) ,
iq,
Grl,M it Grl. M

alors dh-+hd=Aq8;,—can’, donc 4, can=8,4_, dans D(Cy,).
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On définit un sous-complexe de Gr{ D’}s ¢3! M par
GriM — Gr§ v/ M
C = Cbne T T
0 — (Gr¥, v* M) (log ¢)

: 3 il H v 5% a2 By : :
Soient V, DRs ¢5' M —Grq DRg ¢’ M <— C —>Gri{ M[1] les isomorphismes nat-

. —id, 0 . - -
urels, ol a3==( 0’ ); on a alors la factorisation 4g=A4¢ a,, et on vérifie Ag a,
2
=AY’ ay; donc a; az' a,=A,.

Soit af: V, D~Rs v M —Gr{ DR %, M P’isomorphisme naturel, on a alors
la factorisation A_,=A_, a{ et Varog,=ajoVar. On définit h: C—Gr” M par

( , >’
0, 0
pl . Gl 0 30'..11M - G’ _1M® t 1 C[log t] - G) "IM

est définie par pr(33 u; ® t(log t)’)=u,; alors hd-+dh=ta,—A_,oVaroa,, donc
tAy=A_,oVar dans D(Cy)). Ce qui achéve la démonstration.

3.4.12. Proposition (cf. [17], [22]). Si M est holonome, posons K=DRyM,
on a alors la decomposition de Jordan T=T, T, de la monodromie T de VK et
de ¢K (voir aussi 3.4.14). Posons

YK = Ker(T,—2: K — K) (de méme pour ¢, K) .

Si (M, F) est quasi-unipotent et régulier le long de X, (et M holonome), alors A,

et By induisent des isomorphismes
K[—1] si —1<a<0
DRXO(Gr}:M)z{‘”” Hi s —1s
SeK[—1] si —1<a<0

tels que 18,—a, 8,, t sont identifiés avec N, can, Var, ou e(a)=exp 2xic.

Preuve. Puisque il existe le polyndme minimal pour Paction de T (au moins
localement), on a la décomposition de Jordan, car ¥K[—1] et ¢ K[—1] sont
des faisceaux pervers. D’aprés 3.4.4, 3.4.5 et 3.4.8, 4, et DB, sont des iso-
morphismes, de plus

Im(B,: V, DR; sz’ DRy/sM — DRs ¥DRy;sM == DRy M) = (K

(de méme pour ¢), car laction de 19;,—a sur H’(Im B,) est nilpotente et
I'image de Im B, par la projection ¥K—~ K est nulle si 2=e(a) (voir aussi
3.4.14). Puisque
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Gry DRysM = DRy, GriM ,
I’assertion résulte de 3.4.11.

3.4.13. Remarque. Soient f: X—Y un morphisme propre, g: ¥Y—S un mor-
phisme lisse, tels que p=qf soit lisse. Soit (M, F) un Dyx-Module holonome
filtré, quasi-unipotent et régulier le long de X,. Si fiu(M, F, V') est strict, et si,
de plus, H* f«(M, F, V) sont quasi-unipotents et réguliers le long de Y,, 3.4.12
(pour (M, F)) induit un isomorphisme

DRy (Gry It fxM) = Yo I fx DRxM[—1] (ou ¢)

(car DRYO(Gr;’ JeM) =y f« DRxyM[—1] (ou ¢)) qui coincide avec I’isomor-
phisme donné par 3.4.12 appliquée & H’fu(M, F) (notons que DRy H’ fi M=
? 9(* fx DRy M), car les morphismes 4, et Bg sont compatibles avec I'image directe
par un morphisme propre.

3.4.14. Remarque. Soit X une variété complexe. Soit D(Ay, T) la catégorie
dérivée des complexes des A y-Modules munis d’un automorphisme 7, cohomol-
ogiquement constructibles, ot 4 est un corps. Soit A=A[T, T, alors cette
catégorie est équivalente & D(dy) la catégorie dérivée des complexes des Ay~
Modules, cohomologiquement constructible sur 4. D’aprés [33], celle-ci est
équivalente a la sous-catégorie pleine D,(Zx)inj des complexes des Ax-Modules
injectifs. Pour P un polyndme unitaire irréductible sur A4, tel que P(0)==0, on
définit le foncteur:

) Dc(/fx)inj - D(A~X)
par K= UKer(P(T)': K—K) pour K ED(Ax);s;. Alors on a ;K ED(dy) et
le morphisme canonique: € ,K—K est un isomorphisme dans D,(4y). (Notons
que le foncteur K+— K est bien défini, si P: K/— K’ sont surjectifs.)

En effet, soit W la filtration canonique = de K, alors par la résolution de
Cartan-Eilenberg, on a une resolution filtrée: (K, W)=(L, W) telle que Gr7L
soient des complexes bornés de Ax-Modules injectifs; donc on peut supposer
que H’K=0 pour j =0, et de plus que H°K==j,L pour L un systéme local sur
U un ouvert de Zariski lisse de X, avec j: U—X l'inclusion naturelle (par dévis-
sage). Puisque pK est acyclique si K l’est, on peut supposer que U=X, et de
plus que X=pt avec L un A-module irreductible, car ’assertion est locale (et
par dévissage); on a donc L=A/AQ pour Q un polyndme unitaire irréductible
tel que Q(0)==0, alors ,K=0 (P=+Q) est clair, donc il suffit de vérifier que
oKXK. Soient S=Spec 4, g=(Q)ES, B=0s,, et F le corps des fractions de
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B, alors B est un anneau de valuation discréte muni d’une uniformisante Q; on
a donc une suite exacte:

0——>L—>F/B-Q>F/B—>O,

d’ou1 P’assertion, car o(F/B)=F)/B.
On applique I’assertion 4 ¥ K (ou ¢K) avec T la monodromie. On obtient
la décomposition ¥ K=@ 5(¢¥K) et 'action de N:

N: K — vK(—1) (de méme pour ¢).
Notons que 'action de P(T) sur i™*Rjyj 'L (cf. 3.4.3) est surjective, si L est
un faisceau flasque (et si P(0)==0).

3.5. Le cas non-caractéristique
3.5.1. Soit f: X—Y un morphisme de variétés complexes lisses, soit (M, F) un
9Dy-Module filtré cohérent. On dit que f est non-caractéristique pour (M, F)
(ou (M, F) l’est pour f) si les conditions suivantes sont satisfaites:

L
3.5.1.1) Hi(f'Gr'M ® Ox) =0 pour i=0,
0y
(3.5.1.2) le morphisme df *: (pr,)™! Car(M)—T*X soit fini,
oll pry: XX T*Y—T*Y est la projection naturelle
b g
et df*: XX T*Y—T*Y est défini par df*(x, &) =
b g
df*€ pour x€X, E€Tk,Y .

On dit que f est strictement non-caractéristique pour (M, F) si la condition
(3.5.1.1) et la condition suivante sont satisfaites:

(3.5.1.3) il existe une stratification de Whitney {Y,} be Y
telle que Car(M)C U T¥,Y et que
[
dr*: (pr)) (U T%,Y) — T*X soit fini .
o

Notons que la condition (3.5.1.3) entraine que M est holonome.

Lorsque f est une immersion fermée, X est dite (strictement) non-carac-
téristique pour (M, F) si f Iest.

Si f est non-caractéristique pour (M, F), on définit

f'(M, F) = f*(M, F) (d) [2d]

par M=fM Q wxy, EM=f"FuuM Q@ wyzy(pEZ) et d=dim X—
f0r S0y
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dim Y, ol (M, F) (d)=(M(d), F[d])) et M(d)=M Q Z(d).
3.5.2. Lemme. Si f est lisse, (M, F) est non-caractéristique pour f.
(Cest clair, car Oy est plat sur Oy et df*: X x T*Y—>T*Y est injectif.)
b g

3.5.3. Lemme. Si f est non-caractéristique pour (M, F), f*(M, F) [d] est
un Dy-Module filtré cohérent tel que

Car(f*M[d]) = df*(pry* Car(M)).
Preuve. On a par définition

przt Car(M) = supp(f ™' Gr'M ®0 Ox)"CXXT*Y (= Specan GrDy.,y)
0y ¥

et
Car(f*MI[d]) = supp(f~* Gr'M (% Ox)"CT*X (= Specan Gr9y)
f0r
ol f1Gr'M ® (Ox est muni d’une structure de Gr9x-Module par le

f10y
morphisme d’anneaux dfy: Gr Dy—>Gr Dy, et est cohérent sur Gr Iy par la

condition (3.5.1.2); alors I’assertion est claire, car df*=Specan (df).

3.5.4. Lemme. Soient f: X—Y et g: Y—>Z des morphismes de variétés
complexes lisses, soit (M, F) un 9),-Module filtré cohérent, alors:
(1) Si (M, F) et g¥(M, F) [dim Y—dim Z] sont non-caractéristique respective-
ment pour g et f, (M, F) l'est pour gf; on a la réciproque (au voisinage de
X) si f, g sont des immersions fermees.
(2) Supposons que g soit lisse, alors gf est non-caractéristique pour (M, F) sii
f Pest pour g*(M, F) [dim Y—dim Z].
Preuve. La premiére assertlon est claire; la réciproque résulte de la théorie de
suites réguliéres car N ® Oy=K(N;z,,+,z,) [n]. Si g est lisse, idxdg*:
X X T*Z—>XxT*Y est une immersion fermée et Oy est plat sur O; alors ’as-

X
sertlon résulte des diagrammes suivants:

T*X < XXT*Y<-XXT*Z (NQB)QC=NQ®C
Y z 4 B 4
b b L
T*Y<-YXT*Z (NQ@BQ®CINQKC
z 4 4 4
J
T*Z

01‘1 A=Oz, B=Oy et C:OX-
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3.5.5. Lemme. Soit (M, F)e MF,(Dy), i.e. M est holonome. Si f est non-
caractéristique pour (M, F), on a f*(M, F) [d1e MF,(Dx).

Preuve. Si f est lisse, on a Grf*(M, F)[d]|=f"'GrM @ wyxy; donc
S0y

dim Car (f*(M, F)[d]" =dim X. Si f est une immersion fermée telle que
dim X=dim Y—1, on a (localement)

dim Car f*(M, F)[d]<dim X si Car (M)EXXT*Y
Y

et
Car (M) = (df*)"'df* Car (M) sinon,

car Car (M) est Lagrangienne; d’ou l’assertion. Le cas général résulte de 3.5.4.

3.5.6. Lemme. Soit i: X>Y une immersion fermée de variétés complexes
lisses telles que dim X=dim Y—1. Soit (M, F) un Dy-Module filtré cohérent.
Si X est non-caractéristique pour (M, F), alors (M, F) est quasi-unipotent et
régulier le long de X, de plus la filtration V est définie par

M3y si —i—1<a<—i,i>0,
(3.5.6.1) VM = {M s a>0
ot Iy est I'ldéal de X en particulier on a un isomorphisme canonique
Grl (M, F)Qwxyy = i'(M, F)[1]
et Grl(M, F)=0 pour a== —1, —2, «--.

Preuve. On définit la filtration ¥V par (3.5.6.1). Puisque ¢: Grf M—Grf M
est injectif par la condition (3.5.1.1), on a I'injectivité de ¢: M/F,M—>M|F,M
et de t': M|[F,M—V_;,_,M|F,V_;_ M, alors on vérifie que t: F,M—F,V_;,_ M
est bijectif par le diagramme:

0—>F,M > M ——> M|F,M —> 0
t t) t
0— E,V_ i \M—V_i_ M~V_,_ M|F,V_,_,M—0.

Il reste & démontrer que Gr¥M sont cohérents sur GrfV,9,. Posons
T*(Y/C) = Coker (dt*: YX T*C — T*Y)
(44
¢: T*Y — T*(Y/C) la projection naturelle,

alors Car(M) est finie sur T#(Y/C) au voisinage de X X T*(¥Y/C)=T*X par la
Y
condition (3.5.1.2), donc Gr¥M est cohérent sur Gr¥Dy,¢ et sur Grf VD,
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3.5.7. Lemme. Soient X, Y et (M, F) comme dans 3.5.6 (en particulier X
est non-caractéristique pour (M, F)), soit M(xX) la localisation de M par t, on
a alors une filtration F sur M(%X) telle que (M(xX), F) soit un Dy-Module
filtré cohérent et qu’on ait une suite exacte filtrée

(3.5.7.1) 0— (M, F) > (M(xX), F) — ii'(M, F)[1] = 0;
de plus (M(+X), F) est quasi-unipotent et régulier le long de X et la filtration
V est définie par
3.5.7.2) V M(*X) = Mt* pour —i—1<a<<—Ii
Preuve. Soit M=M(xX). On définit la filtration F par

Fy(Mt™) = (F,M)t™,

Fy(#1) = 33 (F,-o(Mt )5}
et ¥ par (3.5.7.2). D’abord on vérifie que t: Gr! M—Gr]_,M sont bijectifs
et que I’action de 18, —i sur Gr/ M est nulle. Par le méme argument que dans la
epreuv de 3.2.2, on vérifie que 8,: Gry F,M —> Gr},,F,.,M sont bijectifs pour
a>0; en particulier on a un isomorphisme canonique

(M(xX)[M, F) = ixi'(M, F)[1]

car (Gr{ M, F)==i'(M, F)[1] par définition; donc on a (3.5.7.1). Les autres
assertions sont claires.

3.5.8. Lemme. Soient X, Y et (M, F) comme dans 3.5.7. On définit un
Dy-Module por M(1X):=M Pi4i*M[—1] avec

(m, n)P = (mP, nP) pour P&V, Dy
et
(m, n)d, = (md,, [m]Q[8,]+nd,)

ou [mQ[8,]E MMt Q@ Cigxi*M[—1), et la filtration F par
F(M(1X)) = F, M@F (isxi*M[—1])

de sorte qu’on ait une suite exacte filtrée:

(3.5.8.1) 0 — iyi*(M, F)[—1] = (M(!X), F) = (M, F) — 0;

alors (M(1X), F) est quasi-unipotent et régulier le long de X et la filtration V
est définie par
VoM(1X)) = V M DV, (ixi*M[—1]).
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Preuve. Puisque Dy = Dy, Q C[8,] (localement) et (mt, nt)d,=(mtd,, ntd,), on
vérifie que la structure de 9)y-Module est bien définie et indépendente du choix
de 9,, alors les autres assertions sont claires.

3.59. Lemme. Soient X, Y et (M, F) comme dans 3.5.7, soit j: Y\X<Y
Uinclusion naturelle. Supposons que (M, F) soit holonome, on a alors les iso-
morphismes

DR(M(%X)) = Rj«j*DRM , DRi'M =i'DRM ,
DR(M('X)) = j,j'DRM , DRi*M = i*DRM ,

de sorte que les triangles

1
— DRM — DRM(X) — DRii'M[1] +l
— DRiyi*M[—1] — DRM(X) — DRMi—1>

induits par (3.5.7.1) et (3.5.8.1) sont identifiés avec les triangles

— i, i'DRM — DRM —> Rjyj*DRM ﬂ

— j,j'DRM — DRM — i*i*DRM-ﬂ
au décalage prés.
Preuve. Soit M —I" une resolution injective, posons

Rjsj*DRM" = j4j*DRI’
ou DR signifie le foncteur @, A "Gy ; on a alors le morphisme canonique
(3.5.9.1) DRM(*X) — Rjyj*DRM
défini par
DRM(*X) — DRI'(+X) — DRjsj*I' = j4j*DRI",

de plus le diagramme

DRM

Y N
DRM(*X) —> Rjsj*DRM

commute dans la catégorie des C-complexes; donc il suffit de vérifier que
(3.5.9.1) est un quasi-isomorphismes. Puisque 1’assertion est locale, on peut
supposer que Y=X XS et que ¢ est une coordonnée de S CC, on a alors

DRyM(%X) = DRs(DRy;sM(%X)) = DRg(DRy;sI" (*X)) .
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Posons L'=DRysI’, alors il suffit de vérifier que
DRs(L(*X)) — DRs(Rjxj*L")

est un quasi-isomorphisme. Par le méme argument que la preuve de 3.4.5
(i.e. en utilisant la fibration de Milnor), on peut suppose que Y=S et que ‘L’
sont des 9s-Modules holonomes réguliers, car (M, F) est holonome et quasi-
unipotent et régulier le long de X, cf. la preuve de 3.4.9. En utilisant la filtra-
tion canonique, on peut supposer que L est un Module, alors 1’assertion est
bien connue.

Maintenant démontrons les assertion pour DRM(!X). Puisque j' est un
foncteur adjoint a droite de j,, on a le morphisme canonique
(3.59.2) Jij'DRM — DRM(!X)
tel que le diagramme

Jj1j'DRM —> DRM(!X)
NS
DRM

commute dans la catégorie des C-complexes, donc il suffit de vérifier que
(3.5.9.2) est un quasi-isomorphisme, ie. i*DRM(!X)=0. Posons L=
DRy;sM(1X) comme ci-dessus. Puisque M(!X) est holonome et quasi-unipotent
et régulier le long de X, H'L, sont des 9 -modules holonomes réguliers pour
ieZ, xeX. Puisque
8,: GrY M(1X) — Gr{ M(1X)
est bijectif, on obtient que
0,: GrY H'L,— Gr{H'L,

sont bijectifs, donc DRM(!X),=DRsL; est acyclique pour x€X. Ce qui

achéve la démonstration de 3.5.9.

3.5.10. Définition. Soient X, Y, i et (M, F) comme dans 3.5.7, alors le mor-
phisme de Gysin (resp. de restriction)

iy: igi'(M, F)— (M, F)  (resp. i*: (M, F) — i4i*(M, F))
est un morphisme dans DF(9)y) défini par le triangle (3.5.7.1) (resp. (3.5.8.1)).

3.511. Soit Y=Y,U Y, un diviseur & croisements normaux sur X tel que Y;
et Y, soient lisses et que Y,, Y, et Z=Y,N Y, soient non-caractéristiques pour
un 9x-Module filtré cohérent (M, F). Soit f=xy oll x (resp. y) est un généra-
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teur de I'Idéal de Y, (resp. Y,). Posons (M, F)=i (M, F), on a par définition:

(.5.111) M = MQC[3,], F,M = ®F, ,MQd]
@®0)E = uEQ0{—uEf)R™, URdi)a =ua®?0],
@®0)t = uf Qj+ju®di™, u®0%)9, = uQdi**,
pour ueM, £€0y, acOy .

Soit s=¢8,, on définit les filtrations V, ¥ et G par

) MFQNDy, —i—l<a<—i, i>0
(5.112) Vi = VA0, a>o0.
</<a+1
V_i,M, i=0, k<2
_ V_  M@s+i+D)+V_,_,M, i=0, k=—1
(B.5.113) V., 0 = MDAV
' Mfi(x, QN Dy, i>0, k=0
v, 0, i>0, k>1
(3.5.11.4) G, M = > ®di .
i<q

Soient 9,, 8, des champs de vécteur (loc. définis) sur X tel que
[ax, X] = [a_w J’] =1 ’ [am y] = [a_w X] =0.

Puisque (u® 1)x8,=ux0,Q1—(u®1)s, on vérifie que V,M et V_;_, ,M sont des
VoD «c-sous-Modules de #; de plus ce sont des V,Dyyc-Modules cohérents,
car M est de type fini sur Dy e? (resp. Dyse) au voisinage de Z (resp. Y\Z)
par la condition non-caractéristique. Ona V,,C V; ,,, car

(3.5.11.5) W1 (s+i+1) = Wd,f yQ1)—(uf y®1)3,
(de méme pour 8,) .

Soient i: Z< X, i,: Y, X (p=1, 2) les inclusions naturelles, on définit
des morphismes 9)x-linéaires filtrés

a;, -y ixi'(M, F[1D[2] — (Gr! -, M, F)

@00 @ipi}(M, F)[1] — (GrFolL, F)

a; ¢ ixi'(M, F)[2] = (Gr\M, F)
pour i<0 par

;) = (f Q1) (s—i)

@ o, ) = (f "+ )1,

@) =uf~'®1,
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ol u€i'M[2]=MfYMx+My™, u,ilM[1]=Mx"' M et u,€iz;M[1]=
My~ /M. Notons que «; , sont uniquement déterminés par leur restriction sur
i'(M, F[1])[2] etc. On vérifie que «;, sont bien-définis (e.g. @; _,(Mx™)C
Vi, _M et a; , est Dy-linéaire) par la formule (3.5.11.5).

Sur X\Z il existe (localement) un champ de vecteur 8 tel que [9,, f]=1
au voisinage de Y. Puisque

u®1)9, =ud Q1 —uQ9,
on vérifie que

_ Mt —i—l<a<—i, i=0
V.M = { _
M a>=0
_ VieM k<0
V,',kM: ~
Vit k>0,

donc on va considérer seulement au voisinage de Z ou 9,, 9, existent (locale-
ment), et tel que GrfM soit plat sur C? , et de type fini sur Grf Dy, cz.

3.5.12. Lemme.

(M QNF Dy k<—2
. MfFQD (s+i+1)F, . Dy +MfH'QL, k=-—1
GqV—-i—l,kM = :
(Mf’(xs y)®1)Fq'g)X s k=0
(Mf,®1)FqQX H k>1 .

Preuve. Puisque {x, y} est une suite réguliére de Gr*M et de M, on a:

(3.5.12.1) Soit P(S, T)=>] w; ST * = M[S, T] tel que P(x, y)=0, alors il existe
oS, T)=2utS'T ¢ tel que P(S, T)=0(S, T)(yS —xT), i.e.

w;=ul_, y—ulx.
D’abord on va démontrer
G MN(MfIQNF, Dy = (MFIQNF,_. Dy  (i=0),
ce qui entraine I’assertion pour k<< —2 et k>1. Puisque
(MfI®DF Dy = 3 (Mf'®1)2:0;
il suffit de vérifier:

(3.5.12.2) Si u=3>(4;®1)9{8}7 = G,_,M avec u; € Mf*,
on au=v;®1)8i85~'~/ avec v, Mf*.

D’aprés (3.5.11.1), on a >lu;)/x?7# =0, donc (3.5.12.1) entraine que u;=



934 MORIHIKO SAITO

u}_,x—u}y avec u; € Mf*, on a alors

u = 33 (W-rx—ufy)®1)9i05
= 3 (X0, —uy3,)R1)dia1 71~

d’ou I’assertion (3.5.12.2).
D’aprés (3.5.11.5) on vérifie que Mfi'@1+V_;_ M(s+i+1) est un Dy-
Module, donc

Vi ioy oM = MfiP'Q1+V_;_ M(s+i+1).
Par 1a méme démonstration, on a l’assertion pour k=—1, car
s+itl: Gré M — Gr{M
est injectif. Démontrons le cas k=0. Supposons que
u =3 (Wix+u y)RNoi0I 7 eG,_ M avec uf,ujEMf?,
ie. iy x4yl 1 x977)=0. D’aprés (3.5.12.1), on a

wjtui_, =v;.;x—v;y avec v;EMf’
donc
u =3 (—ufx+v, X —vxy+u] y) Q185047
= 3V ((—ux0 ,+u y8,)+(v;x)x0,—(v;x)y8,)R®1)8;85 '~
d’our I’assertion, car vf?xd,—vf?yd,=(vd,)fix—(vd,)f*y pour vE M.
3.5.13. Corollaire. GriV_;_, M =M Qa(—i—1,k, q), ou A=Clx, y] et
4
Af i (x, y)! k<—2
Afiti(x, y)o! k=—1

A k=0
Afi(x, y) k>1.

a(—i—1,k, q) =

(C’est clair car M est plat sur 4.)
3.5.14. Lemme. Les morphismes canoniques
(F,- ,M)a(—i—1, k, 9)Q0} = Gr§{F,V_,_, ,M < F,V_,_, ,Gr{M

sont des isomorphismes (i=0),; en particulier (F, G, V) sont compatibles, cf.
1.2.14, et (F,V_;_, ,M)t=F,V_;_, M.

Preuve. Puisque (F,_,Mf*Q1)F, 9Dy C G,F,V_, M, etc., on vérific que
(FpgM)a(—i—1, k, g) Q@ 87 est un sous-Module de GrprV_,-_l,kM, donc il
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suffit de démontrer que

(Fy-M)a(—i—1, k, q)®08% = F,V_;_, ,Gr{ M ;
or on a le diagramme commutatif’:

0— Fl,_qM@a — M@a — (M/Fl,_qM)§a -0
1 1 1

~

0O —— F,. M—>M——> M/FI,_;M—> 0
d’ou l'assertion.
3.5.15. Corollaire. «_;_,, sont des isomorphismes filtrés.
Preuve. On définit la filtration G par
G (ixi'M[2]) :.~+€,B< q(Mf “Mx™ My ™)8.9;
G (il M[1]) = ,@q (Mx7YM)3;  (de méme pour i,isM[1]),
alors les morphismes «_;_, , préservent les filtrations G (au décalage prés si k=

—1), donc il suffit de démontrer que Gr{F,a_;_,, sont des isomorphismes.
D’aprés 3.5.14 on peut supposer que i=0, et on a

F,Gr{Gr¥, il = F, M @(a(—1, k, q)fa(—i, k—1, ),

avec
@ ij+1yk+1 k=—1
jtk=gq-1
a(—1,k, @)la(—1,k—1,q) = { Ay™[Axy™ ' DAxTAyx* k=0
@ Cxiyt k=1.
jt+k=q

D’autre part on a
F,Gr{(ixi'M[2]) =j§=q(Fp—qu—l F, Mx"'+F, My ")0id}
F,Gri(iyitM[1]) = (F,_,Mx"*/F,_,M)d}
et Gr{a_, , est défini par la substitution 8,—y, 8,—x et par la multiplication
de f (ou f? si k=—1); d’ou I'assertion.
3.5.16. Lemme. Soitiz=0, on a alors

VialM = @ MQJi®V_ Mo, GrévV,_,M = M(x, )" ®d!,
0<; <4
et

F,_ M(x, y)1°Q08 = F,V,_,GréM = GrlF,V,_,M ;
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en particulier (F, V, G) sont compatibles.
Preuve. La premiére assertion résulte de
(MQ1)2,C(MQINDB(MRI)), etc.

On a la deuxiéme assertion d’aprés 3.5.12, et les autres assertions par le méme
argument que la preuve de 3.5.14.

3.5.17. Corollaire. 8:: (GrY, M, F)=(Gr!_.M, F[—i]) (i>0).
Preuve. On a d’abord (V_, M)8,CV_M,ie. (MxQ®1)3,CV_,M, car ux®@d,
=—(u®1)9,+(ud,Q1); alors Iassertion résulte de
GriF,GrZy M = (F,- M Q(x, y)'/(x, y)*) Q0"
GriviFyGri_\M = (Fp-MQ(x, y)/(x, YR8 .
3.5.18. Proposition. Soient (M,F) et f comme dans 3.5.11, alors (M, F)
est quasi-unipotent et régulier le long de f, la filtration V est définie par (3.5.11.2),

la filtration V induit la filtration de monodromie W sur GrY;_,M pour i >0, I'action
de s—a est nulle sur GrY M si a>0, et (3.2.1.3) est valable pour a=—1.

Preuve. D’abord on vérifie que (V_;_, ,)(s+i+1)C V_;_; ,_,M; par exemple,
le cas k=0 résulte de (3.5.11.5). On a alors
V,M(s—e)CV, M, donc V,MtcCV, M et V,M8,CV, M
pour tout @. D’aprés 3.5.15 on a
s+i+1:(GrY;_,, M, F) = (GrY,_, _,M, F[—1])

et l’action de s—i-1 est nulle sur GrY_; M pour i>0 d’aprés 3.5.17, alors (M, F)
est quasi-unipotent et régulier le long de f d’aprés 3.5.14, 3.5.15 et 3.5.17.

3.6. Le cas croisements normaux

3.6.1. Soient X une variété complexe lisse, D un diviseur & croisements nor-
maux sur X avec g un générateur global de I’ldéal de D. Soient D¥={xEX:
mult, D>i}, D la normalisation de D®, g;: D?— X le morphisme naturel.
Posons f=g" pour m>0. Soit (M, F) un 9y-Module holonome filtré tel que
chaque Grj; M soit localement libre de type fini sur @y. On définit une autre
filtration G par GGM =M, G_ M =0. Posons

On définit la filtration V par
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(Mg Q1) Dy, —(@i+1)/m<a<—im, i>0

(.6.1.1) V.M = . _
B (M@ (V,iat,  k—1<a<k k>1.
i<k

alors VM sont des V9, c-sous-Modules et ¥ est une filtration croissante, car
(3.6.1.2) @®1)9; = (ud;Q@1)—umg™(9,2) 9,

(3.6.1.3) (ug'@1)(ms+i+1) = ud;x,;g' Q1) —(ug'®1)x,9;

ol s=t9,, 9;=0/0x;, et (x,, **-, x,) sont des coordonneés locales de X; de plus
VM sont cohérents car ils sont de type fini sur VoDyxc.

Soient M{D)= Mg, W la filtration canonique de M<D>, i.e. locale-
ment

W,M<{D)> = (W,2%(log D)y*"&¥ = 3}  M|x!

IISnIc (1,1}
si g=x,, *+, x; et n=dim X, cf. [6]. On définit la filtration V par
(3.6.1.4)  V_ywi = S (WMD) (ms+iy Dy

r<max (2j +k+1,7)

pour i>0, alors ils sont des VyDyxc-Modules cohérents et V_; ,, JM=V_,,, M
pour k=1—1, V_¢pmM pour k< —L.

Soit &* le faisceau d’orientation rel. & D sur D®, ie. localement e*=
CD,N\++* \ D, sur 1<O<:;Di si D; sont des composants locals de D, (voir [6.(3.1.1)]).

On définit les morphismes
(3.6.1.5) &4t asay(M, F)I®¢* > GrYyy 4 1(H, F)

comme suit:
D’abord on définit @}, la restriction de «;, sur aj(M, F)[k]Qe*=a; (M, F)
Qw5 x(e¥) par la composition

ai (M, F)@w5wx(e¥) = ap'Gri!(M{D)g’, F) — a;*GrY,, s (M, F)
ol le premier morphisme est défini par
u@dx; A+ Adx)) 'Q(Dy A+« ADy) = ugi/x, = %3,

Ici, Im @, = {x;=++-=x,=0} et D,={x;=0} localement (rel. & D®),
On définit H%a, M’ pour un Dy-Module M’ par

KoM’ = Homgzro (Opw, at*M’)  (Uar*M')

alors H%a,M’ est un Dpw-Module, donc pour définir «;, il suffit de vérifier que
Im &}, CH°aiGrY, ), ..M et que af; est Dpw-linéaire, car localement (rel. a
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D®) g, est une immersion fermée et a4 H’ai=H1m,, d’aprés Kashiwara.
Puisque I’assertion est locale, on peut supposer que Ima,=ND;, D;=

{x;=0} et M=wy; alors Imaf,C H’s} est claire, et on vérifie que &/, est D-

linéaire en appliquant (3.6.1.3) & u=u'/x,---x,x; (j>k).

3.6.2. Soient (x;, :+-, x,) des coordonnées locales de X telles que g=x;---x;.

Posons 0={x;=-+=x,=0}, O=0yx,0 D=Dx,(=0[0]). On définit pour

Ic{,- -1}

O, =CH{x;:}cO, ou I'={l,--,n\I.
Soient ve N, IC {1, ---, [}, on définit
Sy = (x0)" (g/x") O,[0,]1Cc D

ol (x8)’=(x;0)"1-+(x;8,)". Soit F la filtration de S,; induite par celle de
9D=0]a].
Soient jeN, Ic{l, -+, I}, nEN’, on définit

gI,lJ-,j = (g/x") @f)“f? 0,c0O
ou (8f =1 [ (8;f)". Soient p,gEN, kEZ, on définit

Ay =AU, 2, j): || +j=p,ueN, IC{L, -, I}, jEN}

Ape = AW, &, )): | I| <max(2j+k-+1,7)), || +j=p, ,EN',
Ic {1’ "ty l}’JEN}

Apk :ApnAék

B, = {(I,v): [I|<max2|v|+k+1, |v|), IC{l, -, I}, vEN'}

By = {I, v, j): [ I| <max2(|v|+j+q)+k+1, [v|+j+q),
Ic{i, -, I},veEN', jeN}

3.6.3. Lemme, D Sy, F)=S(O[8'], F) ot 8'=(8,, *+-, 9,).
Ic (1), venN?

Preuve. 1l suffit de démontrer que GGrS,;SO[E'], o &;,=gr 8;. Soit a(x, £')
=3 au, x* E¥€O[¢'], on définit

supp a = {(&, V) EN"*': au, 0} .
Soit I {1, ---, [}, on définit
T, = {(#,)EN*"" : p; =0 si i€l 4;>0,v; =0 sinon},

on a alors ae Gr¥S,; sii supp a€ (v, 0, v)+T;. Puisque N**'= [T (v, 0)+ T,
v,1
on obtient I’assertion.
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3.6.4. Lemme. DS,; est stable par laction de 9D & droite sur O[0']=
B
D2 8,9,ie. '
i>l

D Sur = %E (x9)" (g/x") O[2] .

Preuve. Puisqu’on a

Syt X; S8y D Syt1;,1 D Sv,nip

Syr 0;CSyr D Syiaj,r D Svayrup

@ S,; sont stables par I'action de C[x,8’]. On vérifie que F, S,; sont des
sous-espaces fermé de F,O[0'] par la topologie m-adique. Puisque F,O[8'] est
une somme directe finie de F, S,; et ’action

F,0[0'|xF,9 — F,,,0[9]

est continue, on obtient I’assertion.

(3.6.4.1) {

3.6.5. Lemme. Pour peN,k€Z, @ &, . ;—0 est injectif et

., )s4,

D Sip; = Z} (g/x) @)Y f1O, cf. 3.62.

App
Preuve. Posons T;u ,={vEN":v,;=m(|u|+j)—u sii€l, v;>m(|r| +j)+1

siigl, i</} onaalors T, ;=supp S;u; et || T;u;CN"; dol la pre-
Gy jyE4,

miére assertion. Soit 4,: Grj; O[8']>0O le morphisme défini par 2,(8;)=9; f,
alors

@D S—I,M,j = lp(Grf(EB Svr))

Apk By,

on a donc @ S, ;DX (g/x7) (Bf)* f/O d’aprés 3.6.4, et I'autre inclusion est
4pk e

claire; d’ou I'assertion.

3.6.6. Supposons maintenant que M=wy, F=G, cf. 3.6.1. Soit K=
K(O[8', s]: (x;0;+(ms+i))-, 1< j <!} [/] le complexe de Koszul pour la mul-
tiplication & gauche de (x;9;+(ms+-i))- sur O[8’, s]. On définit les filtrations
F et W par
F, K™ =@ (F,-, 0[8", 5]
WK™t = @ (@ Sulms+iy).
ak

On définit le scindage W par
Sy (ms+iyY) keZ

I =2C|V|+j+a)+k+1
K7?= >V +j+q

Sy (ms—+i)) k= —oo.

II<|V[+j+q
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Soit B;: K*~V_;,M(C w4[8,]) le morphisme D[s]-linéaire défini par £;(P)=
(dx@1) g*~'P, alors B, préserve la filtration F.

3.6.7. Lemme. Avec les notations 3.6.6, (K; F, W) est strict, H(K)=0
pour j==0, et on a:
Bi: H(K; F, W) = (V_ifm M,; F, V_itm) >
et

Gry Veima My = 33 (8°/x") (3f)' fO® 0.
4

Preuve. Puisque {Gr®(x;d;+ms-+i)} est une suite réguliere de GrfO[d’, 5],
on a H*(GrfK)=0 pour i=0; d’ol les premiéres deux assertions, car le scindage
de W est compatible avec la différentielle et la filtration F. D’aprés (3.6.1.3) et
3.6.4, on vérifie que 8;: H(K, F, W)— (V_;s, M,, F, V) est bien-défini, et que
B; H(W,K)=V_;j My; donc il suffit de vérifier que B;: HU(K, F)—>(V_inM,,
F) est injectif et strict, i.e. Gr¥8;: H*(GrFK)—>GrF M,=OQC[grd,] est injectif.
Par la définition de (K, F) on a

H(K, F) = @ (So.ms-+1Y, F)
avec
Gr Susms+iY) = @ (gfx") Or ® di(ms-+iy .

Puisque Gr”p; est défini par la substitution 8; 8; f et msi> mf, on voit que
GrfB; est injectif d’aprés 3.6.5. La derniére assertion résulte de 3.6.5, car

W, Grf H(K) = @ Gry So,/(ms+iy .

IIl<max(2j+k+1,5)
3.6.8. Corollaire. Avec les notations 3.6.7, on a la décomposition comme
D-Modules filtrés

G"Zi/m,k(Mo, F)= & (0,[9] (ms—}-i)j, F).
1I1=2j+k+1
720,5+k20
Preuve. D’aprés (3.6.4.1), on vérifie que chaque S, ;(ms+i)’ est stable par
I’action de 9 sur Gr HK pour |I|=2j+k-1, alors I’assertion résulte de 3.6.7,

car

Gr/H K, F) = & (S, [(ms—+iy, F) .
I|=2j+k+1
20,7 +k>0

3.6.9. Lemme. Avec les notations 3.6.1, les morphismes naturels
(3.6.9.1) >3 ((W,M{D> g NF,_ M) ® 1) (ms+iy F,_; Dy

r<max(2j+k+1,7)
G
= F,V_ ity GroM
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sont surjectifs, de plus on a les isomorphismes

(3.6.9.2) W,M{D» g' N F,M =2 F,M (g'/x")

(3.6.9.3) XX F, M(g/x") Of)fi = GriF, V_ymsM = Fy V_i1, Gr§ M
A

ot (X, =*+, Xx,) Sont des coordonnées locales telles que g=x,-++x;; en particulier,
(F, G, V) sont compatibles.

Preuve. Puisque F,M et M/F,M sont plats sur Ox,ona

0—>FPM®a~—>M®a_>M/FpM®a"’0

(3.6.9.4) g 1 1

pour tout idéal @ de O; d’ou I’assertion (3.6.9.2) en lappliquant & a@=
>3 Ogf/x!. On vérifie facilement que 'image du morphisme (3.6.9.1) dans GrS i

I|<r

=M est le premier terme de (3.6.9.3). D’aprés 3.6.7, on a

Gr§ V—i/m,kM = AE, M(g'/x") (@f)* f7,

y24
d’ou la surjectivité de (3.6.9.1) en appliquant (3.6.9.4) &
a=30(gx)@f)f.
4k

Puisque le morphisme (3.6.9.1) se factorise par I'inclusion naturelle

Grqch ‘7--i/m,kjiZ - Fp V—-i/m,k GquM s
on obtient (3.6.9.3); la derniére assertion résulte de 1.2.14.

3.6.10. Proposition. Avec les notations de 3.6.9, (M, F) est quasi-unipotent
et régulier le long de f, avec la filtration V définie par (3.6.1.1), et on a (3.2.1.3)
pour a=—1. Pouri>0,ona

(n1s+i)k: Gr!i/m,k(Ma F) = Gr—vi/m,-—k(M, F[_k])

donc la filtration W associée & I'action de N=s-+i/m sur GrY,,,M est induite par
V (¢f. (3.6.1.4)), et on a I'isomorphisme

PNGr?,—IGrKi/m(Mz F) :— Apxe a!k(Ma F) [k] ® ek (k>0)
induit par a;, cf. (3.6.1.5).

Preuve. Puisque (V_;p, xM) (ms+i)C V_ijp .M et (Gri_sM) 8%=Gr} M pour
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—1<a—k<0, on vérifie que les conditions de filtration ¥ sont satisfaites, cf.
3.1.1. D’aprés (3.6.9.3) on a

t: GquFpV_,-/mM: GquFpV_,-,m_IM (l>0)

donc t: F,V,MF,V,_ M pour a<0. Puisque la décomposition

V.M = @ (M®3)D(V,-, M)}

0<j<k
est compatible avec la filtration F, on voit que
8%: F,_,Gra_4 — F,GrIM
est surjectif pour —1<<a—k<<0; d’ou la premiére assertion.
D’aprés 3.6.8, on a

(ms—+i)t: Gr¥p oM = Gr¥yy, M
donc la filtration W est induite par V, et la derniére assertion est démontrée
pour M=wy, F=G. En général on a localement

FpGrl’,-/m,kGquﬂ = Fp—qM® (aqk/aq,k—l)
= EB F,, M@ Gri-(0.[8,)
I|=2j+k+1
20,7 +k>0

d’aprés (3.6.9.3) et 3.6.8, oll @, = § (gi/x%) (8f)*f7; on a donc
qk

(ms+i)t: Gr¥y, (I, F, G) X Gr¥,,, (M, F—k], G[—k])
et
Gri{F(PyGr¥y, 1) = @ F,_ ,MQGri(0O,]a,]),

[Il=k+1

i.e. @; ., est un isomorphisme filtré, d’out ’assertion.

§4. Structures de Hodge Graduées
4.1. Structures de Hodge graduées polarisées

4.1.1. Soit M=@ M’ un C-module gradué muni de laction de [ telle que
IM'C M2 On dit que M est de type L (i.e. de type Lefschetz), si Mi=0
pour [i|>0et

I': M~ 5 M* pour tout i>0.
Si M est de type L, on définit la partie primitive par

oM™ = Ker(Iit': M~ — M**?) si i>0, et 0 sinon,



MobuLEs DE HODGE POLARISABLES 943

on a alors la décomposition de Lefschetz
M=@M; avec M;= @ M.
P 0<k<j
Notons que, si ¢: M —N est un morphisme de modules de type L, ¢ préserve
la décomposition de Lefschetz, et Ker ¢, Coker ¢ et Im ¢ sont de type L.
Soient M et N des C-modules de type L, on dit que ¢: M—N est un
morphisme de degré 1, si ¢ est C-linéaire, (M) C Nt et g =¢l.

4.1.2. Lemme. Soit ¢: M— N un morphisme de degré 1 de C-modules de
type L, on a alors

SGM )TN D LN et ¢(M)CN;_, D Ny, .
(Car ¢(,M~H)C 9, N7if o et I ¢ (M) =0.)
4.1.3. Lemme. Soit ¢: M—N un morphisme de degre 1, on definit
Im’ = 162 IMIm ¢ NN ~),
alors Im® est de type L; de plus, on a
o(Im’9) 7+ =Tm ¢ NN 7+ = 576 (567 (l(Im’$) = "Y))
0it ¢ | y;="0;+"¢; avec T (M;)C Ny, et 5¢;==¢;| yg-i.

Preuve. La premicre assertion et la premiére égalité sont claires. Soit ve
Im ¢ NN ~7*%, on a alors

v=9¢u—u') avec ueMietu'e @ kM %,
E>0

D’aprés 4.1.1, on a “¢u=v et *¢,u=¢u’'I(Im ¢) N Nji{'=IIm ¢ N N 777),
car Njii'=I,N777' et I: N77"1>N~/*1 est injectif si j=>>0. On a donc dé-
montré 'inclusion C; la réciproque est claire.
4.1.4. Lemme. Soit i=min{j|M;=0}, on a alors
Im ¢ N N;_; = (Im°3);_, .

Preuve. L’inclusion Dest claire. Soit v&(Im ¢ N N;_,)!, alors on peut sup-
poser que j=—i-+1-+2k avec 0<k<i—1. Puisque Ni_, =N~ et (Im ¢)’ =
I*(Im ¢)~*** par définition de i, on a

(Im ¢ N N;_y)’ = I*(Im ¢ NN~

car [¥: N~ N/ est injectif; d’ol1 ’assertion.
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4.1.5. Lemme. Soit Im'¢=Im ¢/Im°, alors (Im'¢) [1] est de type L, ou
(LY =M
Preuve. Par récurrence sur #{i| M;=0}. Si M=M;, on a Im'¢=Im ¢/Im ¢ N
N;_;=Im%*¢;, d’aprés 4.1.4, d’ou I’assertion, car Im*¢,= P lFt¢,,M .

(2924
Dans le cas général, on peut supposer que

M=@ My et N=@ Ni_1n-.
#50 >0

Posons M ’=k€}% M o ¢'=6| 4, on a alors
>

0 0 0
! ! y
0 —— Im%’ Imé¢’ > Iml¢'— 0
! ! y
0—>Im% ——> Im¢ —— Iml¢ —— 0
l } V
0 — Im%/Im°¢’ — Im ¢/Im ¢’ — Im!¢/Im’¢’ — 0
y ! y
0 0 0

et, par hypothése de récurrence, il suffit de montrer que (Im'¢/Im'¢’) [1] est de
type L.
- ) — .
Soit N=N/(Im"");,,, soit ¥: M—>N—>N, et soit ¥»'=vr| ., on a alors
Im¢/Im¢’ Z Imy/Imy’ ==Imvyy;, ol vy =y,

car Im y*=Im ¢*/(Im%"),,, pour *=@, ’, et Im ¥’ N Ny, =0 (car (Im°);,,=

Im ¢’ N N;y,). Daprés 4.1.3, Im’);_, ne dépend que de ¢|2 u,» €N particu-
8

lier, on a ’

(Im°),; = (Im°8");y; et (Im*y);y; = (Imy);y, =0
car (Im%); ., =Im((Im%");,,—>N;.,) d’aprés 4.1.3; on a alors
087 (L(Im°e) ") = §y7 ' (LIm’y) ™ 7") = Ker §v;

et Im°¢/Im°¢’'=(Im"@);_,=(Im%);_,=Im%;, d’aprés 4.1.3. On a donc dé-
montré que

Im!'¢/Im!'¢’ = Im*/Im'y’ = Im +;/ITm%p; == Im'; ,
et I’assertion est réduite au cas M=M;; d’ou I’assertion.

4.1.6. Lemme. Soient ¢: M—N et : N—M des morphismes de degré



MobpULES DE HODGE POLARISABLES 945

1 de C-modules gradués de type L, soient
GOIMXM—C, (> NXN—>C

les dualités telles que <M‘, M7>={N¢, N">=0 pour i+j=+0,<x, y>=+Lp, x>
et Ix, y>=24x, ly> pour x, yEM ou N, et {¢x, yp==4Lx, ¥y) pour xEM,
YEN, on a alors

dim (Im°¢)’ = dim (Im*)"**, dim (Im%') = dim(Im!g)+!,
si la dimension de M et N est finie.

Preuve. Soient g;=dim (Im°¢)’, b;=dim (Im'¢)'*', ¢;=dim (Im™)’ et d;=dim
(Im*)i+L, alors *;==*_; pour *=a, b, c, d, et

@ +b; = c_;+d_;_, pourtouti,
car rang (¢: M*—>N"*")=rang (¢»: N~*"'—>M %) par hypothése; on a donc
Qp—dpyy =C;—b; =c_;—b_; =a_;y,—d_;y, = ;1 —d;_, .
Puisque a;=d;=0 pour |i| >0, on obtient a;=d;, b;=c;; d’ou I’assertion.

4.1.7. Définition. Soit M un C-module gradué de type L, on dit que M est
de type H-L (Hodge-Lefschetz) de poids p, si chaque M*? est muni d’une
structure de Hodge de poids p+i telle que /: M*—M**%(1) est un morphisme
de structures de Hodge. Une polarisation de M est une famille de dualités
de structures de Hodge

GOt MTXM = Q(—p), iEZ,
telle que <x, y>=+<y, x> et {Ix, y>==+<x, Iy> et que
oy I M X M — Q(—p-+i)

soit une polarisation de structure de Hodge & un signe pres, ot @(p) signifie la
structure de Hodge de rang un de poids —2p, cf. [6].

Soit M (resp. N) un module gradué de type H-L de poids p (resp. p—1),
alors un morphisme de degré 1 des modules gradués de type H-L est une famille
de morphismes de structures de Hodge

'Sb': Mi_)Ni-l-l

compatible avec ’action de I Par hypothése, Im°¢ (resp. (Im'g) [1] est de
type H-L de poids p—1 (resp. p). Si M et N sont polarisés, on dit que r:
N—>M(1) est dual de ¢ si {¢x, y>=+<x, ¥y> pour xEM, yEN.
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4.1.8. Lemme. Soient ¢: M—N et y: N—>M(1) des morphismes de degré
1 de modules gradués de type H-L polarisés. Supposons que ¢ et yr sont duaux
l'un a Pautre, alors

t¢;: (Im*y); = Njyy (j=0) et ¢:Im°y— N
sont injectifs; si, de plus, (p)*=0 et j>0,
78,1 (Imy) T — N
est aussi injectif.
Preuve. Soit v=2(u)E,(Im)™7. Si ¢(I’v)=0, on a
{Cy, 5> = +{Cu, ¢(I'v)> =0
donc v=0 car vE,M 7. Puisque ¢ (Pv)="¢;(I'v) et (Im"«/r)l,-=0 S?{ jl"o(Im"a,b)"',

on obtient la premiére assertion. Si j>0, vE,(Im°¥) ™ et 7¢,;(v)=0, i.e. s(r)=
*¢.(v)EN;iT!, alors il existe we,N™77! tel que ¢(v)=Iw. Puisque (¢v)*=0,
on a

{Cw, PH'wy = +LClw, V7 iw)> = £{Coyru, ™ 9ty =0

ol y(u)=v; on a donc ¢(v)=0 et v=0, d’olt la derniére assertion. La
deuxiéme assertion est claire, car Im*y=@(Im™y);, =P (" ¢;+"¢,) et “¢;:
(Im°y);—> N, est injectif (j>0).

4.1.9. Lemme. Soient ¢ et + comme dans 4.1.8. Si ¢yr$=0, les mor-
phismes
0 w 1 0, ¢ 1
Im°¢ — Im ¢ — Im'y et Im*y — Im ¢y — Im'e
sont des isomorphismes; en particulier, on a des décompositions
Im ¢ = Im’ PIm ¢y, Imyr = Im’y D Imyé
telles que

Y:Im’ X Imyg, y(Imgy) =0,

¢: Im’y X Im ¢y, o(Imyd) =0.
Preyve. D’aprés 4.1.8, on a Imyr¢ N Im®y=0, car Im+»¢ CKer ¢; donc Im vr¢
—Im'yr est injectif. De plus, 4.1.8 implique que vr: Im’¢—>Im+-¢ est aussi in-
jectif, alors les isomorphismes

4
Im°¢ = Im ¢ = Im'yr
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résultent de 4.1.6.
(De méme argument pour l'assertion duale, car ¥réyr=-+(dyé)*=0.)

4.1.10. Lemme. Soient ¢ et +» comme dans 4.1.8. Si ¢pyr¢=0, Ker ¢/Im+r¢
est de type H-L, sur lequel la polarisation de M induit une polarisation (i.e. la
partie primitive de Ker ¢/Im ¢ est représentée par celle de M; notons que la
dualité induite est bien définie, car {Ker ¢, Imyr>=0).

Preuve. Soient °N=Im’p, 'N=CN)"={x=N|<{x,y>=0 pour tout y&°N},
alors °N et !N sont de type H-L polarisé, et Im¢y-C'N. Soient ¢="¢P'¢ avec
Im *¢ C°N (a=0, 1), et ="y Py avec “pr=y|,, (a=0, 1), alors °¢ et “yr sont
duaux l'un 4 lautre, et Ker ¢ =Ker % NKer'¢, Im ¢ =y (Im°s)=Im ().
Puisque

Ker ¢/Im v¢ = Ker(*¢: Ker(°s)/Im (°y) — Im ¢v-[1]),

on peut remplacer N, ¢, v par °N, %, %y, car Imgy-[1] est de type H-L; donc
on peut supposer que

Im¢ =Im’ =N, Imy¢ =Imy et ¢y =0.

Soient ¢ =P ;¢ avec Im ;¢ CN;, et v =EDy; avec ¥r;=v| v, alors ;¢ et y; sont
duaux I’'un 4 l'autre. Puisque
Ker ¢/Im ¢ = Ker(;¢: Ker ¢’/Im v' — N;)/Im(y;: N; — Ker ¢'/Im ¥')) ,

ol ¢'= ? ;¢ et ¥’ = P y;, on peut supposer que N=N; par récurrence. Soient
i%i iy
Y="9® ¢ avec Im(*y) C M., et Fy="y| y-i, soit
‘M=( & F'Imiy)® (D Flmoy),
0<E<]

0<k<j+1

i.e. °M est le plus petit sous-module gradué de type H-L contenant Im v»; posons
"M=CM)* , alors M="M+'M et il suffit de montrer que ‘M S Ker ¢/Im .

Puisque °M est de type H-L polarisé, on peut supposer que M="M, i.e.
M =0, alors
i N—> @ M7 et "y @ N M,
0<k<j 1<k

sont bijectifs d’aprés 4.1.8; en particulier, on a

2n si O<k<<j+1
dim M~7""% ={n si k =0ouj+1

0 sinon
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n si 0<k<j

dim N~7+% = {
0 sinon

ot n=dim N~7; on a donc Ker ¢/Im v»=0 car r: N ~7*%— M ~i+1*2 egt injectif
et ¢: M~I~1% N~i+% est surjectif. Ce qui achéve la démonstration.

4.2. Structure de Hodge bigraduée polarisée
4.2.1. Soit L= @ L} un C-module gradué bigradué. On dit que L est de

ij

type H-L de poids p, si chaque L} est muni d’une structure de Hodge de poids
i+j+p et si on a des morphismes de structures de Hodge

N: Li = Li_y(—1), I Li—Li*¥1) (G,jEZ)

tels que N/=IN, N*: LI~ L7 ;(—i) pour i >0 et I/: L7/~ Li(j) pour j >0.
Une polarisation de L est une famille de dualités de structures de Hodge

<, >t LixLi — Q(—p)
telles que <x, y>=-=+<y, x>, {Ix, y>=-"+<Lx, Iy> et {Nx, y>=+<x, Ny> et que
e, NF Paye L7 X L7 — Q(—p—it))
est une polarisation 4 un signe prés pour i, j =0, ou
OL'T'!' = Ker N+ Ker Ii*1,
Une différentielle de L est une famille de morphismes de structures de
Hodge
d: Li— Li*}
tels que d*=0, di=Id, dN=Nd et {dx, y>=-<x, dy).
4.2.2, Proposition. Soit L un module bigradue de type H-L polarise muni

d'une differentielle d, alors Xer d/Im d est de type H-L, sur lequel la polarisa-
tion de L induit une polarisation.

Preuve. Posons Ci,=N*Py Li,;) si i,k=>0 et 0 sinon, ou Py Li=Ker Ni*
(C L), on a alors

Li= @ Ci, et N*: Ci, = Cik—i) si i>k.
h-k=3
D’aprés 4.1.2, on a
dCi,CCitl, @ Cit' et dCi,CCitl, @ Ci%y,

car dN=Nd. Posons d|ci,="d+"d avec Im *dC Ci%L1 et Im ~dC Citl,, on
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a alors des relations *d*="d?=0, *d ~d-+"d *d=0, car d*=0. Puisque *dN=
N*d, *d est donné par
7 ="d: Cli,0—> CiY' et p=N"'o%d: Ci,— Ciii 1)
pour i >0, ou N7': CiH=XCitl6(1); de plus, 7 et o sont duaux par les dualités
$xy Nip: CLoxX Crh— Q(—p—i),
car “d: Ciy1,0—>Ci%t et *d: C5i~'—Cy’,1 sont duaux par les dualités
0 CLaxCii = Q(—p)
(notons que la dualité est compatible avec la décomposition de Lefschetz rel.
a N).
Posons C; ,= @ Ci ; et C;=C; , (i >0), alors on peut appliquer les résultats
7
ded.lar: Cy—C; et p: C;—C; (1) pour i =0, car ror=—r?0=0; en par-
ticulier, Ker o/Im 70 est de type H-L polarisé d’aprés 4.1.10.
On définit des sous-modules gradués de C;, pour i, k=0 par

7 { N*¥(Ker p) si i=0
AN ¥(Ker oNKer 7) sinon
{N"(Im 0) si i=0,k>0
AN ¥Im 70) sinon

ou Ker p, Im p, etc. sont des sous-modules de C;,,. Posons H;,=Z;,/B;, on
a alors

H;, = Ker(‘r: (Ker o/Im r0) = (Im 7p) [1]) pour i>0,

car Ker(’r)=Ker(%), ol r="r+, 0="0+' avec Im(’7)=Im%, Im(r)=
Im 70 (de méme pour p). Puisque (Im 70) [1] est de type H-L d’aprés 4.1.9,
H; , est de type H-L polarisé; donc I’assertion résulte du lemme suivant:

4.2.3. Lemme. Posons H;=Ker(d: L,—~L;_)/Im(d: L;,,—>L;) oi L;=0

L%, alors les inclusions naturelles @® H,;,—>H; sont des isomorphismes; de plus on
i—-k=j

a
Ni: Hyy ™% Hy(—i) pour i>0,
en particulier, H,, est la partie primitive de H;.

Preuve. Soit u=> u,eKer(d: Li—L;_,) avec u,EC;;;, posons v,="du,=
—"d U € Ciyppry. Pour i+k>0,k>=0o0na
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B EN1(Im r N Im p) C N**'(Ker ¥ N Ker o),

donc v,eN*"(Im 7o) d’aprés 4.1.9. Soit w,E C;p1,0 tel que N¥1 row,=v,
pour i+k =0, k=0, posons

w=Ntw,ELy,,, u:=utdw=3u}

avec u; € Ciyyy, alors up =u,+ dN* w,++dN* ' w,_,, donc *duj="du,+
*d~dN* w,=v,--N*"' prw,=0 pour i+k=>0,k>0, d’ou la surjectivité¢ de
©H,;—H,;, car u_,=0.

Soit u=3 u,€L;,; avec u,EC; 4414 SOIt v=du=23]v; avec v,ECiyy
alors v,="du,+"du,_,. Supposons que V,EZ;,,, alors *dv,=0 implique
que *d~du,=0, donc "du,€N* Im 7p d’aprés 4.1.9. Sii+k>0, 0ona *duy,c
N*11m rp par le méme argument. On a donc

(EP ZispyNIm(d: Ly, — L) C ? Biih

car *du, ,€N*Im p et *du_,=0. Puisque la réciproque est claire, on obtient
Iinjectivité de @ H;., ,—H;.
Maintenant démontrons:

(4.2.3.1) (Ker r NKer p)/Im 70 =5 Ker po/Im o

ou Ker 7, etc. sont des sous-modules de C; , (i>0).

Soit us(Ker 7 N Ker p) N Im p, alors uIm 7o d’aprés 4.1.9, d’ou l'injec-
tivité. Soit usKer 0. Puisque 7 (u)Ker p, on a r (u)EIm 7o d’apres 4.1.9,
i.e. il existe veC;_;, tel que r(uw)=ro(v), donc u—o(v)EKer r N Ker po; d’oit
la surjectivité. Ce qui achéve la démonstration de 4.2.3 et de 4.2.2.

4.2.4. Corollaire. Soit 'Li=(Im N)i_,, soient
can = N: Li —> 'Li_, et Var =id:'Li Li_,,
alors
Im(H(can): H(L) — H('L)) @ Ker(H (Var): H('L) - H(L)) = H('L)
ou H(L)=Ker d/Im d (de méme pour H('L)).

Preuve. 1l faut montrer que Ker(H(Var))=3Coker(H(can)). Soit 'L=&'C;
la décomposition de Lefschetz comme dans 4.2.2, alors

’

i#=Cigry St k=0 et O sinon,

en particulier, 4.2.3 reste valable pour ‘L, on a donc
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N¥Y((Ker r NKer 0)/Imrp) si i>0,k=>0
H('L);, = { N¥**'(Ker p/Im p) si i=0,k>0
N¥*(Ker p/Im 7p) si i=k=0.

Puisque can(C;,)C'C;_, , et Var('C; ) C C; 4.4, 4.2.3 implique que

Coker H(can);,=N (Ker po/Ker 7 N Ker p) si i=k=0 et 0 sinon,
Ker H(Var);, = NIm o/Im 7p) si i=k =0 et 0 sinon.
On a donc Ker H(Var)=Coker H(can), car
(Ker r NKer p)/Im 70 =3 Ker p/Im o d’aprés (4.2.3.1)

d’ou I’assertion.

4.2.5. Remarque. Soient X une variété complexe lisse, S un disque ouvert,
f: X—S un morphisme projectif. Supposons que f est lisse sur S\ {0} et que
X,=f"%0) est un diviseur réduit a croisements normaux. Steenbrink [29] a
construit une suite spectrale pour la filtration par le poids:

(4.2.5.1) Eretr =k>§9 He %X ) @y (—p—k) = HY(X.., Q) .

Posons Li=E7"i*** ol dim X=n-+1, alors L=@ L’ est un module bigradué
de type H-L polaris¢. Puisque E,=EFE.., 4.2.2 implique que la filtration induite
sur H(X.,, C) est la filtration de monodromie (3 un décalage prés). Une démon-
stration de ce fait est donnée dans [loc. cit.], mais, comme El Zein 1’a remarqué,
la démonstration de 7€ =07 (p. 254, 1 I. 12) n’est pas compléte.

Dans [30], Steenbrink généralise ce résultat au cas non réduit, mais la dé-
monstration de ‘Lefschetz Vache’ pour une V-variété projective [loc. cit., (1.13)]
n’est pas correcte, car z[D]=0 implique seulement =4([D]Nz*7)=0 (il faut
donc utiliser [1. (6.2.10)] ou 5.3.1, car Cx[dim X]=J9C(X) si X est une V-
variété.)

Notons que 4.2.2 implique le théoréme local des cycles invariants sous la
condition que X, est un diviseur & croisements normaux et cohomologiquement
de Kihler, i.e. il existe @ = H*(X,, B) dont la restriction & chaque composant
de X, est une classe de Kéhler (on ne suppose pas que f est projectif, mais seule-
ment que f est propre, cf. [5].)

4.2.6. Remarque. Récemment Deligne m’a donné une nouvelle démonstration
de 4.2.2 avec les signes exacts, en utilisant I’analyse harmonique sur les espaces
vectoriels de dimension finie [11. II]. Pour I’appliquer & (4.2.5.1), il faut utiliser
5.2.16 pour vérifier les signes. (On ne peut pas utiliser le résultat de Schmid
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avant que la conclusion de 4.2.2 soit démontrée pour (4.2.5.1).)

§5. Modules de Hodge Polarisables
5.1. Moedules de Hodge

5.1.1. Soit k& un sous-corps de B. Soit MF,(9Dy) la catégorie des 9 y-Modules
holonomes munis d’une bonne filtration F (i.e. Gr¥M sont cohérents sur
Grfdy.) Soit Prev(ky) (resp. Perv(Cy)) la catégorie des faisceaux pervers
définis sur &5 (resp. Cyx), cf. [1]. Le foncteur

DR: MF(9Dyx) — Perv(Cy) (resp. ®; C: Perv(ky) — Perv(Cy))

est exact et fidéle, cf. 2.4.15. Remarque (2). (Dans ce paragraphe la com-
position Forgeto DR sera notée DR, cf. 2.4.11.) On définit

MF(Dy, k) = MFh(‘g)X)penr)c(c )Perv (kx)

X

i.e. les objets de MF,(Dx, k) sont les couples (M, F), K)& MF,(Dx) X Perv(ky)
munis d’un isomorphisme

a: DR(M)=CQ; K dans Perv(Cy),

et les morphismes sont les couples de morphismes compatibles avec les isomor-
phismes a. Alors les projections naturelles:

MFh(Qx, k) —> MF},(Q){) et MFh(Qx, k) — Perv (kX)

sont fidéles. Soit MG,(By) la catégorie des By-Modules gradués cohérents M,
tels que lim M; soient holonomes. On définit similairement
—_

MG( By, k) = MG,(Bx) x Perv(ky),
Perv(C x>

alors MG,(By, k) est une catégorie abélienne, et MF,(Dy, k) s’identifie & la
sous-catégorie pleine de MG,(By, k) des objets (M,, K) tels que I’action de
1B, sur M, soit injective.

5.1.2. Lemme. MF,(9Dy, k) est une catégorie exacte, dont une suite courte
est exacte sii ses projections dans MF,(9y) et Perv (ky) sont exactes. De plus
Ker, Coker, Im et Coim existent toujours dans MF,(Dy, k).

Preuve. La premiére assertion est claire. La derniére résulte du fait que Ker
et Coker existent dans MF,(Dx) et Perv (kyx), et sont compatibles avec 1’isomor-
phisme a.
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5.1.3. Soient (M, F, KYEMF,(Dy, k) et n€Z. On définit:
(5.1.3.1) (M, F, K)(n): = (M(n), Fln], K(n)), cf. (2.0.2) .

Soit /2 X—Y un morphisme propre. Soit (M, F, K)& MF,(Dy, k). Si
Jx(M, F) (cf. 2.3) est strict, on définit:

(5.1.3.2) Hifo(M, F, K) = (Y f(M, F), 2 H'f+K)

muni de Pisomorphisme: DRy J(ify(M, F)—*J(fuDRy(M, F) = 9(if,,K®,C.
Notons que f(M, F) est un Module filtré, si f est une immersion fermée.

Soit g une fonction holomorphe sur X, posons (i, F )=i«(M, F) comme
dans 3.2. Si (M, F) est quasi-unipotent et régulier le long de g (cf. 3.2), on
définit:

YoM, F, K) = (_lg@(GrZM, F[1]), *,K)
(5.1.3.3)
¢..(M, F, K) = (Gr{ M, F), ¢, ,K)

ou *yr K:=(y,K)[—1] (de méme pour ?¢, ), cf. (5.2.1.1). Ici, on utilise la
proposition 3.4.12 pour définir I'isomorphisme @. De plus on a les morphismes

N: ¢ — y(—1) (de méme pour ¢,),
(5.1.3.4)
can: vy, —> ¢; et Var: ¢, — yr(—1)

par la méme proposition, oll Yr=,(M, F, K), etc. Ici, on utilise 3.4.14 pour
la définition de Var: ?¢, ; K—?y, | K, etc.

Soit (M, F, K)e MF,(9x, k). On dit que (M, F, K) est a support strict
Z, si supp M=Z, et si (M, F, K) n’a ni un sous-objet, ni un objet quotient,
dont le support est plus petit que Z. On dit que (M, F, K) admet la décompo-
sition par support strict, si on a une décomposition (localement finie) dans
MF(Dy, k):

(5.1.3.5) (M, F, K) = @, (M, F, Ky)

telle que (M, F, K;) est a support strict Z. Alors cette décomposition est
unique, ie. s’il y a deux isomorphismes u;: (M, F, K)—>®,(M%, F, K%)
(i=1, 2), il existe des uniques isomorphismes v,: (M%, F, K})—(M%, F, K%)
tels que u,=(Bv,)u,. On dit que (M, F, K;) est la Z-composante de (M, F, K).

5.1.4. Lemme. Soient (M, F, K)= MF,(9y, k) et g une fonction holomor-
phe sur X. Supposons que (M, F) soit quasi-unipotent et régulier le long de g
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(cf- 3.2), on a alors
(5.14.1) v (M, F,K), ¢, (M, F, KYEMF,( Dy, k),

et K, (M, F) et (M, F, K) nont pas de sous-objets (resp. objets quotients) a sup-
ports dans g'(0) sii can: yr,— ¢, est surjectif (resp.Var: ¢,—vyn(—1) est
injectif): ou Y, =vr, (M, F, K), etc.; de plus les conditions suivantes sont équi-
valentes:

i) On a une décomposition dans MF,(Dy, k):

(5.1.4.2) ¢, = Ker (Var: ¢; = yv,(—1))@Im(can: ¢, = ¢,) .
ii) On a une (unique) décomposition dans MF,(Dy, k):
(5.14.3) (M, F,K) =(M,, F, K)®(M,, F, K,)

telle que supp M,C g~ 0) et que (M,, F, K)) n’a ni un sous-objet, ni un objet
quotient, @ support dans g7(0).

Preuve. Posons (M, F, K)zig*(M, F, K), alors l’assertion (5.1.4.1) résulte de
la définition 3.2.1 et de la preuve de 3.4.9. Puisque les sous-objets de (M, F, K)
(i.e. les monomorphismes stricts dans (M, F, K)) correspondent a ceux de (M, K)

dans M,(Dy) >§C Perv(ky) (de méme pour (M, F)), la deuxiéme assertion
Perv! x)

est réduite a celle pour K, M et (K, M). On définit:
M1=(V<0M)QXXC et Mzzi*(Kert: Gr(‘),M'—> GrKIM),

ol i: X=X X {0}— X XC, alors M/M, (resp. M,) est le plus grand objet
quotient (resp. sous-objet) de M & support dans X x {0} d’aprés 3.1.8. Soit
K/, (resp. K,) le plus grand objet quotient (resp. sous-objet) de K & support
dans X X {0}. Par la théorie de prolongement de faisceaux pervers de Deligne-
MacPherson-Verdier (voir, par exemple, [34]), K, (resp. K,) correspond au
diagramme:

(K| xxer (¥, K = Im can)) (resp. (0, (0, = Ker Var)))
(de méme pour KQC); alors isomorphisme a induit
DR(M)) = K,QC et DR(M,) = K,QC
d’aprés 3.4.12, car 8,: Gr”, M,— Gr{ M, est surjectif par le méme argument
que dans la preuve de 3.2.2. (ii); donc (M, K)/(M,, K,) (resp. (#,, K;)) est le

plus grand objet quotient (resp. sous-objet) & support dans X X {0} ; d’ou la
deuxiéme assertion (car DR et QC sont exacts et fidéles, cf. 5.1.1). Prouvons
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la derniére assertion. L’implication: ii)=>i) est claire. Si (5.1.4.2) est vérifiée,
on a la décomposition:

(M: IZ) = (Ml’ KI)GB(MZ’ Izz)

par ’argument ci-dessus, donc il suffit de montrer que cette décomposition est
compatible avec la filtration F. D’aprés 3.2.2, l’assertion est réduite a la
décomposition:

(VOM: F) = (VOMD F)@(VOMZ, F)

Soit uEFI,VoM, on a alors u=u,+u, avec y;EV,M; d’aprés 3.1.6; d’ou
Griyu, & F,Gr{ M N Gr{ M, par la condition (5.1.4.2); donc il suffit de vérifier que
I'isomorphisme dans la preuve de 3.1.8:

Ker (t: M — M) — Ker(t: Gri M — GrY, M)

induit un isomorphisme filtré; mais cela résulte de la condition (3.2.1.2). Ce
qui achéve la démonstration.

5.1.5. Corollaire. Soit (M, F, Ky MF,(9Dy, k). Supposons que la con-
dition suivante soit satisfaite:

(5.1.5.1) (M, F) est quasi-unipotent et régulier le long de g pour toute fonction
holomorphe g localement définie sur X.

Alors les conditions suivantes sont équivalentes:

(5.1.5.2) la condition (5.1.4.2) est satisfaite pour toute g comme ci-dessus,

(5.1.5.3) la restriction de (M, F, K) a tout ouvert de X admet la décomposition
par support strict, paramétrée par des sous-ensembles fermés analyti-
ques irréductibles.

Preuve. Puisque la décomposition est unique, la condition (5.1.5.3) est locale,
alors I’équivalence résulte du lemme ci-dessus.

5.1.6. Soit MF,(Dy, k) la sous-catégorie pleine de MF(Dy, k) des objets
satisfaisant les conditions (5.1.5.1-3). On définit MH(X, k, n) les catégories des
Modules de Hodge poids n, comme la famille (paramétrée par X et n) des plus
grandes sous-catégories pleines de MF,(Dx, k), satisfaisant les conditions:

(5.1.6.1) Si (M, F, KYe MH(X, k, n) et si supp M={x}, il existe (H¢, F, Hy)
une k-structure de Hodge de poids » (cf. [6]) telle que i,«(H¢, F, Hy)
=~=(M, F, K), cf. (5.1.3.2), ot i,: {x}>X.
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(5.1.6.2) Si(M, F, KYEMH(X, k, n) et si g est une fonction holomorphe sur
un ouvert U de X, on a:

Gr7y (M, F, K), Gr¥¢,.(M, F, K)e MH(U, k, i) .

Ici W est la filtration de v, (M, K) (resp. ¢,,,(M, K)) associée & I’action de N
(cf. (5.1.3.4)) décalée par n—1 (resp. n), i.e.

N: I/Vs"pgc I/Vi—z")bg(_l) et N7: Grzy—l+}"¢'g —: Gr:lil—j"/’g(_'j)

(de méme pour ¢, ,, en remplacant n—1 par n), cf. 1.3.9.
En fait, soit MF,(Dyx, k) (j>0) la sous-catégorie pleine de
MF(Dy, k);-,) définie par:

(M, F, KYe MF(Dx, k), sii Griv,(M, F,K), Grl¢, (M, F, K)e
MF,(Dy, k);-,) pour toute g comme dans (5.1.6.2),

et soit MF,(Dx, &)y = N MF,(Dyx, k);); alors MH(X, k, n) est la sous-
J
catégorie pleine de MF,(Dy, k)., des objets (M, F, K) satisfaisant la condition:

Pour g,, -+, g, des fonctions holomorphes sur un ouvert U de X telles
que Ng7i0)={x}, Gr} ¥y - Gr]¥(M, F,K) est image directe
J

d’une k-structure de Hodge de poids j, pour tout v& {0, —1}", ot
V=, (si v;=—1) et ¢, , (sinon).

Ici, la filtration W de ¥ iGrY,_¥ji-1-. Gri ¥ (M, K) est décalée par j;_,+v;,
ou j,=n.

On dit que (M, F, K)e MH(X, k, n) est un Module de Hodge de poids
n a support strict Z, si (M, F, K) est a support strict Z, cf. 5.1.3. Soit
MH (X, k, n) la sous-catégorie pleine de tels Modules, on a alors la décomposi-

tion:
MHX, k, n) = @©, MH/X, k&, n)

paramétrée par les sous-espaces analytiques fermés irréductibles, d’aprés 5.1.5
et par le lemme suivant:

5.1.7. Lemme. La condition de Module de Hodge est locale, et stable par
Sacteur direct dans MF,(Dy, k).

Preuve. On vérifie que les conditions (5.1.5.1-2) sont locales et stables par
facteur direct, alors la condition de MF,(Dy, k);, est local et stable par facteur
direct dans MF,(9y, k), donc I’assertion résulte du fait que les structures de
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Hodge sont stables par facteur direct dans MF,(C, k), ot C=9D,,.

51.8. Lemme. Soit (M, F, K)& MF,(Dx, k), ¢f 5.1.6. Alors
(M, F, KYe MH(X, k, n) sii la condition suivante est vérifiée:

Pour tout ouvert U de X, pour toute fonction holomorphe g sur U, et pour
tout sous-espace analytique fermé irréductible Z de U tel que g7 (0)DZ ou
dim Z=0, on a

Griy (M, F, Ky), Gr¥ ¢, ,(M,, F, K;)e MH(U, k, i),
ot (M,, F, K;) est la Z-composante de (M, F, K) |y, cf- (5.1.3.5).
Preuve. Sisupp M Cg %0), on a

v, (M, F,K)=0, ¢,,(M, F,K)=(M, F, K)

et 'action de N sur ¢, est nulle d’aprés 3.2.6; donc I’assertion résulte par
récurrence sur dim supp M.

5.1.9. Lemme. Soiti: XY une immersion fermée, on a alors une équiva-
lence de catégories:

ix: MH,(X, k, n) > MH,(Y, k, n)

pour Z une sous-espace analytique fermée irréductible de X; en particulier,
MH (X, k, n) est équivalente a la catégorie des k-structures de Hodge de
poids n.

Preuve. D’aprés 5.1.7, on peut supposer que codimy X=1, alors pour
(M', F, K'Ye MF(Dy, k) (cf. 5.1.6), il existe (M, F, K)& MF,(9Dx, k) tel que
is(M, F, K)=(M', F, K') d’aprés 3.2.2. (iii) et 3.2.5, donc il suffit de vérifier
que pour (M, F, K)E MF,(9y, k), on a:

(M, F, KYEMH (X, k, n) sii ix(M, F, KY&eMH,(Y, k, n).

Soit g une fonction holomorphe localement définie sur Y, posons
h=gi, (M, F)=iw(M,F) et (M’ F)=iix(M,F),

cf. 3.2, alors (M’, F)=(i xid)x(M, F) ol ixid: XxC—>Y xC. Puisque pour
toute 4 sur X, il existe (localement) g sur Y telle que 2=gi, ’assertion résulte de
5.1.8 par récurrence sur dim supp M.

5.1.10. Lemme. Soit (M, F, K)e MH (X, k, n), alors K est un complexe
d’intersection 9C,(L) et (M, F, K) est génériquement une variation de structures
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de Hodge de poids n—d,, i.e. pour U un ouvert de Zariski lisse de Z sur lequel
K[—d;] est un systéme local L, il existe une variation de structures de Hodge
(LQOy, F, L) de poids n—d, telle que

(M, F, K)| y\p0y = is(LR2{7, F, L)

oii: U—X\(Z\U). Ici la filtration F de LQ {7 est définie par F,(LQ2{7)
=R§7Q@ F?7°2(LROy).

Preuve. La premiére assertion résulte de 5.1.4. Pour la derniére assertion, on
peut supposer que U=X d’aprés 5.1.9. On voit que Grj M sont des Ox-Modules
localement libres de type fini et que Gr5 M=0 pour p>>0 (localement sur X),
par récurrence sur dy, en utilisant 3.2.5 et 3.2.7. En fait M est cohérent (donc
libre) sur Oy d’apreés [19, Th. 10.1.1], alors la filtration ¥ le long de X;={x,=0}
est la filtration x,-adique, ol x, est une coordonnée locale de X; donc
ig((*(M, F)[—1], i*K[—1]) =+, (M, F, K) (cf. 3.5.1 et 3.5.9 pour la définition
de i¥*), ou i: X,— X; d’ou I’assertion.

5.1.11. Corollaire. Hom(MH,(X, k,n), MH (X, k,n"))=0si Z==Z' ou
n>n'.

(C’est clair.)

5.1.12. Lemme. Soit M un objet d’une catégorie abélienne, muni d'un
endomorphisme nilpotent N. Posons M’ =Coim N. Soient u: M—M' et
v: M' — M les morphismes naturels tels que vu=N et uv=N, soit W la filtration
de M et de M' associée a N, cf. 1.3.9. Alors uW,C W,;_,, yW,CW;_, et

u: (M, W)—M', WI1I) et v:(M', W) — (M, W[1])
sont stricts.
Preuve. D’aprés [7, (1.6.5)], le morphisme N: (M, W)— (M, W[2]) est strict.
On définit (M', W')=Coim(N: (M, W[—1])— (M, WI1]), alors Gr¥' M’ =
Coim(N: Gr¥,1M— Gr?_,M), donc W’ est la filtration associée & N par la

décomposition de Lefschetz de Gr” M; d’ou1 I’assertion.

5.1.13. Lemme. Soit (M, F, K)e MH,(X, k, n), alors Gr*M est un
GrfDx-Module de Cohen-Macaulay, i.e. D(M, F) est strict.

Preyve. Par récurrence sur dim Z. Si dim Z=0, l’assertion est claire. Sup-
posons que dim Z>0. Pour toute fonction (locale) g telle que dim Z N g~ *(0)
<dim Z, posons (M, F)=i,«(M, F), alors il suffit de vérifier que Gr¥il, q est
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de Cohen-Macaulay sur Gr*9y, ¢ (,.p pour tout xeg=(0). Soit (L', F, V)—
(M, F, V), une résolution par des modules induits libres de type fini, i.e.
chaque (L, F, V) est une somme directe finie de (9D, F[p], V]e]) avec pEZ,
—1<a<0 ot D=Dy ¢ (s, On définit D(M, F, V), p=D(L’, F, V) par:

D9, Fipl, Via]) = (0Q9, F[—p], V[—1—a])dy] .

D’aprés 3.3.3-5, il suffit de vérifier que Gr"D(L", F) est strict, que P’action de
18,—a sur H'Gr] D(L’) est nilpotente et que H'(F,Gr} DL")=0 pour i >0, car
ces conditions entrainent que D(L’, F) est strict. On voit que toutes les
conditions ne dépendent que du complexe de Gr'9-modules gradués filtrés
Gr"D(L', F)=D(Gr(L', F)) (= D(Gr¥(i4, F))). D’aprés le lemme ci-dessus,
on obtient une filtration W de Gr¥M (par des sous-Gr” 9)-modules gradués) telle
que Gr7Gr"(M, F) est la somme directe de:

GriGrly(M, F)X(CIt), F), GriGri(i, F)X(CId,, F)
et GI‘EVG"Z(M, F)(C[ta at]/(tat_a)c[t, at]s F) (_1<a<0) H

donc I’assertion est réduite au cas olt Gr¥(#M, F) est isomorphe 2 un de tels
modules. Puisque la résolution et le dual sont compatibles avec le produit
X, il suffit de vérifier les conditions pour Gr'(M, F)=(C[t], F), etc., car
D(Gr7GrY (M, F)) sont stricts par hypothése de récurrence. Alors I’assertion
est claire.

5.1.14. Proposition. Soit MF,W(Dy, k) la catégorie des objets de
MF,(9Dy, k) munis d’une filtration croissante localement finie W (c¢f. 1.3.1), i.e.
les objets de MF,W(Dy, k) sont des couples (M, F, W), (K, W)) munis d’un
isomorphisme:

a: DR(IM) = CQK tel que a: DRIW;M) =CQW,K.

Soit MHW(X, k) la sous-catégorie pleine de MF,W(Dy, k) des objets satis-
faisant la condition: Gr? €MH (X, k, i) pour tout i. Alors MH,(X, k, n),
MH(X, k, n) et MHW(X, k) sont des catégories abéliennes dont les morphismes
sont toujours stricts pour F ou pour (F, W).

Preuve. L’assertion pour MH(X, k, n) est réduite a celle pour MH (X, k, n)

d’aprés 5.1.11.  Considérons les assertions:

a(i): MH,(X, k, n) est une catégorie abélienne dont les morphismes sont
stricts, si dim Z <{i.

b(i): MHW(X, k)’ est une catégorie abélienne dont les morphismes sont stricts.
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ol MHW(X, k)’ est la sous-catégorie pleine de MHW(X, k) des objets dont
la dimension du support est <i. Alors I’assertion a(0) est claire, et I'implica-
tion a(i)=>b(i) résulte de 1.2.10, 5.1.11 et du lemme 5.1.15 ci-dessous, ol on
prend MG,(By, k) (cf. 5.1.1) pour A. Prouvons b(i)=>a(i+1).

Soit u: (M, F, K)—(M', F, K') un morphisme de MH, (X, k, n), alors il
faut montrer que F est strict et que Ker u, Coker u MH,(X, k, n). D’aprés
3.3.3-5, 3.2.6, 3.1.6 et 5.1.8, il suffit de vérifier que pour toute fonction g
(localement définie) telle que dim g™*(0) N Z <,

wgu: (lbg(M, F: K)’ W) g ('Sbg(Mls Fa K’), W)
est strict (de méme pour ¢, ,) et

can: Ker ¥, ,u — Ker ¢, ,u
(resp. Var: Ker ¢, ,u — Ker ¢, ;u(—1))

est surjectif (resp. injectif) (de méme pour Coker), car on peut remplacer
(M, F, K) par la Z'-composante (cf. 5.1.3.5) de (M, F, K)|y dans 5.1.8, ou Z’
est une composante de Z N U. Mais la premiére résulte de b(i) et la derniére
de la décomposition de Lefschetz (par le passage a Gr”); d’ou I’assertion.

5.1.15. Lemme. Soit A une catégorie abélienne, soient A; des sous-
catégories additives pleines strictes de A (j EZ), soit AW la catégorie des objets
de A munis d'une filtration finie croissante W telle que Gr! €A; pour tout j.
Supposons que chaque A; soit stable par Ker et Coker dans A (en particulier, 4;
est abélienne), et que Hom (A;, A,)=0 pour j>k, alors AW est une catégorie
abélienne dont les morphismes sont toujours stricts pour W.

Preuve. Soit u: (E, W)— (E’, W) un morphisme de AW. Si u est strict, Ker
et Coker commutent & Gr?, donc Ker u, Coker u AW par hypothése. Pour
démontrer que u est strict, on considére un diagramme dans AW:

0— W,_(E, W) - W{E, W) = GrJ(E, W) -0
ul ul ul
0— W, (E',W)— W(E', W)— Gr}(E', W) —0,
et on procéde par récurrence d’aprés le lemme suivant:

5.1.16. Lemme. Soit C une catégorie exacte, soit

0—F —-E—-E"’"-0

\Lu/ ‘Lu lu”
0—-F—->F—>F'—0
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un morphisme entre des suites exactes courtes dans C. Si u’ et v sont stricts,
et si Hom (Ker «”/, Coker u')=0, alors u est aussi strict.

Preuve. Soit C comme dans 1.3.2, on a alors une suite exacte courte dans C:
0— Keru' — Keru—Keru” —0

(de m&me pour Coker et Im) par le lemme du serpent; d’ou Ker u, Coker u,
Imu&C, i.e. u est strict. Ce qui achéve la preuve de 5.1.15 et de 5.1.14.

5.1.17. Lemme. Soient (M, F, K)E MF,(9Dy, k) et g une fonction holo-
morphe sur X. Supposons que (M, F) est quasi-unipotent et régulier le long de
g et que

can: ¥, , —> ¢,, (resp. Var: ¢, , — ¥, (—1))

soit surjectif (resp. injectif), i.e. (M, F), K et (M, F, K) n’ont ni de sous-objets,
ni d’objets quotients, a supports dans g %0), cf. 5.1.4. Soit W la filtration de
Y. et de ¢, comme dans 5.1.6. Si (¥, (M, F, K), Wy MHW(X, k), les
conditions suivantes sont équivalentes:

(5.1.17.1)  can: v, , = ¢, est strict dans MF,(Dy, k),

(5.1.17.2)  Var: ¢, ; — v, ((—1) est strict dans MF,(Dy, k),

(5.1.17.3)  can: (v, W) — (d,,,, W) est strict dans MF,W(Dy, k),
(5.1.17.4)  Var: (¢,,,, W) — (¥,.,. W)(—1) est strict dans MF,W(Dy, k),
(5.1.17.5)  (¢,.(M, F, K), W)ye MHW(X, k),

=

o (Vg1 WH—1)=(, (—1), WI2]). Si ces conditions sont vérifiées, on a les
isomorphismes:

(5.1.17.6) can: PyGr¥+r, = PyGrY¢, , pour i >n,

ot PyGry_y1sivr,,=Ker NP'CGri_y ¥, (de méme pour ¢, en remplacant
n—1 par n).

Preuve. D’abord notons que 5.1.12 entraine que les morphismes en (5.1.17.3-
4) sont bien-définis. D’aprés 5.1.14, les implications: (5.1.17.5)=>(5.1.17.3)=
(5.1.17.1) et (5.1.17.5)=(5.1.17.4)=(5.1.17.2) sont claires, donc il suffit de
vérifier: (5.1.17.1) (ou (5.1.17.2))=>(5.1.17.5). Si (5.1.17.1) ou (5.1.17.2) est
vérifiée, on a 1’isomorphisme:

(5.1.17.7) Coim N =(¢,,, W) dans MF,W(Dy, k),
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par la factorisation N=Varocan. En fait (5.1.17.7) résulte de 5.1.12, si on
oublie 1a filtration F, et I’assertion pour Frésulte du fait que N: v, ,—>v, (—1)
est strict pour F d’aprés 5.1.14. Alors (5.1.17.5) résulte de (5.1.17.7) et de
5.1.14. Dans ce cas, on a Gr"¢,,=Coim Gr”N; d’ou (5.1.17.6) par la
décomposition de Lefschetz.

5.1.18. Remarque. Soit (M, F, K)e MH(X, k, n), soit f un morphisme d’un
disque D dans X; alors on peut vérifier, par récurrence sur dim supp M, que
Hif'M sont des D-Modules holonomes réguliers, quasi-unipotents, i.e. M est
régulier, et quasi-unipotent (au sens de Kashiwara.)

5.2. Polarisation

5.2.1, Soit X une variété complexe lisse, soit p: X— D un morphisme lisse
dans un disque D, posons
X,=p0)—=X, j:X*=X\X,—X,
JiX*=Xx,D*—>X,
olt D*—>D*=D\ {0} est un revétement universel. Soit K un objet de D’(ky)
représenté par un complexe dont les composantes sont flasques (i.e. injectives
sur kx). On définit
VK = i*]xJ*K, WK =yK[-1],

5.2.1.
( D ¢, K = C(sp: i*K[—1] — *ynK)EDi(kx,) -

Ici, *¢r,K=UKer (T—id)'C?¥K comme dans 3.4.14, et sp est un élément

de Ext'(i*K, ?¢r K) représenté par le morphisme naturel: i¥*K—?y K[1] C
i*JxJ*K. On a alors un triangle dans Di(ky,)

can 1
(5.2.1.2) —> Py K —> 24, K —> o

N :
Puisque 0—i*j,j*K— 1K — ¢ K(—1)—0 est exacte dans la catégorie de
complexes, on a un quasi-isomorphisme:

_N
(5.2.1.3) P IFK S g K —> r K(—1)]

ol le terme & droite est le complexe simple associé au complexe double tel que
i*K est de degré 0. Désormais i'K sera représenté par le but du morphisme
(5.2.1.3), alors le morphisme naturel: i'K—i*K s’identifiec & la projection
(id, 0, 0). On définit cosp&Ext' (?y»,K(—1), i'K) par le morphisme naturel:

0,0, id)

" K(—D[—1] =y K(—1) [-2] —— [*K = ¥ K = ¥, K(—1)],
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on a alors un quasi-isomorphisme naturel:
C(cosp: Y K(—1)[—1] = i'K) — ¢ K ,
donc on obtient le triangle dans Di(kx,):

v
(5.2.1.4) K P K K(—1)

Notons que le morphisme Var dans (5.2.1.4) coincide (dans D’;(kxo)) avec le
morphisme:
g 5P
O, N): ?¢,K = [i*K = v, K] = ¥ K[—1] =y K

défini comme dans 3.4, et que la composition i'K—?¢,K—i*K des morphismes
dans (5.2.1.2) et (5.2.1.4) est le morphisme naturel: i'K—i*K.

5.2.2. Remarque. Avec les notations ci-dessus, les triangles (5.2.1.2), (5.2.1.4)
(et les remarques ci-dessus) se déduisent un diagramme de 1’octaédre (cf. [1,

(1.1.6))):

i*Ke—i'K i(*Ke———i'K
NS N
+1| d ?¢,K d | +1 +1| ¢ CN) ¢ | +1
AN AN
P‘/’]K'—é p‘/’lK("‘l) p"le p‘/’lK(_l)
N
(calotte supérieure) (calotte inférieure)

ol d signifie “distingué” et ¢ “commutatif”. Alors les (deux) suites longues
associées au pourtour de ces deux carrés:

(5.222) — 2 Hi(yK) X bGPy K(—1)) — I+ K) — LHFF*K) —

sont dites la suite longue de Clemens-Schmid [5]. (Notons que la calotte in-
férieure (resp. supérieure) est utilisée par Clemens-Schmid (resp. Zucker) dans
le cas K=f4Cy pour f: Y—D un morphisme propre de Kéhler, et que les fonc-
teures %y, i¥*, etc. commutent au foncteur image directe propre.) D’adrés
Zucker (5.2.2.2) sont exactes sii:

(52.2.3) 29(?¢,K) = Im (can: ?H:(*y,K) — ?9'(*¢,K))
@®Ker (Var: 2 9i(*¢,K) — *Hi(*y K(—1))) pour tout i,

(comparer a la condition (5.1.4.2).) Cette condition est vérifie€ si K est une
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somme directe de faisceaux pervers K’ (décalés) tels qu’il n’y a pas de sous-
objets (ni d’objets quotients) de K’ & supports dans X, (i.e. can est surjectif
et Var est injectif), ou que supp K’'CX, (car ?y et ?¢, commutent a 2.4%).
Dans ce cas, (5.2.2.2) est une somme directe de suites exactes:

N
0 — Ker N — ?y» K’ — ?4r K'(—1) — Coker N — 0
ou 0—i'K' X i*K'— 0.
Par exemple, on a
[5Cy = @ (juj* A fxCy) [—kID Dyix Ker (HH(Y,) — HH(Y,))[—k]
pour f: Y—D comme ci-dessus, ol f est lisse sur D¥ et r&D*; alors ¢ K'=

HYY,) ou i*K'=Ker (H¥(Y,))—H*Y,)) pour kEZ.

5.2.3. Auvec les notations de 5.2.1, soient K, L& D%(ky) et S: KQ L—>ak(r) un
accouplement, ol ax: X—>pt. Ici on suppose que K, L et akk(r) (=2kx(r-+dy)
[2d4]) sont représentés par des complexes dont les composantes sont flasques.
On dit que S est non-dégénéré si le morphisme correspondant: K— /(L) est
un quasi-isomorphisme. On définit

US: YK QUL — Yaik(r) (== ay F(r+1)[2])
par ¥ J*K Qi* o J¥L — i*[o(J*KQJ*L) — i* [ J*akk(r) , et
22 K @Y L — Yrayhe(r)[—2] (= dk Je(r+1))

de sorte que
YK QyL = (k[1]Q*¢vK)QK[11Q?L)
~ HISKIDDCYKDYL) 2 palck(r)
coincide avec ¥, ol le deuxiéme isomorphisme est définie par
Q@ yQzQw — (—1)lerdexQz:Q yQw,  cf. [9].

Alors S induit ¥, S: ¥, K Qv L—>ynaxk(r) (=ak k(r+1)[2]) (de méme pour
24 S).  On définit
'St i*KQi'L — i'axk(r) (== ak k(7))
par
I*KQ[i*L — yn L — Y L(—1)] = [(F(KQL) = y(KQL) — ¥ (KQL)(—1)]

'
5 5 V) ikahr) — dkh(r) — Yadktr—1)( = Paih(r)

oll on utilise I"isomorphisme (5.2.1.3). Notons que le morphisme
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(5.2.3.1) (0,0, id): yrakk(r—1)[—2] — [i*akk(r) — vnakk(r) — vaxk(r—1)]
s’identifie & I’identité par les isomorphismes canoniques:
Ynaxk(r—1)[—2] =< dx k(r) et i'akk(r) = axk(r).

Alors on vérifie que les morphismes v~ S(sp Q id) et i'S(id ® cosp) de i*KQ
Y L(—1)[—2] dans le but du morphisme (5.2.3.1) coincident, ol le décalage
[—2] n’intervient pas au signe. D’aprés le lemme suivant on obtient ’accouple-
ment

?¢,S: ?¢, K Q@?¢,L — ak Kk(r)

compatible avec 24, S et i'S, i.e. I’accouplement des triangles (5.2.1.2) pour K
et (5.2.1.4) pour L.

5.2.4. Lemme. Soient u: B[—1]—A (resp. u': A'[—11—B’) un morphisme
de complexes, et C (resp. C') le cone de u (resp. u'). Soient S,: AQA'—D
et Sz: BQB'—D des morphismes de complexes. On définit S par la composi-
tion:

ANQA—1] = Z[1|QAQRZ[—1]® A" = Z[1]QZ[-1]Q AR 4’
=AQRA’ EA—» D.
Si S4(u®id)=Sy(idQRu'): BRA[—1]—D, S,DSy définit un accouplement S.c:
CQRC'— D tel qu’on ait un accouplement des triangles: ->A—i> C£>B——> et —>B’—’-’>
C’-P;A’—>, ie.
Sc(iQid) = S,(1dQ®p"); AQC' — D, S (idR®i') = S(pRid): CRB' — D .

Preuve. Soient (a,b)E C'=A'P B, (a’,b)=C"? = A" P B, alors Sc((a, b),
(a’, b))=Sy(a,a’)+Ss(b, b') par définition. On vérifie que S, est un morphisme
de complexes sii S, (b, a’)+(—1)'Syb, u'a’)=0; mais S;(ub, a’)=(—1)""'S,
(ub, a') car ubE A*+'; d’ou Iassertion.

5.2.5. Lemme. Avec les notations 5.2.3, soient T la monodromie, T=T,T,
la décomposition de Jordan et N =(logT,)/2xi sur vK(=@Pp(¥vK)) et ¢,K
(de méme pour L), cf. 3.4.14. On a alors

2 So(N Qid)-+yrSo(id @N) = 0
(de méme pour *¢,) dans Di(kyx,).

Preuve. Cela résulte du diagramme commutatif dans D2(k x,) Suivant:
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YK QL s vaxk(r) < i*axk(r)
l TQRT l T id

VKQuL LS waik(r) = i*dik(r) .

5.2.6. Corollaire. Avec les notations ci-dessus, supposons que K et L
soient des faisceaux pervers. Soit W la filtration de YK, ?¢ K, etc. associée
a N décalée par 0, alors la composition:

Wit K Q WL — "y K QL — ax Je(r+1)
est nulle dans D’;(kXO) pour i+j<<0 (de méme pour ¢,), donc on a des accouple-
ments:

Gr'yS: Gri"wKQGrY L — ay k(r+1)

Gr'te,S: Gri*¢,KQGrY ?¢,L — ay k(r) .
Preuve. L’accouplement *¢S: *»K @?yL—ak k(r+1) correspond a4 un mor-
phisme dans Perv (kx,):

by K — D*L(r+1).

Si on définit ’action de N sur DL par —N*, ce morphisme est N-linéaire
d’aprés 5.2.5. Puisque la filtration associée (décalée par 0) est auto-duale,
I’assertion résulte de 1.3.9-10.

5.2.7. Lemme. Soient K, L et S comme dans 5.2.3. Soit *H’ (j€Z) le
foncteur cohomologique pervers [1], alors S induit canoniquement:

PHS: PHTIK QAL — akk(r) .
On a de plus > HPyrS =?y? 9LS par les isomorphismes canoniques:
P Glitp K~y G(iK, etc. (de méme pour ¢,)

Preuve. Cela résulte du fait que v, ?¢;, sont des foncteurs t-exacts et que
2 94(S est uniquement déterminé par le diagramme commutatif:

PTg_jK@”ngL —> Pj{"jK@PtﬂjL
L b
KQL aik(r) .

5.2.8. Lemme. Avec les notations de 5.2.3, supposons que supp K, supp
LCX,, alors S: KQ L—>axk(r) se factorise canoniquement par

S': KQL— I'yaxk(r) (= isi'axk(r))
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qui s’identifie a 'image directe (par iy) de
i'S: (*KQ®i'L — i'axk(r)

par lisomorphisme canonique: i4i'L~5L, donc ?$,S s’identifie canoniquement @
S, cf. 5.2.3-4.

Preuve. D’abord notons que axk(r) est représenté par un complexe de faisceaux
flasques; d’ol la premiére assertion. Les autres résultent de la définition de
i'S, de I'isomorphisme (5.2.1.3) pour L et pour akk(r), et de 5.2.4.

5.2.9. Lemme. Avec les notations de 5.2.1 et 5.2.3, soit f: X—Y un
morphisme propre de variétés complexes lisses, qui factorise p: X—D, i.e. p=qf
avec q: Y—D lisse. Soit Tr: axk—avk le morphisme de trace. Pour simplifier
la notation, f (resp. i) notera encore f: Xo— Y, (resp. Y,—=Y). On a alors les
isomorphismes canoniques:

I*fo K== foi*K, oy fuK = fiy K, TfuK=<fil'K, ?¢ ,fiK==f ¢ K
(de méme pour L et axk) et les images directes des accouplements:

S oSt [l K@ fit oL — i'ayk(r+1),
fxi'S: fRi*KQ fyi'L — i'avk(r)  (de méme pour f3?$,S)

qui s’identifient respectivement & ") f4S, i' [+ S (et ?¢,f«S), ol f+S est définie par
la composition:

S . Tr |
S+ KQ fuL — fx(KQ L) — fyax k(r) — ayk(r) .

Preuve. Puisque f est propre, on a la premiére assertion, ol le foncteur i' est
representé toujours par [i*—yr—(—1)], cf. (5.2.1.3). (Ici tous les complexes
K, L, axk et avk sont représentés par des complexes de faisceaux flzasques.)
Puisque

Y Tr: Yo feakh(—D)[—2] > Yoark(—D[-2] et i'Tr: ' frakk — i'ayk

représentent le morphisme trace: f*a}(okeaizok par les isomorphismes dans
la premiére assertion et par l'identification (5.2.3.1), on obtient les images
directes de ?y,)S, i'S et de ?¢,S; alors la derniére assertion est claire par la
définition de ces images directes.

5.2.10. Soient (M, F, K)e MF(Dyx, k), cf. 5.1.6, et (M, F, K)=D(M,, F, K;)
la décomposition par supports stricts, cf. (5.1.3.5). Soit S: KQK—a%k(r) un
accouplement, alors S est compatible avec cette décomposition, i.e. S=PS,
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dans Di(ky), ou S;: K, QK,—>axk(r) (dit la Z-composante de S), car
Hom(K,, K;/)=0 pour Z==Z'. On dit que S est compatible avec la filtration
F, §’il existe un (unique) morphisme:

(M, F, K) — D(M, F, K)(r)

dont la deuxiéme composante: K—DK(r) correspond & S par I’isomorphisme
canonique:

Hom (KQ K, axk(r)) = Hom(K, Hom (K, axk(r)) .

Soit (M, F, K)e MH(X, k,n). On dit que (M, F, K) est polarisable, s’il
existe un accouplement S: K Q@ K—akxk(—n) compatible avec la filtration F, dit
une polarisation de (M, F, K), qui satisfait les conditions suivantes (définies par
récurrence sur dim supp M):

Pour tous U, g et Z dans 5.1.8, soit (M, F, K;) la Z-composante de
(M, F, K)|y, cf. (5.1.3.5), on a alors:

(5.2.10.1) Si Z={x} (donc (My, F, K,) =i (H¢, F, H) d’aprés (5.1.6.1)), il
existe une polarisation S’ de (Hg, F, Hy) au sens de [6] (ie.
S'(x, Cx)=0) telle que S=iS’, cf. 5.2.9.

(5.2.102) Si dimZ>0 (donc g %0)DZ, cf. 5.1.8), Gr"?y,,S;0(idQN%):
PyGri_yv iy, Ky, @ PyGry_i. iy K, —ayk(1 —n—i) (cf. 5.2.6) est
une polarisation de la partie primitive PyGry_i, ;v ,(Mz, F, Ky), cf.
(5.1.17.6), pour i =0, ot S;: K,QK,—ayk(—n) s’identific & 7,+S;:
I+ K;®i,+K;—ay «ck(—n) pour la définition de *4, S, cf. 5.2.3.

D’aprés 5.2.4, on a ?¢, ; (can@id) ="+, , (id@®@Var), donc (5.2.10.2) et (5.1.17.6)

entrainent:

(5.2.10.3) Gr"?¢, .S;0(idQN?): PyGri:i?¢, K, Q PyGriyi?¢, K, — apk(—n
—I) est une polarisation de PyGrys:?¢, (M, F, K;) pour i =0.

Dans le cas g7%(0)D Z, ?, , S, s’identifie canoniquement & S, d’aprés 3.2.6, 5.2.8,

(car S: K, QK ,—aik(—n) se factorise par ayk(—n)— ayk(—n) canoniquement)

donc (5.2.10.3) reste valable (car N=0).

5.2,11. Lemme. Ayec les notations de 5.1.9, S est une polarisation de
(M, F, K) € MH (X, k, n) sii ixS est une polarisation de i+(M, F, K).

(C’est clair.)

5.2.12. Lemme. Avec les notations et les hypothéses de 5.1.10, soit
S une polarisation de (M, F, KYEMH,(X, k, n). Alors S est (—1)"-symé-
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trique (i.e. Sot=(—1)"S, ot (: KQK—KQK est défini par ((xRQy)=
(—De=deey(yRx), cf. [11]), et il existe une polarisation S’: LQ L—>ky(d,—n)

de la variation de structures de Hodge, telle que S| y\(z\vy=ixS", olt
S”: Lld)QLld;) — ky(d,—n)[2dz]  (=avk(—n))
est défini par (—1)*29s" 28" syr LQ L=(L[d;]Q L[d,])%=.

Preuve. On peut supposer que U=X (donc K=L[dy]), alors la premiére asser-
tion résulte de la derniére, car S’ est (—1)""?z-symétrique. Soient x, et i:
X,—>X comme dans la preuve de 5.1.10, alors

Y, St FLRI*L(= (1, K@, K) x) > key (dx—7)
et
Py, St FLQI*L(= (4, K@, K Y ™5) — kg (dy,+1—1)

coincident au signe (—1)*x~* prés; d’oti 'assertion par récurrence (car i*S=v, S).

5.2.13. Corollaire. Soit MH (X, k, n)* la sous-catégorie pleine de MH,
X (X, k, n) des objets polarisables, alors MH (X, k, n)’ est semi-simple.

(Cela résulte de 3.2.2, 5.1.7 et de 5.1.10)

5.2.14 Proposition. Soient (M, F, K) € MF(Dy, k), S: KQK— akk(—n)
un accouplement, et g une fonction holomorphe sur X. Supposons que (M, F) soit
quasi-unipotent et régulier le long de g, que

can (Wi'l/’g,l) c I/Viq&g,l ’ Var (VVi¢g,1)C(VVi—2¢g.l)(_l) s
Gr¥y (M, F,K), Gr¥e,.M,F, K)e MHX, k,i),

oiL W est décalée par n—1 ou n comme dans (5.1.6.2), et que Gr” *,So(id@N*)
et Gr”?¢, So(id@ N*) sont des polarisations sur Py Gry_1.i¥,(M, F, K) et
PyGrY.i¢,.(M, F,K), alors la condition (5.1.4.2) est valable pour (M, F, K)
et g, donc on a la décomposition (5.1.4.3) pour (M, F, K) de sorte que (M,, F, K,)
dans (5.1.4.3) est canoniquement isomorphe & un facteur direct de PyGry ¢, ,
(M, F, K) et que la restriction de S a K, s’identifie a la restriction de Gr"?¢, S
en particulier (M,, F, K;))E MH(X, k, n) et S|y, est une polarisation.

Preuve. D’aprés 3.2.6, 5.1.4, 5.2.4 et 5.2.8, il suffit de vérifier la condition (5.1.
4.2), mais c’est équivalente a:

Gr7¢,,, = Im Gr" can GKer Gr” Var

d’aprés 5.1.14 (et par ’hypothése de la proposition), donc I’assertion est réduite
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au lemme suivant d’aprés 5.1.10—11 et 5.2.12.

52.15. Lemme (comparer ¢ 4.2.4). Soient H*® (resp. H'*) des k-structures
de Hodge de poids n—1-+i (resp. n--i). Soient
can: H' — H""' et Var: H® — H"Y(—1)
des morphismes de structures de Hodge tels que N*: H'— H (—i) et N': H' —
H'~(—i) sont des isomorphismes, oit N=Varocan ou canoVar. Soient S: H'Q

Hisk(l1—n), S': H'QH i —k(—n) des accouplements des structures de
Hodge (i€ Z) tels que

So(NQid)+Seo(idQN) =0  (de méme pour S')
S'o(can®id) = So(idQVar)

et que So(id®N') est une polarisation de structures de Hodge [6] sur la partie
primitive PyH* pour i 20 (de méme pour S’), on a alors

S’ = Imcan & Ker Var.

Preuve. Notons que can: H'—H'""! et Var: H"*—H*"}(—1) sont injectifs pour
i=1, et que

can( PHY)C PH'""'\@ N(PH'*+Y(1))
Var (PH)C PHI"(—1)®N(PH*Y,  cf. 4.1.2,

alors il suffit de vérifier:

(5.2.15.1) can (PHY)C PH'™! pour tout i,
(5.2.15.2) can (PHY) = PH'""'  pouri=2,

car ces conditions entrainent que can et Var sont compatibles avec la décom-
position de Lefschetz, i.e.
) can )
@ N’PH! @ NPH"!,

i Var
En effet, pour i=1on a
N
PH' - =5 N(PHY)
can\y  Var
PH"
et pour i=0, PH°CKer can d’aprés (5.2.15.1).
Drabord on voit que (5.2.15.2) pour i=j-+2 entraine (5.2.15.1) pour i=j.
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En effet, pour u PH?, posons can u=uy+Nu, avec u,&PH'/""*% alors u,=
can u{ pour u, & PH'*? par hypothéses. Puisque
Nu = Var uy+ N%uj = vy-+ Nv,+N2uj

avec v, EPH'?*%* on a u=v, et vp=u{=u,=0; d’ol (5.2.15.1) pour i=j.
Sii>0 on a PH*=0, dans ce cas il faut montrer que PH'*"'=0; mais cela
résulte de la positivité de polarisation, car on a

So(Var @ N2 Var)+S'o(ildQN"1) =0

sur H"'QH""! (i.e. siuePH' "' et Varue PH*"% (i=2), on a u=0.) Donc,
par Pinjectivité de Var ci-dessus, il suffit de montrer:

Var (PH'*"))CN(PH?)  pour i=2

en supposant (5.2.15.1) pour le méme i. Pour u PH'*"!, posons Varu=u,+
Nu, avec uy,€ H'"**?_ Si 1y=0, on a u':=u—canu,& PH'""" tel que Varu'e
PH?"2 et que u'=£0; mais c’est contradictoire a la positivité ci-dessus; d’olt I'as-
sertion. Ce qui achéve la preuve de 5.2.14.

5.2.16. Proposition. Pour une variété complexe lisse X, on définit Ky=
kx[dx] et SX: Kx®KX_>a}(k(—dx) par

(‘Ddx(dx—l)ﬂ: (Kx@Kx)™x — ky
comme dans 5.2.12, alors Sy est (—1)*z-symétrique et

(Kxxy, Sxxy) == (Kyx, Sx) X|(Ky, Sy)

ie. Kyxy=KyX Ky et le diagramme suivant commute (cf. [11]):

SXXY '
KyxyQ@Kyxy — axxvk(—dx—dy)

I I
(Kx®Kx) X|(Ky®Ky) % axk(—dx) X ayk(—dy)
Soit g une fonction holomorphe sur X telle que D=g(0) est un diviseur réduit @
croisements normaux. Soit W la filtration de *y,Ky associée @ N décalée par
dx—1 comme dans 5.1.6, alors la restriction de *y,Sxo(id@ N¥) a la partie
primitive de Gr,?;_p,,-(i) coincide a (a;.,)xS5+v a un constant multiplicatif positif
prés par 'isomorphisme canonique:

(5.2.16.1) PNGrd";_H i Kx(0) = (a;11)x K+ @et+!

¢f. 3.6.1 pour la notation.
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Preuve. La premiére assertion est claire, car

(dx+dy)([dx+dy—1)[2 = dx(dx —1)[2+dy(dy —1)[2+dxdy .
D’aprées 3.4.12 et 3.6.10, on a un isomorphisme canonique:
(5.216.2) PyGrio_1. " (KxQC) =< (a;4)xCr0+0[dx —i—1]@e*!

(en particulier, ?v, ,="v,). D’aprés 5.1.12, can: (¥, W)—>(,1, W) est
strict et

(5.2.16.3) Ker (Grfy—1-; can) = N (PyGryy_1.:%%,,1) ()

par la décomposition de Lefschetz. D’autre part, on a une suite exacte:
(5.2.16.4) 0— Kp— 2y, . K—?¢, ,K—0

ou K,=kp[dy—1], et une résolution canonique de K, par le complexe:

[(@)sk50@6" —-oo— (adx)*kl;(dx)@edx]

muni d’une filtration W définie par la filtration béte, i.e. W;=o0>_;. Alors W
est la unique filtration de K, dans Perv (ky), telle que GrJ_; soit le plus grand
sous-objet de K/ W, _;_,, & support dans D pour tout i. D’aprés (5.2.16.2-3),
on vérifie par récurrence que cette filtration W coincide & la filtration induite
par la filtration W de v, ,K par la suite exacte (5.2.16.4); d’out (5.2.16.1).

On démontre I’assertion pour la polarisation par récurrence sur i. Puisque
I’assertion est locale et compatible avec le produit [X], on peut supposer que
X est un polydisque et que g=x;--x, avec n =dy=i+1. On a alors la
trivialisation: e/=Z pour j=1 par I'ordre des coordonnées. Le cas i=0 est
clair par définition (cf. la preuve de 5.2.12). Supposons que i>0. Soient 7=
{1, -+, n} et I un sous-ensemble de 7. On définit:

U, =¥, YKy, o ¥, =2, sijEl) et *y,., (sinon),
on a alors les morphismes:
can;: ¥; > ¥y (EI) et Var;: ¥ —> V(=1 (GEID)

induits par les foncteurs ?y-,, et ?¢, ,, et la filtration W de v, induite par celle
de *y Ky, car les foncteurs v, ¢ sont exacts. On a de plus les accouple-
ments:

S VQ¥; — k(1—|1])

d’aprés 5.2.3-4. Donc il suffit de vérifier que I'image de



MobuLes DE HODGE POLARISABLES 973
S;0({dQN?): Gri¥:()QGCrii¥;() — k
est non nulle et contenue dans R, (ot i=d;—1) d’aprés 5.2.8. Soit

B = 2§01t 10, P Ky EPerv (K¢)

ou C={x,=--+=x,=0}, alors th,,blf(' =%y et "¢,,1,II?= ;. (Notons que
U a=EK[N]/(N") et ¥ =Kk[N]/(N?) comme k[N]-module (non-canoniquement)
d’aprés 3.6.8, oll N est toujours associé au foncteur’y, ,.) Soit

S: KQK — k(—i)
Paccouplement induit, alors 9, ,S=Sn\y et ?¢, ,S=S;. Par hypothése de
récurrence,
So(idQNi™Y: Grli_1Ki—1)QGrfi_1 K(i—1) — atk(—1)
coincide 3 S¢: KcQK.—>ack(—1) & un constant multiplicatif positif prés (car
Gr” commute a ¢,,), donc I'image de
Savwe@RNTY: Grii 1 ¥rwi—D®Gri 1 Tapli—1) =k
est non nulle et contenue dans B>, D’aprés 3.4.12 et 3.6.8, on a

Var;: Grii¥s X Grii 1 ¥ap(—1)
N7t Grii ¥ an 3 GriTaw(—i)

et N = —can, Var; (car (dx@1) (x,0,+s5+1) =0).
D’aprés 5.2.4, on a
S;o(can,®id) = Sz wo(id@RVar,): Gri¥ ;W QGrii¥; — k(—i),
donc
Sz0({dQN?) = Spwo(Var,QNi~! Var,): Grii¥;QGrli¥; — k(—2i),
car Ni-'Var,=Var, N©"! et S(N Qid)=—S8({id®N); d’ot1 I’assertion.

5.2.17. Soit C une catégorie triangulée. Soit A={(p, 9)E(Z U {£ oo} )*:
p=gq}. Pour a=(p,q), posons a,=p et a,=q. On définit un ordre de 4 par:
a>f sii a;=f; pour i=1,2. Alors un objet quasi-filtré de C consiste en des
objets K(a) de C pour ¢ € 4, munis de morphismes:

Uge: K(@) — K() pour a>pg
vea: K(@) = K(P)[1]  pour a,=4,
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satisfaisant les conditions:

(5.2.17.1) Uy =1d  pour a4
Uyy = Uyglipy pour a>g>r
UsgVpa = Vyllya pour a>r, >0,
@ =f, 7, =09,
(5.2.17.2) il existe n, mEZ tels que K(a)=0si a¢,=n ou a,=m.
(5.2.17.3) pour e, B, rE 4 tels que a,=r,, a,=4,, 8,=r1,

Upw Uyp Vay
K() K(B) — K(r) K(a)[1]
est un triangle distingué de C.

Posons K(p/)=K(p, +0), K=K(—co, +o0), K(/p)=K(—20, p), K(p/9)=K(p, 9)
et Gr’K=K(p/p+1), on a alors

K(p)) =K sip<netnulsip=m.

Pour —o0 S p<g<r<<s=<- oo on a un diagramme de I’octaédre:

K(p|r)
u // N\ \
/ \
/ \
v A}

K(q/r) ; K(plq)
/

(5.2.17.4)

Notons que les objets quasi-filtrés sont stables par foncteurs exacts de catégories
triangulées. Si C = Di(ky) (resp. C est la catégorie dérivée d’une catégorie
abélienne), un faisceau pervers (resp. un complexe) K muni d’une filtration
décroissante finie F définit uniquement un objet quasi-filtré {K(a); u, v} tel que
K(p/q)=F?K/F°K d’aprés [1]. De méme, si C est une t-catégorie on associe a
un objet K de C2°N C=’ un objet quasi-filtré {K(a); u, v} tel que K(p/q)=
< 75K, cf. [loc. cit]. Alors la suite spectrale de Leray (2 un décalage
pres) est associée a (I'image par un foncteur exact de) cet objet quasi-filtré par le
lemme ci-dessous (cf. [6]). Notons que si C=D%ky), la t-structure perverse est
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auto-duale [1].

5.2.18. Lemme. (Verdier). Avec les notations de 5.2.17, soient A une
catégorie abélienne et H: C— A (i€ Z) un foncteur cohomologique. Alors
on a une suite spectrale dans A:

(5.2.18.1) E? = HP™Gr?K = H?™K
telle que la filtration F de H'K soit définie par
F*HK = Im (H'K(p/) = H'K) = Ker (H'K — H'K(/p)) .

Preuve (d’aprés [37]). On définit pour p, q, iEZ tels que p+g=i et pour
1<5r=<oo:

u
Z? =TIm (HK(p/p+r) = H'Gr’K)
v
= Ker (H'Gr’K — H*"'K(p+1/p+7))
HiGr*K/B* — Coim (H'Gr*K — H'K(p—r--1/p+1)

. v .
= Coker (H* Y(p—r-+1/p) — H'Gr’K)
E?* = Im (22 — H'Gr?’K|B?").

Notons que Z2?D B2 car la composition:

K(plg) ~K(g/r)[1] = K(r/s)[2]

est nulle pour p<<qg<<r<s d’aprés (5.2.17.4). On a de plus les isomorphismes:

GrAH'K = Im (H'K(p[) — H'K(jp-+1)) = E*

R vu .
Z1Z%%, = Im (H'K(p/p+r) — H ™ (p+1/p+r+1))

~ Birbii',q—r+ 1/B£+ r,g—r+1

par le diagramme de I’octa¢dre (5.2.17.4) pour (p, g, r, s)=(—o0, p, p+1, 4 0),

(p, p+1, p+r, p+r+1) et par la commutativité (5.2.17.1). On définit les
différentielles d2?: E2*—E2*"*~"*! par la composition:

~ »4—7+1 -
Bt = ZJBY > ZH 214, = BT B A

[N Z€+r,q—r+1/B£+r,q—r+1 — E£+r,q—r+1 .
On a alors d??d2—"9*""1—=Q et

Ker d7/lm d 4"~ = H(B2,[B! — ZIBI — Z1|Z2%,) = E#3,
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d’ou I’assertion.

5.2.19. Remarque. La construction de la suite spectrale (5.2.18.1) est auto-
duale (cf. [6]). Eneffet, on a l’obJet quasi-filtré dual: {K(a), u, v} par K(p/q)—
K(—q+1/—p+1D°EC°, et H#: C°— J° par H'—(H“) donc onobtient
une suite spectrale dans A°:

(5.2.19.1) E — FPHGr K = HPHE

en appliquant 5.2.18 & {}{(a); u, v§. Par la construction, (5.2.19.1) est canoni-
quement isomorphe & la suite spectrale duale de (5.2.18.1), i.e. on a les
isomorphismes canoniques:

EY =~ (E;#~%° | GriHK = (Gri?HK)°
compatibles avec les différentielles: d2?, cf‘,‘."’ et avec les isomorphismes: E?7=<
GriH?1K, etc.

5.2.20. Remarque. Si C=D%ky), A=Perv(ky) et H° est le foncteur coho-
mologique pervers (cf. [1]), on a le foncteur dual:

D:C°—-C, D: A° -

compatible avec les foncteurs H i H'. Enappliquant 5.2.18 3 {le(a); Du, Dv},
on obtient:

(5.2.20.1) DE” = H**DGriK=> H*" DK .

Cette suite spectrale est canoniquement isomorphe a (5.2.19.1) par le foncteur
D.

Soit {K'(a); u’, v’} un objet quasi-filtré, et soit
w: {K'(@); u', v} — {DI&(a); Du, Dv}

un morphisme des objets quasi-filtrés, i.e. w est une famille de morphismes
W' K'(a)——>DI€'(a) compatibles avec u’, v’, etc. Alors on obtient un morphisme
de la suite spectrale (5.2.18.1) pour {K'(a); u', v'} dans (5.2.20.1), i.e. on a des
accouplements canoniques:

E;l:q@E’—p,-q — afgk
(H'K', F)Q(H K, F) — dyk

compatibles avec les différentielles d;??, d2? et avec les isomorphismes:
E'"M~Gri H¥TK', etc.
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5.2.21. Remarque. Si C=D(J]) pour une catégorie abélienne A, {K"; u, v}
est associé & un complexe filtré (K°, F) (cf. 5.2.17) et H est le foncteur cohomolo-
gique usuel, alors (5.2.18.1) coincide a la suite spectrale usuelle associée a
(K", F) comme dans [6] [37].

5.3. Stabilité par image directe par un morphisme projectif
Dans ce paragraphe on démontre

5.3.1. Théoréme. Soit f: X—Y un morphisme projectif de variétés com-
Dlexes lisses, et soit | la premiére classe de Chern d’un faisceau inversible relative-
ment ample pour f. Soit (M, F, K& MH (X, k, n) muni d’une polarisation S,
alors

(5.3.1.1) fu(M, F) est strict et Hifo(M, F, KYEMH(Y, k, n+i), cf. (5.1.3.2).
(5.3.1.2) I': Y-if(M, F, K) S Hifs(M, F, K)(@) pour i>0
(Lefschetz vache),
(53.1.3) (=162 f,So(id@F): PLI [k @ PPI fuK—> aih(—n-ti)
est une polarisation de la partie I-primitive P, H ™ f«(M, F, K)
(:=Ker I'''c H~if (M, F, K)) pour i>O0.

La démonstration est par récurrence sur dim Z: le cas dim f(Z)>0 sera
traité en 5.3.4-6, et dim f{Z)=0 en 5.3.8-11. D’abord on définit ’action de /
sur K fx(M, F) (ou plutdt sur (M, F) dans DF(Dy)).

5.3.2. Lemme. Soit X une variété complexe lisse. Soit ® une forme
C* fermée de type (1.1), on a alors un morphisme fonctoriel pour (M, F)&
DF| (Q X):

(5.3.2.1) wp: (M, F)— (M, F)(1)[2]
compatible avec Uaction naturelle de |=[w]€ H¥X, C):
l: DRM — DRM[2] dans D(Cy).

Si de plus w=dr avec = une forme C> de type (1,0), le morphisme (5.3.2.1)
est nul.

Preuve. Soit *2% le complexe double des formes C* complexes, on définit une
filtration F par:

F,=Q%¥ =>~Q¥ si p>—i et 0 sinon.

On a alors un quasi-isomorphisme filtré: (2%, F)—("2%, F) par le lemme de
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Dolbeault. Soit d=dim X, on a alors des quasi-isomorphismes filtrés:
(532.2) ("2%, F)Q@0Dx, F)ld] < (2%, F)®0@Dx, F)ld] — (2%, F)
Soit (L, F) le premier complexe de (5.3.2.2), alors on obtient
op: (L, F)—= (L, F)() [2]
et une homotopie de w,:
h==z5: (L, F)— (L, F)(1)[1]
(i.e. dh+hd=wp) si = est comme ci-dessus. Donc pour définir (5.3.2.1) (et son
homotopie si @=dr, etc.)., il suffit de vérifier que les morphismes dans (5.3.2.2),
tensorisés par un 9y-Module & gauche filtré (M, F)Q o (2%, F)™* sont des quasi-
isomorphismes filtrés; mais cela résulte du fait que 2% sont plats sur Oy, cf.
[39], et de 2.1.6. 1l reste & démontrer la compatibilité avec I’action de /. Par
définition, I’action de / s’écrit:
1Qid
oQ®id: DRM —~2%[2]® ¢ DRM («—— DRM) .
Posons
K:="25Qo(M®®2%)™) (= DRILAo(M ®(2%)™")==DRM)
alors la composition de 1Qid: K—~"2%RcK et de A:"2%5RcK—K est
identique, i.e. A est I'inverse de 1Qid; d’ou I’assertion.

5.3.3. Remarque. Soit L un faisceau inversible, i.e. un fibré véctoriel de rang
1. Soit u une métrique hermitienne de L. Si L est représenté par un 1-cycle
{f.s} associé & un recouvrement {U,} de X, u est représenté par {u,} tel que
Uy=|fyp| *ug, O u, est une fonction C* réele sur U,. Alors c’est bien connu
que ¢,(L) est représentée par une forme o telle que @ =03 logu, sur U,. Sion
change la métrique u, la différence de ® est donnée par 88 logg, ol g est une
fonction C* réelle non nulle.

Preuve de 5.3.1 (dans le cas dim f(Z)>0).
D’abord on réduit I’assertion a:

5.3.4. Proposition. Soient f: X—Y et [ comme dans 5.3.1. Soit g une
fonction holomorphe sur Y, posons h=gf. Soit (M, F, K)& MF,(9Dy, k) da support
strict Z (cf. 5.1.3) tel que h™*(0) D Z, que (M, F) soit quasi-unipotent et régulier le
long de h, et que Griv (M, F, K), Gr¥¢,,(M, F, KYEMH(X, k, i), ou W est
décalée par n—1 ou n. Soit S: KQK—>ak k(—n) un accouplement. Supposons
que les conclusions de 5.3.1 soient vérifiées pour f, 1, PyGrl ., vri(M, F, K) et
Gr¥+r,, So(id @ N*) pour i >0, alors
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(5.3.4.1) fu(M, F) est strict dans un voisinage de g~*(0), H* fx(M, F) sont
quasi-unipotents et réguliers le long de g,

(5.3.4.2) lafiltration W de +r, I fx(M, F, K) =’ fsyri(M, F, K) induite par
la filtration W[j] de v, (M, F, K) est la filtration associée @ N décalée
par n—1+j (cf. 1.3.9) telle que Gr¥vr, H’ f(M, F, KY€ MH(Y, k, i)
(de méme pour ¢,, en remplacant n—1 par n).

(5.3.4.3) I': Y7 f1(M, F, K)—= 9’ (M, F, K)(i) est un isomorphisme au
voisinage de g~'(0) (j=>0),

(5.3.4.4) (=19 D2 GV by 29 £, So(id QN* IY) est une polarisation sur la
partie bi-primitive PPy Gry_i_j.i¥rg A fx(M, F, K) (:=Ker /"1
Ker N**1) pour i, j >0 (de méme pour ¢, en remplacant n—1 par n).

5.3.4=>5.3.1 (dans le cas dim f(Z)>0)

Puisque 1’assertion est locale, on peut supposer que f(Z) soit irréductible.
Par hypothése de récurrence, toutes les conditions de 5.3.4 sont satisfaites.
On a donc (5.3.1.2) d’aprés (5.3.4.3) et fu(M, F) est strict d’aprés (5.3.4.1).
Alors I'accouplement 2.9 f3.So(id @) de 2.9~ fx K est compatible avec la fil-
tration F (cf. 5.2.9) d’aprés 2.5.6. On va vérifier que H’ fo(M, F, K) sont
quasiunipotents et réguliers le long de toute fonction holomorphe g localement
définie sur Y. Si g7i(0) Df(Z), I'assertion résulte de (5.3.4.1). Si g7 (0)Df(2),
elle est équivalente a I'isomorphisme:

Lgxdl’ fu(M, F) = iox I f3(M, F)

d’aprés 3.2.6, ol i;: Y=YXx {0} =Y xC. Mais c’est valable pour (M, F) et
pour A, donc cela résulte de la commutativité (f Xid)oi,=iof et du fait que
f«(M, F) est strict.

D’aprés (5.3.4.1-2), (5.3.4.4) et 5.1.12, toutes les conditions de 5.2.14 sont
satisfaites pour P, A~ fu(M, F, K) et (—1)7Y=D2 29 f, So(id QI’) (car can, Var
et N sont compatibles avec I'image directe f3); on a donc (5.3.1.1) et (5.3.1.3)
d’apreés 5.1.5, 5.1.8 et (5.2.10.2), car la décomposition de Lefschetz (pour I’action
de /) est compatible avec la filtration de Hodge F d’aprés (5.3.1.2); d’out 5.3.1
(dans le cas dim f(Z)>0).

Preuve de 5.3.4.

Soit f=fxid: XXC—YXC. Soient i, et i, comme dans 3.2.1. alors
foiy=i,of. Posons (M, F)=i,x«(M, F). Si Gr" fo(M, F) (=fxGr"(M, F)) est
strict, on obtient (5.3.4.1) et I'isomorphisme
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'Sb'g‘ﬂif*(Ms F’ K) = j[jf*Wh(Ma E K) (de méme pour ¢1.)

en appliquant 3.3.17 & (M, F) et f. On a de méme (5.3.4.3), si Gr” I sont
des isomorphismes. Donc I’assertion résulte de la proposition 5.3.5 ci-dessous
(appliquée a v,(M, F, K), etc.); en fait fuyr,(M, F) est strict d’aprés 1.3.5-6
(appliqué a la projection de (5.3.5.1) dans MG,(DP)) et d’aprés 5.2.21, 5.1.14
(de méme pour ¢,), et (5.3.4.4) résulte de (5.3.5.3), 5.2.13, 5.2.7, 5.2.9 et
de 5.2.19, car (—1)/9=D229 £.Gr¥ *4,So(id @ N* I’) est une polarisation de
Py P,,C7? par hypothése.

5.3.5. Proposition. Soient f et | comme ci-dessus. Soit (M, F, K, W)&E
MHAW(X, k) (c¢f. 5.1.14) muni d’'un morphisme

N: (M,F, K, W)— (M, F, K, W) (1) (=(@(-1), F[-1], K(—1), W[2])

tel que N7: Gr, ;3GrV_j(—j). Soit S: KQK—>akx k(—r) un accouplement tel
que S({IdQRN)+S(NQid)=0. Supposons que les conclusion de 5.3.1 soient
satisfaites pour f, I, PyGrY. (M, F, K) et Gr" So(id @ N*) pour i >0 (o2t n=r+i).
On a alors une suite spectrale dans MG (B, k) (¢f. 5.1.1):

(5.3.5.1) EY = Y £,Gr7 (M, F, K) = 9% fo(M, F, K)
qui dégénére en E,, et telle que EY* S MH(X, k, q)? (cf. 5.2.12) et que d, est strict.

Posons ,Ci=Ey'~""**" qlors:
(5.3.5.2) V:,C79 = ,Ci(j) pour j=0
N#: ,Ci 3, CL(—i) pour i>0

(5.3.5.3) le morphisme naturel: Ker d,\ PyP;,C7’—>PyP,,C;? est un

épimorphisme pour i,j>0, ot PyP,,C7’ est la partie bi-

primitive (= Ker /*'NKer N*) de ,C7/.
Preuve. Puisque S f.Gr¥ (M, F, K\ MH(Y, k, i-+j)? par hypothése (et par
la décomposition de Lefschetz), on obtient la suite spectrale (5.3.5.1), en
appliquant 5.2.18 & fy((M, F), W) (cf. 2.1.12), fx(K, W) et DR fo(M, W)=CQ
f«(K, W), car DRo 4’ =?9o DR. Puisque d, sont des morphismes de
MG(B, k), d, est strict, E{*€ MH(X, k, q)* et d,=0 pour r>2 d’aprés 5.1.14,
5.1.11. Par hypothése, on a (5.3.5.2) pour k=1 D’aprés 5.1.10, 5.1.11, 5.1.14
(et par la décomposition par support strict), les autres assertions sont réduites a:

5.3.6. Lemme. Soient ,Ci des k-structures de Hodge de poids i-+j+r pour
i,jEZ, telles que ,Ci=0si |i| >0 0u |j|>0. Soient

dy: \Ci — (Cit}, N: (Ci — (Ci_y(—1), I: ,C — ,Ci**(1)
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des morphismes de structures de Hodge, qui commutent mutuellement, et tels que
2=0 et que (5.3.5.2) est satisfaite (pour k=1). Posons

.C} = Ker(d: ,C — ,Ci21)/Im(dy: ,Ci31 — ,C))
Soient S: CIQ C=i—Kk(—r) des accouplements de structures de Hodge tels que

S(Nx@y)+SxQNy) =0, SxQy)=SxQIl)
S@ExQy)+H(—1Y Sx®dy) =0 (ot x€,CY)

et que (—1) 79~D2So(id @ N* I) est une polarisation de structures de Hodge sur
la partie bi-primitive de ,C7? pour i,j>0 (cf. (5.3.5.3)). Alors (5.3.5.2) pour
k=2 et (5.3.5.3) sont valables pour ,C} définies ci-dessus.

Preuve. Cela résulte de 4.2.2 et de la preuve de 4.1.10, 4.2.2. (On peut aussi
utiliser [11, 1I].) Ce qui achéve la démonstration de 5.3.1 (dans le cas
dim f(Z)>0).

5.3.7. Remarque. Lorsqu’on a démontré, 4.2.2 et 4.2.4, les signes n’étaient
pas encore déterminés (i.e. 5.2.4 et 5.2.16 n’étaient pas obtenus). Les conven-
sions de signe dans le lemme ci-dessus sont dues a [11, II]. Notons que ce
sont compatibles avec (5.2.10.2), (5.3.1.3) et 5.2.16, etc. (et aussi avec un résultat
de Schmid).

5.3.8. Preuve de 5.3.1 dans le cas dim f(Z)=0.

D’aprés 5.1.9 et 5.2.11, on peut supposer que X=P¥, Y=pt et [=c,(0x(1)).
(Désormais Y désignera un hyperplan de X.) Soit 4 un sous-espace PV 2 de X,
strictement non-caractéristique pour (M, F), cf. 3.5.1. Soit =: X—X I’éclate-
ment le long de 4, et soit p: X—P* la projection telle que p~'(¢) sont les
hyperplans contenant 4. On a alors une immersion fermée z X p: X—Xx P,
Posons

(M, F, K) = =*(M, F, K) (= (= xp)*pr¥(M, F, K)) (cf. 3.5.1)
S =2*%S: RKQ K — d k(—n),

alors § est compatible avec la filtration de Hodge (cf. 5.2.10), car z xp est
strictement non-caractéristique pour pr¥(M, F) [1]. D’abord admettons:

(5.3.8.1) 7u(M, F, K) = (M, F, K) @ (ip)if(M, F, K) (—1) [—2]

ol iy: A—X. (La démonstration sera donnée en 5.3.9), Alors 74S est com-
patible avec la decomposition par support strict (5.3.8.1), et la restriction de
7S & K coincide avec S, car ils coincident sur X\ 4. Soit ¥ un fibre de D,
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soient fy: Y—X et iy: Y— X les inclusions naturelles, alors i,,:zroi} et donc
i¥(M, F, K), S):l:);re((M ,F, K),S). Soit ¢t une coordonnée locale de P* telle
que Y=p~'t7%(0), posons h=top. Soit g une équation locale de Y dans X.
Puisque Y est strictement non-caractéristique pour (M, F) (resp. (M, F)) dans
un voisinage de 4, ce Module filtré est quasi-unipotent et régulier le long de 4
(resp. g) et on a

(M, F, K), §) = i¥((#, F, K), §) = i¥(M, F, K), S) X v,(M, F, K), S)

et ¢, (M, F, K)=0 (en particulier N=0 et ¥, =, 1) au voisinage de 4 d’apres
3.5.6. Alors toutes les hypothéses de 5.3.4 sont satisfaites pour p: X — P, =
n*l t, (M,F,K) et S par hypothése de récurrence, car (M, F, K), S) et
((M, F, K), S) coincident sur X\z"'(4)=X\4. On a donc (5.3.4.1-4) pour
toute coordonnée locale de P'; en particulier, p«(M, F) est strict, i’ p+«(M, F, K)
admet la décomposition par support strict d’aprés 5.2.14 et toutes les hypothése
dans I’assertion suivante (dont la preuve sera donnée en 5.3.10) sont satisfaites
pour la P!-composante de P7 H~ ps«(M, F, K) et de *.9 p4So(id @):

(5.3.8.2) Soient X une variété complexe lisse compacte kéhlérienne de dimen-
sion 1, (M, F, KYe MF,(9Dy, k) a support strict X, et S: KQ K—
axk(—n) un accouplement. Si (M, F) est quasi-unipotent et régulier
le long de toute coordonnée locale ¢, de sorte que Gr?v(M, F, K),
Gr¥¢,,(M, F, K) € MH(pt, k,i) (o0 W est décalée par n—1 ou
n, cf. (5.1.6.2) et que Gr”y,S(id®@ N%) est une polarisation sur
PyGri_., ¥(M, F, K) pour j >0, alors ’assertion (5.3.1.1) et I'asser-
tion (5.3.1.3) pour i=0 sont valables pour f: X —pt.

(Notons que c’est le unique point ol on utilise la théorie de Hodge classique
(cf. [36]) dans la preuve de 5.3.1.) D’aprés [8], 2.1.12 et (5.3.4.3), on a la dé-
composition non-canonique:

p+(M, F) = @ Ilips(M, F)[—j] dans D'F(Dp),

donc la suite spectrale de Leray pour az =apiop dégénére en E, et on a (5.3.4.1)
pour (M, F, K) et az: X— pt (et de méme pour (M, F, K) et ay: X— pt d’aprés
(5.3.8.1)), car MH(pt, k, i) est stable par extensions dans MF,(pt, k), cf. [6].
Soit Y un fibre générique de p, alors Y est strictement non-caractéristique
pour (M, F), donc
(M',F,K): =i¥(M, F,K)[—-1]leMH(Y, k,n—1)

et S’:=?i¥S est une polarisation par le méme argument que ci-dessus oil ?i¥S
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est définie comme ?4S dans 5.2.3. On a de plus:

(5.38.3)  (H(@x)sS) (u, ') = (1Y (H(ap)xS") (¥ u, 71 i}v)
pour u, vEH (X, K) (= H(ax)«K) ,

(La démonstration sera donnée en 5.3.11.) Par hypothése de récurrence, les
assertions (5.3.1.1-3) sont valables pour ay: Y—pt, I':=i¥l, (M',F,K’) et S'.
D’aprés 3.5.9-10, on a les morphismes compatibles avec les structures de Hodge:

i¥: Hi(X, K) - H'*Y(Y, K')
(ip)x: H"Y(Y, K') — H'(X, K) (1) .

On a de plus (iy)xi¥=I0: H/(X, K)>H""¥X, K) (1), car K—K |y, RI'yK(1) [2]
—K(1) [2] s’identifie au méme morphisme pour K=Zy, tensoris¢ par K.
D’aprés 2.1.18 (voir aussi [1]), i¥ (resp. (iy)x) est bijectif pour j < —2 (resp. j >2)
et injectif pour j=—1 (resp. surjectif pour j=1), donc (5.3.1.2) pour (M, F, K)
et pour j>2 résulte de la méme pour (M’, F, K') et pour j—1, de plus on a
(5.3.1.3) pour (M, F, K), S) et pour j>1 d’aprés (5.3.8.3) et (5.3.1.3) pour
(M, F, K", S"), car i¥(P,H (X, K))C P,H (Y, K') pour j >0 par I'injectivité
de (iy)s ci-dessus pour j>2. D’aprés (5.3.1.2) pour j=3, on a des décomposi-
tions:

HYX,K) =I(H %X, K)(—1)) & P,H (X, K)
HY(X, K) = P(H3(X, K) (—2)) & Ker [

compatibles avec les structures de Hodge et avec 1’action de /, alors P'injectivité
de

I: PLHY(X, K) — Ker [

résulte de (5.3.8.3) pour j=1 et de la positivité, i.e. de (5.3.1.3) pour
((M', F,K"), S") et pour j=0; d’ou (5.3.1.2) pour (M, F, K), S) et pour j=1,
car dim H (X, K)=dim H'(X, K) par dualit¢. Donc il reste & démontrer
(5.3.1.3) pour (M, F, K), S) et pour j=0. On va la réduire a (5.3.8.2) par la
suite spectrale de Leray.

Soit L la filtration décroissante de H’(X, K) (compatible avec la structure
de Hodge) associée a la suite spectrale de Leray (perverse) ci-dessus, i.e.
GriH™i(X, K)y=H'(P",*.9( p+K), on a alors

z*(P,H(X, K))C L°H (X, K)

car
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L°H(X, K) = Ker(i¥: H'(X, K) - H'(Y, K))
P,HYX, K) = Ker(i¥: H'(X, K) — H(Y, K"))

pour Y comme ci-dessus, i.e., Y est strictement non-caractéristique pour (M, F).
(En fait, (*.4* pxK) [—1] est un systéme local dans un voisinage du point cor-
respondant & Y, dont le fibre & ce point est H(Y, K'); donc Gr7*HY(X, K) est la
partie invariante par le groupe de monodromie globale de H'(Y, K').) De plus

z*: PHY(X, K) — GriH'(X, K)
est injectif et
=*(P,H(X, K)) (mod LY C HY(P", P;*H° p+K)
ol on a la décomposition compatible avec les structures de Hodge:
GriH'(X, K) = @ HHYP", Pr* A" p:K) (—k)

par laction de I=n*I, car

(L HY(X, R)c LH**¥X,K) pour i,jE€Z,

F: GriH™i(X, K) < GriH(X, K) (j) pour j>0
d’aprés (5.3.4.3). (En fait, la premiére assertion résulte du dernier isomor-

phisme pour (i, j)=(1, 1) (et de L'=Gr1) et la deuxiéme de cet isomorphisme

pour (i, j)=(0, 2), car n*01=707r*.) D’aprés le remarque aprés (5.3.8.1), on a
(H(ax)%S) (u, v) = (H(az)xS) (z*u, *v)

pour u, veE H(X, K) et z* est un morphisme de structures de Hodge, car z*:
H(X, K)—>H'X, K) est induit aussi par la décomposition canonique (5.3.8.1).
(Par définition, =* est induit par I’adjonction: Hom (K, K)=Hom(K, z4+K).)
Si de plus u, ve P,H(X, K), on a

(H(ax)+S) (@*u, z*v) = (H(ap)s* I pxS) (=*u], [z*V]) ,

ot [z*u]: =z*u (mod LYY & HY(P', ?9° p+K), car la suite spectrale de Leray
perverse est auto-duale d’aprés 5.2.17-20. Donc d’aprés 5.3.4 pour (/Z, F, K),
S) et p: X— P!, I'assertion (5.3.1.3) pour (M, F, K), S), ax: X— pt et pour
j=0 est réduite a (5.3.8.2) (appliquée a la P-composante de P 4(° ps(i1, F, K)),
car la restriction de 2.9 p4S aux composantes de Py H° ps(M, F, K) & supports
ponctuels est une polarisation d’aprés (5.3.4.4) et 5.2.14. (Notons que c’est le
seul point ou1 la compatibilité de signes est essentielle.) Pour terminer la preuve
de 5.3.1 (dans le cas dim f(Z)=0), il reste & démontrer (5.3.8.1-3).
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5.3.9. Preuve de (5.3.8.1). D’abord on vérifie que z4(#, F, K)& MF(Dx, k)
(en particulier, =«(M, F) est strict) et qu’on a la décomposition canonique:

(5.3.9.1) zw(M, F,K) = (M, F, K,) @ (M,, F, K,)

telle que (M, F) (resp. (M,, F)) est localement isomorphe & (M, F) (resp.
G «i% (M, F) (—1) [-2)); alors (M, F, K)=(M,, F, K,) est clair, car ils coinci-
dent sur X\ 4.

Soient Y un fibre de p et iy, l~'y comme ci-dessus. Soient A:=z"(4)
(=4AxPYet ig: A-X , i 1. A=A N Y— X les inclusions naturelles. Soit g une
équation locale de Y, posons h=gr. Alors h™*(0)=Y U4, et ¥, Aet A=Y NA
sont strictement non-caractéristiques pour (4, F) au voisinage de 4. Donc
d’aprés 3.5.18, (M, F) est quasi-unipotent et régulier le long de % (au voisinage
de A). Soit W la filtration associée & I'action de N=t8,—a sur Gr}, cf. 1.3.9.
Posons (M’, F)=i§(M, F) [—1], (M”, F)=i¥(M, F)[—2] et (M"", F)=pr¥ i}
(M, F)[—1], ol pr;: AXP'—A. Alors d’aprés 3.5.15 on a pour —1<a<0:

Ta5(M”, F) (—1) si@=i=—1

oua=i=0
Gr? GrY iyse(M, F) =< iys(M', FY(—1)@iz(M", F)(—1) si @ = —1,i =0
Tax(M", F)(—2) sia=—1,i=1

0 sinon
On vérifie directement que (@p1)x(251, F) est strict et que

(C,F) si j=—1
Hi(apn)y (851, F) = { (C, F[—1)) si j=1
0 sinon

ou /(irfﬂ},l =0 pour i —1 et GrfC=0 pour i==0. Puisque (M"”, F)=(M",
F)X|(251, F), on voit que (pr)«(M"", F) est strict et que

(M”, F) Si j =3 ———1
Ji(pr)«M"', F) = 4 (M", F)(—1) si j=1
0 sinon.

Considéront la suite spectrale pour ¢=—1, 0:
‘,Ei_i'i-,-j = j{j W*GIJ;'V erih*(ﬂ, F) = ﬂj W*Gr:ih*(M, F) N

on a alors
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iyx(M', F)(—1) si (p,q) =(0,0)
iA*(M”: F) (—1) si (p’ q) = (Os —1): (1’ _'1)

LBV =9 17 ;
ix(M',F)(=2) si (p,9)=(,1,(-11)
0 sinon,
E‘bq o iA*(MI,a F) (—1) si (pa 4) = (05 0)
0 o sinon.

Donc d,=0 pour r >2, i.e. ces suites spectrales dégénérent en E,. On a de plus
I 74 GrY, iy M =0 pour j =0, car

DR(YH nyGrY, iy M) =9’ myyr, , DRM (d’aprés 3.4.12)
~ 4, *H! n DRM = v, , * 9’ (DRM) .

Donc d,: _,EY"'—>_E}'"! et d;: _ | ET*'—_,E]"! sont des isomorphismes en
oubliant la filtration. Mais ce sont des isomorphismes filtrés d’aprés 3.2.2 et
5.1.10 (car un endomorphisme d’un espace vectoriel filtré de dimension finie est
strict, s’il est bijectif en oubliant la filtration.) Donc z4Gr" i,+(M, F) est strict
d’aprés 1.3.5-6, alors d’aprés 3.3.17 z(M, F) est strict, H’ n4(M, F) est quasi-
unipotent et régulier le long de g et

yx(M', F)(—1) si a=—1,j=0
Grl iy I nse(M, F) = { ige(M",F)(—1) si @=0,j=0
0 si ¢« € Z ou j=+0,

d’ot z4(M, F, Ky MF(Dy, k) et la décomposition (5.3.9.1) d’aprés 5.1.4.
Donc il reste & démontrer que (M,, F, K,)=~i «ix(M, F, K)(—1)[—2]. Puisque
on n’utilise pas ce résultat dans la preuve de 5.3.1, on donne seulement I’esquisse
de la preuve. On a le changement de base: BRIt w4 M =z RI'1z1M compatible
avec i'z mo K=pr, iy K, par 'image directe de 3.5.9; d’oit (M,, K,)==i % i5(M, K)
(—1)[—2]. De plus cet isomorphisme est compatible avec F sur un ouvert de
Zariski de AN Z, alors l'assertion résulte de 3.2.2; d’ou (5.3.8.1).

5.3.10. Preuve de (5.3.8.2). Soit j: U—X un ouvert de Zariski tel que L=
Jj*K[—1] soit un systéme local, alors K=(j«L)[1], et j*((M, F, K), S) correspond
4 une variation de structures de Hodge polarisée de poids n—1 comme dans
5.1.10 et 5.2.12. Soit V la filtration de M, qui est la filtration de Malgrange-
Kashiwara (cf. 3.1) & tout point de X\U, et telle que j*V , M=j*M. D’aprés
(3.2.1.3), on a un quasi-isomorphisme filtré:

axx(M, F) [—1] < axxC(V_,M, F[1]) ® ox" — (VoM, F))
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(= (K", F) dans [36, (9.1)])

Donc d’aprés [36, §7], ax«(M, F, K) est un complexe de Hodge de poids #;
d’ou (5.3.1.1) pour X — pt.

Soit S': LQ L—ky(1—n) comme dans 5.2.12, alors S’ est une polarisation
au sens de Deligne [6], donc S”=(—2zi)*"* S’ I’est au sens de Griffiths (cf.
[36]), i.e.

S”(C,u,#)>0 pour uesCQL,
ou x&U. (Ici, on choisit i.) D’aprés [36, §10 (b)], on a
Sx jxS”(Cu, #)>0 pour uc€HY(X,C®jiL) non nul,
car
JxS" 1 jxL @ jxL — jx(LQL) — jsky = kx
et

. S/l S
S JuS": HY(X, joL) @ H'(X, juL) 2225 H'(X, k) 2%, k
X

correspondent au produit intérieure < , > dans [loc. cit]. Par définition (cf.
[11], voir aussi la définition de ?+/ dans 5.2.3) le diagramme

|

|

5 S
H(X, K) ® HY(X, K) — H(X, a k(—n))
anti-commute. Puisque 77 r=(27ri)“IS , on obtient (5.3.1.3) pour i=0 et pour
X
X—pt; d’ou (5.3.8.2).

5.3.11. Preuve de (5.3.8.3). Puisque So(IQRid)=Sc(idQI) (car /= H* X)), il
suffit de vérifier la commutativité du diagramme:

*Qi*

KQK —~ > K] ® K1
ll’@id I Qid
K() 211 ® K K'(-D) 21 ® K]
| ©
(K ® K) (j) [2]] (K’ ® K') (j—1) [2]]
S S’

T i 1 .
AeR(—m) [2] <—— aYk(j—n)[2]]



988 MORIHIKO SAITO

ol i=iy, car le signe (—1)"! résulte de I'isomorphisme (*) dans le diagramme
ci-dessus. (Notons que K[m]=Z[m]@K par définition [11].) Puisque i*ol=
loi*, il suffit de la vérifier pour j=1. Par définition de S’ on a le diagramme
commutatif':

K@K S Fex(dy ) [2d5]
@i . [
KT ® KT = (K@K [2] > ky(dy—n) [2dy]

De plus le diagramme

S
KQ® K —> dy k(—n)
ll@id < ll
(KQK) (1) [2] = a k(1—n) [2]
commute, donc I’assertion est réduite a la commutativité de
i*

ky ——>k,
|

/

kx(1) [2]

mais c’est la définition (du signe) de /; d’ou (5.3.8.3). Ce qui achéve la dé-
monstration de 5.3.1.

5.3.12. Remarque. Si X n’est pas lisse, on définit MH(X, %, n)’ comme dans
2.1.20, en utilisant U; et V;. Alors cette définition est indépendante de U, V;
d’aprés 5.1.9 et 5.2.11, et MH,(X, k, n)? sera noté MH,(%,n)’. De plus 5.3.1
reste valable si X et Y ne sont pas lisses.

Tr; =i*

5.4. Variations de structures de Hodge polarisables

5.4.1. Soit X une variété complexe lisse de dimension dy, soit (Lo, F, L) une
variation de k-structures de Hodge de poids n—dy (o Lo=0xQ® L), munie
d’une polarisation
S LQL— k(dyx—n).
On définit (M, F, K) et S par la réciproque de 5.1.10 et de 5.2.12, i.e.
(M, F) = (2%, F)®o(Lo, F), K = L[dy]

A (K@ K)o H%x(gk k(—n)
H (_l)dx(dx—l)fz S’
LOL 27" "5 k(dy—n)
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ot Grf 24X=0 pour i —dy.

5.4.2. Lemme. S est compatible avec la filtration de Hodge, i.e. S induit
la dualité: (M, F)=D(M, F) (—n)

Preuve. Par définition on a
ﬁ?(M, F) [—dx] = [(Lo, F) = 25Q (Lo, F[—1])—+—2%¥Q (Lo, F[—dx])]

ol le dernier complexe est le complexe de de Rham usuel. Par le produit ex-
térieure, ’accouplement S induit un morphisme de complexes filtrés:

DR(M, F)® cDR(M, R) (n) — (9, F) [24s]
ol (2y, F)=(£%, 0), cf. [6]. On vérifie que le morphisme correspondant:
DR(M, F) — Homo(DR(M, F), (85, F) [2dx)) (—)
induit un morphisme de complexes différentiels filtrés (cf. §2):

DR(M, F) — Jmsmgﬂe(M, F), (2%, F) [2dy]) (—n)
- Jmé(DR(M, F), (R%F, F) [dx]) (—n)
(=D(DR(M, F)) (—n))

et que la composition est un isomorphisme filtré; d’ol I’assertion.

5.4.3. Théoréme. Soit (M, F, K), S) comme dans 5.4.1, alors c’est un
Module de Hodge polarisé de poids n.

Preuve. Par récurrence sur dy. L’assertion est claire si dy=0. En général, il
faut vérifier les conditions dans 5.1.8 et la condition (5.2.10.2) pour tout g
(localement définie sur X). D’abord on raméne au cas ot g7*(0) est & croise-
ments normaux.

Soit f: X—X une résolution de g, i.e. f~1g7%0) est & croisements nor-
maux, cf. [13]. (Ici, X est locale.) Posons (M, F, K, S)=f*(M, F, K, S), alors
cela correspond a la variation de structures de Hodge polarisée f*(Lo, F, L, S").
Si les conditions ci-dessus sont satisfaites pour gf et pour (M, F, K, S), on a
de méme pour g et pour P, 9°f (M, F, K, S) d’aprés 5.3.4 et 5.3.1, ou / est
comme dans 5.3.1. De plus P, 9°f (M, F, K, $) admet la décomposition
(5.1.4.3) pour la méme g d’aprés 5.2.14. Donc il suffit de vérifier que sa X-
composante (i.e. (M, F, K;) dans (5.1.4.3)) est isomorphe a (M, F, K). Mais
on a un morphisme canonique:

f*: (M’ K) Qf*(Ma IZ)
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qui induit un isomorphisme (M, K)=(M,, K;) et un isomorphisme filtré
(M, F, K)=(M,, F, K,) en dehors de g~%(0), donc I’assertion résulte de (3.2.2.1)
appliqué a (M}, F), et on peut supposer que g=IIx7.

Par le méme argument que ci-dessus, on peut de plus supposer que g=
(x,*-x;)". En fait, soit f: X—X un revétement ramifié tel que gf=(x,---x;)",
et soient (M, F, K, S) et (M,, F, K)CHf+(M, F, K) comme ci-dessus, alors
on a de méme un monomorphisme canonique f*: (M, K)—(M,, K,), qui scinde
par J°f S, car elle est une polarisation de variation de structures de Hodge
sur X\g (0). D’aprés 3.2.2 ce scindage est compatible avec F et un facteur
direct coincide avec (M, F, K). Donc on peut appliquer 3.6.10 a (M, F) et &
g=(x,"+-x;)", et on obtient:

(5.4.3.1) (M, F) est quasi-unipotent et régulier le long de g,
(5.4.3.2) can: vy, (M, F)— ¢,,(M, F) est un épimorphisme strict,
(5.4.3.3) N Griliwi v (M, F) =X Grili_; (M, F)(—i) pour i>0,

(5.4.3.4) PyGrii.; v (M, F) = (C") ® (a;1)% a¥r(M, F) (—i) [—i—1] pour
i>0 (ou " se trivialise par I’ordre des coordonnées).

Ici C™ est un espace vectoriel muni de laction de 7, définie par T,e,=
exp (2zik/m) e;, ou {e,; kEZ[mZ} est la base canonique de C”. Notons que
I’isomorphisme (5.4.3.4) est compatible avec ’action de T, (ou elle est identique
sur (a;.)x afi1(M, F)), et qu’il est canonique (& P’action d’une matrice diagonale
sur C" prés). Donc d’aprés 5.1.7, il suffit de vérifier qu’il existe un isomor-
phisme (5.4.3.4) compatible avec la Fk-structure, tel que I’accouplement
Gr¥yr, So(idQN ) de PNGr,’f’_H,-ng coincide, & un constant multiplicatif positif
prés, i la polarisation induite ?a¥, .S de a¥.(M, F, K) (qui est reliée 3 a¥, S’
comme dans 5.4.1), tensorisé par ’accouplement S,, de Z™ définie par la matrice
d’identité. (Ici, ’action de T, sur Z™ est définie par T, ef=e},;, ou {ei;ic
Z|mZ} est la base canonique de Z™.) Mais pour cela on peut supposer que
(M, F, K, S)=(2%, F, Ky, Sx) (donc n=dy), cf. 5.2.16, car on a des isomor-
phismes non-canoniques:

(M, K) =@ (2%, Ky), CQ (K, S) = @ (C ® (Kx, Sx))

(En fait, la dernicre assertion ne dépend que de CQR(K, S).) Alors on peut
oublier la filtration F, car elle est triviale. Puisque ’ambiguité de (5.4.3.4)
ci-dessus est donnée par un endomorphisme du C[T,]-module C”, il suffit de
trouver un isomorphisme:
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PyGri_i. i K = (Z™) Q (@is)saF 1 K (—i) [—i—1]

compatible avec I’action de T, tel que la condition de polarisation ci-dessus
soit satisfaite. Donc I’assertion résulte de 5.2.16, si m=1. Pour m>1, on va
ramener a ce cas.

Soit o: C—C un revétement ramifié tel que z* r=¢", ol ¢ est la coordonnée
de C. Soit

T
X —X

L

C —C

un diagramme cartésien, soit o: Y—X' la normalisation, posons U=h"'C¥,
#=no, f=ho, on a alors des isomorphismes canoniques:

22 (Kx, Sx) == s "y (Ky, Sy) = %5 ¥ Ky, Sy)

par définition de ?v; de plus ce sont compatibles avec I’action de T, (ol sur
les deux derniers elle est induite par un générateur du groupe de transforma-
tion) et celle de N (2 un constant multiplicatif positif prés). Puisque (Y, f)=
11(Y;, f;) et chaque (Y;,f;) s’identifie & (X, g¥™) par %, on obtient ’assertion.
Ce qui achéve la démonstration de 5.4.3.

5.4.4. Soient Z une variété analytique complexe irréductible, U un ouvert de
Zariski lisse de Z, soit (M, F, KYe MH(U, k,n) muni d’une polarisation S.
Supposons que K soit lisse, i.e. L:=K[—dim U] soit un systéme local, alors
(M, F, K) correspond & (Lo, F, L) une variation de A-structures de Hodge
polarisée d’aprés 3.2.7 et vice versa d’aprés 5.4.3; donc on dit que (M, F, K)
est une variation de structures de Hodge si K est lisse. Soit (M, F, K), S) une
variation de structure de Hodge polarisée, on dit que ((M, F, K), S) est semi-
géométrique rel. a Z, s’il existe un morphisme projectif f: X —Z tel que X soit
lisse, et s’il existe (M, F, K'), S") une variation de structures de Hodge pola-
risée sur X telle que (M, F, K) soit un facteur direct de K’ fi(M’, F, K') (m)
pour quelques i, nEZ (ol /" est la restriction de /4 f~(U)) et que S coincide
avec la restriction de la polarisation induite par f4xS’ et de /. (Notons que les
assertions (5.3.1.2-3) induisent une polarisation de 4’ fy(M, F, K).) On dit
que (M, F, K), S) est géométrique rel. a Z, si on peut prendre kx[dy] pour K'.
On dit que (M, F, K), S) est localement (semi-) géométrique rel. & Z, si pour
tout zE& Z, il existe un voisinage W de z tel que la restriction de (M, F, K), S)
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a WNU soit (semi-) géométrique rel & W.

5.4.5. Corollaire. Avec les notations de 5.3.12 et 5.4.4, si (M, F, K), S)
est localement semi-géométrique rel. & Z, il existe uniquement (M, F, K) e
MH,(k,n)? avec la polarisation S, dont la restriction a U coincide a
(M, F, K), S).

Preuve. Puisque I’assertion est locale, on peut supposer que (M, F, K), S) est
semi-géométrique, alors (M, F, K), S) est un facteur direct de la restriction 2
Ude Hfe((M',F,K),S) mecMH(Z, k,n)?, cf. 53.12. Mais celui-ci se
décompose par supports stricts. Soit (M, F, Ky), S;) sa Z-composante, alors
((M, F, K), S) est un facteur direct de (Mg, F, Kz), Sz)|y, donc il existe un
facteur direct (M, F, K), §) de (M, F, K), S,), dont la restriction & U coincide
a (M, F, K), S) d’aprés 3.2.2-3 et 5.1.7; d’ol1 I’assertion.

5.4.6. Remarque. Dans le cas algébrique, on dit que (M, F, K)= MH ,(k, n)*
(polarisé par S) est (localement) géométrique, si sa restriction a un ouvert lisse
non vide de Z soit une variation de structures de Hodge (localement) géomé-
trique. Notons que “localement géométrique” coincide avec ‘géométrique”
par définition, et qu’on peut éliminer “rel. & Z” d’aprés Nagata, Hironaka.
Alors 5.4.5 entraine que les Modules de Hodge géométriques sont stables par
image directe intermédiaire (et nécessairement polarisables).

5.4.7. Corollaire. Soient Z une variété projective irréductible, U un ouvert
lisse non vide de Z, (Lo, F, L) une variation de structures de Hodge géométrigue
(algébriquement) de poids n—dim Z sur U, alors les cohomologies d’intersection
IH(Z, L) sont munies d'une structure de Hodge canonique polarisable de poids
n-+i, qui ne dépend que de et, est fonctorielle pour, (Lo, F, L), to IH (Z, L)=
H{(Z, IC,(L)) et IC,(LY=ixL[dim Z] avec i: U—Z. En particulier, les coho-
mologies d’intersection IH(Z) de Z sont munies d’une structures de Hodge cano-
nique polarisable de poids dim Z+-i.

(Cela résulte de 5.3.1 et 5.4.5.)

5.4.8. Corollaire. Soient f: Z—Y un morphisme projectif de variétés com-
plexes analytiques, L un systéme local sur un ouvert de Zariski lisse de Z, sous-
Jjacent a une variation de structures de Hodge polarisée localement semi-géomé-
trique rel. & Z; posons K=J9C,(L), on a alors le théoréme de décomposition:

(5.4.8.1) fuK = ®CH fK)—i] dans Di(ky)
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(5.4.8.2) 29 fiK est une somme directe de complexes d'intersection (associés d
un systéme local).

Preuve. Puisque (5.4.8.1) résulte de Lefschetz vache d’aprés [8], on voit que
les assertions sont locales; on peut donc supposer que Y est lisse et que Z est
une sous-variété fermée d’une variété complexe lisse X, alors 5.4.8 résulte de
5.3.1et 54.5.

5.4.9. Remarque. Soient X une variété complexe lisse, Z une sous-variété
fermée irréductible de X, U un ouvert de Zariski lisse de Z, et (L, F) un 9y~
Module filtré sous-jacent 3 une variation de structures de Hodge polarisable.
Soient it U—=X":=X\(Z\U) et j: X’—>X les inclusions naturelles. Posons
M, F)=iw(L, F) et M=j,.M’, i.e. M est un 9 x-Module holonome régulier tel
que M|x=M" et que HApx(M)=Hx(DM)=0. Soit M(0) le Ox-sous-
Module de M défini par:

(5.4.9.1) L’ordre modifié au sens de [2,(1.2.1)] est <0 & tout point lisse de la

variété caractéristique de M.

Alors Brylinski a défini sa filtration de Hodge:
FiM =33 (M©O)N jxFy-iM') (F; Dx) ,

et conjecturé que le théoréme de décomposition est valable avec cette filtration
de Hodge: pour f: X—Y un morphisme projectif et pour (M, F) comme ci-
dessus, fx(M, F) est une somme directe de 9y-Modules filtrés de méme type
[loc. cit.]. Malheureusement il y a un contre-exemple plutdt trivial & cette
conjecture. D’abord on observe:

(5.4.9.2) Si Gr; L = 0 pour p=0, on a F;M = M(0) (F,9Dx)

ie. Grf'M est engendré par Gr{ M sur Gr¥ Dy,
car on a localement M’ ~LQC[8] avec M(0)|y;=L®1. Soient X=C?3, Z=
{P=0}, U=2Z\ {0} avec P un polyndme homogéne de degré d>4. Soit Y—Z
I’éclatement de 0, posons f: Y—Z—X, on a alors:

(5.49.3) fulwy, F) = (M, F)B (Buix, FI1]), oit M est défini comme ci-dessus
pour L = wy, mais Gri M == (Gri M) (Gr{ Dy).

On a donc (M, F)==(M, F'). Pour éviter ce contre-exemple, on peut ajouter a
la fin de (5.4.9.1) la condition “sauf T#X”. (Mais dans ce cas M(0) n’est plus
cohérent sur @y.) Gréice & la difficulté du calcul de I'ordre de Kashiwara-
Kawai [18], je ne connais pas de contre-exemple & cette version modifiée. Mais
pour la conjecturer, il y en a trop peu d’évidence (sauf le cas 3 croisements
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normaux).

5.4.10. Remarque. Dans le cas algébrique, on peut construire la catégorie des
Modules de Hodge mixtes géométriques, qui correspond a celle des faisceaux

pervers mixtes d’origine géométrique [1] (en particulier, la filtration de mono-
dromie relative existe toujours). Les détails seront donnés dans I’article suivant.
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