© 1999 Birkhauser Verlag, Basel
Comment. Math. Helv. 74 (1999) 22-26

0010-2571/99/010022-5 $ 1.50+0.20/0 [ Commentarii Mathematici Helvetici

Surfaces a points doubles isolés

Jean d’Almeida

Abstract. We give a characterization of the generic projection on P? of an algebraic surface of
P? with a finite number of nodes. The construction of an algebraic surface of P? with a given
number of nodes is thus equivalent to the construction of a plane curve with nodes and cusps in
some special position.
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Introduction

La détermination du nombre maximum de points doubles d’une surface algéb-
rique de degré fixé de P3 est un probleme classique de géométrie algébrique. Si
n est le degré de la surface, on note u(n) le nombre recherché. On a p(3) = 4,
w(4) =16, u(5) = 31 [3], (6) = 65 [6]. Pour montrer que p(n) = ¢’ il faut montrer
que p(n) < ¢’ puis construire une surface ayant ¢’ points doubles. Chacune de
ces étapes est non triviale. Des majorations du nombre de points doubles sont
obtenues dans [2], [7] et [8]. Diverses méthodes sont utilisées pour construire des
surfaces ayant un nombre élevé de points doubles [1], [3].

On donne ici une caractérisation de la courbe de ramification d’une projection
générique sur P2 d’une surface algébrique de P3 ayant pour singularités un nombre
fini de points doubles ordinaires. On obtient une méthode uniforme permettant
de construire une surface de degré n avec ¢’ points doubles isolés, &' < u(n), en
partant d’une courbe plane ayant certaines propriétés.

Si p est un point double ordinaire de la surface S, on peut choisir des coor-
données locales z,y, z dans un voisinage de p dans P2 de facon & ce que I’équation
de S dans ce voisinage soit de la forme f(z,y,2) = 22 + 4> + 22 + g(x,y, 2) ot la
multiplicité de g a 'origine est supérieure ou égale a trois. La désingularisation
S d’une surface S de P3 avec un point double ordinaire isolé est la transformée
propre de S dans Péclaté de P3 en p. L’image réciproque de p dans S est une
courbe lisse rationnelle de self-intersection —2. On notera h*(7) la dimension du
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groupe de cohomologie H'(T) et P" I’espace projectif de dimension r sur un corps
algébriquement clos de caractéristique nulle.

Théoreme 1. Soit T’ une courbe plane intégre de degré n(n — 1), n > 3, ayant
k =n(n—1)(n — 2) points de rebroussements ordinaires et 6 + &' points doubles
ordinaires ot 6 =n(n—1)(n—2)(n—3)/2 et &' > 0. On suppose qu’il existe deux
courbes pg et py de degrés (n — 1)(n — 2) et (n — 1)(n — 2) + 1 sans composante
commune contenant les k points de rebroussement et § points doubles ordinaires.
On suppose que (n — 1)(n — 2) est le degré minimal d’une courbe contenant les
k + 0 points. Alors il existe une surface de degré n de P3 ayant &' points doubles
ordinaires et un point 0 de P3 tels que T soit la courbe de ramification de la
projection de S sur P? de centre (.

Démonstration. On note P? = Proj k[Xo, X1, X2, X3] ou k est le corps de base,
0=(0,0,0,1) et P2 = Proj k[X0, X1, X2]. La courbe T est définie par le polynéme
homogene F' de degré n(n — 1) en Xg, X1 et Xo. Considérons Uintersection du
cone de sommet 0 et de base I' et de la surface irréductible d’équation py — X3ug-
Cette intersection se compose de d+k génératrices doubles du cone et d’une courbe
C de degré n(n —1)(n? — 3n 4+ 3) — 26 — 2k = n(n — 1) = degD'. La projection
de sommet 0 est birationnelle de C sur I'. En effet, si (ag,a1,a2) est telle que
F(ag,ay,az) =0 et pg(ag, a1, az) # 0, alors (ag, a1, az, az) est 'unique antécédent
de (ap, a1,a2) ot ag = p1(ag, a1,a2)/po(ao, ai,az).

Notons p = C' — T' la projection. Le conducteur de p est wc ® p*wp oll w, et
wr désignent les faisceaux dualisants. On a wp = Op(3 —n(n —1)). La dualité de
Serre donne H'(O¢ (i) = HO(we(—i))". Tl en résulte que le degré minimal dune
courbe plane contenant les d + k points est

deg g = n(n — 1) — 3 — e(C) o e(C) = max{i/h' (O (i) # 0}.

On en déduit donc que e(C) = 2n — 5.

Si C' n’est pas tracée sur une surface de degré n — 2, alors le théoreme de
spécialité de [5] montre que C' est intersection complete de deux surfaces de degrés
n et n — 1. Le genre arithmétique 7 de C' vérifie 2 — 2 = n(n — 1)(2n — 5). Son
genre géométrique égal a celui de I est :

[n(n—1)=1nMn-1)-2]/2-8—-k—-06=m-1¢".

La courbe C a alors ¢’ points doubles situés au-dessus de ¢’ points doubles de
Ir.

On rappelle que la polaire d’une surface S d’équation G par rapport au point
de coordonnées (Mg, A1, Ao, A3) est LN;0G/0X; [4], p. 170. On note SO la polaire
de S relativement & 0.

Un point lisse Q de S appartient SO si et seulement si le plan tangent en Q
a S passe par 0. Remarquons que les k points de rebroussement de I' sont les
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images par p de k points de C' ou la tangente a C' passe par 0. Si une surface T
de degré n — 2 contenait C' alors la polaire 79 contiendrait les k points ci-dessus.
Or n(n —1)(n —2) > (n — 3)n(n — 1). Donc, d’aprés Bezout, T contiendrait C.
Ceci est absurde car degré(C) > deg T deg T°.

La courbe C' est donc intersection compléte d’une surface A de degré n et d’une
surface B de degré n — 1. Montrons qu’on peut remplacer A par G avec G° = B.
On en déduira que T est la courbe de ramification de la projection de G sur P?
de centre 0. Il faut montrer que G a ¢’ points doubles ordinaires se projetant sur
les ¢’ points doubles de I" non situés sur la courbe .

Une surface de degré n contenant C' a une équation sécrivant

G=A+ (aXo+bX1+cXo+dX3)B
ou a, b, c,d sont des constantes. On a
G¥ = A + dB + (aXo + bX| + cXo + dX3)B®

La condition G° = aB ot a € k (corps de base) s’écrit A° + (d — a)B +
(aXo +bX1 + cXo + ang)B0 = 0. Elle est réalisée si et seulement si la surface
AD contient la courbe BN BY (Noether). Mais A? et BN BY ont en commun les
k points de C' qui ont pour images par p les points de rebroussement de I'. Mais
k> (n—1)(n—1)(n — 2) et donc AY contient B N BY. On a donc trouvé G
telle que la projection de centre 0 de G sur P2 ait I’ pour courbe de ramification.
L’équation de la polaire est 0G/0X3. Un point singulier de S appartient a la
polaire GO et donc & C = GN GY. Les singularités de S ne peuvent étre situés
qu’aux points singuliers de C. Soit ) un point singulier de C. Montrons que @
est aussi singulier sur S. Si Q n’était pas singulier sur S, S et SO seraient tangents
en () c’est-a-dire que la matrice

929G 9G 202G 929G
X0 X1 X4 X3

2%a adel 2%a 2%a
0X00X3 0X10X3 0X90X3 8X32

aurait un rang inférieur ou égal & un en Q. Or, 9G/0X3(Q) = 0 et donc 'un des
nombres 0G/0X;(Q) (i = 0,1,2) est non nul. Il en résulte que 9>°G/0X3(Q) =0
donc @ appartient & la polaire de GO par rapport & 0. L’image de Q sur I ne serait
dans ces conditions pas un point double ordinaire. Un raisonnement analogue
montre que () est un point double ordinaire de la surface G.

Proposition 2. Soit S une surface de degré n de P ayant pour singularités &'
points doubles ordinaires.

Soit 0 un point générique de P3. On note T' la courbe de ramification de la
projection de S sur un plan & partir de 0. Alors degT' =n(n—1) et T’ a k points
de rebroussement ordinaires et § + &' points doubles ordinaires avec

d=nn—-1)(n-2)(n—-3)/2etk=nn—-1)(n-2).
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Il existe deuz courbes de degrés (n—1)(n—2) et (n—1)(n—2)+1 sans composante
commune passant par les points de rebroussement et § points doubles ordinaires
de T.

Démonstration. La courbe T' est Iimage de la courbe S N SY ott SO est la
polaire par rapport a 0. Le nombre de points de rebroussement de I' est obtenu

en considérant SN S9N (SO)O.

Le genre géométrique de T" est égal & m — ¢’ ol w est le genre arithmétique de
SN S0 Le nombre de points doubles ordinaires de I' en résulte immédiatement.
On effectue la construction monoidale de Cayley [5]. On note (hg) la sous-variété
dont Iidéal est le conducteur de la restriction de la projection de centre 0 & SN SP.
On note I le plus grand idéal gradué de k[Xg, X1, Xo] définissant (hg) et po un
élément homogene de degré minimum de I. Si F' est ’équation de I', I/(F) est
muni d’une structure de k[Xg, X1, X2, X3]-module. On peut donc choisir pour
tout entier ¢ > 1, un élément p; homogene de I de degré égal & deg(ug) + ¢ dont
la classe modulo I est le produit de la classe de ug par Xé. En particulier, le
monoide d’équation 1 — X3pug contient C' = SN SO, 11 reste & montrer que jug et
11 n'ont pas de composante commune. Si c¢’était le cas, on aurait py; — Xsug =
D(v1 — X3vg). Or, la courbe C' ne peut étre contenue dans le céne d’équation
D =0 car deg D < degI'. La courbe C est donc tracée sur la surface d’équation
vy — X3vg. On vérifie que ceci implique que la courbe plane d’équation vg = 0
contient les k + 0 points singuliers. Ceci contredit le caractere minimal de pyg.

Remarques. On a ainsi ramené la construction d’une surface de degré n avec ¢’
points doubles ordinaires & la construction d’une courbe plane de degré n(n — 1)
ayant certaines propriétés.

Ceci permet une approche du probleme de la détermination du nombre u(n)
représentant le maximum de points doubles d’une surface normale de degré n de
P3. En considérant le nombre de points d’inflexion et le nombre de bitangentes
de la courbe de ramification, on obtient la borne de Stagnaro-Basset

u(n) < % [n(n—1)2—5—\/n(n—l)(3n—14)—|—25} n > 6.

En considérant les points de rebroussement, on peut établir que u(4) < 16,
w(5) < 31, u(6) < 66.

La borne de Basset n’est pas optimale. Celle de Miyaoka est meilleure. En
fait, pour avoir la majoration de Basset-Stagnaro, on utilise seulement le fait que
la courbe de ramification a un degré donné et des points doubles ordinaires et
de rebroussement en nombre donné. Il faut, pour avoir la majoration exacte,
déterminer les contraintes dues au fait que les points de rebroussement et un
certain nombre de points doubles ordinaires sont situés sur deux courbes de degrés
anormalement bas.
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