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Espaces d’arcs et invariants d’Alexander
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Résumé. Nous calculons la fonction zeta d’Igusa motivique de Denef–Loeser associée à une série
irréductible de deux variables et retrouvons à l’aide de ce résultat la formule donnant le spectre
de Hodge–Steenbrink d’une courbe plane irréductible en termes des données de Puiseux. Nous
étudions ensuite une généralisation de la fonction d’Igusa à une famille de fonctions et montrons
que cette fonction d’Igusa permet de retrouver les invariants d’Alexander de la famille. Nous
appliquons ce résultat en dimension deux pour obtenir une expression du polynôme d’Alexander
d’une courbe plane.

Abstract. We compute the motivic Igusa zeta function of Denef–Loeser associated with a two
variables irreducible serie and use this result to give a new proof of the formula expressing the
Hodge–Steenbrink spectrum in terms of the Puiseux data. We study a generalisation of the
motivic Igusa function to a family of functions and show that this Igusa function is related with
the Alexander invariants of the family. Using this result, we obtain a formula for the Alexander
plolynomial of a plane curve.
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1. Introduction

Le point de départ de ce travail est la fonction zêta d’Igusa motivique intro-
duite par Denef et Loeser dans [11]. Sa définition utilise la théorie de l’intégration
motivique, introduite par Kontsevitch [18] et développée par Batyrev et Denef–
Loeser, qui est un analogue sur k((t)) (k désigne un corps de caractéristique nulle)
de l’intégration p-adique. Dans cette théorie, Qp est remplacé par k((t)) et l’an-
neau Zp par k[[t]]. L’espace d’intégration n’est plus l’espace des points entiers
d’une variété définie sur un corps p-adique mais l’espace des arcs tracés sur la
variété : c’est un schéma noté L(X) dont les points k-rationnels sont les points
k[[t]]-rationnels de X. Plus précisemment, on peut, pour tout entier naturel n
définir le schéma des arcs tronqués à l’ordre n tracés dans X, noté Ln(X) dont
les points k-rationnels sont les points k[[t]]/(tn+1)-rationnels de X ; si m ≥ n, on
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dispose d’un morphisme naturel de troncation πm,n : Lm(X) → Ln(X) ; on définit
alors L(X) comme la limite projective des Ln(X) dans la catégorie des schémas.
Notons que L0(X) ' X, ce qui permet de voir Ln(X) comme variété au-dessus de
X via le morphisme πn,0. Les intégrales considérées sont à valeurs dans un anneau
M̂k défini de la façon suivante :

On considère le groupe de Grothendieck K0(Vark) des variétés : c’est le groupe
engendré par les classes d’isomorphisme de variétés sur k et les relations [X] =
[Y ] + [X \ Y ] si Y est un fermé de Zariski de X. On note L := [A1

k] et on définit
Mk comme le localisé en L de K0(Vark) ; M̂k est défini comme le complété de
Mk pour la filtration par la dimension (voir par exemple [15] et [20]). La fonction
zêta d’Igusa motivique est un analogue dans le contexte de l’intégration motivique
de la fonction zêta d’Igusa locale associée à un polynôme (voir [7] à ce sujet).

Cette fonction est définie comme suit :
Soit X une variété algébrique complexe de dimension d, x un point de X ; on

définit Xn comme le sous-espace de π−1
n,0({x}) sur lequel f est d’ordre n. On dispose

d’un morphisme naturel de Xn vers le groupe multiplicatif qui à un arc ϕ associe
le coefficient de tn dans la série f(ϕ) ; on le note ac(f). La fibre Xn,1 au-dessus de
1 de la restriction de ac(f) à Xn est naturellement munie d’une action du groupe
des racines n-ièmes de l’unité induite par multiplication sur le paramètre t, ce qui
permet de définir la classe de Xn,1 dans l’anneau Mµ̂

k (qui est une version de Mk

pour les variétés munies d’une action du pro-groupe µ̂ des racines de l’unité). On
pose alors

Zf,x(T ) :=
∑
n≥1

[Xn,1, µ̂]L−ndTn.

Inspirés par des travaux de Denef dans le cadre p-adique, Denef et Loeser ont
exploré les rapports entre la fonction d’Igusa motivique et les invariants classiques
associés au faisceau des cycles évanescents de f tels que la fonction zêta de la
monodromie et le spectre de Hodge. Ils ont montré que la fibre de Milnor motivique,
qui est une limite en +∞ de la fonction d’Igusa motivique, et la fibre de Milnor
usuelle ont même réalisation de Hodge [11].

Il devient alors naturel de tenter de décrire les espaces d’arcs afin d’obtenir
des formules explicites pour certains invariants locaux des singularités de fonction.
C’est la motivation de ce travail.

L’objet du premier paragraphe est d’introduire les outils nécessaires à la défini-
tion de la fonction d’Igusa motivique et de rappeler un résultat fondamental de
Denef–Loeser sur le lien entre cette fonction et la théorie des cycles évanescents.
Nous terminons par le calcul de la fibre de Milnor motivique dans le cas d’une
fonction non dégénérée par rapport à son polygone de Newton.

Le paragraphe suivant est consacrée à l’étude des espaces d’arcs associés à une
série irréductible de deux variables. Nous décrivons ces espaces à l’aide de deux
paramètres : la valuation en t d’une coordonnée transverse et le contact de l’arc avec
les développements de Puiseux de la courbe. Cette description aboutit au calcul de
la fibre de Milnor motivique de f à l’aide des paires de Puiseux (Théorème 3.3.1).
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En utilisant le théorème de Denef–Loeser mentionné plus haut, nous retrouvons
à partir de cet énoncé la formule exprimant le spectre de Hodge en termes des
données de Puiseux (cf. corollaire 3.4.1).

Nous nous intéressons au troisième paragraphe à une généralisation naturelle de
la fonction d’Igusa motivique à plusieurs fonctions f1, . . . fp. Si X0 := ∩p

i=1f
−1
i (0),

cette fonction est définie comme une série à coefficients dans un anneau de variétés
relatives MX0×Gp

m,C
. Dans l’article [21], Sabbah généralise à une famille de fonc-

tions f1, . . . , fp la construction du complexe des cycles proches associé à une fonc-
tion analytique. Ainsi, pour tout point x de X0, il associe à cette famille de fonc-
tions sa fonction zêta d’Alexander en x notée Aζf,x ; c’est une fraction rationnelle à
p variables qui cöıncide avec l’inverse de la fonction zêta de la monodromie lorsque
p = 1 et avec le polynôme d’Alexander de l’entrelac algébrique associé à la courbe
d’équation f1 . . . fp lorsque l’espace ambiant est de dimension deux et les fi sont
des séries irréductibles deux à deux distinctes.

Une question naturelle est l’étude du lien entre cette fonction d’Alexander et
la fonction d’Igusa motivique définie précédemment. Nous donnons un énoncé qui
montre que la première se déduit de la seconde (Théorème 4.4.1).

Nous nous intéressons ensuite au calcul de la fonction d’Igusa motivique as-
sociée à une famille de p séries irréductibles de deux variables. Nous représentons
les différents développements de Puiseux de ces fonctions sur un arbre qui reflète
les contacts mutuels de ces développements. La fonction d’Igusa motivique as-
sociée s’exprime comme une combinaison linéaires à coefficients dans MX0×Gp

m,C

de fractions rationnelles à p variables, indexée par les sommets, branches et feuilles
de l’arbre des contacts. En utilisant le théorème 4.4.1, on en déduit une formule
exprimant la fonction zêta d’Alexander des p fonctions en termes de l’arbre des
contacts (proposition 5.3.1).

Nous terminons en appliquant les résultats précédents au calcul de la fibre de
Milnor motivique dans le cas d’une fonction de deux variables non nécessairement
irréductible (proposition 5.4.1).

Remerciements. L’auteur tient à remercier M. Merle sans les conseils et les en-
couragements duquel ce travail n’aurait pas vu le jour, N. A’Campo et F. Loeser
pour d’intéressantes discussions, ainsi que M. Brion dont les remarques et sugges-
tions ont contribué à améliorer ce texte.

2. Fonction zêta d’Igusa motivique associée à une fonction régu-
lière et fibre de Milnor

Les deux références principales pour cette section sont [15] et [20].
Dans ce paragraphe k désignera un corps algébriquement clos de caractéristique

nulle.
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Espaces d’arcs associés à une variété algébrique. Soit X une variété
algébrique de dimension d sur k. Pour tout entier n, on peut définir le schéma
Ln(X) des germes d’arcs tronqués à l’ordre n sur X, dont les points K-rationnels
sont les points K[[t]]/tn+1K[[t]] rationnels de X (pour tout corps K contenant
k). Si n ≥ m, on dispose d’un morphisme naturel de troncation πn,m : Ln(X) →
Lm(X). Les Ln(X) forment un système projectif pour les morphismes πn,m. On
note L(X) la limite projective de ce système dans la catégorie des schémas. C’est
un schéma dont les points K-rationnels sont les points K[[t]] -rationnels de X
(pour tout corps K contenant k). Notons que L0(X) = X et qu’on dispose donc
d’un morphisme naturel π0 : L(X) → X qui à un arc associe son origine. Si X est
lisse, pour tout entier naturel n, Ln(X) est un fibré en espaces affines de dimension
nd au-dessus de X. Notons que les définitions précédentes s’étendent au cas où X
est un schéma formel.

Groupes de Grothendieck de variétés. Soit S une variété algébrique sur
k. On appelle S-variété une variété algébrique X sur k munie d’un morphisme
X → S et on note VarS la catégorie dont les objets sont des S-variétés et les
morphismes sont les morphismes de k-variété commutant aux morphismes vers
S. On notera X/S une S-variété ou seulement X lorsque le contexte sera clair.
On définit le groupe de Grothendieck relatif K0(VarS) des S-variétés comme le
groupe engendré par les classes d’isomorphismes de S-variétés [X] (pour X une
S-variété) et quotienté par les relations [X] = [Y ] + [X \ Y ] si Y est un fermé
de Zariski de X. Le produit fibré au-dessus de S munit K0(VarS) d’une structure
d’anneau. Par ailleurs, on peut associer à tout ensemble constructible, c’est-à-dire
à toute réunion finie de variétés au-dessus de S localement fermées, sa classe dans
K0(VarS) : si X = ∪n

i=1Xi où les Xi désignent des variétés localement fermées, on
note [X ] =

∑n
i=1[Xi]−

∑
1≤i<j≤n[Xi ∩Xj ] + . . . + (−1)n−1[∩n

i=1Xi] (cet élément
de K0(VarS) est indépendant du choix des Xi).

On note L la classe de A1
k×S (vue comme S-variété via la projection naturelle

sur S) dans K0(VarS) et on définit MS comme l’anneau obtenu par localisation
de K0(VarS) en L.

Si S = Spec(k), on adoptera la notation Vark pour VarS . L’application naturelle
X → [X] de Vark dans K0(Vark) s’interprète comme la caractéristique d’Euler
universelle. Notons que si s est un point de S on dispose d’une application naturelle
Fibres de K0(VarS) dans K0(Vark) définie par [X] 7→ [Xs], Xs désignant la fibre
de X → S au-dessus de s.

Ces définitions peuvent s’étendre au cas de variétés munies de l’action d’un
groupe de racines de l’unité de la manière suivante : pour tout n ∈ N on note
µn le groupe des racines n-ièmes de l’unité ; les µn forment un système projectif
pour les applications x 7→ xd de µnd dans µn ; on note µ̂ la limite projective de ce
système. Une action de µn sur une S-variété X est dite bonne si toute orbite est
contenue dans une sous-variété affine de X. On définit le groupe de Grothendieck
monodromique K µ̂

0 (VarS) comme l’analogue de K0(VarS) pour les variétés munies
d’une bonne action de µ̂. Si X est une variété munie d’une bonne action de µ̂, on
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notera parfois [X, µ̂] la classe de X dans Kµ̂
0 (VarS).

Mesure motivique. Un sous-ensemble S de L(X) est dit stable si il existe
un entier naturel n et un sous-espace constructible C de la variété Ln(X) tel que
S = π−1

n (C) et tel que pour tout m supérieur à n, la restriction de πm,n à S soit une
fibration triviale par morceaux en espaces affines. La deuxième condition est au-
tomatiquement vérifiée si X est lisse. Si S est stable, la quantité [πm(S)]L−(m+1)d

est indépendante de m pour m assez grand. On la note µ(S). L’application µ
définit une mesure, appelée mesure motivique, sur la sous-algèbre booléenne des
espaces stables de L(X). Notons que cette mesure peut s’étendre en une mesure µ̃
définie sur une algèbre de sous-ensembles de L(X) (qui est par définition l’algèbre
des parties mesurables) et à valeurs dans le complété de MS pour une filtration
convenable. Nous n’utiliserons pas cette généralisation dans cet article.

Caractéristique de Hodge monodromique et spectre de Hodge. Dans
la suite, on travaillera sur le corps des complexes. On appelle structure de Hodge la
donnée d’un Q-espace vectoriel de dimension finie H muni d’une bigraduation H⊗
C = ⊕p,q∈ZHp,q telle que Hp,q = Hq,p et que pour tout m, l’espace ⊕p+q=mHp,q

homogène de poids m, soit défini sur Q ; en considérant les morphismes d’espaces
vectoriels respectant la bigraduation, on obtient une catégorie abélienne notée HS
munie d’un produit tensoriel. On peut alors définir le groupe de Grothendieck
associé K0(HS) qui est naturellement muni d’une structure d’anneau.

Une structure de Hodge mixte est la donnée d’un Q-espace vectoriel de di-
mension finie V muni d’une filtration croissante finie W•V (appelée filtration par
le poids) telle que GrW

• (V ) soit munie d’une structure de Hodge dont la com-
posante homogène de degré m est GrW

m (V ). Le groupe de Grothendieck de la
catégorie ainsi obtenue est aussi égal à K0(HS) et la classe de V dans K0(HS)
vaut [V ] =

∑
m[GrW

m (V )].
Pour toute variété algébrique X sur C, les groupes de cohomologie à support

compact Hi
c(X,Q) admettent une structure de Hodge mixte. On peut donc as-

socier à toute variété X sa caractéristique de Hodge dans K0(HS) : χh(X) :=∑
i(−1)i[Hi

c(X,Q)] où [Hi
c(X,Q)] est la classe de Hi

c(X,Q) dans K0(HS). Si Y
est une sous-variété de X, la suite exacte longue induite en cohomologie est com-
patible avec les structures de Hodge correspondantes, si bien que la caractéristique
de Hodge χh s’étend en un morphisme d’anneaux de K0(VarC) dans K0(HS) que
l’on note encore χh. L’image de la droite affine étant inversible dans K0(HS), on
en déduit que χh s’étend à MC.

Notons HSmon la catégorie abélienne des structures de Hodges mixtes munies
de l’action d’un endomorphisme quasi-unipotent. Si X est une variété algébrique
munie d’une bonne action de µ̂, ses groupes de cohomologie sont munies de l’action
d’un endomorphisme quasi-unipotent ; ceci permet de définir la caractéristique de
Hodge monodromique de X

χmon
h (X) =

∑
i

(−1)i[Hi
c(X,Q)] ∈ K0(HSmon).
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Par ailleurs, on sait associer à un élément de HSmon son spectre de Hodge ; pour
α ∈ Q, on note Hp,q

α l’espace caractéristique de Hp,q associé à la valeur propre
exp(2πiα). Le spectre de Hodge de H est le polynôme de Laurent en t

1
m , (où

m désigne l’ordre de quasi-unipotence de l’automorphisme correspondant), défini
par :

hsp(H) :=
∑

α∈Q∩[0,1[

tα
( ∑

p,q∈Z
tpdim(Hp,q

α )
)

.

On note Sp la composée de hsp : K0(HSmon) → ∪n≥1Z[t1/n, t−1/n] et de la
caractéristique de Hodge monodromique χmon

h .

Fonction zeta d’Igusa motivique. Dans cette section, on désigne par f :
X → A1

k une fonction régulière et on pose X0 = f−1(0).
Dans cette situation, si x est un point de X0, on dispose d’un certain nombre

d’invariants classiques liés à la la fibration de Milnor associée à f et à l’action
de la monodromie sur la cohomologie de la fibre, comme la fonction zêta de la
monodromie ou le spectre de Hodge ([23] et [24]). L’objet de cette section est
d’énoncer un résultat de Denef–Loeser sur le lien entre ces invariants et la fonction
d’Igusa motivique associée à f . On notera ord t la valuation t-adique d’une série
de la variable t.

Pour tout entier n, on définit suivant Denef–Loeser

Xn := {ϕ ∈ Ln(X), ordtf ◦ ϕ = n}.
Notons que ce sous-espace constructible de Ln(X) est naturellement muni d’une
action de Gm,C définie par (c.ϕ)(t) := ϕ(ct) ; cette action induit clairement une
bonne action de µn sur la fibre Xn,1 := {ϕ ∈ Xn | ac(f)(ϕ) = 1}.

Ceci permet de définir la fonction zêta motivique associée à f comme la série
formelle à coefficients dans Mµ̂

X0
:

Zf (T ) :=
∑
n≥1

[Xn,1/X0, µ̂](L−dT )n.

Un résultat de Denef–Loeser (voir par exemple [15] Théorème 3.3.1) exprimant
Zf (T ) à l’aide d’une résolution des singularités montre que Zf (T ) est un élément
de la sous Mµ̂

X0
-algèbre de Mµ̂

X0
[[T ]] engendrée par les fractions rationnelles du

type L−aT b

L−aT b−1
(pour a et b entiers naturels).

Notons qu’on peut définir un morphisme limT→∞ de cette sous-algèbre dans
Mµ̂

X0
en posant limT→∞( L−aT b

1−L−aT b ) = −1.
Ceci permet de définir un élément Sf := − limT→∞ Zf (T ) dans Mµ̂

X0
. On pose

Sf,x := Fibrex(Sf ) pour x ∈ X0 ; cette variété virtuelle est par définition la fibre
de Milnor motivique de f en x.

On note par ailleurs SΦ
f := (−1)d−1(Sf − [X0]).

Indiquons un résultat de Denef et Loeser qui montre que SΦ
f est lié au complexe

de faisceaux des cycles évanescents de f sur X0.
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Les groupes de cohomologie à support compact de la fibre de Milnor Fx d’une
fonction f en x ∈ f−1(0) sont munis d’une structure de Hodge mixte naturelle
compatible avec l’action de l’endomorphisme quasi-unipotent de monodromie Mx

(voir [23]).
On définit alors le spectre de Hodge–Steenbrink de f en x par :

hsp(f, x) := (−1)dhsp(χmon
h (Fx)− 1).

Nous pouvons alors énoncer le théorème suivant :

Theorem 2.0.1 ([11]). La caractéristique de Hodge de la fibre de Milnor motivique
et celle de la fibre de Milnor usuelle sont égales :

χh(Sf,x) = χh(Fx).

En particulier, hsp(f, x) = Sp(SΦ
f,x). La fonction d’Igusa motivique associée à

f détermine donc le spectre de Hodge–Steenbrink de f au point x.

Remarque 2.0.2. Dans le cas où f : Xx → C, 0 est un germe d’application
analytique complexe, il est possible de définir de la même manière que ci-dessus
une fonction d’Igusa motivique associée à f en x. Les espaces Xn utilisés dans la
définition de Zf sont des variétés algébriques au-dessus de X0 (pour tout x ∈ X,
Xn ∩ π−1

0 ({x}) ne dépend que du jet à l’ordre n de f en x). On peut vérifier que
le théorème précédent reste vrai dans ce contexte.

2.1. Un exemple : fonctions non dégénérées par rapport à leur polyèdre
de Newton

On s’intéresse dans cette section au calcul de la fonction zêta associée à une
fonction non dégénérée par rapport à son polyèdre de Newton. On se donne donc
un polynôme nul à l’origine f : Cd → C et des coordonnées x1, . . . , xd. On note
M le réseau correspondant aux monômes (pour ces coordonnées) et N son dual ;
on note Γ ⊂ M le polyèdre de Newton de f pour x1, . . . , xd et mΓ sa fonction
d’appui, c’est-à-dire la fonction qui à un élément de N associe le minimum de sa
restriction à Γ.

A chaque face γ de codimension 1 de Γ correspond un vecteur de N qu’on
nommera normale à γ : c’est l’unique vecteur primitif (c’est-à-dire à coordonnées
premières entre elles) de N dont la restriction à Γ atteint son minimum sur γ ; on
le notera e(γ). Si a ∈ Nd, on note γ(a) la face de Γ sur la quelle la restriction de
a à Γ atteint son minimum. L’ensemble {a ∈ Nd | γ(a) = γ} est un cône convexe
relativement ouvert du réseau N ; si γ est l’intersection des faces γ1, . . . , γr de
codimension un, ce cône est engendré par les normales e(γi) correspondantes ; on
le notera σ(γ). La collection de cônes ainsi définie s’organise en un éventail, qui
est par définition l’éventail normal de Γ. On note f(x) :=

∑
ν∈(N×)d fνxν . Si γ est

une face de Γ, on notera fγ le polynôme quasi-homogène
∑

ν∈γ fνxν .
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On introduit les notations suivantes : Si γ est une face de Γ, on note Xγ(1) la
variété {x ∈ Gd

m,C | fγ(x) = 1} munie de l’action naturelle de µmΓ(a) induite par
la quasi-homogénéité de fγ et Xγ(0) := {x ∈ Gd

m,C | fγ(x) = 0}
On suppose dorénavant que f est non dégénérée par rapport à Γ (au sens de

[18]) et on cherche à calculer Zf (T ) ∈Mµ̂
C[[T ]]. On identifiera dans tout ce qui suit

L(Ad
C) à C[[t]]d via le système de coordonnées x1, . . . , xd. Pour tout ϕ ∈ L(Ad

C),
on note ordtx(ϕ) := (ordt(x1(ϕ)), . . . , ordt(xd(ϕ)). Pour tout a ∈ Nd et n ∈ N on
pose : Xa := {ϕ ∈ L(Ad) | ordtx(ϕ) = a} et Xa,n := Xa ∩Xn,1. Notons que pour
tout a ∈ Nd, et ϕ ∈ Xa, on a ordtf(ϕ) ≥ mΓ(a). Pour calculer µ(Zn), on peut
se contenter de calculer

∑
a∈(N∗)d µ(Xa,n) car le complémentaire de ∪a∈(N∗)dXa,n

dans Xn est de mesure motivique nulle. En utilisant le fait que les cônes de Σ
forment une partition de (N×)d, on en déduit que la fonction zêta motivique
associée à f s’écrit

Zf (T ) = L−d
∑
n≥1

µ(Xn,1)Tn = U−d
∑

γ

∑
γ(a)=γ

∑
n≥mΓ(a)

µ(Xa,n)Tn

= L−d
∑

γ

∑
γ(a)=γ

µ(Xa,mΓ(a))TmΓ(a) + L−d
∑

n≥mΓ(a)+1

µ(Xa,n)Tn

:= L−d
( ∑

γ

Zγ(T ) + Z>
γ (T )

)
.

On peut évaluer la mesure de l’espace Za,n pour n ≥ mΓ(a) + 1 par la formule
suivante :

Lemme 2.1.1. Pour tout a ∈ Nd et k ≥ 1, on a :

µ(Xa,mΓ(a)+k) = L−k−s(a)[Xγ(0)](L− 1).

Preuve. Par additivité de µ, il nous suffit d’évaluer la mesure de X
≥mΓ(a)+k+1
a .

Soit ϕ(t) := (x1(t), . . . , xd(t)) un arc tronqué vérifiant

ordtx(ϕ) = a et ordtfγ(a)(ϕ) ≥ mΓ(a) + k.

On peut donc poser ϕ̃ := (t−a1x1(t), . . . , t−adxd(t)) où pour tout i, x̃i := t−aixi est
de valuation nulle. Nous pouvons écrire f(ϕ)(t) = tmΓ(a) f̃γ(a)(ϕ̃, t). Nous sommes
ainsi ramenés à évaluer la mesure de {ϕ̃ | ordtf̃γ(a)(ϕ̃) ≥ k + 1}

Notons que la fonction f̃γ(a) est lisse en ϕ̃(0) : cela résulte de l’identité

∂f̃γ(a)

∂x̃i
(ϕ̃(0), 0) =

∂fγ(a)

∂xi
(ϕ̃(0)),

de l’hypothèse de non-dégénérescence et du fait que ϕ̃(0) ∈ Gd
m,C.

On en déduit que l’espace des solutions de f̃γ(a) = 0[tk+1] est un fibré au-
dessus de Xγ(0) de fibre isomorphe à un espace affine de codimension k dans∏d

i=1 tC[t]/(tmΓ(a)+s(a)−ai+k+1).
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L’espace X
≥mΓ(a)+k+1
a est donc isomorphe à Xγ(a)(0)×AmΓ(a)+s(a)+(k+1)d−s(a)−k;

sa mesure vaut donc [Xγ(a)(0)]L−k−s(a). En calculant de manière analogue la me-
sure de X

≥mΓ(a)+k
a , on aboutit au résultat annoncé.

Si on pose Sγ(L, T ) :=
∑

a∈σ(γ) L−s(a)TmΓ(a), on en déduit que

Z>
γ (T ) = (L− 1)

L−1T

1− L−1T
[Xγ(0)]Sγ(L, T )

d’où

Z>(T ) =
∑

γ

(L− 1)[Xγ(0)]
L−1T

1− L−1T
Sγ(L, T ).

Par ailleurs, on a la formule suivante :

Lemme 2.1.2. µ(Xa,mΓ(a)) = [Xγ(a)(1), µmΓ(a)]L−s(a).

Preuve. On fixe une forme linéaire a qui atteint son minimum sur γ. L’espace
πmΓ(a)(Xa,mΓ(a)) est paramétré par le produit du tore de dimension d par un
espace affine. On note c = (ci)1≤i≤d des coordonnées sur le premier facteur ; par
définition de Za,mΓ(a) , on a ac(f)|Xa,mΓ(a)

= fγ(c), donc Xa,mΓ(a) est de mesure

[Xγ(1), µmΓ(a) ]L−s(a).

La contribution de ces termes à la série vaut donc
∑

γ [Xγ(1), µmγ
]Sγ(T, L). On

en déduit la somme totale :

Proposition 2.1.3. Si f est non-dégénérée par rapport à son polyèdre de Newton,
on a :

Zf (T ) = L−d
∑

γ

(
[Xγ(1), µmγ

] + [Xγ(0)](L− 1)
L−1T

1− L−1T

)
Sγ(T, L).

Remarque 2.1.4. On peut trouver dans [10] un résultat analogue pour la fonction
zêta topologique et dans [9] un énoncé similaire concernant la fonction d’Igusa p-
adique.

Pour évaluer la limite de cette série, nous utiliserons le lemme suivant.

Lemme 2.1.5. Soit C un cône convexe rationnel polyhédral, l et l′ deux formes
linéaires à valeurs strictement positives sur C.

Notons PC,l :=
∑

k∈
◦
C

L−l′(k)T l(k) ; alors la limite de la fraction rationnelle

PC,l quand T →∞ vaut (−1)dim(C).

Preuve. Si C est un simplexe dimension j régulier, c’est-à-dire engendré par une
partie d’une base ε1, . . . εj , la série considérée vaut

∏j
i=1

T l(εi)

1−T l(εi)
donc tend vers
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(−1)j ; le cas général s’en déduit en décomposant C en une réunion de simplexes
réguliers relativement ouverts disjoints.

On déduit de la proposition 2.1.3 et du lemme 2.1.5 :

Proposition 2.1.6. Si f est non dégénérée par rapport à son polyèdre de Newton
on a

Sf,0 = L−d
∑

γ

(−1)dim(σ(γ))−1
(
[Xγ(1), µmγ

]− [Xγ(0)](L− 1)
)
.

3. Espaces d’arcs associés à une courbe plane irréductible

Notations et conventions. On considère un polynôme f distingué irréductible
dans C[[x]][y] et on suppose que dans le système de coordonnées choisi, la branche
de courbe plane à l’origine C définie par f admet une paramétrisation de la forme :

um∑
i≥m

aiu
i := h(u)

avec la condition pgcd(m, {i | ai 6= 0}) = 1. Autrement dit, on a dans C[[u]][y] la
factorisation suivante :

f(um, y) =
∏

ζm=1

(y − h(ζu)).

On pose β1 = min{i | ai 6= 0 et m - i} et e1 = (β1,m) ; on définit p1 et n1

par les relations β1 = p1e1 et m = n1e1. On définit de même par récurrence :
∀q ≥ 2, βq = min{i | ai 6= 0 et ei−1 - i}, eq = (βq, eq−1) et enfin pq et nq par les
relations : βq = pqeq et eq−1 = nqeq. On pose Nq =

∏
i≤q ni et g = min{q | eq =

1} ; remarquons qu’on a la relation Nq = m
eq

.
Les couples (nq, pq)1≤q≤g sont les paires de Puiseux de C. On conviendra

également que β0 = 0, e0 = m, N0 = 1 ainsi que βg+1 = ∞.
L’ensemble ΓC = {ordug(h(u)), g ∈ OC} est un semi-groupe ([25]). Il admet

un système minimal de générateurs noté usuellement {β0, . . . βg}. Ces générateurs
satisfont les relations

β0 = β0, β1 = β1,∀q ≥ 2, βq = nq−1βq−1 + βq − βq−1.

Rappelons qu’on désigne par L(A2
C) le schéma des arcs tracés dans A2

C ; on
note ordt la valuation t-adique.

Le but de ce qui suit est de décrire les Gm,C-variétés Xn,1 (et l’action de µn)
à l’aide du semi-groupe de f ; pour cela, nous commençons par identifier L(A2

C)
à C[[t]]2 via le choix des coordonnées (x, y) puis nous paramétrons les éléments
de C[[t]]2 sous une forme normalisée (du type Puiseux). Ceci permet de définir
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une notion de contact (fractionnaire) d’un arc avec f ; nous classons ensuite ces
arcs selon deux paramètres, la valuation en t de leur coordonnée x et leur contact
avec f .

3.1. Ecriture normalisée d’un arc et contact avec f

Considérons un arc ϕ(t) := (x(t), y(t)) avec x(t) 6= 0. Nous pouvons travailler
avec une écriture normalisée de ϕ comme le montre le :

Lemme et définition 3.1.1. Il existe ω ∈ C[[t]] et (X,Y ) ∈ C[[ω]]2 tels que :
ϕ(t) = (X(ω(t)), Y (ω(t)) avec X(ω) = ωm′

et Y (ω) =
∑

j≥1 bjω
j avec la condition

pgcd(m′, {j | bj 6= 0}) = 1.
On appellera une écriture de ce type écriture normalisée de ϕ.

Preuve. Désignons par d le pgcd des puissances de t qui figurent dans x(t) et
y(t), et posons x(t) = x′(td) et y(t) = y′(td) (x′ et y′ ∈ C[[u]] où u désigne une
indéterminée) ; alors, si m′ désigne la valuation de x′, posons x̃(u) := u−m′

x′(u)
et désignons par x̂(u) une racine m′-ième de x̃(u).

L’application u 7→ ux̂(u) =: ω′(u) est un automorphisme de C[[u]] ; on peut
donc écrire y′(u) :=

∑
j≥1 bjω

′(u)j .
Si on pose ω(t) := ω′(td), il est clair que le paramétrage (ωm′

,
∑

j≥1 bjω
j)

satisfait aux conditions requises. On peut alors poser la définition suivante :

Définition 3.1.2. Considérons une écriture normalisée de ϕ comme ci-dessus ; on
appelle ordre de contact de ϕ avec f le maximum des valuations en x des séries
fractionnaires (

∑
j≥1 bjξ

jx
j

m′ −∑
i≥m aiζ

ix
i

m ) (pour ζ ∈ µm et ξ ∈ µm′).

Nous avons alors le résultat élémentaire suivant :

Lemme 3.1.3. Soit r un ordre de contact et q l’unique entier tel que βq

m < r ≤
βq+1

m (on a posé βg+1 = ∞ et β0 = 0) ; alors, pour tout arc ϕ dont le contact avec
f vaut r, Nq divise ordt(x(ϕ)).

Preuve. Soit ϕ un arc dont le contact avec f est r ; puisque le développement
fractionnaire normalisé de ϕ cöıncide avec l’un des développements de f au moins
jusqu’à l’ ordre βq

m et que cette fraction s’écrit sous forme irréductible pq/Nq, on
a la relation de divisibilité Nq|m′ et donc également Nq|ordt(x(ϕ)).

Ceci nous autorise pour tout entier l à définir Zr,l comme le sous-espace con-
structible de L(A2

C) des arcs ayant le contact r avec f et tels que ordt(x(t)) = lNq.
Remarquons que tout arc ϕ de Zr,l vérifie la relation

ordt(f ◦ ϕ) = lNq

(
req +

βq

m
(eq−1 − eq) + · · ·+ β1

m
(e0 − e1) +

β0

m
e0

)
:= ln(r)
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si bien que chaque espace d’arcs Zn = {ϕ ∈ L(A2
C), ordt(f ◦ ϕ) = n} est une

réunion de Zr,l.
On pose alors Xr,l = πln(r)(Zr,l) ; c’est un sous-ensemble constructible de Xln(r)

naturellement muni d’une structure de Gm,C-variété via la restriction du mor-
phisme ac(f) ; on notera Xr,l,1 pour {ϕ ∈ Xr,l | ac(f)(ϕ) = 1}.

Les résultats suivants décrivent les Gm,C-variétés Xr,l, selon les valeurs de r et
de l.

3.2. Description des espaces d’arcs associés à f

Dans tout ce qui suit, pour tout contact r ∈ Q et l ∈ N, on désigne par q
l’unique entier vérifiant βq

m < r ≤ βq+1
m ; on pose ν(r) = rNq ; par définition de q,

le rationnel lν(r) est un entier, sauf si r = βq+1
m .

Nous commençons par décrire le cas où q = 0. On notera bsc le plus grand
entier strictement inférieur à un rationnel s.

Lemme 3.2.1. Soit r un ordre de contact vérifiant 0 < r < β1
m . On a alors n(r) =

rm et ν(r) = r.
i) Si mr < 1, alors Xr,l est isomorphe comme Gm,C-variété à Gm,C×Almr−lr

C

munie du morphisme c 7→ cm ; l’action de µ̂ sur Xr,l,1 se factorise par l’action de
µm donnée par ζ.c := ζc.

ii) Si mr ≥ 1, alors Xr,l est isomorphe comme Gm,C-variété à (Gm,C)2 ×
A2rlm−l−rl

C munie du morphisme (c, ωl, a) 7→ cm ; l’action de µ̂ sur Xr,l,1 se fac-
torise par l’action de µm donnée par ζ.c := ζc.

Preuve. Tout arc de Zr,l admet une paramétrisation du type :
x(t) = ω(t)

y(t) =
∑
j≤r

ajω(t)j + ctrl +
∑

rl<j≤rlm

bjt
j

avec c 6= 0.
Dans le cas où mr < 1, on a x(t) = 0 [trlm+1] et l’espace Xln(r) est donc

paramétré par Gm ×Aln(r)−lν(r)
C , ce qui prouve i).

Si mr ≥ 1, x(t) 6= 0 [trlm+1] et Xln(r) est donc paramétré par (Gm)2 ×
A2rlm−l−rl

C , ce qui démontre ii).

Traitons maintenant le cas q ≥ 1.

Lemme 3.2.2. Si r 6= βq+1
m , Xr,l est isomorphe comme Gm,C-variété à (Gm,C)2×

A2 ln(r)−lν(r)−lNq

C munie du morphisme (c, ωl, a) 7→ ceqω
βq+1−βq+1

l .
Si ν(r) = p/n avec p et n premiers entre eux, l’action de µ̂ sur Xr,l,1 se factorise

par l’action de µnn(r) définie par ζ.(c, ωl) := (ζpc, ζnωl).
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Preuve. Notons Ll,r(A2
C) le sous-espace constructible de Lln(r)−lNq

(A2
C) des arcs

tronqués de valuation l ; on notera ωl le coefficient de tl dans la série tronquée ω.
Posons Wr,l := Ll,r(A2

C) ×Gm,C × Aln(r)−lν(r)
C et définissons un morphisme

γr,l : Wr,l → Xr,l par

γr,l(ω, c, b) :=


ω(t)Nq [tln(r)+1]∑
jeq
m ≤r

ajeq
ω(t)j + ctlν(r) +

∑
lν(r)<i≤ln(r)

bit
i [tln(r)+1]

où on a noté b = (blν(r)+1, . . . , bln(r)).
Cette application a bien un sens ; en effet, si y(t) désigne le second terme de

l’expression précédente,

∀ζ ∈ µeq
, ordt(y(t)− h(ζx(t)

1
m )) = ordt(y(t)− h(ζω(t)

1
eq )) = lν(r).

Ceci prouve que le contact d’un arc de ce type avec f vaut lν(r)
Nq

= r.
Quant aux termes correspondant à des racines m-ièmes de l’unité non contenues

dans µeq
, ils sont de valuation strictement inférieure, ce qui prouve bien que l’image

de γr,l est contenue dans Xr,l.
Montrons que γr,l est surjective. Pour cela considérons ϕ ∈ Xr,l et ϕ ∈ Zr,l tel

que πln(r)(ϕ) = ϕ.
Comme on l’a vu précédemment, ϕ peut se réécrire sous la forme :

x(t) = ω(t)m′

y(t) =
∑
j≥1

bjω(t)j

avec la condition m′ = kNq pour un k ∈ N.
L’ordre de contact du développement fractionnaire

∑
j≥1 bjx

j
m′ avec f étant r,

on en déduit que pour tout j tel que jeq

km < r, bj = 0 si k - j et bj = a jeq
k

sinon.

On a donc, en notant ω′ := ωk, une écriture du type :
x(t) = ω′(t)Nq

y(t) =
∑

jeq
m ≤r

ajeq
ω′(t)j +

∑
j≥rm′

bjω(t)j

avec arm 6= brm′ . Ceci montre que ϕ s’écrit γr,l(ω′, c, b′), avec (0 6= c = bm′r−aNqr)
et donc la surjectivité de γr,l.

Considérons désormais la fibre au-dessus de ϕ := (x, y) et conservons les no-
tations précédentes ; ω est solution de l’équation ω′(t)Nq ≡ x(t)[tln(r)] et est donc
défini à une racine Nq-ième de l’unité près.

Pour une telle racine ζ, la condition ϕ ∈ Xr,l impose le développement de Pui-
seux de tout relèvement de ϕ jusqu’à l’ordre r, donc si ζω′ est la première compo-
sante d’un autre point de la fibre au-dessus de ϕ, la condition ζj = 1 est satisfaite
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pour tout j tel que jeq

m < r, mais il résulte de la définition de βq+1 que pgcd(Nq, {j |
jeq

m ≤ r}) = 1. Ceci impose ζ = 1 et ω est unique ; on obtient ensuite les compo-
santes c et b de tout point (ω, c, b) de la fibre de ϕ en considérant le développement
en puissances de t de l’ expression (y(t)−∑

jeq
m ≤r

ajeq
ω′(t)j)[tln(r)+1] ce qui fournit

une unique solution. Il s’ensuit que γr,l est un isomorphisme.
Examinons maintenant ac(f) ◦ γr,l :
En raison des propriétés des développements de Puiseux, le terme de valuation

minimale dans l’expression du (y(t) − h(ζω(t)
1

eq )) est ctlν(r) si ζ ∈ µeq
, (ωlt)

βq
eq

si ζ ∈ µeq−1 \ µeq
, (ωlt)

βq−1
eq si ζ ∈ µeq−2 \ µeq−1 , . . ., (ωlt)

m
eq si ζ ∈ µm \ µe1 ; le

coefficient de tln(r) dans f(x(t), y(t)) vaut donc ceqω
βq+1−βq+1

l .
L’action de µ̂ sur Xr,l,1 est induite par l’action de µln(r) par homothétie sur

le paramètre t ; dans les coordonnées choisies, cette action s’écrit : ζ.(c, ωl) :=
(ζlν(r)c, ζlωl), ce qui termine la preuve du lemme.

Lemme 3.2.3. Si r = βq+1
m et l

βq+1
eq

= l
pq+1
nq+1

/∈ N, Xr,l est isomorphe comme

Gm,C-variété à Gm × A2 ln(r)−blpq+1/nq+1c−lNq

C munie du morphisme (ωl, a) 7→
ω

βq+1
l . L’action de µ̂ sur Xr,l,1 se factorise par l’action de µβq+1

définie par ζ.ωl :=
ζωl.

Preuve. Définissons cette fois Wr,l := Ll,r(A2
C)×Aln(r)−lν(r)

C et γr,l : Wr,l → Xr,l

par

γr,l(ω, c, b) :=


ω(t)Nq [tn(r,l)+1]∑
jeq
m <r

ajω(t)j +
∑

lν(r)<i≤ln(r)

bit
i [tn(r,l)+1].

On montre de même que précédemment que γr,l est un isomorphisme en te-

nant compte du fait que l
βq+1
eq

n’étant pas entier, le coefficient de x
βq+1

m dans
le développement fractionnaire normalisé de tout relèvement d’un arc tronqué de
Xr,l est nécessairement nul.

Enfin, il est clair que le coefficient de tln(r) = tlβq+1 dans f(x(t), y(t)) est ω
βq+1
l ,

ce qui prouve bien le lemme.

Enfin, on a le résultat suivant :

Lemme 3.2.4. Si r = βq+1
m et l

βq+1
eq

= l
pq+1
nq+1

∈ N, Xr,l est isomorphe comme

Gm-variété à Vq+1 ×An(r,l)−ν(r,l)
C où

Vq+1 :=
{
(c, ωl) ∈ A1

C ×Gm,C | cnq+1 − a
nq+1
βq+1

ω
pq+1
l 6= 0

}
est munie du morphisme (c, ωl, a) 7→ (cnq+1 − a

nq+1
βq+1

ωl
pq+1)eq+1ωl

βq+1−βq+1 .
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La variété Xr,l,1 est isomorphe à

{
(x, y) ∈ A1

C ×Gm,C | (xnq − y
βq
eq )eq = 1

}
.

L’action de µ̂ sur Xr,l,1 se factorise par l’action de µnq+1βq+1
définie par ζ.(x, y) :=

(ζ
βq+1
eq+1 x, ζnq+1y).

Preuve. On pose

Wr,l :=
{
(ω, c, b) ∈ Ll,r(A2

C)×Gm ×An(r,l)−γ(l,r)
C | cnq+1 − a

nq+1
βq+1

ω
pq+1
l 6= 0

}
et on définit γr,l : Wr,l → Xr,l par

γr,l(ω, c, b) :=


ω(t)Nq [tln(r) + 1]∑
jeq
m ≤r

ajω(t)j + ctlν(r) +
∑

lν(r)<i≤ln(r)

bit
i [tln(r) + 1].

Rappelons que pgcd(βq+1, eq) = eq+1 donc l’application ζ 7→ ζβq+1 induit un
isomorphisme de groupes entre {ζβq+1 |ζ ∈ µeq

} et le quotient µeq
Áµeq+1 . En

conséquence le produit
∏

ζ∈µeq
(c − aβq+1ω

βq+1
eq

l ) vaut (cnq+1 − a
nq+1
βq+1

ω
pq+1
l )eq+1 ,

non nul par hypothèse ; ceci prouve d’une part que la valuation de chaque fac-
teur (y(t) − h(ζω(t)

1
eq )) avec ζ ∈ µeq

est exactement lν(r) et que la contri-
bution du produit de tels facteurs au coefficient de tln(r) dans f(x(t), y(t)) est
(cnq+1 − a

nq+1
βq+1

ω
pq+1
l )eq+1 .

La contribution des autres termes (qui ne font pas intervenir c) se calcule

comme dans la preuve du premier lemme et vaut ω
βq+1−βq+1

l .
Finalement le coefficient de tln(r) vaut

(cnq+1 − a
nq+1
βq+1

ω
pq+1
l )eq+1ω

βq+1−βq+1

l

comme annoncé.
On termine la preuve de ce lemme en remarquant que la variété {(c, ω) ∈

A1
C) × Gm,C | (cnq+1 − a

nq+1
βq+1

ωpq+1)eq+1ωβq+1−βq+1 = 1)} munie de l’action de
µnq+1βq+1

définie par ζ.(c, ωl) := (ζpqc, ζnqωl) est isomorphe à la variété {(x, y) ∈

A1
C ×Gm,C | (xnq − y

βq
eq )eq = 1} munie de l’action ζ.(x, y) = (ζβq/eqx, ζnqy) (on

le vérifie en effectuant le changement de coordonnées sur A1
C ×Gm,C donné par :

c = xy−(βq−βq)/nqeq , ω = y).



798 G. Guibert CMH

3.3. Calcul de la fibre de Milnor motivique

Notations. Pour tout q ∈ [1..g], notons Yq la variété :{
(x, y) ∈ A2

C | (xnq − y
βq
eq )eq = 1

}
munie de l’action de µnqβq

donnée par : ζ.(x, y) := (ζ
βq
eq x, ζnqy) et [Yq] sa classe

dans Kµ̂
0 (VarC).

Rappelons que pour tout entier naturel n, on note µn = specC[x]/(xn − 1).
C’est une variété munie d’une action de µn par translation. On notera µn sa classe
dans Kµ̂

0 (VarC).
On a alors le résultat :

Proposition 3.3.1. L’égalité suivante est satisfaite dans Mµ̂
C :

Sf,0 =
∑

1≤q≤g

[Yq]− L
∑

1≤q≤g

[µeq
] + 1.

Preuve. Rappelons que pour tout entier q ∈ [1..g] et pour tout ordre de contact r,
et l ∈ N, tout arc de Zr,l admet pour valuation

ln(r) := ordt(f ◦ ϕ) = lNq

(
req +

βq

m
(eq−1 − eq) + · · ·+ β1

m
(e0 − e1) +

β0

m
e0

)
qui vaut lrm + l(nqβq − βq). Notons que pour q < g, nqβq − βq = βq+1 − βq+1.

Il résulte des lemmes 3.2.2, 3.2.3 et 3.2.4 que

Zf (T ) = Z0(T ) +
∑

1≤q≤g

Zq(T ) +
∑

1≤q≤g

Z ′q(T ) +
∑

1≤q≤g

Z”q(T ) avec :

Z0(T ) :=
∑

0<r<
β1
m

[Xr,l,1] (L−2T )ln(r)

Z ′q(T ) :=
∑

l
βq+1

eq
/∈N

[X βq+1
m ,l,1

] (L−2T )lβq+1

Zq(T ) :=
∑

l
βq+1

eq
∈N

[X βq+1
m ,l,1

] (L−2T )lβq+1

Z”q(T ) :=
∑

βq
m <r<

βq+1
m ,l≥1

[Xr,l,1] (L−2T )ln(r).

Calculons les limites de ces sommes :
On utilisera le lemme élémentaire suivant, en notant toujours bsc le plus grand

entier strictement inférieur à un rationnel s.
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Lemme 3.3.2. Soient p et n deux entiers, alors on a∑
l≥1 U lV b pl

n c = 1
1−UnV p

∑
1≤b≤n U bV b pb

n c

en particulier cette série tend vers 0 si V →∞ et si U →∞ ou reste constant.

Preuve. La première partie résulte d’un calcul ; la seconde du fait que b ≥ n et
bpb

n c < p.

Lemme 3.3.3. On a limT→∞ Z0(T ) = −[µm].

Preuve. La somme Z0(T ) se décompose en deux termes (correspondant respecti-
vement au ii) et au i) du lemme 3.2.1) ; plus précisément :

Z0(T ) = [X0]
∑
l≥1

∑
1≤k< l

m

(TmL−(m+1))k

+[X0] (L− 1)
∑
l≥1

L−l
∑

l
m≤k<l

β1
m

(TmL−1)k, soit encore :

Z0(T ) = [µm]
TmL−(m+1)

1− (TmL−(m+1))

∑
l≥1

(1− (TmL−(m+1))b
l

m c)

+[µm] (L− 1)
TmL−1

1− (TmL−1)

∑
l≥1

L−l((TmL−1)b
l

m c − (TmL−1)b
lβ1
m c).

On déduit du lemme 3.3.2 que limT→∞ Z0(T ) = −[µm].

Evaluons maintenant la limite de Z ′q(T ).

Lemme 3.3.4. On a limT→∞ Z ′q(T ) = 0.

Preuve. Rappelons que dans le cas où l vérifie l
βq+1
eq

/∈ N, on a d’après le lemme

3.2.3 Xr,l,1 = µβq+1
×A

2lβq+1−lNq−bl pq+1
nq+1

c, où X ′q+1 est la classe de la variété Gm,C

munie de l’action de µβq+1 donnée par ζ.ω = ζω.

En particulier Z ′q(T ) = [µβq+1
]
∑

l≥1,l
βq+1

eq
/∈N T lβq+1L−lNq−bl pq+1

nq+1
c. Cette som-

me tend vers zéro par le lemme 3.3.2 et donc limT→∞ Z ′q(T ) = 0.

• Nous devons maintenant calculer la limite de Zq(T ).

Lemme 3.3.5. On a limT→∞ Zq = −[µeq+1 ].

Preuve. Rappelons que si l
βq+1
eq

∈ N, on a Xr,l,1 = Xq+1 × A
2lβq+1−lNq−l

pq+1
nq+1

d’après le lemme 3.2.4, donc Zq(T ) = [Xq+1]
∑

l′≥1 Tnq+1βq+1L−lNq+1−lpq+1 =
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[Xq+1] T nq+1βq+1L−Nq+1−pq+1

1−T nq+1βq+1L−Nq+1−pq+1
.

On a donc limT→∞ Zq(T ) = −[Xq+1].
• Il nous reste enfin à évaluer la limite de Z”q(T ).

Lemme 3.3.6. On a limT→∞ Z”q = (L− 1)[µeq
] si q 6= g et (L− 1) sinon.

Preuve. A l’aide du lemme 3.2.2 on montre que dans le cas où q 6= g, on a

Z”q(T ) = [µeq+1 ] (L− 1)
∑
l≥1

(Tnqβq−βq L−Nq )l
∑

k∈N,
lβq
eq

<k<
lβq+1

eq

(T eq L−1)k

où le coefficient de [µeq+1 ] (L− 1) vaut

T eq L−1

1− T eq L−1

{ ∑
l≥1

(Tnqβq L−(Nq+pq))l

(
1− (T eq L−1)b

l(βq+1−βq)
eq

c
)}

.

La somme entre accolades tend vers 1 d’après le lemme 3.3.2. Il résulte de ce qui
précède que limT→∞ Z”q(T ) = (L − 1)[µeq+1 ] pour q 6= g. Dans le cas q = g, on
remplace la condition k <

lβq+1
eq

par k < ∞, et la limite reste la même c’est-à-dire 1.
Ceci termine la démonstration de la proposition 3.3.1 en notant que [Xq+1] =

[Yq+1]− [µeq
].

¦ Exemple : Dans le cas d’une fonction à une seule paire de Puiseux f(x, y) =
yβ1 − xm, le résultat s’écrit

Sf,0 = [{(x, y) ∈ A2
C | xm − yβ1 = 1}]− (L− 1).

3.4. Application au calcul du spectre

Nous allons appliquer la proposition 3.3.1 au calcul du spectre de Hodge de f .
Si l’on écrit

t
eq

βq − t

1− t
eq

βq

· t
1

nq − t

1− t
1

nq

=:
∑

cαtα

et qu’on pose σ<
q (t) (resp. σ>

q (t)) :=
∑

α<1 cαtα (resp.
∑

α>1 cαtα), on a le résultat
suivant :

Corollaire 3.4.1. Le spectre de Hodge de f vaut :

hsp(f, 0) =
∑

1≤q≤g

1− t

1− t
1

eq

{
σ<

q (t
1

eq ) + t
1− 1

eq σ>
q (t

1
eq )

}
.

Preuve. On rappelle qu’on peut associer à une variété X , munie d’une bonne action
de µ̂, son spectre noté Sp(X ). C’est la composée de l’application linéaire hsp et
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de la caractéristique de Hodge monodromique χmon
h (cf. paragraphe 2). Rappelons

que dans notre situation, si on pose SΦ
f,0 := Sf,0 − 1, on a la relation

hsp(f, 0) = −Sp(SΦ
f,0).

On utilisera le lemme élémentaire suivant :

Lemme 3.4.2. Soient a et b deux entiers positifs premiers entre eux. On a :

i) Sp({x ∈ A1
C | xa = 1}) =

1− t

1− t
1
a

ii) Sp({(x, y) ∈ A2
C | xa − yb = 1}) = t− t

1
a − t

1− t
1
a

· t
1
b − t

1− t
1
b

.

Preuve. Le i) résulte d’un calcul direct.
Posons Ya,b := {(x, y) ∈ G2

m,C | xa − yb = 1} et remarquons que si ζ désigne
une racine b-ième de −1, l’application (u, v) 7→ (ub, ζva) est un isomorphisme entre
le quotient de la courbe de Fermat Jab := {(u, v) ∈ G2

m | uab +vab = 1} (munie de
l’action naturelle de µ2

ab) par le sous-groupe µb×µa et Ya,b ; cet isomorphisme est
équivariant pour l’action induite par l’action diagonale de µab sur Jab. Si (α, β)
est un caractère, on note Iα,β le sous-espace propre de l’action de µ2

ab sur H1
c (Jab)

associé à (α, β).
Les sous-espaces propres de H1

c (Jab/µb × µa) sont les Iα,β tels que (α, β) soit
trivial sur µb × µa donc le groupe des caractères de H1

c (Jab/µb × µa) s’identifie
à µ̂b × µ̂a. Si α 7→ α̃ de 1

aZ/Z dans [0, 1[ désigne la section usuelle, il résulte de
[20] lemme 7.1 que le degré pour la filtration de Hodge de Iα,β ne dépend que de
α̃ + β̃ sauf dans le cas où α̃ + β̃ = 1 ; ce cas ne se produit pas ici compte-tenu de
la condition pgcd(a, b) = 1.

Tous les Iα,β sont de dimension 1 excepté I0,0 dont la dimension est 2 ; par
ailleurs, H2

c (Jab) est de dimension 1, de type de Hodge (1, 1) et est associé au
caractère trivial. On en déduit que

Sp(Ya,b) = t−
{

1 +
(
1 + t

1
a + . . . t

a−1
a

)(
1 + t

1
b + . . . t

b−1
b

)}
d’où

Sp({(x, y) ∈ A2 | xa + yb = 1}) = t−
(

t
1
a − t

1− t
1
a

)(
t

1
b − t

1− t
1
b

)
comme annoncé.

Pour finir la preuve du corollaire, nous avons besoin du lemme suivant :

Lemme 3.4.3. Soit g un polynôme en n variables quasi-homogène de degré d (de
sorte que pour c ∈ Gm,C, la variété Y := {x ∈ An

C | g(x) = 1} est munie
d’une bonne action de µd). Soit e un entier positif ; alors le spectre de la variété
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X d’équation ge = 1 (munie de l’action naturelle de µde) s’exprime à l’aide du
spectre de la variété Y par la formule :

Sp(X ) =
∑

p

tp(1− 1
e ) 1− t

1− t
1
e

Sp(p)(Y)(t
1
e )

où on a noté Sp(Y) :=
∑

cαtα et Sp(p)(Y)(t) =
∑

p≤α<p+1 cαtα.

Preuve. La variété X est la réunion disjointe de e copies de Y dont chacune est
laissée stable par l’action de T e ; l’action de T e sur une composante s’identifie
à l’action de la monodromie naturelle provenant de la quasi-homogénéité de g.
La décomposition précédente induit une décomposition en somme directe sur les
groupes de cohomologie qui est compatible avec la filtration par le poids. Soit donc
H une composante de Hodge de poids p de l’un des groupes de cohomologie de X .
On a une décomposition de H en sous-espaces propres sous l’action de µde de la
forme H =

⊕
λ Hλ où λ décrit {exp(2ikπ

de )}0≤k≤de. En regroupant à λe constant,
on obtient

Sp(X ) =
∑

k=0,...,d−1

t
k
de

{ ∑
l=0,...,e−1

t
l
e dim Hexp( 2ikπ

de ) exp( 2ilπ
e )

}
.

L’espace
⊕

l Hexp( 2ikπ
de ) exp( 2ilπ

e ) est stable par l’action de T e et s’écrit donc
comme somme directe d’espaces propres de cet endomorphisme pour la valeur
propre exp( 2ikπ

de ). Or chaque espace de ce type s’identifie au sous-espace propre de
la composante de Hodge correspondante d’une composante connexe {x ∈ Gd

m,C |
g(x) = c} ; en particulier tous ces espaces ont même dimension et cette dimension
égale dimH(Y)exp( 2ikπ

de ). On en déduit que

Sp(X ) =
∑

k=0,...,d−1

t
k
de dimH(Y)exp( 2ikπ

de )

(
1− t

1− t
1
e

)
= t−

p
e Sp(p)(Y),

ce qui prouve le lemme.

On déduit de 3.3.1 que Sp(SΦ
f,0) =

∑
1≤q≤g −Sp(Yq) + Sp(µeq

)
D’après les lemmes 3.4.2 et 3.4.3 ii), on a

Sp(Yq) = −
(

1−t

1−t
1

eq

(σ<
q (t) + t

1− 1
eq σ>

q (t))
)

+ t 1−t

1−t
1

eq

et Sp(µeq
) = t

(
1−t

1−t
1

eq

)
,

ce qui prouve la formule annoncée.

Donnons deux exemples pour illustrer la formule 3.4.1 :
¦ Exemple 1 : Si f ne possède qu’une paire de Puiseux (m,β1), on retrouve la

formule classique (qui est un cas particulier du calcul du spectre d’une singularité
isolée d’hypersurface quasi-homogène)

hsp(f, 0) =

(
t

1
m − t

1− t
1
m

)(
t

1
β1 − t

1− t
1

β1

)
.
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¦ Exemple 2 : Considérons la courbes à deux paires de Puiseux d’équation
f(x, y) := (y2 − x3)2 + yx5 ; on a m = 4, g = 2, e1 = 2, n2 = 2 et β2 = 13.

On obtient alors hsp(f, 0) =
∑

0≤i≤11 t
15+2i

26 + t
5
12 + t

11
12 + t

13
12 + t

19
12 . On pourra

comparer avec la formule donnée dans [22].

3.5. Fonction zêta de la monodromie

On peut déduire de la formule donnée précédemment pour le spectre de Hodge
une formule pour la fonction zêta de la monodromie. Remarquons que l’on peut
également obtenir cette formule en appliquant le théorème principal de [14].

Corollaire 3.5.1. Soit ζf (t) la fonction zêta de la monodromie Tf agissant sur
la cohomologie de la fibre de Milnor de f et PΓC

(t) la série de Poincaré du semi-
groupe ΓC . On a la relation : (ζf (t))−1 = PΓC

(t).

Preuve. Si Λ(Tn
f ) est le n-ième nombre de Lefschetz, on a :

ζf (t) = exp
( ∑

n≥1

Λ(Tn
f )

n
tn

)

or d’après [14], Λ(Tn
f ) est égal à la caractéristique d’Euler χ(Xn,1).

Calculons ces caractéristiques d’Euler :
Pour tout n ≥ 1, on a une partition Xn,1 =

∐
ln(r)=n Xr,l,1.

Notons χr,l pour χ(Xr,l,1) et définissons q par l’encadrement βq

m < r ≤ βq+1
m ;

dans le cas où la deuxième inégalité est stricte, on a χr,l = 0 d’après le lemme
3.2.2. Lorsque r = βq+1

m on distingue deux cas :
• si l

βq+1
eq

/∈ N (remarquons que ceci équivaut à nq+1 - l), nous sommes dans la

situation du lemme 3.2.3 et χr,l = βq+1.
• si l

βq+1
eq

∈ N, nous sommes dans la situation du lemme 3.2.4.

χr,l = χ({(c, ωl) | (cnq+1 − aβq+1ω
pq+1
l )eq+1ω

βq+1−βq+1

l = 1}) = βq+1(1− nq+1)

En effet, l’application Vq+1 → G2
m définie par (c, ωl) 7→ ((cnq+1−aβq+1ω

pq+1
l ), ωl)

est un revêtement de degré nq+1 ramifié au-dessus de la courbe {u + aβq+1v
pq+1 =

0} ⊂ G2
m.

Finalement, il vient :

ζf (t) = exp

∑
l≥1

tlm

lm
+

∑
1≤q≤g

βq

(∑
nq|l

tlβq

lβq

)
− βq(nq − 1)

∑
nq-l

tlβq

lβq


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soit
ζf (t) = exp(Log(1− tm) +

∑
1≤q≤g

[Log(1− tβq )− Log(1− tnqβq )])

= (1− tm)
∏

1≤q≤g

(1− tβq )

(1− tnqβq )
.

Enfin, remarquons que tout élément n de ΓC admet une décomposition unique sous
la forme n =

∑q=g
q=0 λqβq avec λq entiers satisfaisant la condition : ∀q ∈ [1..g], 0 ≤

λq ≤ nq − 1 (voir [25]).

La fonction (1 − tm)−1
∏

1≤q≤g
(1−tnqβq )

(1−tβq )
est donc égale à la série génératrice

de ΓC , ce qui termine la preuve du corollaire.

4. Fonction d’Igusa motivique associée à plusieurs fonctions

4.1. Définition

Soit X une variété algébrique complexe de dimension d et p fonctions régulières
fi : X → A1

C (i ∈ {1, . . . , p}) ; on pose X0 := ∩1≤i≤p(fi = 0). On notera f
l’application (f1, . . . , fp).

Chaque fonction fi induit un morphisme fi : L(X) → L(A1
C) ∼= C[[t]] au

niveau des espaces d’arcs.
Pour n ∈ (N×)p, il est naturel de considérer le sous-espace d’arcs de L(X) :

Xn := {ϕ ∈ L(X) | ∀i ∈ {1, . . . , p}, ordtfi(ϕ) = ni} ; c’est un sous-espace
constructible de L(X) naturellement muni d’une structure de (Gp

m,C×X0)-variété
via le morphisme (ac(f), π0) : Xn → Gp

m,C × X0 où ac(f) est l’application qui
à un arc ϕ ∈ L(X) associe le p-uplet des coefficients de tni dans fi(ϕ)(t) (pour
i ∈ {1, . . . p}). Notons que cet espace est stable à l’ordre |n| := ∑p

i=1 ni (voir la sec-
tion 2 ) ; ceci permet de considérer sa mesure µ(Xn/Gp

m,C×X0) dans MGp
m,C×X0

.
On pose alors

Définition 4.1.1. La fonction zêta motivique associée à f est l’élément suivant
de MGp

m,C×X0
[[T ]] :

Zf (T ) :=
∑

n∈(N×)p

µ(Xn/Gp
m,C ×X0)Tn.

On dispose suivant [20] d’une formule exprimant Zf (T ) dans une résolution des
singularités des fonctions f1, . . . , fp. On se donne une telle résolution, c’est-à-dire
un morphisme propre birationnel h : Y → X, un diviseur à croisements normaux
E ⊂ Y tel que pour tout k, (fkh)−1(0) soit supporté par E ; on note (Ei)i∈J les
composantes de E et pour tout I ⊂ J , on définit E◦

I := ∩i∈IEi \ ∪j /∈IEj . On note
λ(i) le p-uplet des ordres de f le long du diviseur Ei et par νi − 1 l’ordre le long
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de Ei de la forme différentielle h∗dx où dx est une forme volume sur X. On note
Ui le complémentaire de la section nulle dans le fibré normal à Ei et (pour i ∈ I),
on définit UI comme le produit fibré au-dessus de E◦

I des restrictions Ui|E◦I ; c’est
un fibré en tores |I|-dimensionnels dont l’espace total est de dimension dimY ; on
note πI la projection.

L’application hπI fait de UI une variété au dessus de X0 et l’application fh :
Y → Gp

m,C induit de manière naturelle une application de UI dans Gp
m,C que l’on

note f̃h. Il en résulte une structure de (Gp
m,C×X0)-variété pour UI via (f̃h, hπI).

Pour tout p-uplet ν = (ν1, . . . , νp), on posera T ν = T ν1
1 . . . T

νp
p . A l’aide de la

formule de changement de variables pour les morphismes birationnels (voir [15]
Théorème 4.1.1) et d’un calcul explicite dans la résolution, on montre ([14] pour
le cas p = 1 et [20]) que :

Théorème 4.1.2.

Zf (T1, . . . , Tp) =
∑

∅6=I⊂J

[UI/G
p
m,C ×X0]

∏
i∈I

L−νiTλi

1− L−νiTλi .

4.2. Invariants d’Alexander associés à une famille de fonctions

Ce paragraphe est dévolu au rappel de certaines définitions et propriétés des
complexes d’Alexander proches. Nous renvoyons pour toute cette partie à l’ar-
ticle [21]. Dans toute cette section, X désignera une variété complexe lisse de
dimension d, et f1, . . . , fp désigneront des fonctions analytiques ; on pose X0 :=
∩1≤i≤p(fi = 0) et on note x un point de X0. On notera f pour (f1, . . . , fp) ; On
se donne une résolution des singularités de f pour laquelle on conserve les nota-
tions de la section précédente. Sabbah définit dans [21] un foncteur de la catégorie
dérivée des faisceaux à cohomologie C-constructible sur X dans la catégorie des
complexes à cohomologie C[Zp]-constructible sur X, qui peut être vu comme une
généralisation à plusieurs variables du foncteur cycles proches défini par Deligne
(voir la proposition 4.2.1 pour un énoncé précis).

On notera A l’anneau C[Zp]. On considère une boule B (suffisamment petite)
centrée à l’origine contenue dans Cp, on pose B∗ := B \ (∪1≤k≤pHk)) (où Hk

désigne le k-ième hyperplan de coordonnée) et on note B̃∗ son revêtement uni-
versel. On pose également X∗ := X \ (∪1≤i≤p(fi = 0)) et on considère alors le
diagramme :

X∗ ×B∗ B̃∗

f

²²

p // X∗ Â Ä j //

f

²²

X

²²

X0
? _ioo

²²
B̃∗

p // B∗ Â Ä j // B 0? _
ioo

On définit alors, suivant Sabbah, pour tout complexe F à cohomologie C-
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constructible sur X le complexe d’Alexander proche
Aψf (F) := i−1Rj∗Rp!p

−1j−1F .

C’est un objet de la catégorie Db
c(X0, A).

On dispose du résultat suivant démontré dans [3] concernant les propŕiétés de
ces complexes et le lien avec la théorie des cycles proches associés à une fonction
analytique :

Proposition 4.2.1. Si p = 1 et si ψf (F) désigne le complexe des cycles proches
associé à f , on a un quasi-isomorphisme (non canonique) :

Aψf (F) ∼= ψf (F) [−1].

Cycle et fonction zêta d’Alexander. Ce paragraphe est basée sur [21] §2.
Si Y est une variété algébrique complexe ou plus généralement un espace analy-
tique complexe réduit, on dispose pour tout compact K de la notion de fonction
(définie au voisinage de K) analytiquement constructible : une fonction α est ana-
lytiquement constructible au voisinage de K si elle est définie sur un voisinage U de
K et localement constante sur les strates d’une stratification analytique de U . Les
exemples typiques sont ceux où K est un point ou bien une composante d’un divi-
seur exceptionnel dans une résolution des singularités. On note FK le groupe additif
engendré par ces fonctions. Si A est un anneau commutatif noethérien unitaire,
on note ZK(A) le groupe des cycles sur A à coefficients dans FK ; un élément de
ZK(A) est donc une somme formelle finie

∑
p⊂A αpVp où Vp est la variété associée

à l’idéal p et αp ∈ FK . On dispose de la notion d’image directe pour les fonctions
constructibles et donc également pour les cycles : soit g : X → Y un morphisme
propre, et K un compact de Y , l’image directe g∗ : Zg−1(K)(A)(X) → ZK(A)(Y )
est définie par

∀y ∈ Y, g∗(α)(y) := χ(g−1(y), α)

où χ( , α) désigne la caractéristique d’Euler (pour le faisceau constant) pondérée
par α, c’est-à-dire la fonction constructible x 7→ α(x)χ(x).

On note toujours g∗ l’image directe étendue de manière naturelle aux cycles
sur l’anneau A.

Si F est un faisceau A-constructible, on appelle support de F au voisinage
de K (ce qu’on note SuppK(F)) l’ensemble des idéaux premiers p de A tels que
F ⊗ Ap 6= 0 au voisinage de K ; plus généralement, si F est un objet de Db

c(A),
on appelle support de F la réunion des SuppKHi(F). Si le support de F est
de dimension d, on note SuppK,d(F) l’ensemble des idéaux du support de F de
cohauteur d dans A.

On définit la fonction zêta de F au voisinage de K comme suit :

Définition 4.2.2. Soit d la dimension du support de F au voisinage de K, alors
ζK,d(F) =

∑
p∈SuppK,d(F) χ(Fp)Vp ∈ ZK(A).

On pose également ζK,d(F) = 0 si dim SuppK(F) < d.
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Notons le résultat suivant dû à Sabbah, sur le comportement de la fonction
zêta par image directe.

Proposition 4.2.3 ([21]). Soit h : Y → X propre, lisse et birationnel et F un
complexe à cohomologie A-constructible sur Y . Soit K un compact de X tel que
SuppF soit de dimension d au voisinage de h−1(K), alors :

ζK,d(Rh∗(F)) = h∗(ζf−1(K),d(F)).

Nous pouvons définir la fonction zêta d’Alexander associée au morphisme f :

Définition 4.2.4. La fonction zêta d’Alexander associée à f au voisinage d’un
compact K est le cycle de codimension 1 du complexe Aψf (F) au voisinage de K.

Dans le cas où F est le faisceau constant sur X et K = {x}, on notera Aζf,x

ce cycle. Après avoir fixé des coordonnées sur Spec A, on peut le voir comme une
fraction rationnelle en les variables T1, . . . , Tp (définie à un monôme près) ; nous
utiliserons indifféremment les deux notations (additive ou multiplicative) dans la
suite pour désigner les fonctions d’Alexander .

Dans [21], Sabbah donne l’expression de la fonction zêta (cf. proposition 4.2.3)
en termes d’une résolution des singularités de f qui généralise la formule d’A’Campo
[1] sur la fonction zêta de la monodromie :

Proposition 4.2.5 ([21]).

Aζf,x(T1, . . . , Tp) =
∏

{i∈J | h(Ei)=x}
(Tλi − 1)−χ(E◦i ).

Lorsque n = 2, et les fi sont des polynômes irréductibles, cette formule exprime
le polynôme d’Alexander de l’entrelac algébrique associé à la singularité de f1 . . . fp

(voir [16]).

4.3. Réalisation d’Alexander

Nous nous intéressons dans ce paragraphe à des réalisations de MS dans le cas
particulier où S est un tore Gp

m,C (p ≥ 1).

Si on se donne une Gp
m,C-variété X f−→ Gp

m,C, on dispose d’une notion de
cycle d’Alexander sur l’anneau A des polynômes de Laurent à p indéterminées ; en
effet, considérons le diagramme :
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X̃
f

²²

pX // X
f

²²
G̃p

m,C

pX // Gp
m,C

où G̃p
m,C

pX // Gp
m,C désigne le revêtement universel et X̃ désigne le produit

fibré X ×Gp
m,C

G̃p
m,C ; pour simplifier les notations, on note p pour pX . On définit

alors un objet de la catégorie dérivée Db
c(X , A-mod) des complexes bornés à co-

homologie constructible sur A en posant ψ∗A(X ) := Rp!p
−1CX .

Notons que dans cette situation, pour une variété X0 et une Gp
m,C×X0-variété

(f, π) : X → Gp
m,C×X0, on peut définir un faisceau constructible sur X0 en posant

ψA(X ) := Rπ!ψ
∗
A(X ) ; on a le résultat suivant :

Lemme 4.3.1. L’application X 7→ ψA(X ) s’étend en un morphisme de groupes
de K0(VarGp

m,C×X0
) dans K0(Db

c(X0, A)).

Preuve. Soit Y un fermé de Zariski de X et U := X − Y. On définit pX : X̃ → X ,
pY : Ỹ → Y, et pU : Ũ → U comme en début de paragraphe ; on notera p pour pX .

On note i : Y ↪→ X (resp. ĩ : Ỹ ↪→ X̃ ) et j : U ↪→ X (resp. j̃ : Ũ ↪→ X̃ ) les
inclusions naturelles. En appliquant le foncteur Rp!p

−1 au triangle

j!j
−1CX → CX → i!i

−1CX
on obtient un triangle dans Db

c(X , A)

Rp!p
−1j!j

−1CX → ψA(X ) → Rp!p
−1i!i

−1CX .

D’après le théorème de changement de base, on a

Rp!p
−1j!j

−1CX = Rp!j̃!p
−1
U j−1CX

= RpU !p
−1
U CU ;

en raisonnant de manière analogue pour Y et en appliquant le foncteur Rπ0!, on
en déduit le triangle

R(π0j)!ψ∗A(U) → R(π0)!ψ∗A(X ) → R(π0i)!ψ∗A(Y)

et donc la relation souhaitée dans le groupe de Grothendieck K0(Db
c(X0, A)).

Si K est un compact de X0, on note pour tout l ∈ N par K0(Db
c(X0, A))K,l

le sous-groupe de K0(Db
c(X0, A)) engendré par les complexes de faisceaux sup-

portés en dimension inférieure à l au voisinage de K. On dispose du morphisme
ζK,p−1 : K0(Db

c(X0, A))K,p−1 → ZK(A). En composant, lorsque celà a du sens
ce morphisme avec celui défini dans le lemme 4.3.1, on obtient un morphisme de
groupes dans ZK(A) que nous noterons AζK et nommerons réalisation d’Alexan-
der.
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4.4. Fonction d’Igusa associée à une famille de fonctions et invariants
d’Alexander

Nous donnons dans cette section un résultat qui montre que la fonction zêta
d’Alexander de la famille f = (f1, . . . , fp) peut se déduire de la fonction d’Igusa
motivique à plusieurs variables associée à f :

Théorème 4.4.1. Pour tout α ∈ (N×)p et tout compact K de X0, les complexes
ψA(limT→∞ Zf (Tα)) et Aψf sont supportés en codimension strictement positive
au voisinage de K et on a l’égalité suivante :

AζK( lim
T→∞

Zf (Tα)) = −AζK,f

Preuve. On déduit du théorème 4.1.2 que pour tout α ∈ (N×)p

lim
T→∞

Zf (Tα)) =
∑

∅6=I⊂J

(−1)|I|[UI/G
p
m,C].

Par additivité de la fonction zêta d’Alexander (lemme 4.3.1), on en déduit que que
pour tout α ∈ (N×)p : Aζ(limT→∞ Zf (Tα)) =

∑
∅6=I⊂J(−1)|I| AζK(UI/G

p
m,C).

En utilisant la proposition 4.2.5, ceci prouve le théorème 4.4.1 modulo le lemme
suivant :

Lemme 4.4.2. La relation suivante est vérifiée :∑
∅6=I⊂J

(−1)|I|AζK(UI/G
p
m,C) =

∑
i∈J

χ(E◦
i ∩ h−1(K))Tλi

où l’on note Tλ := [Spec(A/(Tλ − 1))] pour λ ∈ (N×)p.

Preuve. En appliquant la proposition 4.2.3, nous sommes amenés à calculer le cycle
d’Alexander de la Gp

m,C × E◦
I -variété (f̃h, πI) : UI → Gp

m,C × E◦
I .

Par additivité de la fonction zêta d’Alexander (lemme 4.3.1) nous pouvons nous
contenter de travailler sur un ouvert affine V de Y tel que UI est trivial au-dessus
de V ∩ E◦

I . Nous sommes donc ramenés à calculer la fonction zêta d’Alexander
dans le cas où f̃h est un morphisme de (E◦

I ∩ V ) ×Gk
m,C (k := |I|) dans Gp

m,C

donné par (x, y1, . . . , yk) 7→ (u1

∏k
i=1 y

λi
1

i , . . . , up

∏k
i=1 y

λi
p

i ), les uj désignant des
unités.

On note r le rang du sous-module de Zp engendré par λ1, . . . , λp.
Si r < k, l’application (E◦

I ∩ V )×Gk
m,C → Gp

m,C se factorise par la projection
sur un sous-tore Gr

m,C donc ψ∗A((E◦
I∩V )×Gk

m,C) ∼= ψ∗A((E◦
I∩V )×Gr

m,C)⊗AGk−r
m,C

.

Comme k > r, pour tout idéal p de A on a χ((ψ∗A((E◦
I ∩ V ) ×Gk

m,C))p) = 0 et
donc le cycle d’Alexander de ce complexe est nul.

Par ailleurs, il résulte de [21] que si f : X → Ga
m,C est un morphisme et

γ : Ga
m,C → Gb

m,C un morphisme de groupes qui fait de X une variété au-dessus
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de Gb
m,C, alors on a

ψ∗A(X/Gb
m,C) ∼= ψ∗A(X/Ga

m,C)⊗C[Za] C[Zb] (∗)
où C[Zb] est vu comme C[Za]-module via le morphisme induit par γ sur les groupes
fondamentaux.

Lorsque k = r, on peut par des isomorphismes de tores convenables à la source
et au but se ramener au cas du morphisme

(x, y1, . . . , yr) 7→ (u1(x)ya1
1 , . . . , ur(x)yar

r , ur+1(x), . . . , up(x))

(où les uj sont des unités).
On en déduit que l’annulateur du faisceau d’Alexander correspondant est Sa1

1 −
1, . . . , Sar

r − 1 (où les Si sont des coordonnées convenablement choisies sur A) ; en
particulier, son support est de codimension r donc son cycle de codimension un
est nul dès que r ≥ 2.

Il reste à traiter le cas r = 1. En appliquant (∗) pour le morphisme de groupes
Gm,C → Gp

m,C donné par y 7→ (ya1 , . . . , yar ), on obtient ψA((E◦
I ∩ V )×Gm,C) ∼=

C[T 1
1 , T−1

1 , . . . T 1
p , T−1

p ]/(T a1
1 . . . T

ap
p −1)⊗AA(E◦I∩V ) ; la fonction zêta d’Alexander

est donc égale à χ(E◦
I ∩ V )Ta comme annoncé.

5. Application aux courbes planes réductibles

Arbre des contacts ; notations. On se donne dans cette section p polynômes
de Weierstrass irréductibles dans C[[x]][y] notés f1, . . . , fp et on cherche à exprimer
la fonction zêta d’Alexander de l’entrelac défini par f1, . . . , fp en fonction des
données de Puiseux de chaque branche et des contacts entre ces branches. On
choisit des coordonnées x et y telles que la fonction x soit transverse à chacune des
fi, ce qui est toujours possible. Pour chaque fi, on définit comme au paragraphe 3
des suites d’entiers m(i), β

(i)
q , e

(i)
q , n

(i)
q , N

(i)
q et β

(i)

q (pour q ∈ {1, . . . , g(i)}) ; notons

qu’avec notre choix de coordonnées on a nécessairement ∀i ∈ {1, . . . p} β
(i)
1 ≥ m(i) ;

on pose par ailleurs β̃q
(i)

:= β
(i)

q+1−β
(i)
q+1 et on note Ci,j la multiplicité d’intersection

à l’origine des branches fi et fj . On note également ri,j le contact de fi et de fj ,
c’est-à-dire le contact d’une paramétrisation de f−1

i ({0}) avec la fonction fj au
sens de la section 2 de sorte qu’on a la relation

Ci,j = m(j)

ri,j +
β

(i)
q(ri,j)

m
(e(i)

q(ri,j)−1 − e
(i)
q(ri,j)

)+· · ·+ β
(i)
1

m
(e(i)

0 − e
(i)
1 )+

β
(i)
0

m
e
(i)
0

 .

Pour tout i ∈ {1, . . . , p}, on note
∑

s∈Q a
(i)
s xs l’un des développements frac-

tionnaires associé à fi. On représente chaque développement fractionnaire corres-
pondant aux différentes branches fi par un arbre où l’on indique les exposants
(rationnels) et les coefficients correspondants. Pour tout rationnel r, l’ensemble
des tronqués à l’ordre r des développements de Puiseux associés à ces arbres
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est muni de l’action d’un groupe de racines de l’unité (correspondant au pgcd
des dénominateurs des exposants fractionnaires des développements tronqués en-
visagés). On identifie dans la réunion disjointe de tous les arbres considérés les
sous-arbres correspondant à des développements tronqués contenus dans la même
orbite pour cette action ; on appelle arbre des contacts le diagramme ainsi obtenu.

Sur cet arbre sont donc indiqués tous les points correspondant à un exposant
fractionnaire qui apparait dans au moins l’un des développements de Puiseux, ainsi
que, pour chaque exposant r, le coefficient de xr dans le développement envisagé.
On appellera sommet la classe d’un point de ramification du diagramme, branche
tout segment joignant deux sommets, et feuille toute demi-droite dont un sommet
est un point d’altitude maximale de l’arbre. On notera B l’ensemble des branches
et des feuilles. Chaque sommet S de l’arbre des contacts correspond de manière
naturelle à l’orbite d’un développement tronqué

∑
s<h(S) a

(i)
s xs (h(S) ∈ Q) ; on

note IS l’ensemble des i ∈ {1, . . . , p} tels que le tronqué à l’ordre h(S) de l’un des
développements de Puiseux associé à fi cöıncide avec ce développement fraction-
naire, et JS son complémentaire. On appellera une expression

∑
s<h(S) a

(i)
s xs (qui

est indépendante de i ∈ IS) développement fractionnaire associé au point S.

Notons que l’entier q(S) := min{q′ | β
(i)
q′

m(i) ≤ h(S)} est indépendant de i ∈ IS

(nous le noterons simplement q lorsque le contexte sera clair). Si j ∈ JS , on note
CS(j) le nombre Ci,j

m(i) (qui ne dépend pas de i ∈ IS) ; par ailleurs, on divise IS

en deux sous-ensembles I ′S et I”S ; le premier désigne {i ∈ Is | h(S) n’est pas un
exposant de Puiseux de fi} et I”S est son complémentaire dans IS .

On pose k′(S) := |I ′S | et k′′(S) := |I”S |.
On distingue dans ce diagramme deux types de sommets : les sommets du type

1 sont ceux pour lesquels I ′′S = ∅ ; on note I1 l’ensemble de ces sommets les autres
sommets étant appelés sommets du type 2 (on notera I2 l’ensemble des sommets
du type 2).

5.1. Description des espaces d’arcs associés à plusieurs fonctions

Rappelons que si un rationnel r vérifie l’encadrement β(i)
q

m < r ≤ β
(i)
q+1
m , on pose :

n(i)(r) := N (i)
q

(
re(i)

q +
β

(i)
q

m
(e(i)

q−1 − e(i)
q ) + · · ·+ β

(i)
1

m
(e(i)

0 − e
(i)
1 ) +

β
(i)
0

m
e
(i)
0

)
.

On rappelle que l’ordre de fi le long d’un arc ayant le contact r avec fi et dont
la coordonnée x a pour valuation lN

(i)
q est égal à ln(i)(r).

Nous nous donnons désormais ϕ ∈ L(A2
C) et nous posons la

Définition 5.1.1. On appelle contact de ϕ avec f := (f1, . . . , fp) le maximum des
contacts de ϕ avec les fi (au sens du lemme 3.1.2).

A tout arc de contact r correspond à la classe d’un développement tronqué qui
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aboutit en un sommet ou en un point d’une branche noté S et vérifiant h(S) = r.
Pour chaque sommet S, on définit ZS,l comme le sous-espace constructible des

arcs dont le contact avec f est réalisé pour un développement tronqué aboutissant
en S et dont la valuation en x vaut lNq(S).

On pose n(r) :=
∑p

i=1 n(i)(r) et on considère XS,l := πln(r)(ZS,l) muni de sa
structure naturelle de Gp

m,C-variété via le morphisme ac(f). Le but de ce para-
graphe est de décrire les Gp

m,C-variétés XS,l en fonction de l’arbre des contacts.
• Soit S0 le sommet d’altitude minimale h(S0) (qui est strictement positive

sauf si p = 1 et f lisse, auquel cas nous conviendrons que h(S0) = ∞. Notons
m := Nq(S0).

Nous commençons par étudier le cas des arcs dont le contact avec f est stric-
tement inférieur à h(S0). On a le résultat suivant :

Lemme 5.1.2. Soit r un ordre de contact vérifiant 0 < r < h(S0) :

i) Si mr < 1, alors XS,l est isomorphe comme Gp
m,C-variété à Gm,C×Aln(r)−lr

C

munie du morphisme c 7→ (cm(i)
)1≤i≤p.

ii) Si mr ≥ 1, alors XS,l est isomorphe comme Gp
m,C-variété à (Gm,C)2 ×

A2 ln(r)−l−rl
C munie du morphisme (c, ωl, a) 7→ (cm(i)

)1≤i≤p.

On notera X0 pour Gm,C vu comme Gp
m,C-variété via c 7→ (cm(1)

, . . . , cm(p)
).

Preuve. On peut paramétrer un arc de ZS,l sous la forme :
x(t) = ω(t)

y(t) =
∑
s<r

asω(t)s + ctrl +
∑

rl<j≤rlm

tj .

Dans le cas où mr < 1, on a x(t) = 0 [tln(r)+1] et l’espace Xln(r) est donc
paramétré par (Gm,C)×Aln(r)−l

C , ce qui prouve i).
Si r ≥ 1, ω(t) 6= 0 [tln(r)+1] et Xln(r) est paramétré par (Gm,C)2×A2 ln(r)−l−rl

C ,
ce qui démontre ii).

• Etudions ensuite le cas où S est un sommet du type 1 ou bien une branche
de l’arbre des contacts, définissons XS comme la Gp

m,C-variété

A1
C \ {a(i)}i∈IS

×Gm,C
fS−→ Gp

m,C

où fS(c, ω) est défini par les identités :{
ti ◦ fS(c, ω) = (c− a

(i)
h(S))

e(i)
q ωβ̃(i)

q pour i ∈ IS

tj ◦ fS(c, ω) = ωCS(j) pour j ∈ JS

(on a noté t1, . . . , tp les coordonnées d̀ans (Gm,C)p et c et ω les coordonnées à la
source).
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Dans le cas où S est une branche B, on notera XB cette même classe (IS est
réduit à un point dans ce cas).

On a alors l’énoncé suivant :

Lemme 5.1.3. Si S est un sommet du type 1 ou bien une branche du diagramme
des contacts, XS,l est isomorphe comme Gp

m,C-variété à XS ×A2 ln(r)−lν(r)−lNq .

Preuve. Remarquons que puisque les développements des fj (pour j ∈ IS) cöın-
cident jusqu’à l’ordre r (non inclus), il existe un entier q tel que r satisfait l’enca-

drement β(j)
q

m < r ≤ β
(j)
q+1
m . Les conditions de cöıncidence imposent que le terme de

gauche de cet encadrement est indépendant de j ∈ IS . Nous le noterons simplement
βq

m . On notera de même Nq pour N
(j)
q et as pour a

(j)
s .

Il résulte de l’étude effectuée pour les courbes irréductibles que ϕ admet une
paramétrisation de la forme :

x(t) = ω(t)Nq

y(t) =
∑
s<r

asω(t)sNq + ctν +
∑
s>ν

bst
s

où c ∈ A1
C \ {a(i)}i∈IS

.
Autrement dit, pour tout l ∈ N, Xr,l s’identifie au produit d’un espace affine

par A1
C \ {a(i)}i∈IS

×Gm,C.
On déduit des résultats obtenus pour une fonction que le p-uplet des exposants

de f le long de ϕ vaut n := (n1, . . . , np) avec ni = ln(i)(r) pour i ∈ IS , et
nj = lCS(j) : il résulte en effet de la définition de JS que l’ordre de la fonction
fj (j ∈ JS) d’un arc aboutissant en S s’obtient en évaluant l’ordre de fj sur l’un
des développements de Puiseux d’une fonction fi (pour i quelconque dans IS). On
déduit également du cas d’une seule fonction l’égalité : ac(f)(ϕ) = fS(c, ω).

• Lorsque S est un sommet du type 2, nous avons I ′′S = {j | r =
β

(j)
q+1

m(j) } 6= ∅.
Nous devons alors envisager deux cas :

– Soit la condition l
β

(i)
q+1

e
(i)
q

/∈ N est vérifiée (notons que compte-tenu des hy-

pothèses, cette condition est indépendante de j ∈ I). On notera dans ce cas X ′S
la Gp

m,C-variété Gm,C
f̄ ′S−→ Gp

m,C où f̄ ′S est défini par les relations :{
ti ◦ f ′S(c, ω) = ωβ̃(i)

q pour i ∈ IS

tj ◦ f ′S(c, ω) = ωCS(j) pour j ∈ JS .

Lemme 5.1.4. Si S est du type 2 et l
β

(i)
q+1

e
(i)
q

/∈ N, XS,l est isomorphe comme Gp
m,C-

variété à X ′S ×A
2 ln(r)−blβ(i)

q+1/e(i)
q c−lNq

C .
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Preuve. Il résulte de l’étude effectuée pour une seule fonction que ϕ admet une
paramétrisation du type suivant :

x(t) = ω(t)Nq

y(t) =
∑
s<r

asω(t)sNq +
∑
µ>ν

bst
s

où ν := lrNq (c’est un entier sous nos hypothèses).
En effet, dans tous les termes correspondant à des valeurs de j contenues dans

JS , on a r <
β

(j)
q+1

m(j) , donc la contribution du terme en xr au développement frac-
tionnaire de fj(x, y(x)) (y(x) désigne un développement fractionnaire associé à ϕ
normalisé comme dans le lemme 3.1.1) est apportée par le terme en tν ; comme

ce terme (qui vaut l
β

(i)
q+1

e
(i)
q

) n’est pas entier par hypothèse, son coefficient c est

nécessairement nul, ce qui justifie le paramétrage précédent.
Dans cette situation, le p-uplet des exposants de f le long de ϕ vaut n :=

(n1, . . . , np) avec ni = lβ̄
(i)
q+1 si i ∈ IS et nj = ln(j)(r) si j ∈ JS et l’espace

Xr,l s’identifie au produit d’un espace affine par C∗ sur lequel on note ωl une
coordonnée. On a alors l’égalité ac(f)(ϕ) = f

′
S(c, ω).

– Soit la condition l
β

(j)
q+1

e
(j)
q

∈ N est vérifiée. On notera X”S la Gp
m,C-variété :

VS
f ′S−→ Gp

m,C, où f ′′S (c, ω) est défini par les relations suivantes :
ti ◦ f”S(c, ω) = (cnq+1 − a

(i)
rq+1ωl

pq+1)eq+1ωβ̃(i)
q pour i ∈ I”S

ti ◦ f”S(c, ω) = ce(i)
q ω

˜
β

(i)
q pour i ∈ I ′S

tj ◦ f”S(c, ω) = ωCS(j) pour j ∈ JS

l’ensemble I ′S étant éventuellement vide.

Lemme 5.1.5. Si S est du type 2 et l
β

(i)
q+1

e
(i)
q

∈ N, XS,l est isomorphe comme Gp
m,C-

variété à X”S ×A2 ln(r)−lν(r)−lNq

C .

Preuve. Dans cette situation, ϕ admet un paramétrage de la forme :
x(t) = ω(t)Nq

y(t) =
∑
s<r

asω(t)sNq + ctν +
∑
s>ν

bst
s

avec ∀i ∈ I”S , (cn
(i)
q+1 − (a(i)

h(S))
n

(i)
q+1ωp

(i)
q+1) 6= 0.

Le p-uplet des valuations de f le long de ϕ admet alors la même valeur que
dans le cas précédent et l’espace XS,l s’identifie alors au produit d’un espace affine
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par {(c, ω) ∈ A1
C ×Gm,C | ∏

i∈I”S
(cn

(i)
q+1 − (a(i)

h(S))
n

(i)
q+1ωp

(i)
q+1) 6= 0} ; on a de plus

ac(ϕ) = f”S(c, ω), ce qui termine la preuve du lemme.

5.2. Expression combinatoire de la fonction zêta d’Igusa motivique

On a le résultat suivant :

Théorème 5.2.1. Pour tout α ∈ (N∗)p on a :

lim
T→∞

Zf (Tα) = −[X0] +
{ ∑

S∈I1

[XS ] +
∑
B∈B

[XB ]
}
−

∑
S∈I2

[X”S ].

Preuve. Chaque espace d’arcs Xn (pour n ∈ (N×)p) étant une réunion disjointe
de constructibles du type XS,l, la série Zf (T ) se décompose de manière naturelle
sous la forme :

[X0]Z0(T ) +
∑
S∈I1

[XS ]ZS(T )

+
∑
S∈I2

[X ′S ]Z ′S(T ) + [X”S ]Z”S(T )) +
∑
B∈B

[XB ]ZB(T ).

Le calcul de la limite de ces séries est analogue à celui mené dans la preuve
de la proposition 3.3.1 pour le cas d’une seule fonction ; il montre que Z0(Tα),
ZS(Tα), Z”S(Tα), ZB(Tα) et Z∞(Tα) ont pour limites respectives −1, 1, −1, et
1 quand T →∞ et que Z ′S(Tα) tend vers 0.

5.3. Application au calcul de la fonction zêta d’Alexander

On déduit de ce résultat une formule exprimant la fonction d’Alexander de f
en termes de l’arbre des contacts.

Nous allons associer à chacun de ces sommets un A-cycle ζS de la manière
suivante :

• Si S est un sommet du type 1, alors on pose ζS = (Tα(S) − 1)(k(S)−1) avec
αi(S) = β̃q si i ∈ IS et αj(S) = Cj(S) sinon.

• Si S est un sommet du type 2, on distingue deux cas :
∗ Soit I ′S = ∅, alors on pose AζS = (Tλ(S) − 1)k”(S)(Tµ(S) − 1) λi”(S) = n

(i”)
q+1β

(i”)

q+1 si i” ∈ I”S et λj(S) = n
(i”)
q+1Cj(S) sinon

µi”(S) = β
(i”)

q+1 si i ∈ I”S et µj(S) = Cj(S) si j ∈ JS .

∗ Soit I ′S 6= ∅, alors ζS = (Tλ(S) − 1)−k”(S) avec les mêmes valeurs que ci-

dessus pour λi′(S) si i /∈ I ′S et la condition λi′(S) = m(i′)
m(i”) (n

(i”)
q+1β

(i”)

q+1) pour i′ ∈ I ′S
(la valeur précédente étant indépendante du choix de i′′ ∈ I ′′S).
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On peut alors énoncer le résultat sous la forme suivante :

Proposition 5.3.1. La fonction zêta d’Alexander de f vérifie :

Aζf1,...,fp
= ζ0

∏
S∈I1

ζS

∏
S∈I2

ζS .

Remarque 5.3.2. Cette formule est implicite dans [16] (cf. Appendice au Cha-
pitre 1 et Chapitre 3 section 12).

En appliquant le théorème 5.2.1 et la proposition 4.4.1, on obtient l’expression
suivante de la fonction zêta d’Alexander de f :

Aζf1,...,fp
= Aζ([X0]) +

∑
B∈B

Aζ([XB ]) +
∑
S∈I1

Aζ([XS ]) +
∑
S∈I2

Aζ([X”S ]).

On en déduit alors la formule annoncée grâce au lemme suivant :

Lemme 5.3.3. i) Aζ([X0]) = (Tm(1)

1 . . . Tm(p)

p − 1)−1.

ii) Si S est un sommet de type 1, alors Aζ([XS ]) = ζS.
iii) Si B est une branche ou une feuille, alors Aζ([XB ]) = 0.
iv) Si S est un sommet de type 2, alors Aζ([X ′S ]) = 0 et Aζ([X”S ]) = ζS.

Preuve du lemme. Le i) est un cas particulier de la situation à croisements normaux.
Considérons le cas de la variété associée à un sommet S de type 1, au point B

d’une branche, ou d’une feuille. Il s’agit d’évaluer le cycle d’Alexander de la Gp
m,C-

variété XS ; nous pouvons plonger XS dans A2
C et prolonger fS en un morphisme de

A2
C dans Ap

C ; nous sommes alors ramenés à la situation d’un diviseur à croisements
normaux de A2

C de composantes {ω = 0} et {c = a(i)}i∈IS
; la caractéristique

d’Euler de la strate {ω = 0} \ ∪i∈IS
{c = a(i)} vaut 1 − k(S) et les autres sont

nulles, ce qui démontre le ii) en appliquant la proposition 4.2.3.
Le cas d’une branche est similaire à celui d’un sommet de type 1 pour lequel

k(S) = 1, d’où Aζ([XB ]) = 0.
Envisageons maintenant le cas d’un sommet du type 2. Nous pouvons nous ra-

mener à la situation d’un diviseur à croisements normaux en effectuant l’éclatement
torique associé à un raffinement régulier de l’éventail du premier cadrant d’arêtes
{(1, 0), (pq+1, nq+1), (0, 1)}. Nous devons distinguer deux cas :

• Soit I ′S = ∅, la transformée totale de f”S = 0 est la réunion des composantes
du diviseur exceptionnel associées aux arêtes de coordonnées strictement positives
et de la transformée stricte de ω = 0 (qui correspond à l’arête (1, 0)). Chaque
composante en intersecte deux autres excepté le premier “bout”, qui en intersecte
un seul, le diviseur de rupture qui en intersecte deux outre les transformées strictes
des fonctions (cnq+1 − (a(i)

rq+1)nq+1ωl
pq+1)i∈I”S

et la transformée stricte de ω = 0
qui en intersecte un seul (le deuxième “bout”). Le nombre de transformées strictes
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ci-dessus est aussi égal au nombre de branches du diagramme des contacts qui se
séparent au niveau du sommet S, c’est-à -dire à k”(S).

Les multiplicités de cnq+1 − (a(i)
rq+1)nq+1ωl

pq+1 pour i ∈ I”S , (resp. ω) le long
du diviseur de rupture valent nq+1pq+1 (resp. nq+1) et les multiplicités le long du
bout valent nq+1 (resp. 1) ; le premier cas du iv) s’en déduit puisque

nq+1pq+1eq+1 + nq+1β̃q = nq+1βq+1.

• Dans le cas où I ′S 6= ∅, la transformée totale de fS = 0 contient une com-
posante supplémentaire (la transformée totale de c = 0) qui intersecte le premier
“bout”. Le seul diviseur dont la contribution à la fonction zêta d’Alexander est
éventuellement non nulle est donc le diviseur de rupture ; la multiplicité de c le long
de ce diviseur vaut pq+1 ; pour tout i′ ∈ I ′S , l’ordre de la fonction ce(i′)

q ωβ̃(i′)
q vaut

p
(i”)
q+1e

(i′)
q +n

(i”)
q+1(β̄

(i′)
q+1−β

(i′)
q+1) (pour i” quelconque dans I”S et i′ ∈ I ′S) c’est-à-dire

m(i′)

m(i′′) (n
(i”)
q+1β̄

(i”)
q+1) =: λi′(S)

comme annoncé. Ceci achève le calcul et la démonstration de la proposition 5.3.1.

¦ Exemple 1 : Dans le cas d’une seule fonction, chaque paire de Puiseux donne
lieu à l’apparition d’un sommet S qui est de type 2 et pour lequel I ′S = ∅. La
formule 5.3.1 s’écrit donc

Aζf = (Tm − 1)−1

g∏
q=1

(Tnqβq − 1)

(T βq − 1)

qui est bien l’inverse de la fonction zêta de la monodromie de f (voir corollaire
3.5.1).

¦ Exemple 2 : Considérons le cas où

f1(x, y) = y2 − x3 et f2(x, y) = (y2 − x3)2 − 4yx5 − x7.

Nous avons pour la première fonction : m = 2, β1 = 3, e1 = 1, p1 = 3, n1 = 2.
Pour la deuxième, on a : m = 4, β1 = 6, e1 = 2, p1 = 3, n1 = 2 ; β1 = 7,

e2 = 1 ; β2 = 13.
Les deux développements fractionnaires associés à f1 sont x

3
2 et −x

3
2 ; ceux

associés à f2 sont x
3
2 + x

7
4 , x

3
2 − x

7
4 , −x

3
2 + ix

7
4 et −x

3
2 − ix

7
4 .

Le diagramme des contacts de f1 et f2 admet deux sommets S0 et S1, le premier
est d’altitude 3

2 et le second d’altitude 7
4 .

Le sommet S0 est de type 2 et on a I ′S0
= ∅ et k′′(S0) = 2, d’où ζS0(T1, T2) =

(T 12
1 T 12

2 − 1)2(T 6
1 T 6

2 − 1)−1.
Le sommet S1 est de type 2 ; on a I ′S1

= {1}, k′(S1) = 1 et k”(S0) = 1, d’où
ζS1(T1, T2) = (T 26

1 T 26
2 − 1).

Il vient finalement
Aζf1,f2(T1, T2) = (T 2

1 T 4
2 − 1)(T 12

1 T 12
2 − 1)2(T 6

1 T 6
2 − 1)−1(T 26

1 T 26
2 − 1).
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5.4. Application au calcul de la fibre de Milnor motivique d’une série
de deux variables éventuellement réductible

On s’intéresse au calcul de la fibre de Milnor motivique du produit F := f1 ×
. . . × fp. On dispose d’une application naturelle m : Gp

m,C → Gm,C définie par
(t1, . . . , tp) 7→ t1 . . . tp.

Cette application induit de manière naturelle une application m∗ entre
K0(G

p
m,C) et K0(Gm,C) qui s’étend de manière naturelle en une application qu’on

note encore m∗ entre

MGp
m,C

[[T1, . . . , Tp]] et MGm,C
[[T ]]

définie par
m∗([X ]T ν1

1 . . . T νp
p ) := m∗([X ])T ν1 . . . T νp

pour toute Gp
m,C-variété X .

Il résulte directement des définitions qu’on a la relation ZF = m∗(Zf ) et on
déduit alors du théorème 5.2.1 la proposition suivante :

Proposition 5.4.1. La fibre de Milnor motivique de la série F s’exprime à l’aide
de l’arbre des contacts par la relation suivante :

SF,0 = [Y0] +
{ ∑

S∈I1

[YS ] +
∑
B∈B

[YB ]
}

+
∑
S∈I2

[Y”S ]

où les notations sont les suivantes :

• Y0 := {x ∈ Gm,C | xm = 1} (avec m :=
∑

i m(i)) munie de l’action de µm

définie par ζ.x := ζx.
• Pour tout S sommet du type 1, branche de l’arbre des contacts, ou feuille

YS :=
{

(x, y) ∈ A1
C ×Gm,C |

∏
i∈IS

(x− a
(i)
h(S))

e(i)
q y

∑
i∈IS

β̃(i)(S) = 1
}

où l’on a noté β̃(i)(S) = β̃
(i)
q(S) si i ∈ IS et CS(i) sinon. Si Nq(S)h(S) = p/n avec p

et n premiers entre eux, l’action de µ̂ sur YS se factorise par l’action de µnn(h(S)

définie par ζ.(x, y) := (ζpc, ζny).
• Pour tout S sommet du type 2,

Y”S :=
{

(x, y) ∈ A1
C ×Gm,C |∏

i∈I′′S

(xnq+1 − a(i)
rq+1

ypq+1)eq+1x
∑

i∈I′
S

e(i)
q y

∑
i β̃(i)

q = 1
}

où β̃
(i)
q a la même signification que ci-dessus. L’action de µ̂ sur Y”S se factorise

par l’action de µnq+1βq+1
définie par ζ.(c, ωl) := (ζpq+1c, ζnq+1ωl).
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de l’École polytechnique, 1973, réédition Hermann, 1986.
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