Comment. Math. Helv. 80 (2005), 355-375 Commentarii Mathematici Helvetici
© Swiss Mathematical Society

Quelques nouveaux phénomenes de rang 1 pour les groupes de
difffomorphismes du cercle
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Résumé.Nous démontrons un théoreme de super-rigidité pour les actions de réseaux de rang
supérieur par difféomorphismes du cercle.

Abstract. We prove a superrigidity theorem for actions of higher rank lattices by diffeomor-
phisms of the circle.
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1. Introduction

Le groupe des difféomorphismes du cercle partage quelques propriétés avec certains
groupes de Lie simples de rang réel 1. L'un des phénomeénes principaux qui permettent
de justifier cette affirmation est donné par un théoréme obtenu par l'auteur dans
[27], lequel généralise dans plusieurs directions des résultats contenus dans [4], [5],
[11], [16], [34], [39] et [40] (valables toutefois sous des hypothéses de régularité
plus faibles). Rappelons qu’un groupe topologique localement compact possede la
propriété (T) de Kazhdarsi toute représentation affine (isométrique)ldeur un
espace de Hilbert admet un vecteur invariant.

Théoréme([27]). SoitI" un sous-groupe dBiff i*“ (Sh), avear > 1/2. Sil” posséde
la propriété(T) de Kazhdan, alors soit il est fini, soit il est topologiquement conjugué
au groupe des rotations.

Une question qui se pose de maniére naturelle est celle de savoir siles sous-groupes
localement compacts de Djﬁ“ (SYH, @ > 1/2, sonttoujours (T)-moyennables (c’est-
a-dire s’ils admettent des représentations affgeemétriquement propresur des
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espaces de Hilbert). L'une des difficultés de cette question est le fait que I'on connait
trés peu de groupes qui ne sont pas (T)-moyennables et n’ont pas non plus la propriété
(T). En effet, la seule obstruction qu’on connait pour la (T)-moyennabilité est une
forme faible de la propriété (T), a savoir la propriété (T) relative.

Rappelons que di est un groupe localement compacigtest un sous-groupe
der, alors on dit que la pairél’, I'g) possede lpropriété(T) relative si pour toute
représentation affine dé sur un espace de Hilbert, il existe un vecteur invariant
par'p. Un exemple non trivial d'une paire satisfaisant la propriété (T) relative est
(Z2 % SL(2, Z), Z?). On trouve d’autres exemples ainsi que des reférences sur le sujet
dans [9] et [18]. Notons que pour tous les exemples connus, si aucun des groupes
I' ouT'o n'a déja la propriété (T), alorBg contient un sous-groupe cocompait
qui estdistinguédans un sous-groug& deT" de sorte quel™”’, I'y) vérifie encore la
propriété (T) relative (voir cependant [10]). Sous une telle hypothese, nous démon-
trons le résultat suivant, lequel peut étre considéré comme une petite généralisation
du théoréme énoncé précédemment.

Théoréme A. SoitI” un sous-groupe dbiff }j“(Sl), aveca > 1/2. Supposons que

" posséde un sous-groupe distingugtel que la paire(T", I'g) satisfait la propriété

(T) relative. Alors soif” est topologiquement conjugué a un groupe de rotations, soit
o est fini.

La démonstration de ce théoreme est inspirée de [27]. Lamélioration technique
essentielle consiste en une preuve courte et conceptuelle d'une proposition énon-
cée (et non démontrée) dans [27], suivant laguelle les sous-groupes b’é”mﬁ)

a > 1/2, sur lesquels lecocycle de Liouville- est conomologiquement trivial sont
topologiquement conjugués a des sous-groupes dé¢PRLL.

Rappelons que les réseaux de groupes de Lie simples de rang supérieur satisfont
la propriété (T). Le théoréme dans [27] donne donc en particulier une nouvelle dé-
monstration (en classe'®, « > 1/2) de I'un des résultats obtenus par E. Ghys dans
[16] et indépendamment par M. Burger et N. Monod dans [4], & savoir pour toute
représentation d’'un résead” d’un groupe de Lisimplede rang réel supérieur ou
égal & 2 dans le groupe des difféfomorphismes directs et de clhdse€rcle, 'image
¢ (I") est finie. Néanmoins, dans [16], E. Ghys obtient également la classification des
actions de réseaux irréductibles de groupes dsdiei-simplege rang supérieur par
difféomorphismes directs et de classedli cercle (voir aussi [5] et le §14 de [23],
ou M. Burger et N. Monod obtiennent des résultats analogues grace a leur étude de
la cohomologie bornée). Signalons en passant que dans [4], [5] et [16], on trouve des
résultats partiels pour des actions paméomorphismetu cercle.

Théoréme([16]). SoitG un groupe de Lie semi-simple connexe de rang réel supérieur
ou égal & etI" un réseau irréductible d&. Soit¢p un homomorphisme devers le
groupe des difféomorphismes de cla€alu cercle respectant 'orientation. Alors,
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ou bieng a une image finie cyclique, ou bigérest semiconjugué a un revétement fini
d’'un homomorphisme obtenu en faisant suivre

— le plongement d€& dansG,
— une surjection d& surPSL(2, R),
— I'action projective dd°SL(2, R) sur le cerclgidentifié a la droite projective réelje

Pour parvenir & la preuve de ce résultat, E. Ghys examine d’abord le cas des ré-

seaux de groupes de Lie semi-simptetassiques (SL(n, R), Sp(2r, R), SOQ2, q),

SU(2, g) et PSL(2, R) x PSL(2, R)), et puis en utilisant quelques aspects de la théo-

rie de classification des groupes de Lie semi-simples, il aboutit au résultat énoncé.
Remarquons que les quatre premiers cas correspondent a des groupesimipleis

de rang réel supérieur ou éga2 (les réseaux correspondants vérifient donc la pro-
priété (T) de Kazhdan). Le dernier cas est dynamiquement plus intéressant. Dans cette
situation, E. Ghys démontre que tout homomorphigmé& — Diff 1 (S transite,
modulo une semiconjugaison et un revétement fini, par la projectidn sle I'un

des facteurs, et puis par I'action projective de ce facteur sur le cercle.

Pour généraliser le théoréme de Ghys ci-dessus, on est confronté au probléme de
définir la notion deang réelpour un groupe quelconque. Bien que plusieurs tentatives
ont été déja faites dans cette direction (voir par exemple [2]), nous suivrons plutdt
une idée trés simple qui a été introduite par Y. Shalom dans [35]. Le point essentiel
de son approche consiste a tirer partie de la commutativité des facteurs d'un groupe,
vue comme une hypothése de rang supérieur. Ainsicldre général que nous
considérerons — et qui est aussi celui de [35] — est le suivant :

(@ G = G1 x --- x G} est un groupe topologique compactement engendré, avec
k > 2, etT" est un réseau de type fini ehiforme(c’est-a-dire un sous-groupe
discret et cocompact) d& ;

(b) les projections d€ sur chaque facteus; sont denses (nous désignérons par pr
la projection deG surG;);

(c) dans le cas ou chaqug est un groupe algébrique linéaire sur un corps local, on
acceptera aussi la possibilité ghesoit un réseanon cocompaaotansG.

Remarquons que dans le cas (c) ci-dessus, le résestautomatiquement de type
fini. Ceci découle de certains résultats de D. Kazhdan et G. Margulis. D’autre part, la
condition (b) est une condition d’irréductibilité comme celle des réseaux considérés
dans le théoréme de Ghys.

Dans l'introduction de [35] on peut trouver des motivations ainsi que des réfé-
rences concernant le cadre général que nous considérons. Signalons en tout cas que
des exemples de réseasiron linéaires vérifiant les propriétés (a) et (b) ont été
construits dans [3], [6] et [33]. Pour ces réseaux, ainsi que pour les réseaux irréduc-
tibles<linéaires>, nous obtenons le résultat de super-rigidité suivant.
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Théoréme B. Dans le cadre précédent, supposons gud” — Diff }ﬁ“(sl) soitun
homomorphisme tel que> 1/2ettel quep (I') ne préserve aucune mesure de proba-
bilité sur le cercle. Alors soip (I') est topologiquement conjugué a un sous-groupe
de PSL(2, R), soit ¢ est semiconjugué a un revétement fini d’'un homomorphisme
obtenu en faisant suivre

— le plongement d€ dansG,
— la projection deG sur I'un desG;;,
— une action® de G; par homéomorphismes du cercle.

L'hypothése suivant laquellg(I") ne fixe aucune mesure de probabilité du cercle
peut étre supprimée, pourvu que I'on suppose que le premier espace de cohomologie
a valeurs réels de tout sous-groupe distingué et d'indice fifi sigit trivial. Remar-
quons que d’'aprés [35], cette hypothése est vérifiée lors§@,HR) est trivial (c’est
le cas par exemple si l€%; sont des groupes linéaires algébriques semi-simples sur
des corps locaux).

Corollaire. SoitI" un réseau vérifiant les hypothéses du cadre générak ét —
Diff 1 (S') un homomorphisme, avec > 1/2. SiHX(I'o, R) = {0} pour tout
sous-groupd g d’'indice fini et distingué danE, alors la conclusion du théoreme B
ci-dessus est encore satisfaite.

D’aprés ce qui précede, pour comprendre les actions de réseaux irréductibles de
rang supérieur par difffomorphismes du cercle, il suffit de connaitre les actions de
groupes topologiques compactement engendrés. Or, ces groupes étant localement
compacts, une application simple du théoreme de Montgomery et Zippin montre que
®(G;) a une structure de groupe de Lie (réel). D’autre part, on connait parfaitement
la classification des actiofislélesde groupes de Lieonnexepar homéomorphismes
directs du cercle : ces actions sontinduites par celles du groupe des rotati@RyO
du groupe des translatioR, +), du groupe affine Aff. (R, +), du groupe projectif
et ses revétements finis PSR, R), k > 1, ainsi que de son revétement univer-
selPSL(2, R). En nous appuyant sur cette classification, nous pouvons donner une
version plus précise du théoréme B sous I'une quelconque des hypotheses suivantes :

(i) le noyau dep est fini et les orbites de¢ (") sont denses,

(ii) le noyau dep est fini ety est a valeurs dans le groupe Ilgjﬂsl) des difféomor-
phismes directs et analytiques réels du cercle,

(i) les sous-groupes distingués @lesont soit finis soit d’'indice fini (c’est-a-dire
quer satisfait le théoreme des sous-groupes distingués de Margulis).

Théoréme C. Supposons que les hypothéses du corollaire soient vérifiées, que chaque
groupe G; soit non discret, et qu’au moins I'une des hypothé@gs(ii) ou (iii)
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ci-dessus soit satisfaite. Si I'imagg(I") n’est pas finie alors, & semiconjugaison
topologique et a revétement fini pres") est un sous-groupe non métabélien de
PSL(2, R).

Les hypothéses (i), (ii) ou (iii) sont faites de sorte a éviter le cas éventuel d’'un
groupe de Lie avec une infinité de composantes connexes dont I'action sur le cercle
transite, a semiconjugaison topologique prés, a travers du quotient par rapport a la
composante connexe de l'identité. Signalons que I'hypothese (iii) est satisfaite par
les réseaux de groupes algébriques, ainsi que par ceux qui sont construits dans [6]
(voir [1] pour une version générale de ce fait).

Un corollaire intéressant de ce qui précéde est le fait que le groupe G de Thompson
n’est pas un réseau vérifiant les hypothéses du théoréme C. Remarquons toutefois que
le fait que G n’est pas un réseau dans un groupe algébrique sur un corps local découle
du fait que G, étant un groupe simple, n'est pas résiduellement fini. De plus, sa
dimension cohomologique est infinie (voir [17]).

Latechnique de démonstration des théoréemes B et C est fortement inspirée par les
résultats obtenus par Y. Shalom dans [35], notamment le théoréme de super-rigidité
cohomologique. Remarquons par ailleurs qu'avec nos résultat et le théoreme d’arith-
meticité 0.5 de [35], il est possible de donner dans notre contexte une description
précise (du point de vue algébrique) des réseaux qui agissent sur le cercle (avec
image infinie). Ceci permet d’utiliser I'argument du 810 de [16] pour obtenir des
conjugaisons lisses dés que les actions sont suffisamment différentiables (on obtient
en particulier de véritables conjugaisons topologiques pour des morphismes a valeurs
dans Diff2 (Sh)).

Signalons finalement que Y. Neretin a introduit un groupe (& savoir, le groupe
dessphéromorphismegonnu aussi sous le nom deoupe de Neretinqui est un
analogue combinatoire (qeradique) du groupe des difféomorphismes du cercle. En
utilisant une technique introduite par D. Farley dans [12], nous avons établi dans [28]
un résultat analogue a celui de [27] pour ce groupe, qui étend également le théoreme
classique d’Alperin et Watatani dans le cas d’'un arbre simplicial homogéne (voir
[18]). Nous ignorons si I'on peut obtenir un analogue du théoréme B pour le groupe
de Neretin. Un tel résultat serait une généralisation du théoréme de super-rigidité
pour des actions isométriques sur des arbres obtenu par Y. Shalom dans [35] (voir
aussi [24]).

2. Rappels cohomologiques

2.1. Cohomologie continue.Soitd une représentation unitaire d’un groupe topo-
logique localement compatt sur un espace de Hilbeff. On dit quec: T' — #
est uncocyclepar rapport & sic est une application continue et si la correspondance
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g — 6(g) + c(g) définit une représentation affine @lg ce qui revient a dire que
pour toutg, h € T on ac(gh) = c(g) + 0(g)c(h). On dit qu'un cocycle: est un
cobords'il existe K € # qui est fixé par I'action affine induite, ce qui se traduit par
le fait quec(g) = K — 6(g)K pour toutg € I'. Le premier espace de cohomologie
(continue) H(T, ) est défini comme le quotient entre I'espace des cocycles et le
sous-espace des cobords. Un groupe topologique localement campasséede la
propriété (T) de Kazhdarsi pour toute représentatishcontinue et unitaire d€,
I'espace H(T", 6) est trivial.

Comme nous I'avons déja signalé dans I'introduction, le fait queiﬁﬁ‘ffsl) ne
contient pas de sous-groupe de Kazhdan non compacipeul /2 est un résultat
obtenu dans [27]. Le probleme de savoir s'il existe des sous-groupes (non triviaux)
de Homéq (R) vérifiant la propriété (T) est ouvert. Quant au cas des difféomor-
phismes de l'intervalle, rappelons que d'aprés le théoréme de stabilité de Thurston,
tout sous-groupé& de Diff}r([O, 1]) de type fini et non réduit a I'identité admet un
homomorphisme nontrivigi: I' — (R, +) (voir [7] pour une preuve élémentaire de
ce résultat ou [37] pour la démonstration originale). Puisque la propriété (T) passe aux
guotients et puisque les groupes abéliens de type fini et non finis n’ont pas la propriété
(T), ceci implique quaucun sous-groupe de type fini et non trivial D }F([O, 1))

n'a la propriété(T).

Une preuve simple de ce dernier fait apparait dans [41]. En maniére d’exemple,
nous le redémontrerons sous une hypothese de régularité supplémentaire. La preuve
ci-dessus est inspirée de [27].

Exemple 2.1. Rappelons d’abord que Diff* ([0, 1]) (resp. Diff:"*(Sh)) désigne

le groupe des diffeomorphismes directs de l'intervalle (resp. du cercle) qui ont une
dérivée Hdolder continue d’exposamt > 0, avec un inverse satisfaisant la méme
propriété.

SoitI" un sous-groupe de Dﬂﬂf"([o, 1]), oua > 0. Quitte a considérer un quotient
deI", on peut supposer qu’il n'admet pas de point (globalement) fixeGsu.
Considérons la mesure de Radfn = dx/x sur]0, 1[, et noton® la représentation
réguliére dd” dans# = £§([O, 1], dw), c'est-a-dire

d 1/2
O(s K ) = K(gton| m o]

Pour chaque < I" considérons la fonction

dg 1/2
-1\ _ _ |1 ¢5
cgH=1-[7 @] (1)
Larelationde cocycle(gh) = c(g)+6(g)c(h) estsatisfaite, carestle cobord formel
de la fonction constante égeh 1 (qui n’appartient pas#). Nous affirmons d’autre
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part quec(g) appartient & . En effet, sig € I' etx €]0, 1[ alorsg(x) = xg’(y) pour
certainy €]0, x[, et donc

xg'(x) _ xg'(x) _ g’ (x)
gx)  xg(»y) g’

En notantC = inf ve[0,17 &' (x), du fait que|g’(x) — g'(y)| < Clx — y|* < Cx* on
obtient

1912 rg/(0)1v2] 1 |rg/(x)q12
[;] _[g(x)] ~ X172 [g/(y)] _l‘
1 8'(x) — &'
B ARG CHOREE T AR
- c x*
= % : m’

et cette derniére fonction appartienté([o, 1], dx) dés quex > 0. Puisque

1
le(e™HI1% = /
0

ceci montre I'affirmation.

SiT possede la propriété (T) alors il existe une fonctiore ¢ telle quec(g) =
K —0(g)K. Enreprenant les définitions on vérifie que la mesusar]0, 1[ dont la
fonction densité (par rapport#u) est le carré de

2

2 [

x> 1—K(x)

est invariante par. Cette mesure de Radora une masse infinie si, 1[. D’autre
part, on av(le, 1[) < oo pour toute > 0. Le fait quel’ ne peut pas avoir la propriété
(T) découle ainsi du lemme élémentaire suivant.

Lemme 2.2. Soitv une mesure de Radgnon triviale) sur]0, 1 telle quev(Je, 1]) <
oo pour toute > 0. SiT" est un sous-groupe déoméa, ([0, 1]) qui préserve, alors
I admet des point&globalementfixes sur]0, 1[.

Preuve. Fixons deux points: et b dans]0, 1[ tels quea < b etv([a, b]) > 0.
Supposons qué& n’ait pas de point globalement fixe si0, 1[ et désignons par
¢ € [a, 1] le supremum de 'orbite deparT. Le pointc est globalement fixé, et donc
¢ = 1. Ceci entraine I'existence d’'un élément T tel queg(a) > b. On obtient
ainsiv([b, 1) < v(la, b)) +v([b, 1)) = v(la, 1) = v([g(a), 1[) < v([b, 1[), ce qui
est absurde. O
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Remarquons par ailleurs que si un sous-groupe de Hexi@dl]) préserve une
mesure de Radon (non triviale) 90x 1[, alors la fonctiomombre de translatiopar
rapport av fournit un homomorphisme de sur (R, +), et cet homomorphisme est
non trivial si et seulement §l n'admet pas de point globalement fixe a I'intérieur de
l'intervalle (voir [31]).

2.2. Cohomologie réduite. Etant donnée une représentation unitéicun groupe
topologique localement compaktsur un espace de Hilbef¥, on considére la to-
pologie sur I'espace des cocycles suivant laquelle une suie cocycles converge
versc si et seulement si pour tout sous-ensemble compact C,da valeur de
SUp,ec llcn () — c(g) || converge vers zéro lorsqueend vers l'infini. Lepremier es-

pace de cohomologie réduiké (T, 6) est alors défini comme étant le quotient entre
I'espace des cocycles et farmeturedu sous-espace des cobords. Signalons que
dans [35], Y. Shalom a démontré que la propriété (T) peut étre testée en cohomolo-
gie réduite pour les groupes compactement engendrés. Plus précisément, un groupe
topologique compactement engendiréossede la propriété (T) de Kazhdan si et
seulement si pour toute représentatioropntinue et unitaire de, 'espaceH (T, 6)

est trivial (voir aussi [22]).

Définition 2.3. La représentation unitaieposséde presque des vecteurs invariants
s'il existe une suite de vecteurs unitait€s € # telle que pour tout sous-ensemble
compact C de’, la valeur de sup.c | K, — 0(g) K, | tend vers Zéro lorsquetend
vers l'infini.

Le lemme élémentaire suivant, d(i a P. Delorme (voir [18]), s’avére fondamental
pour étudier la cohomologie réduite. Nous en rappelons la preuve afin que le texte
soit le plus autocontenu possible.

Lemme 2.4. Si 0 n'a pas presque des vecteurs invariants alors l'injection de la
cohomologie continud(T", 6) dans la cohomologie réduité! (T, 6) est un isomor-
phisme.

Preuve. Soitc un cocycle associétdont sa classe en cohomologie réduite est nulle.
Supposons qué n’ait pas presque des vecteurs invariants. Nous allons démontrer
dans ce cas queest nul en cohomologie continue.

SoitI'l une partie génératrice compactdti®ar hypothése, il existe une constante
¢ > 0O telle que pour touk e #,

supl|[K —0(h)K| > e[| K] 2)
herl

Puisquec est nul en cohomologie réduite, il existe une s\(ikg,) dans ¢ telle
qgue pour toutg € T on ac(g) = lim,_ (K, — 0(g)K,). L'inégalité (2) donne
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M = sup,cr1 llc(h)| > elimsup, | K, ||, et donc limsup || K, || < M/e. Par suite,
el < limsup,_, , (I1Kxll + 10(g)Kyll) < 2M /e pour toutg € I'. Le cocycle
¢ est donc uniformément borné, et paldéenme du centree Tits (voir [18]), il est
cohomologiquement trivial. Ceci termine la démonstration. O

Nous donnons ci-dessus un énoncé du théoréme de super-rigidité en cohomologie
réduite d0 aY. Shalom. Nous signalons cependant que nous n'’utiliserons pas ce théo-
réme dans toute sa puissance. En effet, dans nos applications nous nous raménerons
assez rapidement au cas ou il n'y a pas presque des vecteurs invariants pour I'action
unitaire correspondante. Or, il se trouve que dans ce cas les cohomologies réduite et
continue coincident, et le théoréme de super-rigidité devient bien plus élémentaire
dans ce dernier contexte. Néanmoins, nous avons préféré présenter nos résultats en
termes de la cohomologie réduite car nous partageons le principe exprimé au §ll de
[35], suivant lequekle bon contexte de présentation est celui de la cohomologie
réduite> (voir le commentaire précédant la proposition 1.22 dans [35]).

Théoreme([31])). SoientG = G1 x - - - x G un groupe topologique compactement
engendré ef” un réseau dang; satisfaisant les propriétés du cadre général. Si
0: T — U(J) est une représentation unitaire etun cocycle associé, aloksest
cohomologue dand*(T", 8) & un cocycle de la forme + c1 + - - - + ¢ qui satisfait:

(i) co est a valeurs dans I'espacH#y des vecteurg (I')-invariants, et il s’étend
continlment en un cocyclgar rapport a la représentation unitaire triviale
de G avaleurs dans#y;;

(i) pourtouti € {1, ..., k} le cocyclec; est a valeurs dans un sous-espaéede
J qui esty (I')-invariant, et sur lequel I'action affin@+c¢; s’étend continment
en une action affine dé qui se factorise su6;.

Remarquons que, 8in'a pas de vecteur invariant non nul, alors la composante
¢o Ci-dessus est triviale. De plus, d'apres le lemme de Delorngen's pas presque
des vecteurs invariants, alarsst en fait cohomologue (dans @, 6)) au cocycle
c1+ -+ Ck.

Ce résultat remarquable a été obtenu parY. Shalom en s’inspirant de la preuve du
théoreme des sous-groupes distingués de G. Margulis. Nous n’avons malheureuse-
ment pas assez de place pour en dire plus. Nous nous contenterons de rappeler 'un des
lemmes clés de lafin de sa démonstration, lequel sera utilisé plus loin pour étendre des
homomaorphismes. Pour cela, rappelons qu’'un groupe topologiquesé@stntiel-
lement complesi toute suitgh,,) de H vérifiant lim, ,— oo h,;lhn = idy converge
dans H. Le lemme ci-dessus s'appuie sur le fait (facile a vérifier) qu'une application
uniformément continue définie sur un sous-espace d’'un espace métrique séparable
et a valeurs dans un groupe topologique Hausdorff séquentiellement complet s'étend
continment a la fermeture de ce sous-espace.
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Lemme 2.5. SoientG etI” deux groupes comme dans le cadre général, epsdit —

H un homomorphisme, dd est un groupe topologique Hausdorff séquentiellement
complet. Supposons qu'il existes {1, ..., k} tel que pour toute suitég,) dansI’
vérifiantlim,_, ;o pr;(g,) = idg,, on alim,_, ;- ¢(g,) = idy. Alors ¢ s'étend
continment en un homomorphisme@eersH qui se factorise su6;.

3. Le cocycle de Liouville

3.1. Annulation du cocycle de Liouville en cohomologie continueNous nous
proposons de donner dans la suite une formulation plus conceptuelle de la méthode
introduite dans [27]. Pour cela, rappelons d’abord quedaure de Liouvill&v sur

St x St est celle dont la fonction densité est

T s ()

Cette mesure a une masse totale infinie. De plus, elle est invariante pé2, R$L
car pour toute quadruple de pointsc b < ¢ < d < a cycliquement ordonnés sur le
cercle on a

Lv([a, b] x [c,d]) =log([a, b, c, d)), 3)

oul-,-,-,-]désigne le birapport. La mesufe induit une mesure de Radon sur
I'espace des géodésiques non orientées du disque de Poincar@ufant géodé-
sique.

Désignons patf = OC]%A(Sl x S, Lv) I'espace des fonction& de carré in-
tégrable qui satisfont presque-partout I'égaktéx, y) = K(y, x). Pour le groupe
Diff }f"‘(Sl), a > 1/2, il existe un cocycle naturel associé a la représentation régu-
liere 6 sur #. Cecocycle de Liouville: correspond au cobord formel associé a la
fonction constante égale a 1. Plus concrétement,

22|l @)Y [sin(E2SED)|

cg™Hx, ) =1—|sin(*

Le fait quec(g) appartient & des quer > 1/2 estune remarque die essentiellement
a G. Segal et A. Reznikov. Ceci reste valable lorsgjast de classe et sa dérivée
appartient a 'espace de Sobol##/2+¢ (S, avece > 0 (voir [32]).

Supposons quE soit un sous-groupe de Dﬁff"‘(Sl), a > 1/2, tel que la res-
triction du cocycle de Liouville & soit triviale (en cohomologie continue). Il existe
alors une fonctiork € # telle quec(g) = K — 6(g)K pour toutg € I'. Ceci se
traduit par le fait que la mesuievg sur $ x St donnée palLvg = [1— K1%dLv
est invariante par.
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Fixons une quadruple quelconque de points b < ¢ < d < a cycliquement
ordonnés sur le cercle. Puisque pour tout I" on a

b pd
LvK([a,b]x[c,d])z// [1— K(r,s)]?dLv,

d’aprés I'inégalité triangulaire et I'égalité (3) on obtient

|\/Lv1(([a,b] x [c.d]) — \/log ({a. b c. d])| < IK]2.

Par le méme argument,

VLuk (8@, 6] x [8(0). g@)]) = y/log (Ig(@). g(5), g(c). g@)])| = K]z

PuisqueL vk estinvariante pag,

|VIog (g(@), 2B, 8(0), g@D — Viog(la, b, ¢, dD)| < 2/K Iz

Dong, si[a, b, ¢, d] = 2 alors

(8@, 8(b). 8(©), (@] < exp([/10g2) + 21K [2]°).

Nous en déduisons le lemme suivant.

Lemme 3.1. SiT" est un sous-groupe daiff f“" (SYH, a > 1/2, tel que la restriction
du cocycle de Liouville & est cohomologiquement triviale, alors il exigie > 0
telle que pour toug € T et toute quadruple de points< b < ¢ < d < a Vérifiant
la, b, c,d] =2,0nalg(a), gb), g(c), g(d)] < 2M.

Les sous-groupes de Homé&&") vérifiant la conclusion du lemme précédent sont
appelésuniformément quasi-symétriquéks sont appeléa/-uniformément quasi-
symétriques si I'on veut insister sur la constaM@. Ces groupes furent étudiés
dans [20] et [21] par A. Hinkkanen, qui s'intéressait au probléme de savoir s'ils sont
toujours quasi-symétriquement conjugués a des sous-groupes @2 RELL'une
des motivations de ce probléme était le fait que la version en dimension 2 (remplacer
«quasi-symétrique par «quasi-conforme et le «cercle> par laxsphere-) était
déja connue (voir [36]). A. Hinkkanen n’a pas complétement résolu cette question,
mais il y a répondu par I'affirmative dans plusieurs cas. Quelque temps apres, et a
I'aide du théoréme de convergence (voir [8] et [14]), on a démontré que la réponse
est affirmative si I'on considére seulement des conjugaisons topologiques. Bien que
le probléme de la conjugaison quasi-symétrique reste encore ouvert, ce résultat suffit
pour établir la proposition suivante, énoncée toutefois sur une forme un peu plus forte
dans [27] (voir [30] pour la preuve de la version générale).
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Proposition 3.2. Si ' est un sous-groupe deiff E“(sl), a > 1/2, tel que la
restriction du cocycle de Liouville B est cohomologiquement triviale, alorsest
topologiqguement conjugué a un sous-group®8ée(2, R).

Un point remarguable de la proposition précédente consiste en ce que la classe
de différentiabilité démandée est plus petite qée @ théoréme de Denjoy n’est
pasa priori valable ! (voir le Chapitre X de [19]). Le fait d’avoir obtenu une vraie
conjugaison topologique et pas seulement une semiconjugaison est donc relié a des
propriétés de I'action du groupe en général, et pas a celles d'un seul de ses éléments.

3.2. Une application pour les paires avec la propriété (T) relative.Le but de

ce paragraphe est de donner la démonstration du théoreme A. Pour cela, reprenons
la technigue du paragraphe précédent. Le cocycle de Liouville considéré induit une
représentation affine désur£§A(Sl x St, Lv). Si(T", I'g) posséde la propriété (T)
relative alors cette représentation admet un vecteur invariamgpat les arguments

du 83.1 (voir la proposition 3.2) montrent que le groupgest topologiqguement
conjugué a un sous-groupe du groupe de Mdbius.

La propriété (T) relative est stable par des extensions centrales finies. Ainsi, I'argu-
ment de passage au revétement a trois feuillets de la preuve du lemme 3.3 de [27]
montre quel’p est en fait topologiquement conjugué a un sous-groupe du groupe
des rotations. Pour que le texte soit autocontenu, nous rappelons cet argument, di a
D. Witte Morris.

Considérons le revétement & trois feuillets du cercle. Sur ce revét&hanit
(par difféomorphismes de class&'@) une extension’ deT" de la forme

0—Z/3Z — T — T — 0.

Si I'on désigne paig la préimage dé'o dansr’, alors du fait que la pair€l’, I'o)

a la propriét&T) relative et queZ/3Z est un groupe fini, la pairé, ['g) vérifie
encore la propriété (T) relative (voir la page 9 de [18] pour I'idée de la preuve de
cette affirmation). Comm&! s'identifie au cercle, I'argument plus haut montre que
le groupel’g lui aussi est topologiquement conjugué & un sous-groupe dePB)

Or, sig est un élément dEg qui fixe un point du cercle initial, alors 'une de ses
préimages dank fixe trois points deSt par I'action induite (voir la figure 1). Ceci
implique évidemment quEg est en fait topologiquement conjugué & un sous-groupe
de SA2, R).

Revenons a la preuve du théoréme A. Si le groDp@’est pas fini, alors il est
topologiquement conjugué a un groupe dense de rotations. Or, il est facile de voir que
le normalisateur dans Homés!) d’un sous-groupe dense de @OR) coincide
avec le groupe des rotations. Par suitegst topologiqguement conjugué a un sous-
groupe de S@, R), ce qui acheve la démonstration.
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Sl

ey —

Figure 1

Remarque 3.3.Le théoréme A et ce paragraphe en général ne font que rendre plus
naturelle la question suivante : quels sont les sous-groupes iéﬁﬁl), a>1/2,

pour lesquels l'action affine associée a la restriction du cocycle de Liouville est
géométriguement propre ? Par exemple, ce n'est pas le cas pour le (lissage du) groupe
de Thompson G (voir [17]), mais ce groupe est encore (T)-moyennable (voir [12]).
La méme question se pose pour I'extension finide I" qui agit sur le revétement &

trois feuillets du cercle original.

3.3. Annulation en cohomologie réduite. Soiente > 1/2 etI" un sous-groupe de
Diff }j"‘(Sl). Nous savons d'apres le 83.1 que si la restriction du cocycle de Liouville
al esttriviale (en cohomologie continue), aldrgst topologiquement conjugué a un
sous-groupe de P$2, R). Dans la suite, nous allons étudier le cocycle de Liouville
en cohomologie réduite a I'aide du lemme de Delorme.

Lemme 3.4. Supposons que le cocycle de Liouville restreirlt doit non nul en
cohomologie continue mais nul en cohomologie réduite. Alors il existe une mesure
de probabilité sur le cercle qui est invariante par

Preuve. D’apres le lemme de Delorme,ssest nul en cohomologie réduite et non nul
en cohomologie continue, ald#posseéde presque des vecteurs invariants. Autrement
dit, il existe une suit€éK,,) de vecteurs unitaires dé]lzg’A(Sl x S, L) telle que pour
toutg € I, la valeur de||K,, — 6(g)K,| converge vers zéro lorsquetend vers
I'infini. Définisons une suité.,,) de mesures de probabilité sur Sar

in(A) = / f K2(x. y)dLuv.
stJA
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Pour toute fonction continug: St — R on a

|10 (@) = () () (@)] < ll@ll £ /Sl fs |KZ — (0(g)Kn)?| dLv

<ll@lleellKn +60() Knll p2l| Kn — 0(8) Knll £2
=2|l@llexlIKn — O()Knll c2.

On déduit qudu, (¢) — ¢ (2)+(un)(@)] tend vers zéro lorsque tend vers l'infini.
Ainsi, si 1 est un point d’adhérence dg,,), alorsu est une mesure de probabilité
sur $ invariante paf. O

Remarque 3.5. Notons que sP a un vecteur invariant non n e °C%’A(Sl X
St, Lv), alors quitte & remplacek par K /|| K|, la mesureux est une mesure de
probabilité du cercle qui est invariante gar

4. Super-rigidité pour les réseaux de rang supérieur

4.1. Prolongement de I'action. Plagcons-nous sous les hypothéses du théoréme B.

Pour chaque fonctiok e # = £5(S! x S!, Lv) de norme 1, notongx la
mesure de probabilité sut 8btenue en projettant sur la premiére coordonnée. Plus

précisément,
i (A) = f / K?(x, y)dLuv.
stJa

Désignons par mes I'application n{és) = nx définie sur la sphere unité dé et a
valeurs dans I'espace des mesures de probabilité du cercle absolument continues par
rapport a la mesure de Lebesgue. Remarquons que I'on aurait pu définir I'application
mes en projettant sur la deuxiéme coordonnée, mais étant donnée la propriété de
symétrie des fonctions d,éf{'A(S1 x St Lv), ceci revient au méme.

L'application mes est équivariante par rappoif adans le sens que pour tout
g € T et pour toute fonctiork € £2° (S x S!, Lv) de norme 1,

meso(g)K) = ¢(g)«(MesgK)). 4)

Supposons que (I') ne fixe aucune mesure de probabilité sur le cercle et que
¢ (I') ne soit pas conjugué a un sous-groupe de(3R). Dans ce cas, d’'apres le §3,
le théoréeme de super-rigidité de Shalom fournit une fanjifts, . .., #} de sous-
espace$ (I')-invariants de# = °C%‘A(S1 x St Lv), et des cocycles;: I' — #;,
dont au moins 'un d’entre eux est non identiquement nul, de sorte que sur chaque
J¢; la représentation affine associée &'étend continlment & et se factorise sur
G,;. Fixons un indice € {1, ..., k} tel que#; soit non trivial. Nous affirmons que
l'image de la sphére unité d&; par I'application mes consiste d’au moins deux
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mesures distinctes. En effet, si cette image était identiquement égale & une mesure
megK) alors, d’aprés la propriété d’équivariance (4) et du fait g¢esst un sous-
espacé (I')-invariant, mesK) serait une mesure de probabilité sur le cercle invariante
parI", contredisant notre hypothése.

Fixons une base Hilbertienne (orthonormék), Ko, ...} de J¢;, et posons

_ 1Kyl
K = , K=
; 2" IK |

La mesure de probabilité x de S est une sorte demesure & support maximal

parmi les mesures obtenues en projettant des fonctio#; d&lle est sans atome

et absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue. Si I'on désigne par K
la fermeture du support geg, alors K est un ensemble compact sans points isolés.
De plus, étant donné qu#; estd(I')-invariant, 'ensemble K est invariant pBr et
puisquep (I') ne fixe aucune mesure de probabilité du cercle, K n’est pas réduit a une
réunion finie disjointe de sous-intervalles fermés 4e S

Si K n’est pas tout le cercle, retirons chaque composante connexe\dg, &t
puis identifions ses extrémités. Par ce procédé on obtient un cercle topoloﬁi,que S
sur lequel I'action originale d& induit une action par homéomorphismes directs.
Remarquons cependant que les orbites de cette action induite ne sont pas forcément
denses : I'ensemble K ne coincide pas nécessairement avec le minimal exceptionnel
de I'action originale (voir [29]). Lorsque K est tout le cercle, notons enckr&&ﬁl.
Quelque soit le cas, le cerclé Bérite d’une structure métrique naturelle : on peut le
paramétrer en utilisant la mesyig .

Pourg e I' notonsgk (g) I'’homéomorphisme delKSinduit parg. Fixons une
fonction K’ de la sphére unité d#; telle que la mesurg g soit distincte devg, et
désignons par,, (resp.l'y,,) le groupe des homéomorphismes directs }geqﬁj
préservent la mesure (induite sdg Bar) g (resp.ug’). Remarquons que le groupe
I, est topologiquement conjugué au groupe des rotationgg,Jiest une suite
d’éléments dé" telle que lim, . 1 pr; (¢,) = idg,, alors lavaleur d¢d (g,) K — K ||
tend vers zéro lorsque tend vers l'infini, et de méme pouip(g,)K’ — K’||. Un
argument analogue a celui de la preuve du lemme 3.4 montrégque,,)) (it k)
(resp.(¢k (g:)« (k) tend versug (resp. versug-) lorsquen tend vers linfini.
D’apres la premiére de ces convergences on conclut aisément que IagUEg))
posséde des points d’adhérence dans qu@b), etd’apres ces deux convergences
on déduit que tous ces homéomorphismes limites sont contenug’dans I, .
Puisqueu g estdistincte de x et son support est contenu dans celyige le groupe
[y NTy ., eststrictement contenu dang . Tout sous-groupe non dense du groupe
des rotations étant fini &t,, N T, étant un sous-groupe fermé de Homés}),
le groupel’,,, N T, doit nécessairement étre fini.

Désignons par HI'ensemble des Homéq(ﬁ%) telsquér = lim,,— o0 Pk (gn)

|~

al
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pour une suitég,) dansr" vérifiant lim,_, +« pr;(g,) = idg,. A partir de la défini-
tion, il est facile de voir que H est un sous-groupe fermé de quﬁb). De plus,
I'argument plus haut montre que H est contenu dgps N I',,. C'est donc un
groupe fini. Notons I'ordre de H et, dans le cas au> 1, fixons un générateur

de H. Remarquons qu&(h) # 0 (oup désigne le nombre de rotation). Fixons une
suite(g,) deT telle que lim,—, 4o Pr;(gx) = idg; €th = lim,_, 4 Pk (gn)-

Nous allons démontrer que H est contenu dans le centralisatety (@® dans
Homéq($1<). Pour cela, fixong € I'. Remarquons que g ‘g, g) tend aussi vers
idg, lorsquen tend vers l'infini. Par définition, la suitebK(g‘lgng)) tend vers un
élément de H, c’est-a-dire vekd pour certainj € (1, ..., r}. A partir de 'égalité
PPk (g gng)) = p(g gng) = p(gn) = p(¢K(gn)), n € N, on conclut aisément
que; = 1. Ceciimplique quéx (g) commute aves. Puisque; € I était un élément
arbitraire, le groupe H centralige (T).

Désignons par },@/fv le cercle topologique obtenu en identifiant les points &gle S
qui sont dans la méme orbite par H. Le cercleeSt un revétement fini de degrélu
cercle $/~. De plus, la représentatiatx : ' — HoméoF(Sl() induit de maniére
naturelle une représentation

¢: ' — Homéo, (S /~).

Notons que sig,) estune suite dE telle que py(g,) tend versid; lorsque: tend vers
l'infini, alors ¢ (g,) tend vers I'application identité dek$~. Nous sommes donc sous

les hypothéses du lemme 2.5, lequel nous permet de concluig siééend en une
représentatio®: G — Homéok(sﬁ/fv)quise factorise suf; . Cette représentation

® étendyp a semiconjugaison topologique et a revétement fini pres, et ceci termine la
preuve du théoréme B.

Remarque 4.1. Notons que d’aprés la démonstration du théoréme B, dans le cas
éventuel d’'une semiconjugaison topologique, la partie invagi&rd une mesure de
Lebesgue positive.

Rappelons que les sous-groupes finis de Hopigh sonttopologiquement conju-
gués a des groupes de rotations, et donc a des sous-groupes(@e®3koir [15]).
Ainsi, pour démontrer le corollaire du théoréme B, nous montrerons géi€li
préserve une mesure de probabilité sur le cercle et@i¢iR) = {0} pour tout sous-
groupe distingué et d'indice firlig deT", alors¢ (") est fini. En effet, si la mesure
invariante n’a pas d’'atome alogg(I") est semiconjugué a un groupe de rotations.
Sinon,¢ (I") posseéde une orbite finie. Etant donné @uet ' sont de type fini, ceci
implique quey (I') est un groupe fini. Dans le cas d’une orbite finie ceci découle du
théoréme de stabilité de Thurston, tandis que dans le cas d’une semiconjugaison a
un groupe de rotations ceci est a peu prées évident. La preuve du corollaire est donc
terminée.
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Exemple 4.2.0n pourrait étre tenté de vouloir utiliser le cocycle de contactal'origine
introduit dans I'exemple 2.1 afin d’obtenir un résultat analogue au théoreme B pour
les sous-groupes de Diff"‘([o, 1]) qui ne préservent pas de mesure de Radon sur
10, 1[. Or, un lemme bien connu et attribué a M. Muller et T. Tsuboi permet de se
ramener au cas ou les difffomorphismes sont tangents a I'identité a I'origine (voir [26]
et [38]), et dans ce cas il a été déja remarqué dans [41] que la représentation réguliére
correspondante posséde presque des vecteurs invariants. Nous montrerons (toujours
dans ce méme cas) que le cocycldonné par (1) est en fait nul en cohomologie
réduite.

Fixons un sous-groupe de type flhdans Difﬁ*"‘([o, 1)) tel queg’(0) = 1 pour
toutg € I'. Pour chaque € N considérons la fonction

Ky (x) = X1/n,11(x).

Il est clair que chaqu&,, appartient acﬂg([o, 1], div). Nous montrerons que si I'on
désigne pat, le cobord associé a cette fonction, aloyég) converge vers(g) pour
toutg € I'. En effet, en utilisant les estimées de I'exemple 2.1, on vérifie aisément

que
/g(l/n) dx
gt/m X

C
=t |log(ng=t(1/n))| + | log(ng(1/n))|.

C
le(@) = (Kn = 0 K)lI5 = — +

D’autre part, il existe nécessairement un poipte]0, 1/xn[ tel que(g~1) (x,) =
ng~1(1/n). Puisque la suitéx,) converge vers zérag—1) (x,) tend vers 1. En
raisonnant de la méme maniére avec lI'expressipii/»n), on déduit qud|c(g) —
(K, — 0(g)K»)|? tend vers zéro. Ceci montre quég) est la limite des, (g) =
K, —0(8)Ky.

Ce qui précede rend naturelle la question de savoir si I'espace de cohomologie
réduiteH1(I", #) associé a la représentation réguliérei-dessus est trivial ou non.
Signalons par ailleurs que le cocycle de Liouville peut encore étre défini pour des
groupes de difftomorphismes de l'intervalle (lorsque leur classe de différentiabilité
est supérieure &/2). Cependant, il n’est pas difficile de vérifier que, dans le cas de
tangence a l'identité a l'origine, la représentation unitaire correspondante possede
presque des vecteurs invariants.

4.2. Actions de groupes localement compactsRappelons d'abord le théoréme de
Montgomery et Zippin (voir [25]) «si G est un groupe topologique localement
compact, alors5 est un groupe de Lie si et seulement s’il existe un voisinage de
I'identité qui ne contient pas de sous-groupe compact non teijekest-a-dire s'iln’'y
apas de sous-groupe compapttit>). En utilisant ce résultat profond (et difficile) on
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démontre que tout sous-groupe localement compact de Ho¢B8cest un groupe de
Lie (réel). En effet, tout sous-groupe compact de Hom&d) étant topologiquement
conjugué a un groupe de rotations, Homés!) ne contient pas de sous-groupe
compack petit> (voir [15]).

Dans I'introduction nous avons signalé que la classification des actions de groupes
de Lieconnexepar homéomorphismes directs du cercle est bien connue (voir [13] ou
[15]). Plus concrétement, on sait que ces actions transitent par des homomorphismes
sur(R, +), Aff L (R), SO2, R), PSL(2, R) ou PSL (2, R) pour certairk > 1. Cette
classification sera essentielle pour la démonstration suivante.

Preuve du théoreme Nous supposons qug(I") n'est pas fini, ce qui d’aprés la
preuve du corollaire du théoreme B équivaut au fait gUE) ne préserve aucune
mesure de probabilité du cercle.

Considérons d'abord le cas ol I'on admet I'hypothése (i). Le cenfglzéiSentifie
alors au cercle original’SDu fait que le noyau de est fini on conclut qu'il existe
des suitegg,) dansI telles que pi(g,) converge vers igd. et les¢(g,) sont deux a
deux distincts. Ceci implique que le groupe de {iéG;) est non discret. D’apreés la
classification précédente, la composante connexe de l'identité de ce groGpR)
est soit S@2, R), soit un sous-groupe d’un produit de groupes des translations, de
groupes affines et de groupes conjugué3si(2, R) agissant sur des intervalles
ouverts deux a deux disjoints, soit B$2, R) pour certairk > 1. Le premier cas ne
peut pas se produire, étant donné gE) ne fixe aucune mesure de probabilité du
cercle. Le deuxieéme cas ne peut pas se produire non plus, étant donné que les orbites
par ¢ (I') sont denses et qu(G;)o est distingué dan®(G;) (car I'ensemble des
intervalles fixés pam (G;)o doit étre préservé pdr). Le grouped(G;)o est donc
conjugué a PSL(2, R) pour certairk > 1, et puisque ces derniers groupes coincident
avec leurs normalisateurs dans Homés}), ceci achéve la preuve du théoréme sous
I'hypotheése (i).

Considérons maintenant le cas de I'hypothése (ii) suivant lagoielts & valeurs
dans DifF_‘;(Sl). Nous avons déja remarqué que les orbites par I'actiolr ceir
Sk ne sont pas nécessairement denses KSkgnsemble fermé non vide invariant et
minimal de cette derniére action, et considérons I'action indiit€ — Homéc(Slk)

sur le cercle topologiqueiSobtenu en retirant les composantes connexeg &t

puis en identifiant ses extrémités. Les orbitespaont denses. Ainsi, pour pouvoir
appliquer les arguments de la premiére partie de la preuve, on doit démontrer que le
noyau ded est fini. Or, ceci est évident, étant donné que les difféomorphismes de
¢ (I") sont analytiques réels, et ses points fixes sont donc isolés (par conséquence, le
noyau de la restriction d& aTI" coincide avec celui dg).

Considérons finalement le cas de I'hypothese (iii) suivant laqueNeérifie le
théoreme des sous-groupes distingués de Margulis. De nouveau, nos devons montrer
que le noyau dé est fini. Or, si c’est ne pas le cas, alors ce noyau est d’indice fini dans
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I'. Ceci implique que les orbites pBrdes points d& sont finies, ce qui est absurde,
car les orhites pa® sont denses. La preuve du théoréme C est donc terminée.

Remarque 4.3. Signalons que dans [35], Y. Shalom a obtenu — comme une autre ap-
plication de son théoréme de super-rigidité cohomologique — un résultat qui sous une
forme faible se lit «xsous les hypothéses du cadre général; 9 — PSL(2, R) est

un homomorphisme avec image non métabélienne, alstétend &G et se factorise

en un homomorphisme de I'un dés>. Comme une conséquence de ce fait, sous les
hypotheses du théoreme C, lorsque I'imggd€) n’est pas finie, I'homomorphisme

¢ s'étendtoujours(a semiconjugaison topologique et a revétement fini prés) en un
homomorphisme d€& qui transite par la projection sur I'un des factedts

Remerciementsl’auteur remercie. de Cornulier, D. Gaboriau, E. Ghys, C. Lecuire,
N. Monod, M. Pichot, B. Sevennec, Y. Shalom et A. Valette pour d'intéressantes
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