Comment. Math. Helv. 80 (2005), 433454 Commentarii Mathematici Helvetici
© Swiss Mathematical Society

Une caractérisation des endomorphismes de Lattes par leur
mesure de Green
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Résumé We show that the Lattés endomorphisms are the only holomorphic endomorphisms of
the complexk-dimensional projective space whose measure of maximal entropy is absolutely
continuous with respect to the Lebesgue measure. As a consequence, Lattes endomorphisms are
also characterized by other extremal properties as the maximality of the Hausdorff dimension
of their measure of maximal entropy or the minimality of their Liapounov exponents. Our proof
uses a linearization method which is of independant interest and a previous characterization by
the regularity of the Green current.
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1. Introduction et résultats

Les propriétés dynamiques d’'un endomorphisme holomoypthe degré algébrique

d > 2 sur I'espace projectif complex# se reflétent sur son courant et sa mesure

de Green. Le courant de Green, n@tgest un(1, 1)-courant positif fermé, obtenu
comme lalimite deél, 1)-formesd—1,, ™ w, ouw désigne laforme de Fubini—Study. La
mesure de Green, notge est une mesure de probabilité invariante, obtenue comme
k-ieme puissance extérieure leCes obijets, introduits par Hubbard—Papadopol [15]

et Fornaess—Sibony [12], possédent de remarquables propriétés ergodiques. Fornaess
et Sibony ont montré que la mesure de Green est mélangeante [13]. Briend et Duval
ont établi que ses exposants de Liapounov sont supérieurs,allf] et qu’elle est

'unigue mesure d’entropie maximale ¢ig6].

La dimension de., notée dinu), est définie comme la borne inférieure des di-
mensions de Hausdorff des boréliensydenesure pleine. C’est une caractéristique
géométrique importante du systéme dynamidtie £, ). Lune des premiéres ques-
tions concernant I'estimation de cette dimension est de déterminer les systémes pour
lesquels elle est maximale ou, ce qui s’avere équivalent, ceux dontla mesure de Green
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est absolument continue par rapport a la mesure de Lebe$gliebjet de cet article
est de caractériser ces systémes, ce qui répond a une question posée par Fornaess et
Sibony dans [14] :

Théoréme 1. Les seuls endomorphismes holomorpheBdiont la mesure de Green
est absolument continue par rapport.4 sont les endomorphismes de Lattés.

Rappelons qu'un endomorphismeest de Lattés si il fait commuter un dia-
gramme :

(Ck*D>Ck

]P)k T)[@k

ou D est une application affine de partie linéaifd U (ou U est unitaire) et un
revétement ramifié sur les fibres duquel un groupe cristallographique complexe agit
transitivement. De tels endomorphismes existent en toute dimeksbriout de-

gréd ; leur mesure de Green est absolument continue par rappgrofexposants

de Liapounov égaux a logd [10]. En dimension 1, ils coincident avec les fractions
rationnelles induites par une isogénie d’'un tore complexe au moyen d'une fonction el-
liptigue. lIs sont traditionnellement appelés «exemples de Lattés» et fontI'objet d’une
étude détaillée dans I'article de revue de Milnor [22]. Signalons enfin que les endo-
morphismes de Lattés interviennent naturellement dans d’autres problémes, comme
celui de la densité des fractions rationnelles hyperboliques via la «conjecture NILF»
(voir [19], [3] Chap. 7) ou celui de la classification des paires d’endomorphismes qui
commutent [8]. lls fournissent également des exemples surprenants de domaines de
Ck*1 munis d’auto-applications holomorphes propres non injectives [10].

Voyons comment le théoréme 1 se traduit en terme de dimension de la mesure.
La maximalité de la dimension entraine la minimalité des exposants. Cela résulte de
l'inégalité dim(u) < 2(k—1)+ "’/\ikd, ouAy désigne le plus grand exposanydeCette
estimation, dont la preuve est esquissée en appendice, est due a Binder et DeMarco [4]
pour les applications polynomiales (voir aussi [7] pour un résultat plus précis). Il est
alors possible d’adapter aux dimensions supérieures le travail de Ledrappier [17], [18]
selon lequel, pour toute fraction rationnelle, I'égalité dans la formule de Margulis—
Ruelle entraine I'absolue continuité ge Cela fait I'objet de [11] et concerne en
particulier les mesures de Green d’exposants minimaux. Le théoreme 1 admet donc
pour corollaire :

Corollaire 1. Soitun system@X*, f, 1) ol f est de degré. Les propriétés suivantes
sont équivalentes

1. La dimension dew est maximale, égale Z.
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2. Les exposants de sont minimaux, égauxlagv/d.

3. L'endomorphismg’ est de Lattes.

Ainsi, pour un systémeéP*, f, 1) générique, lamesuyeest singuliére par rapport
awk, 'un de ses exposants est strictement supérieur ¥/Ibgt sa dimension est
strictement inférieure ak2

En dimensiork = 1, on trouve une démonstration du théoréme 1 dans I'article
de Mayer [21]. Signalons aussi le résultat beaucoup plus précis de Zdunik [24] qui
stipule que la dimension decoincide avec celle de son support ('ensemble de Julia
de f) si et seulement sf est un exemple de Lattés, un polyndéme de Tchebychev ou
une puissance?. La démonstration de Mayer repose sur un procédé de linéarisation
consistant a comparer les itérégsavec leurs applications linéaires tangenrtgs” .

Un tel procédé permet de «régulariser» la densité mesurahle: deelle-ci est en
fait lisse sur un ouvert. La structure d¢ese lit alors sur I'équation fonctionnelle
ffu=dp.

Il y a plusieurs difficultés a surmonter en dimension supérieure. Fondamentale-
ment, le probléme tient a ce que la mesurae porte pas les informations géomé-
triques «directionnelles» nécessaires a I'analyse de la structyfe delles-ci sont
recelées par le courafitdont elle dérive g = T¥) et s’y lisent particuliérement bien
lorsque celui-ci est lisse :

Théoréme (Berteloot—Loeb [2]). Tout endomorphisme holomorphe B dont le
courant de Green coincide avec ufte 1)-forme lisse strictement positive sur un
ouvert est un exemple de Lattes.

Il s’agit donc de déduire la régularité du courdntde I'absolue continuité de
la mesurex = T*. On utilise & cet effet une méthode de linéarisation locale de
I'endomorphismepar des homothéties

Techniquement, la difficulté réside dans la mise au point de cette méthode de
linéarisation car il faut pallier a I'absence du théoréme de Koebe.

Nous présentons maintenant la structure de l'article et les différentes étapes de
la démonstration. Les résultats destions3 et4 concernent la linéarisation et pré-
sentent un intérét pour eux-mémes.deation3 est consacrée a la construction d’'un
procédé de linéarisation général. Il s’agit, pour des che@énériques de, de rendre
la suite( /"), normale erx en la précomposant par des contractions équivalentes aux
applications linéaires tangentes inversésf”) 1. A cet effet, nous estimons pré-
cisément les erreurs cumulées lorsque I'on remplagar sa différentielle le long
d’une orbite. Outre la stricte positivité des exposants< --- < A, Ceci requiert
I'hypothéser; < 2i1. Nous obtenons le théoréme suivant :
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Théoréme 2. Si les exposants du systexiié, f, 1) sont tels que., < 211 alors,
pour -presque tout point, la suite( /" o (dxf")_l)n posséde au moins une limite
injective sur un voisinage de

En vue d'obtenir un énoncé de linéarisatjpar des homothétiesous majorons
la norme des différentiellgg/, /). Cecifait 'objet de lssectiond. Pour cela, nous
reprenons la méthode pluripotentialiste de Briend et Duval [5] dans le contexte des
linéarisations. Plus précisément, nous minorons la masse de I'ensemble des points
x ol les normeg (d, f™) 1| sont «grandes» (voir Proposition 2). L'énoncé précis
de linéarisation suivant résume les informations acquises dans cette section sous une
forme maniable.

Théoréme 3. Si les exposants du systeiié, f, 1) sont tels que.;, < 211, alors
pour tout borélienB, il existe un borélierB ¢ B de masse arbitrairement proche de
n(B)? ettg > 0 vérifiant les assertions suivantepour tout pointx € B, il existe
une suite extrait¢ f"/) ; et un réelv(x) > Otels que

1. f"i(x) € B pourtoutj € N.
2. f"io(d, f")~tconverge uniformémentvers un biholomorphismesgut v(x)).
3. lIdx f") 7 < t0(+/d)~" pour tout; € N.

Dans lasections, nous montrons que sila meswrest absolument continue alors
les différentiellegd, f"/)~1 intervenant dans le théoréme 3 sont équivalentes a des
homothéties de rappott/d) . Notons que la conditioh; < 211 est satisfaite car
la régularité dew entraine la minimalité des exposants.

Nous achevons la preuve du théoreme 1 darsetdion6. Nous montrons que
le courantT est régulier en utilisant le procédé de linéarisation par les homothéties
de rappori+/d) " et les relations d’invariancg”*T = d"T. Le résultat de [2] cité
plus haut montre qu’alorg est un endomorphisme de Lattes.

RemerciementsNous tenons a remercier le rapporteur tant pour sa lecture attentive
du manuscrit que pour ses conseils de rédaction.

2. Préliminaires

Nous résumons ici les principaux outils et résultats utilisés par la suite. Nous fixons
également quelques notations.

2.1. Vocabulaire et notations. e Un systémeP¥, f, 1) est la donnée d’'un endo-
morphisme holomorphg de I'espace projectif de dimensi@gndont le degrél est
supérieur ou égal a 2 et dont I'unique mesure d’entropie maximale estmomIs
dirons aussi que le systenig*, f, 1) est de degréd.
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e Soit (@, f. u) 'extension naturelle du systénig*, 7, ). On rappelle qu@f
est 'ensemble des orbitds := (x,)sez | f(xn) = X441} Muni de la topologie et

de la tribu produit. Soienrtro Pk — PFla prOjectlon définie paro(%) = xo, f le
décalage a droite ef Ie décalage a gauche sil‘i(f de sorte querg o o f = fomp.
On note/i 'unique mesure de probabilité-invariante suPk vérifiantmo. i = w.
Le caractere mélangeant flepasse 4.

« Soit X le sous-ensemble d& suivant :

X := (% € P¥ | x, ¢ Crit(f) pour toutr € Z)

ol Crit( f) désigne I'ensemble critique dé Le borélienX vérifie i(X) = 1, caru
ne charge pas I'ensemble analytique Cfit([23], Proposition A.6.3).
Par la suite, on s'autorisera a soustraice des ensembleg-négligeables.

2.2. Branches inverses et exposanta On construit une famille de cartes holo-
morphes(z;) _p« telle que :

1. 7,: Ck — PP* est un biholomorphisme sur son image g0) = x,

2. (tfw)o =3 Zj:l,k dz; Ndz;.
ouU w désigne la forme de Fubini—Study. Cette famille est obtenue en explicitant une
telle carte en un pointbasg € P¥, puis en la propageani4 par I'action transitive de
Ux+1(C). Ce faisant, on obtient plutdt une classe de cartes@t, est définie a un
élément du sous-groupe d’isotropiexgeres. Cette ambiguité pourra cependant étre
ignorée puisque kJ.1(C) est compact; les affirmations faisant intervenidevront
étre comprises comme valables pour tous les éléments de la classe de carttes en

On peut aussi, localement, faire un choix «différentiables,dear rapport & et en
particulier s’assurer que la propriété suivante est veérifiée :

(*) r);)lorx — r);)l(x) converge vers l'identité en topologi* lorsquex tend versc.

e Nous noteron8(0, R) (resp.P (0, R)) laboule euclidienne (resp. le polydisque)
deCk centrée en 0 et de rayah (resp. de polyrayolR, ..., R)). On désignera par
B(x, s) I'image deB(0, s) part.

« Nous utiliserons les applications suivantesxoél P* etn € N :

fro= IJT&) o f oty

1
K=t e [T ot=frwo o fx

Elles sont définies sur un voisinage de I'origine@e dont la taille dépend de et
den. Pour toutt € X, on notef; " la branche inverse d¢" «le long de I'orbitet»,
c’'est-a-dire :

—n ._ _
f/g = x_,,o"'ofxl
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Le lemme suivant stipule que ces branches inverses existent sur un voisinage de
I'origine dont la taille dépend mesurablement £leOn trouvera une preuve dans
I'article de Briend—Duval [5] (voir aussi [9] pp. 19-22).

Lemme 1. Soient0 < ¢ « 1et0 < rg <« 1. Il existe des fonctiong etr continues
surA]PJk strictement positives hors derit(f), ainsi que des fonctions mesurables
n: X =10, rp]l etC: X — [1, +oo[ Vérifiant les propriétés suivantes

1. Pour toutx € Pk \ Crit(f), f. estinjective suB(0, p(x)) et

BO,r(x)) C f:[B(O, p(x))].

2. Pour tout € X, lim,, Llog p(xs) = 0.

3. Pour tout# € X et toutn e N, f;” est injective suiB(0, n(x)), et pour tout
y €10, 1],

dof"[BO, yn(#)] C B(O, yr(x_gs1)e "*179).

4. Lip f7" < C(®)e™"*172) sur B(0, n(#)).

e Les exposants de Liapounov deseront notég; < --- < Ag. Nous utiliserons
de maniere cruciale la minoration optimale de ces exposants :

Théoréme (Briend—Duval [5]). Les exposants d’un systerd, f, 1) de degréd
sont plus grands quieg v/d.

3. Un procédé de linéarisation

Notre objectif est de démontrer le théoréme 2 présenté dans l'introduction. Nous
adoptons la définition suivante :

Définition 1. Un systemeaP, £, 1) est dit linéarisable si poyt-presque touk
PX, il existe v(x) > O et une sous-suite degf” o 7, o (dof") 11, qui converge
uniformément vers une limite injective sBI(O, v(x)).

La proposition suivante fournit deux conditions suffisantes de linéarisibilité. La
premiére réduit le probléme au controle uniforme local de la gifitédo ') ~* grace
au théoréme de Montel. La seconde transfere cette question de contrdle uniforme en
P s N o o
«temps négatif», c_est a dlrg aux gppllc_atlgﬁ§,l odof; K Nous utilisons pour cela
un argument classique basé sur l'invariance de la mgsure



Vol. 80 (2005) Une caractérisation des endomorphismes de Lattés 439

Proposition 1. Soit (P*, £, 1) un systéme eRy un nombre réel strictement positif.
Pour toutp €]0, 1] etn € N, on définit les ensembles

Ba(p) :={x € PX | f o (dofi")* estinjective deB(0, p) dansB(0, Ro)}
B(p) = limsupB, (p).

Le systéme est linéarisable si I'une des deux conditions suivantes est réalisée :
1) Il existea : 10, 1] — R telle quelim ,.oa(p) = Letu[B,(p)] > a(p) pour
toutn € N.
2) Pour toutrg €]0, Ro] il existe des fonctions mesurablgsS : X —10, ro] telles
que

(i) S=<n.
(i) Pourtouti € X, f;" est injective suB(0, 5(%)).

(ii)) Pour tout? € X ettoutn € N, dof;"[B(0, S())] € f;"[B(0, n(3))].
La seconde assertion implique la premiére.

Démonstration.La linéarisabilité enc résulte, via le théoréeme de Montel, de I'ap-
partenance de a U0<p§l B(p). Ainsi, commeun[B(p)] = limsup, u[B,(p)], la
condition 1 entraine la linéarisabilité-presque partout.

Voyons maintenant comment la seconde condition entraine la premiere. Posons
5(,0) ={x e X | §(x) > p}. ll suffit d’établir les inclusions suivantes :

o[ f " (3(0))] € Bu(p) pourtoutn € N.

En effet, compte tenu de l'invariance de on au[B.(p)] > ;l[f—” (Z(p))] =
;l[f(,o)]. La fonctiona(p) := ,&[/f?\(p)] convient carS est strictement positivg-
presque partout.

Etablissons maintenant les inclusions annoncées.jSeit /(%) tel quej e
3(p). Il s’agitde vérifier queg € B, (p). Rappelons quey = mp(x). L'appartenance
dey ai(p) signifie :

dof;"[B(O. )] C dof;"[BO. SGN] C f;"[BO.n()].

Commef‘” est injective suB (0, n(3)) d’'inverse f*, on obtient en composant les

inclusions précédentes paf

xo’

2o (dof2) ""[BO, p)] € B©, n(5)) C B(O, Ro).

Le pointxg appartient donc &, (p). O
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Nous démontrerons le théoréme 2 en vérifiant que la condition 2 de la proposi-
tion 1 est satisfaite. Ceci consistera a compenser les erreurs dues a la substitution de
dofx‘l_l af);l le long dex en diminuant le rayom(x). Pour que les compensations
cumulées fournissent un raydi(x) strictement positif, les erreurs commises de-
vront étre negligeables devant la plus petite dimension caractéristique de I'ellipsoide
dof; [B(O 1)] L'objet du lemme suivant est de montrer que tel est le cas lorsque
les exposants vérifient I'inégalitg. < 2X1.

Lemme 2. Soient un systémeﬂ)k, fin) et0 < e « 1 Il existe des fonctions
mesurables), £, F: X —]0, +-oo[ Vérifiant0 < n < ro < Ro telles que pour tout
X = (xp)nez €lément deX et toutn € N :

1. f;" estinjective suB(0, n(%)).
2. Pour touty €]0, 1] et toutu € dof; "[B(0, yn(%))] :

| (do ij}n“) —fo (Hl))(u)” < yE@F)e 2110

n+1 nx +e)
. |ldo fy D | < F(x)e"™*
Démonstration.Nous utilisons ici le lemme 1. Pour togit € 55, I'assertion 1 est
satisfaite. De plus, I’applicatioﬂ_(n+l) estinversible suB(0, r), our := r(x_(n+1)),
et son inverse est a valeurs danB(0, p) ol p := p(x_@u+1)). SOitY -, 0y le

développement de Taylor de— dog, ou Q, désigne une application homogéne de

degrép. Siu € B(O,r) alors||Q, )| = || & /& g(c?u)e=P?d6| < p et donc :

o () | -2 (7))

Lorsque de plus € dof;"[B(0, yn(%)] alors 4l < ye‘”(*l—f) (cflemme 1, (3))
et il s’ensuit que :

p
(g — dog) oyl < 3 12

p=2

14 /0 —2n(A1—€)
(g = dog) Wl < 3T :

L'assertion 2 du lemme s’en déduit catx_(,+1)) a un taux de croissance ex-
ponentiel nul (cf lemme 1,(2)). La derniere assertion découle immédiatement de la
définition des exposants de Liapounov. Nous 6tons iEi@n sous-ensemble de
mesure nulle. O

Démonstration du théorénie Il s’agit de montrer que la condition 2 de la propo-
sition 1 est satisfaite lorsque, < 2A;. Reprenons les notations du lemme 2 et
introduisons suX les fonctions mesurables suivantes :

£:(2) 1= sup{r < n(@) | dof;"[BO, 0] C f;"[BO,n())]}
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oY H EF oY ne
no(x) := mln{p >1|pourtoutn > p : —(x) <e }
n

$(3) 1= min{£,(®) | 0 < n < no(¥)}.

Posonsc; := 1 — e~/ @1-%=59) ayece suffisamment petit pour que le produit
]_[?oz1 Kk j converge et soit strictement positif. Définissons les fonctignsar :

sp (%) == s5(%) sin < ng(x)
n—1
si@®) =5 [] x sin=no®) +1.
j=no(®)

Pour montrer que la fonctioSi(X) := s(x) ]'[?‘;1 «; convient, il suffit d’établir les
inclusions :

(In)n>0 : dOf)g_n [B(O, Sn (2))] C f)g_n [B(Q n(f))]

Par définition da,, (X), ces inclusions sont satisfaites lorsque no(x). Supposons
que(l,) soit vraie poun > ng(%) et posons, := (%)(i)e*z”(’\lfze). Onaalors:

W et = 5 — | (dof; ")
En effet :

EF
Sl = Snkn = sp(1— e "@17M0) < (l - —()?)67"(2)‘17'\"756))
n

< s = Idof2L v = 50— | (dof ") v

la premiére majoration résultant de la définitiomgéx) etla seconde dulemme 2, (2).
Désignons pan\ la frontiere dedof;("J“l)[B(O, sn)]. On vérifie aisément que
l'inégalité (1) se traduit par :

2) dofy "V [BO, susn)] € dofy " [BO. s\ | B(p.vn).-
PEA

Par ailleurs, la premiére assertion du lemme 2 (ou I'on plyead%) stipule que sur

dofs"[B(O, sn)], fx__:(l'n+1) differe d’au plusv, de sa différentielle. Il s’ensuit que

@) dof; “U[BO s\ | Bp.v) € f71 o dof " [BO.sn)]-
PeEA

Observons finalement que l'inclusi@h,), composée paijm), s'écrit

(4) fit L odofT"[BO.s] € £ [BO, n(8)].
Les inclusions (2), (3) et (4) enchainées donriént;). O
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Remarque 1. L'inégalité A, < 21 peut étre interprétée comme une condition de
non résonancentrainant la linéarisabilité. Jonsson et Varg@tn [16], Theorem 3

ont, indépendamment de nous, mis en évidence la méme condition dans un probleme
voisin.

4. Une version précisée du procédé de linéarisation

L'objet de cette section est de controler le diamétre des ellipsaiggs) L[ B(0, 1)]
associés au procédé de linéarisation fourni par le théoréeme 2. Nous en déduisons le
théoréme 3 énoncé dans l'introduction.

Le théoreme de Briend-Duval, déja utilisé implicitement pour établir le
lemme 1, majore le taux de décroissance exponentielle de la taille de ces ellipsoides
par —log+/d. Cela signifie que pour tout > 0, on a|(dof™") | < " (Vd)™"
pourn assez grand. En reprenant la méthode de Briend—Duval dans le contexte de la
proposition 1, nous obtenons une majoration plus prédlgéof;')—ln < (Wd)™.
Rappelons queB, (p) est défini par :

Ba(p) := {x € PX | f o (dofi")* estinjective deB (0, p) dansB(0, Ro)}

et gu’en vertu de la proposition 1 et de la preuve du théoréme 2, il existe une fonction
a: 10,1] — R* telle que limp_ o (p) = 1 et

u[Br(p)] = a(p).

Nous montrons la proposition suivante :

Proposition 2. Soit(PX, f, 1) un systéme de degi#é> 2 tel quer; < 2i1. On pose
pourt >0, p €]0,1] etn e N :

Du(p,7) 1= Byu(p) N {x € PX | |[(dofH~ M < c (WD) ™).

Alors on a l'inégalité:
. C
liminf u[D,(p, 1)] = a(p) — = 7
n TSP

ouC > Oeta: ]0,1] — R* est une fonction telle quam ,,ox(p) = 1.

Le principe de la preuve est le suivant. PuisqueB, (p)] > «a(p) d'aprés la
proposition 1, il s’agit de majorer la mesure du complémentair®gé, ) dans
B, (p), noteDS (p, 7). Or, partout pointdedy (p, T) passe un disque dontle diametre
est au moins égal#p (+/d) ™" et dont image parf” reste contenue dans une boule
de rayonky fixé. Commef™*T = d"T, il passe donc par tout point dB¢ (p, 7)
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un «grand» disque «peu» chargé pabes techniques pluripotentialistes permettent
alors de majorer précisément la masse de I'ensemble de ces points pour la mesure
u = Tk,

Démonstration de la propositiod On dira qu’un disque holomorphe: A — C*

est de tailld > 0 et passe par € C* si il est de la former (u) = z + lu.v + B(u)

ol v est un vecteur unitaire d&, 8(0) = 0 et||8]| < ﬁ).

L'ingrédient principal est le théoréme suivant dont la preuve est résumée dans
I'appendice :

Théoréme (Briend—Duval [5]). SoitS := dd“w un (1, 1)-courant positif fermé de
potentielw continu sur le polydisqu® (0, R) et E C P(0, §). On suppose que par
tout pointz € E passe un disque holomorphe: A — CK de taille! et qu'il existe
une fonctiom:, harmonique su telle quejw o o, — h;| < € sur A. Alors il existe
une constant€ (w) ne dépendant que de telle queS* (E) < C(w)’;—ge.

En vue d'utiliser ce résultat, nous fixons des systémes de coordonnées locales
surP¥. Considérons un recouvrementBepar des ouverts’y, ..., Uy centrés en
des pointsn; et tel que sur chaqu&; nous puissions fixer des déterminations des
cartest, dépendant différentiablement dgcf la condition(x), section 2). Posons
Tj = Tm, puis, pourR > 0 fixé, V; := t;(P(0, R)). Si le recouvrement est assez
fin alors les propriétés suivantes sont satisfaites :

(i) Uj ctj(P(0,%)) etz (P(0, %)) c Vv, pour toutx € U;,
(i) o7t o — (710 + 1)

1 .
|el,P(o,§) < 1950 Pour toutx € Uj;.

Puis, siRg (introduit au lemme 1) est pris assez petit :
(iii) pour toutx € P¥ il existe/ € {1,..., N} tel quer,[B(0, Ro)] C V,
V) uix € UiNBy(p) | (dofy)™ N ,5) 1 = mU;jNBu(p)) —é€n,j
(iv) ui{x e UiNB,(p) | (dofH~[B(O, p)] c P(0, %)} = n(U; N B, (p))
aveclim, e, ; = 0.

Enfin, siv; désigne un potentiel continu desurV;, il existe une constant® > 0
telle que :

(V) T =dd‘v; et|v;| < M surV; pourtoutj € {1,..., N}.

D’aprés le théoréme 2, il existe une fonctwqui vérifie la propriété énoncée ala

proposition 1 (1) ; autrement dit(p) tend vers 1 quangd tend vers 0 eit[ B, (0)] >

a(p).
Comme il s'agit de minorer liminfu[D,(p, 7)], la propriété (iv) montre que
I'on peut considérer que :

(5) (dofMH~Y[BO, p)] c P (o, g) pour toutx € U; N By (p).
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Pour toutj € {1, ..., N} nous allons établir que :

. Mk?
®) u[Di(p. ) NUj] = Cojot 55

Soit doncx € D;(p, v) N U; et V,(x) un vecteur unitaire tel quﬁ(dof;’)_ln =

I (do.f) ™[V (x)]]l. Sionnotey, (x) = (do f7) [ Va (x)], 0n @l v, (x) || = Tp(Vd) ™.
On définit ainsi un disque affin®, ,: A — C* de diamétre au moins égal a
tp(+/d)™" en posant :

D, (1) 1= (do f) Htp. Vi (x)] = 0.0, (x).

Commex € Uj, (5) et (i) permettent de définir un nouveau disgig, . : A —

PO, R) par®;, , := rj?l o 7, o &, ,. Compte tenu de la propriété (iR ,, » est

un disque holomorphe de taille= p|jv,(x)|| > tp(+v/d)~" passant parj‘l(x).
Choisissond € {1,..., N} tel quet)[B(0, Ro)] C V; (propriété (iii)) alors,
commex € B,(p), 0naf” o1, o @, (A) C Tf2(x)[B(O, Ro)] C V; etdonc

ddc(vlofnofxoq)n,x) = (fnofxoq)n,x)*T = (Txoq)n,x)*f”*T = dn(fxoq>n,x)*T'
Par ailleurs, puisque, o ®, ,(A) C V; (cf. (5) et (i)), on a
(T 0 d)n’x)*T = ddc(vj oty 0Py ) = ddc(vj oTjo CDJ',,,’X).

Ainsi, ddc[vl offotyod, —d"vjort; oCD.,-,n,X] = 0. Autrement dit, la fonction entre
crochets est harmonique siiet, puisquév;| < M, le potentieb;ot; der}"T differe

d’au plude,, d’une fonction harmoniquesur le disqueb; ,, , detaillel > tp(+/d)™".
Dans ces conditions, (6) découle immédiatement du théoreme de Briend—Duval. On
en déduit 'estimation annoncée ave= Mk? Z?’zl C(vjotj). O

Terminons cette section par la preuve du théoréme 3. |l s’agit d’établir une version
du procédé de linéarisation ou les orbites issues d’un borélien prescrit sont assujetties
arécurrence. Cette précision découle des estimations fournies par la proposition 2 et
du caractére mélangeant de

Démonstration du théorén®& PosonsD, (p, t, B) := D,(p, 7)) N BN f"(B) et
D(p, t, B) = limsup, D, (p, T, B). Il est clair que six € D(po, o0, B) alors il
existe une suite extraitef”/); verifiant les trois assertions du theoreme 3. Il suffit
donc d'observer qug(:Dn (p, T, B)) approchew(B)? par défaut pourvu qugg, r—lo
soient assez petitsetassez grand. Or ceci résulte immédiatement de la proposition 2
et du caractere mélangeantdell suffit en effet de fixepg assez petit puisy assez
grand pour queD,(p, T) Soit presque der-mesure pleine pout assez grand et
d’utiliser ensuite le fait que.L[B N f*"(B)] approchew(B)? lorsquen tend vers
Pinfini. a
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5. Linéarisation par des homothéties

Dans cette partie, nous montrons que la suite des itéy€bg est linéarisable par
des homothéties de rappekf’d) " si et seulement gi est absolument continue par
rapport a la mesure de Lebesgue. Nous adoptons la définition suivante :

Définition 2. Un systéeme(P¥, £, u) de degréd est dit «/d-linéarisable si pour
u-presque tout € P, il existev(x) > 0 etune sous-suite cﬂ¢”ozxo(«/ﬁ)*”ldck]n
gui converge uniformément vers une limite injective 840, v(x)).

Autrement dit, un systéme esfd-linéarisable si pour tout générique, les el-
Iipso'rdes(dof;)_l[B(O, 1)] sont assimilables a des boules euclidiennes de rayon

(+/d)™". Comme la taille de ces ellipsoides est au pt(s/d) " (cf théoréme 3), il
suffitd’en contréler le volume. L'absolue continuitédée permet. Nous introduisons
a cet effet les ensembles suivants :

1
Vo(v) 1= {x e P* | v2d*" < |Jacs"? < —de”} pour toutv €]0, 1],
v
ou Jacf] désigne le Jacobien complexe tfeen 0. Nous obtenons le résultat suivant :

Proposition 3. Soit(P¥, f, 1) un systéme de dege Les propriétés suivantes sont
équivalentes

1. u est absolument continue par rapport a la mesure de Lebestue

2. Les exposants du systéme sont tous égdag &d et il existeg: 10, 1] — Rt
vérifiantlim, o B(v) = Letliminf, u[V,(v)] > B(v).

3. Le systéme estd-linéarisable.

Nous noteronsY I’ensembIeUP Crit f7. En tant qu’'union dénombrable de

sous-variétés algébriques B, c’est un ensemble de-mesure nulle (voir [23]) :
pn(¥) =0.

Démonstration.1) = 2). Commencons par établir I'existence de la fonctiorOn
notem = * la mesure de Lebesgue Bf. Puisqueu est absolument continue par
rapport am, il existep € L1(m) telle quen = ¢ dm. D’aprés le théoréme de Lusin,
il existe pour toutz € N des fonctions continues, et k,, ainsi que des boréliens
C,(p) etC,(p o f™) vérifiant :

1
¢ =gu SurC(y) et u[Cu(p)]=1- -

1
@o f"=h, surCh(pof") et u[Cn(wof”)]zl—r—l.
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SoitA, := {x e P | v < p(x) < 1} ouv €]0, 1]. On pose :

Zuy = [f"(A) NA]N[Calp) NCrlpo fH]NYE.

Rappelons que I’ensembﬂab,evb des points de Lebesgue dg , est défini par :

Leb .__ . m[B()C,S)ﬂZn’V] _
Zn,v T {x € Zn,v | slino m[B(x,s)] =1;.

L'absolue continuité de: entrainew(Z5%°) = u(Z,,,). Compte tenu du caractere
mélangeant dg et du fait quew(Y) = 0, on obtient pour. assez grand :

Leb 2 v 2 2
(ZE) = nA? (1= 3) = = = nanPa - ).

La fonctiong(v) := u(A,)%(1 — v) convient si I’incIusionZ,';fevb C V,(v) est satis-
faite. Fixons dona € Z,';?vb. Puisquex n'appartient pas a Crit”, il existesg > 0

tel que f" soit injective surB(x, sg). En outre,x étant un point de Lebesgue de
Zy,», ON peut diminueso pour quem|[B(x, s) N Z, ] > %m[B(x,s)] > 0 pour

tout 0 < s < so. En utilisant des changements de variables, d’abord par rapport a
w = ¢ dm qui est de Jacobien constant égal*a puis par rapport in = *, on
obtient :

dkn/ (pwk=/ (pwsz (Pofn(fn*wk)-
B(x,s)NZy f”[B(x,s)ﬁZ,,,v] B(x,s)NZy,»

Or, puisqueC, () N C, (¢ o f™) contientZ, ,, on peut remplacep parg, ety o f"
parh, dans ces intégrales. Aprés normalisationpés, n, v) := m[B(x, s) N Z, ],
il vient :

dkn ' 1

En W =

_ _ hy, (fn*a)k).
m(s, n, U) B(x,$)NZy.y m(S1 n, U) B(x,s)NZy,y

Comme les fonctiong, eth, sont continues en et (f™*w*), = |Jacf;’|2(co")x, on
obtient lorsque tend vers O :

d*g(x) = d* g, (x) = hy(x)|Jacf|? = ¢ o f"(x)|Jacs?|?

n2
c'esta dire'JadC{;' = wf}fffgx).Ainsi x € V,(v) carx et f"(x) appartiennent &.,,.
Vérifions maintenant que les exposants.d®nt minimaux. On dispose de I'éga-
lité classique lim % Iog|Jacf;’|2 = ZZle A, valable pouru-presque touk (cf
par exemple [1], Section 3.3). NotoWgv) := lim sup, V, (v) et choisissons assez
petit pour quex[V(v)] > B(v) > 1. Comme lim, X log|Jacs”|2 = klogd pour
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x € V(v), on obtienth:1 Ai = klog Jd. La minimalité des exposants découle
alors de la minoration; > log Jd.

2) = 3). La proposition 2 s’applique car les exposants sont tous égauxdog
Nous en reprenons les notations et posons

DV, (p,1,v) :=Du(p, ) NV, (v) €t DV (p, 7,v) :=IlimsupDV,(p, 1, v).
n

D’aprés 2) et la proposition 2[DV (p, T, v)] est arbitrairement proche de 1 pourvu
guep etv soient assez petits etsuffisamment grand. Il suffit donc de montrer que
(fH, est linearisable pa#, := (ﬁ)"lld(ck lorsquex € DV (p, 1, v). Soit donc
(nj); une suite strictement croissante d’entiers telle gue DV, (p, T,v) pour
tout ;. Puisque,‘Dan(p, T,V) C Dy;(p,T) C By, (p)Ona

£l o (dof')H(B(O, p)) C B(O, Ro).
Il s’agit donc de vérifier qucxadofxnf)*1 est equivalente &, . A cet effet, notons

§j1<--=8jk

les valeurs singuliéres d&:= (do f, ') 1, c'est a dire les valeurs propres de la racine
carrée deP P*, ou P* désigne I'adjoint deP. Il existe en particulier deux matrices
unitairesU et V telles queU PV = Diag(é; 1, ---,8;x). Ces valeurs singulieres

vérifients; . < t(v/d)™ carx € Dy, (p. 1) et (§;1...8;02 = [Jacf,’| 72 =
v2d—knj carx e Vn;(v). D'oU I'on déduit les inégalites :

vl ()T <8< <8 < T(Wd) M.

L'application (do f;/)~* est donc équivalente & I'homothétis, .

3) = 1). Soitx € P* un pointy générique. D’'aprés 3), il existe > 0 et une
suite croissante d’'entiel® ;) ; tels quef”/ o, o An;: B(O, p) — B(0, Ro) soit
une suite d'injections. Soiem, := 7,[B(0, r)] et By, = 7. [B(O, p(Vd)™")]. Il
s’ensuit que :

w(Bn;)

. B o By; - - ,
liminf w(Br) < liminf #(Bn;) < liminf =Iliminf w(f"(B,,)) <1
r—0 m(B, i m(By;) i dhn j !

ou la derniére égalité provient du fait queest de jacobien constaiit. Ceci étant
vérifié pouru-presque tout, la mesure. est bien absolument continue par rapport
am (cf[20], Theorem 2.12). O

Remarque 2. Comme nous l'avons fait pour établir le théoréme 3, une Iégere mo-
dification dans la preuve dg 2 3) permet de choisir la sous-suite;) ; de fagon

a ce quefi(x) ne s’échappe pas d’'un borélidnde -mesure strictement positive
prescrit.
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6. Régularisation du courant de Green

Nous achevons ici la preuve du théoréme 1. D’aprés la proposition 3, il s'agit de
caractériser les systemé®, f, 1) qui sonty/d-linéarisables. La démonstration re-
pose sur le lemme 3 ci-dessous. Commencons par introduire quelques définitions.
On noteraS := S, + S la décomposition de Lebesgue d'(h 1)-courant positifS.

Celle-ci peut étre définie a partir de la décomposition de Lebesgue des mesures car un
tel courant peut étre considéré comme (hel)-forme a coefficients mesures. |l est

trés facile de voir que cette décomposition est unique et que les cosgafi{sestent
positifs. Par contre la fermeture éventuelleSdeimplique pas celle d&, ou des;.

Nous noterons Sugp) le support deS etos := S A wf~1 sa mesure trace. On voit
facilement que la décomposition de Lebesgue dest donnée pars = o, + o, .

Lemme 3. Soient(P, f, 1) un systéme/d-linéarisable, S un courant positif de
bidegré(1, 1) surP* tel que f*S = dS (S n’est pas nécessairement femed Q un
ouvert deP¥ chargé paru.

1) SiSestabsolumentcontinusr(S = S,) alorsil existe une boul8(0, r) c Ck,
un ouvert’ c Q chargé paru et un biholomorphismé: B(0,r) — Q' C Q
tels qued* S soit une forme différentielle a coefficients constantsa(f, r).

2) Supposons qué dérive d'un potentiepshcontinuv sur Q (S = dd°v). Si S,
est nul sur2 alors (2 N Supps) = 0.

Démonstration du théorénfe Soit Q@ un ouvert deP* chargé pan. La premiére
assertion du lemme 3 appliqué&.apermet de supposer que dans de bonnes coor-
données, la restriction dg a2 est donnée par une fornkg a coefficients constants.

En particulierT, posséde un potentiel continu Saret il en va donc de méme pour

T, = T — T, carT est a potentiels locaux continus. Ceci permetSsul’ exprimeru

sous la forme d’'une somme de mesures positives obtenues comme produits extérieurs
deT, etT; :

k
) p=T = (T, + 1) =15+ c] T/ ATy
j=1

Puisque(Ty), est identiguement nul par définition, la seconde assertion du lemme 3
montre quew ne charge pa& N SuppT; et donc, au vu de (7), la mesufg n’est

pas identiquement nulle s@. Autrement dit la formeH n’est pas dégénérée. Par
ailleurs, puisque: est absolument continue, chaque terme du second membre de (7)
doit, en tant que mesure positive, étre absolument continue. En particulier, la mesure
singuliereT; A TF=1 est nulle sur. Or, H étant strictement positive, celle-ci est
équivalente a la mesure traeg de7;. Le courant (positif)l; est donc nul suf2 et

T coincide sur cet ouvert avec une forme lisse définie positive. Lendomorphisme
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est donc un exemple de Lattes comme cela est démontré dans [2] (voir le résultat cité
dans l'introduction). O

Démonstration du lemni® Pour simplifier les notations, nous ne ferons pas figu-
rer les cartes locales, dans cette démonstration. Nous notahns 'homothétie
(Vd)™"d k.

1) PuisquesS est absolument continu sf, il est de la forme

i - AY
1<p.q<k

Soit M I'ensemble des points de ou toutes les fonction’s, , sont continues en
moyenne, c'est a dire :

1

im ——— hpq@)dm(t) =h,,(z) pourtoutz € M.
P20 (B, 1) Jaien 70 pa'®) P

Puisque le systéme egid-linéarisable. est absolument continue par rappont &t
I'ensembleM est de mesure totale pomret . NotonsR I'ensemble des points de
QN Suppu ol la suite( f),, est linéarisable par des homothéties de rappdi .
Commeyu est absolument continue, la proposition 3 nous assurg g€ R) > 0.
Soit alorsz € M N R et posonsd, := f" o A, (on identifiez avec l'origine
de C*). Quitte & prendre une sous-suite,(0) = f"(z) reste dans/ N Suppu
ou V est un voisinage de (cf Remarque 2) et la suitéb,), converge vers un
biholomorphismed: B(0,v) — Q' C Q. Le support deu étant fermé et invariant,
on a®(0) € @ N Suppu et doncu (') > 0. Linvariance deS entraine :

OIS = AL TS = d"AYS = ’5 3 hpgo Andzp Ad,.

1<p.g=k

Puisquez € M, on obtientd*S = %Zlip,qik hp,4(0) dz, Adz, par passage a la
limite.

2) Supposongt(£2 N SuppS) > 0 et montrons ques, est non nul. Quitte a
diminuer € on peut supposer qug = dd°v sur un voisinage? de Q. Quitte &
choisir une carte locale est un ouvert d&€*. D’aprés la proposition 3, il existe
R C QN SuppsS de u-mesure positive tel que pour tout point R, il existe une
sous-suiteb,; := f"/ o (z+ A,;) convergeant uniformement sBr0, v(z)) vers un
biholomorphismeb. On peut aussi supposer qii&i (z) € R (cf remarque 2).

Observons tout d'abord qu'il suffit de montrer qoig possede une dérivée de
Radon-Nykodym strictement positive en tout paimte R :

1

- SAwk ™ >0 pourtout; € R,
n d—kl’l /I;(Z’v(ﬁ —n) 0
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ol wg désigne la forme standal‘gﬂdcnznz. En effet, commes(R) > 0, cette pro-
priété montre que la mesueg, (qui est égale dos),) n'est pas triviale suf2 et il
s’ensuit que le courant positif, n’est pas nul.

Vérifions a présent la stricte positivité des dérivées. Notons que quitte a supprimer
aR un ensemble de mesure de Lebesgue nulle (doperdesure nulle), ces dérivées
existent en tout point d&. Fixons donc € R, et reprenons les applicatiods,; et
® précédentes. Comme(0) € Q on peut diminuer de fagon a ce que les ouverts
®,,(B(0, v)) et®(B(0, v)) soient contenus dars®. Puisquef*S = 4, il vient :

1 / k-1 1 / : k-1
S SAhwk =~ RS A w
d=kn; B(z,m/c?)—"j) 0 d—k=bn; 4, [BOV)] 0

1 * * k—1
= J—G—Dn; /l;(v) ;S A (A7, o)
k—1
BW)
:/ dd®(vo ®,,) Awg T,
B(v)

ou B(r) désigne la boule centrée en I'origine et de rayohe théoreme de conver-
gence dominée entraine alors :

. 1
lim —
i d™ Jpwday™)

SAwf > / dd®(vo ®) At = / D*S A wh L
B(v) B(v)

Cette derniére intégrale est bien strictement positivede@j € R c Supps. O

7. Appendice

Nous résumons ici la preuve du théoréme du pluripotentiel utilisé dans la section 4,
ainsi que celle de I'estimation de la mesure présentée dans l'introduction.

7.1. Un théoreme de la théorie du pluripotentiel. Il s’agit d’établir la version
suivante d'un résultat d0 a Briend—Duval [5] :

Théoréme. SoitS := dd°w un (1, 1) courant positif fermé de potential continu
sur le polydisqueP (0, R) etE C P(O, %) On suppose que par togte E passe un
disque holomorphe, : A — C* de taille/ et qu'il existe une fonctioh, harmonique
surAtelle qugwoo, —h,| < e surA. Alorsil existe une constané®w) ne dépendant
que dew telle queS*(E) < C(w)’;—zze.
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Rappelons qu’un disque holomorptie A — Ck passant par € Ct est dit de
taille! > O siil estde la forme (1) = z + lu.v + B(u) oUv est un vecteur unitaire
deCk, B(0) =0 et Bll < 1950

Démonstration.Soit p; la projection sur ld-ieme axe deCk et E; = {z € E |

lpi(v)] > \/i;}, de sorte queE = |J,_1, E;. Pour fixer les idées nous allons

estimerS*(Ey). A cet effet, on recouvre le pondisqu‘e(O, %R) par environN :=
729% ellipsoides contenus dam3(0, R) de la forme€[B(0, R)] ol €(z1.2)) =

(ﬁZL 7).
Soit & I'un de ces ellipsoides. Puisq@eest strictement pseudoocaxe, il iste

une fonctionid p.s.h maximale sui€, continue sug et coincidant avea surbé.

Siz € & N E1, on voit facilement que le disque (A) traverseg, au sens ou la com-

posante connex@ dea;l(@ ﬂaZ(A)) contenant |'origine est relativement compacte

dansA. Unargument de principe du maximum montre Quest simplement connexe.

En I'exhaustant par des domaines a bord suffisamment régulier, on peut paramétrer

des disques holomorphes contenus das dont le bord est arbitrairement proche

debé&. Plus précisément, > 0 étant fixé, on trouve une transformation conforme et

continue jusqu’au borgr: A — ¥ (A) C € telle quey (0) = 0 et| — w| < € sur

0. oy (bA). Posons, := o, o y et notond: la fonction harmonique suk continue

surA et coincidant avee o &, surbA. On a alors :

(8) w(z) < H(z) < h(0) + €

la premiéere inegalité provient de la maximalitélesur & et la seconde du principe

du maximum appliqué@o&, —h (cette fonction coincide aveto6, —wod, SUrbA).
Par hypothése on/a oy —€ <woo oy =wod; < h,oy +esurA.Ona

donc aussh, oy —e <h < h; o + € etil S’ensuit que :

9 w(z) = h(0)] < 2.

Les inégalités (8) et (9) montrent que :

ENE1CE(w,e):={z€&|0=<w(x)—w(z) =< e}

La majoration annoncée résulte alors immeédiatement de I'estimation suivante qui est
au coeur de la démonstration de Briend—Duval et pour lagquelle nous renvoyons a [5]
ou [23] page 180, Théoreme A.10.2 ;

Il existe une constant€(w) > 0 telle que(dd“w)[&(w, €)] < C(w)e. O

7.2. Estimation de la dimension. Nous esquissons la preuve de I'estimation de la
dimension en reprenambutatis mutandides arguments développés par Binder et
DeMarco [4] dans le cas des endomorphismes polynomia@ de
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Théoréme. Soit un systemePt, f, u) de degren’ etd’exposanta; < --- < Ar. La
dimension dex vérifie: dim(x) < 2(k — 1) + °g

Rappelons que la dimension est définie comme la borne inférieure des dimensions
de Hausdorff des boréliens de mesure totale. Ce résultat montre que si la dimension
deu est égale aR, alors tous les exposants desont minimaux, égaux a logd.

Démonstration.ll s’agit d’exhiber pour tout > 0 un borélient de mesure totale
vérifiant :
ogd
(10) dimy (V) < 2(k — 1) + i + —e
Ak Ak

Soit A I'ensemble des points = (x,)n>0 deIP’k vérifiant pour touz > 0 :

.
B(x-. K_Ze—nw@) C f7"[B(x0. r0)]

et
m (" [B(xo, ro)]) < kge™ 21t thotne,

On rappelle que: désigne la mesure volume standardBurOn vérifie que sig est
assez grand et assez petit, alorg(A) > 0 (cf [4], lemme 2).

SOItAn = f ”A La mesurg: étant ergodique, le théoreme de Birkhoff entraine
quey := lim sup, A, est de mesure totale.

On pose alory := no(Y) etA, = no(A ), de sorte qué& est aussi de mesure
totale et est contenu dans lim suf, . Estimer la dimension de Hausdorff Heevient
a estimer celle des ensembl&g, pourn assez grand. Par définition de tout point
y de A, vérifie :

(1) f™ admet une branche invergg surB(f"(y), ro), telle queg, (f"*(y)) =y
(2) LabouleB(y, 2e™"*++9)) contient? := g,[B(f"(y), r0)]
(3) m(ﬂ’) < koe—Zn(A1+-~-+Ak)+né_

Il découle de ces propriétés gag est recouvert par une famil{e?; ), <; d’ouverts
du types dont le cardinal est de I'ordre d&”. Pour le voir, il suffit de recouvridg
par un nombre fini de bouIeB(xiO, %ro) puis d’observer que tout € A, est dans
gn[ B(xig» 370)] dés lors quef” (y) € B(xi,, 370). D’aprés le point 3, le volume de
la réunion des?; n’excéde pag”e—21 (1t +ri)tne,

Considérons a présent un recouvremett ) jc; de A, par des sous-ensembles
de diametrefg—e"* provenant d’'un maillage d&*. D'apres le point 2, un
sous- ensemble%, intersectant,, est nécessairement contenu dafs; ;. On a

k 2n(A1+-+Arr)+
_ . €
(l JiG[ :/jl) < d ne 1 k)i

m(M]) ~ (e—n(Ak+e))2k

CardJ) < e
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En minorant les exposants, . .., Ax_1 par Iog\/ﬁ, on obtient :

Carc{J) g dnen([Z(kfl))nk]+(2k+l)e).

Il s’ensuit que la mesure de Hausdorffdlg de dimensio = 2(k—21)+logd/ ¢+
2ke /1y, est minorée pae~"¢ pourn assez grand. La&-mesure de Hausdorff de
Y c limsup, A, est donc finie pour tout > 0. Cela termine la démonstration, car
Y est un borélien de mesure totale. O
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