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Une caractérisation des endomorphismes de Lattès par leur
mesure de Green

F. Berteloot et C. Dupont

Résumé.We show that the Lattès endomorphisms are the only holomorphic endomorphisms of
the complexk-dimensional projective space whose measure of maximal entropy is absolutely
continuous with respect to the Lebesgue measure. As a consequence, Lattès endomorphisms are
also characterized by other extremal properties as the maximality of the Hausdorff dimension
of their measure of maximal entropy or the minimality of their Liapounov exponents. Our proof
uses a linearization method which is of independant interest and a previous characterization by
the regularity of the Green current.
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1. Introduction et résultats

Les propriétés dynamiques d’un endomorphisme holomorphef de degré algébrique
d ≥ 2 sur l’espace projectif complexePk se reflètent sur son courant et sa mesure
de Green. Le courant de Green, notéT , est un(1,1)-courant positif fermé, obtenu
comme la limite des(1,1)-formes 1

dn
f n∗ω, oùωdésigne la forme de Fubini–Study. La

mesure de Green, notéeµ, est une mesure de probabilité invariante, obtenue comme
k-ième puissance extérieure deT . Ces objets, introduits par Hubbard–Papadopol [15]
et Fornaess–Sibony [12], possèdent de remarquables propriétés ergodiques. Fornaess
et Sibony ont montré que la mesure de Green est mélangeante [13]. Briend et Duval
ont établi que ses exposants de Liapounov sont supérieurs à log

√
d [5] et qu’elle est

l’unique mesure d’entropie maximale def [6].
La dimension deµ, notée dim(µ), est définie comme la borne inférieure des di-

mensions de Hausdorff des boréliens deµ-mesure pleine. C’est une caractéristique
géométrique importante du système dynamique(Pk, f, µ). L’une des premières ques-
tions concernant l’estimation de cette dimension est de déterminer les systèmes pour
lesquels elle est maximale ou, ce qui s’avère équivalent, ceux dont la mesure de Green
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est absolument continue par rapport à la mesure de Lebesgueωk. L’objet de cet article
est de caractériser ces systèmes, ce qui répond à une question posée par Fornaess et
Sibony dans [14] :

Théorème 1.Les seuls endomorphismes holomorphes deP
k dont la mesure de Green

est absolument continue par rapport àωk sont les endomorphismes de Lattès.

Rappelons qu’un endomorphismef est de Lattès si il fait commuter un dia-
gramme :

C
k

D ��

σ

��

C
k

σ

��
P
k
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��
P
k

oùD est une application affine de partie linéaire
√
d U (oùU est unitaire) etσ un

revêtement ramifié sur les fibres duquel un groupe cristallographique complexe agit
transitivement. De tels endomorphismes existent en toute dimensionk et tout de-
gréd ; leur mesure de Green est absolument continue par rapport àωk d’exposants
de Liapounov égaux à log

√
d [10]. En dimension 1, ils coïncident avec les fractions

rationnelles induites par une isogénie d’un tore complexe au moyen d’une fonction el-
liptique. Ils sont traditionnellement appelés «exemples de Lattès» et font l’objet d’une
étude détaillée dans l’article de revue de Milnor [22]. Signalons enfin que les endo-
morphismes de Lattès interviennent naturellement dans d’autres problèmes, comme
celui de la densité des fractions rationnelles hyperboliques via la «conjecture NILF»
(voir [19], [3] Chap. 7) ou celui de la classification des paires d’endomorphismes qui
commutent [8]. Ils fournissent également des exemples surprenants de domaines de
C
k+1 munis d’auto-applications holomorphes propres non injectives [10].

Voyons comment le théorème 1 se traduit en terme de dimension de la mesure.
La maximalité de la dimension entraîne la minimalité des exposants. Cela résulte de
l’inégalité dim(µ) ≤ 2(k−1)+ logd

λk
, oùλk désigne le plus grand exposant deµ. Cette

estimation, dont la preuve est esquissée en appendice, est due à Binder et DeMarco [4]
pour les applications polynomiales (voir aussi [7] pour un résultat plus précis). Il est
alors possible d’adapter aux dimensions supérieures le travail de Ledrappier [17], [18]
selon lequel, pour toute fraction rationnelle, l’égalité dans la formule de Margulis–
Ruelle entraîne l’absolue continuité deµ. Cela fait l’objet de [11] et concerne en
particulier les mesures de Green d’exposants minimaux. Le théorème 1 admet donc
pour corollaire :

Corollaire 1. Soit un système(Pk, f, µ) oùf est de degréd. Les propriétés suivantes
sont équivalentes:

1. La dimension deµ est maximale, égale à2k.
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2. Les exposants deµ sont minimaux, égaux àlog
√
d.

3. L’endomorphismef est de Lattès.

Ainsi, pour un système(Pk, f, µ)générique, la mesureµest singulière par rapport
à ωk, l’un de ses exposants est strictement supérieur à log

√
d et sa dimension est

strictement inférieure à 2k.
En dimensionk = 1, on trouve une démonstration du théorème 1 dans l’article

de Mayer [21]. Signalons aussi le résultat beaucoup plus précis de Zdunik [24] qui
stipule que la dimension deµ coïncide avec celle de son support (l’ensemble de Julia
def ) si et seulement sif est un exemple de Lattès, un polynôme de Tchebychev ou
une puissancez±d . La démonstration de Mayer repose sur un procédé de linéarisation
consistant à comparer les itéréesf n avec leurs applications linéaires tangentesdxf

n.
Un tel procédé permet de «régulariser» la densité mesurable deµ : celle-ci est en
fait lisse sur un ouvert. La structure def se lit alors sur l’équation fonctionnelle
f ∗µ = dµ.

Il y a plusieurs difficultés à surmonter en dimension supérieure. Fondamentale-
ment, le problème tient à ce que la mesureµ ne porte pas les informations géomé-
triques «directionnelles» nécessaires à l’analyse de la structure def : celles-ci sont
recelées par le courantT dont elle dérive (µ = T k) et s’y lisent particulièrement bien
lorsque celui-ci est lisse :

Théorème (Berteloot–Loeb [2]).Tout endomorphisme holomorphe deP
k dont le

courant de Green coïncide avec une(1,1)-forme lisse strictement positive sur un
ouvert est un exemple de Lattès.

Il s’agit donc de déduire la régularité du courantT de l’absolue continuité de
la mesureµ = T k. On utilise à cet effet une méthode de linéarisation locale de
l’endomorphismepar des homothéties.

Techniquement, la difficulté réside dans la mise au point de cette méthode de
linéarisation car il faut pallier à l’absence du théorème de Koebe.

Nous présentons maintenant la structure de l’article et les différentes étapes de
la démonstration. Les résultats dessections3 et 4 concernent la linéarisation et pré-
sentent un intérêt pour eux-mêmes. Lasection3 est consacrée à la construction d’un
procédé de linéarisation général. Il s’agit, pour des choixµ-génériques dex, de rendre
la suite(f n)n normale enx en la précomposant par des contractions équivalentes aux
applications linéaires tangentes inverses(dxf

n)−1. A cet effet, nous estimons pré-
cisément les erreurs cumulées lorsque l’on remplacef par sa différentielle le long
d’une orbite. Outre la stricte positivité des exposantsλ1 ≤ · · · ≤ λk, ceci requiert
l’hypothèseλk < 2λ1. Nous obtenons le théorème suivant :
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Théorème 2. Si les exposants du système(Pk, f, µ) sont tels queλk < 2λ1 alors,
pourµ-presque tout pointx, la suite

(
f n � (dxf n)−1

)
n

possède au moins une limite
injective sur un voisinage dex.

En vue d’obtenir un énoncé de linéarisationpar des homothéties, nous majorons
la norme des différentielles(dxf n)−1. Ceci fait l’objet de lasection4. Pour cela, nous
reprenons la méthode pluripotentialiste de Briend et Duval [5] dans le contexte des
linéarisations. Plus précisément, nous minorons la masse de l’ensemble des points
x où les normes‖(dxf n)−1‖ sont «grandes» (voir Proposition 2). L’énoncé précis
de linéarisation suivant résume les informations acquises dans cette section sous une
forme maniable.

Théorème 3. Si les exposants du système(Pk, f, µ) sont tels queλk < 2λ1, alors
pour tout borélienB, il existe un borélienB̃ ⊂ B de masse arbitrairement proche de
µ(B)2 et τ0 > 0 vérifiant les assertions suivantes: pour tout pointx ∈ B̃, il existe
une suite extraite(f nj )j et un réelν(x) > 0 tels que

1. f nj (x) ∈ B pour toutj ∈ N.

2. f nj �(dxf nj )−1 converge uniformément vers un biholomorphisme surB(x, ν(x)).

3. ‖(dxf nj )−1‖ ≤ τ0(
√
d)−nj pour toutj ∈ N.

Dans lasection5, nous montrons que si la mesureµ est absolument continue alors
les différentielles(dxf nj )−1 intervenant dans le théorème 3 sont équivalentes à des
homothéties de rapport(

√
d)−nj . Notons que la conditionλk < 2λ1 est satisfaite car

la régularité deµ entraîne la minimalité des exposants.
Nous achevons la preuve du théorème 1 dans lasection6. Nous montrons que

le courantT est régulier en utilisant le procédé de linéarisation par les homothéties
de rapport(

√
d)−n et les relations d’invariancef n∗T = dnT . Le résultat de [2] cité

plus haut montre qu’alorsf est un endomorphisme de Lattès.

Remerciements.Nous tenons à remercier le rapporteur tant pour sa lecture attentive
du manuscrit que pour ses conseils de rédaction.

2. Préliminaires

Nous résumons ici les principaux outils et résultats utilisés par la suite. Nous fixons
également quelques notations.

2.1. Vocabulaire et notations. • Un système(Pk, f, µ) est la donnée d’un endo-
morphisme holomorphef de l’espace projectif de dimensionk dont le degréd est
supérieur ou égal à 2 et dont l’unique mesure d’entropie maximale est notéeµ. Nous
dirons aussi que le système(Pk, f, µ) est de degréd.
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• Soit (P̂k, f̂, µ̂) l’extension naturelle du système(Pk, f, µ). On rappelle quêPk

est l’ensemble des orbites
{
x̂ := (xn)n∈Z | f (xn) = xn+1

}
muni de la topologie et

de la tribu produit. Soientπ0 : P̂k → P
k la projection définie parπ0(x̂) = x0, f̂ le

décalage à droite et̂f
−1

le décalage à gauche sur̂Pk, de sorte queπ0 � f̂ = f � π0.
On noteµ̂ l’unique mesure de probabilité̂f -invariante sur̂Pk vérifiantπ0∗µ̂ = µ.
Le caractère mélangeant deµ passe à̂µ.

• Soit X̂ le sous-ensemble dêPk suivant :

X̂ := {x̂ ∈ P̂k | xn /∈ Crit(f ) pour toutn ∈ Z}
où Crit(f ) désigne l’ensemble critique def . Le borélienX̂ vérifie µ̂(X̂) = 1, carµ
ne charge pas l’ensemble analytique Crit(f ) ([23], Proposition A.6.3).

Par la suite, on s’autorisera à soustraire àX̂ des ensembleŝµ-négligeables.

2.2. Branches inverses et exposants.• On construit une famille de cartes holo-
morphes

(
τx

)
x∈Pk

telle que :

1. τx : C
k → P

k est un biholomorphisme sur son image etτx(0) = x,

2. (τ ∗
x ω)0 = i

2

∑
j=1,k dzj ∧ dz̄j .

oùω désigne la forme de Fubini–Study. Cette famille est obtenue en explicitant une
telle carte en un point basex0 ∈ P

k, puis en la propageant àPk par l’action transitive de
Uk+1(C). Ce faisant, on obtient plutôt une classe de cartes enx carτx est définie à un
élément du sous-groupe d’isotropie dex0 près. Cette ambiguïté pourra cependant être
ignorée puisque Uk+1(C) est compact ; les affirmations faisant intervenirτx devront
être comprises comme valables pour tous les éléments de la classe de cartes enx.
On peut aussi, localement, faire un choix «différentiable» deτx par rapport àx et en
particulier s’assurer que la propriété suivante est vérifiée :

(�) τ−1
x0

�τx−τ−1
x0
(x) converge vers l’identité en topologieC∞ lorsquex tend versx0.

• Nous noteronsB(0, R) (resp.P(0, R)) la boule euclidienne (resp. le polydisque)
deC

k centrée en 0 et de rayonR (resp. de polyrayon(R, . . . , R)). On désignera par
B(x, s) l’image deB(0, s) parτx .

• Nous utiliserons les applications suivantes, oùx ∈ P
k etn ∈ N :

fx := τ−1
f (x) � f � τx

f nx = τ−1
f n(x) � f n � τx = ff n(x) � · · · � fx.

Elles sont définies sur un voisinage de l’origine deC
k, dont la taille dépend dex et

den. Pour toutx̂ ∈ X̂, on notef−n
x̂

la branche inverse def n «le long de l’orbitex̂»,
c’est-à-dire :

f−n
x̂

:= f−1
x−n � · · · � f−1

x−1
.
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Le lemme suivant stipule que ces branches inverses existent sur un voisinage de
l’origine dont la taille dépend mesurablement dex̂. On trouvera une preuve dans
l’article de Briend–Duval [5] (voir aussi [9] pp. 19–22).

Lemme 1. Soient0< ε � 1 et 0< r0 � 1. Il existe des fonctionsρ et r continues
sur P

k strictement positives hors deCrit(f ), ainsi que des fonctions mesurables
η : X̂ →]0, r0] etC : X̂ → [1,+∞[ vérifiant les propriétés suivantes:

1. Pour toutx ∈ P
k \ Crit(f ), fx est injective surB(0, ρ(x)) et

B(0, r(x)) ⊂ fx
[
B(0, ρ(x))

]
.

2. Pour toutx̂ ∈ X̂, limn
1
n

log ρ(xn) = 0.

3. Pour tout x̂ ∈ X̂ et toutn ∈ N, f−n
x̂

est injective surB(0, η(x̂)), et pour tout
γ ∈]0,1],

d0f
−n
x̂

[
B(0, γ η(x̂))

] ⊂ B
(
0, γ r(x−(n+1))e

−n(λ1−ε)).
4. Lipf−n

x̂
≤ C(x̂)e−n(λ1− ε

2) surB(0, η(x̂)).

• Les exposants de Liapounov deµ seront notésλ1 ≤ · · · ≤ λk. Nous utiliserons
de manière cruciale la minoration optimale de ces exposants :

Théorème (Briend–Duval [5]). Les exposants d’un système(Pk, f, µ) de degréd
sont plus grands quelog

√
d.

3. Un procédé de linéarisation

Notre objectif est de démontrer le théorème 2 présenté dans l’introduction. Nous
adoptons la définition suivante :

Définition 1. Un système(Pk, f, µ) est dit linéarisable si pourµ-presque toutx ∈
P
k, il existe ν(x) > 0 et une sous-suite de[f n � τx � (d0f

n
x )

−1]n qui converge
uniformément vers une limite injective surB(0, ν(x)).

La proposition suivante fournit deux conditions suffisantes de linéarisibilité. La
première réduit le problème au contrôle uniforme local de la suitef nx �(d0f

n
x )

−1 grâce
au théorème de Montel. La seconde transfère cette question de contrôle uniforme en
«temps négatif», c’est à dire aux applicationsf nx−n � d0f

−n
x̂

. Nous utilisons pour cela
un argument classique basé sur l’invariance de la mesureµ̂.
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Proposition 1. Soit (Pk, f, µ) un système etR0 un nombre réel strictement positif.
Pour toutρ ∈]0,1] etn ∈ N, on définit les ensembles:

Bn(ρ) := {
x ∈ P

k | f nx � (d0f
n
x )

−1 est injective deB(0, ρ) dansB(0, R0)
}

B(ρ) := lim sup
n

Bn(ρ).

Le système est linéarisable si l’une des deux conditions suivantes est réalisée :
1) Il existeα : ]0,1] → R

+ telle quelimρ→0 α(ρ) = 1 etµ[Bn(ρ)] ≥ α(ρ) pour
toutn ∈ N.

2)Pour toutr0 ∈]0, R0] il existe des fonctions mesurablesη, S : X̂ →]0, r0] telles
que

(i) S ≤ η.

(ii) Pour toutx̂ ∈ X̂, f−n
x̂

est injective surB(0, η(x̂)).

(iii) Pour toutx̂ ∈ X̂ et toutn ∈ N, d0f
−n
x̂

[
B(0, S(x̂))

] ⊂ f−n
x̂

[
B(0, η(x̂))

]
.

La seconde assertion implique la première.

Démonstration.La linéarisabilité enx résulte, via le théorème de Montel, de l’ap-
partenance dex à

⋃
0<ρ≤1 B(ρ). Ainsi, commeµ[B(ρ)] ≥ lim supn µ[Bn(ρ)], la

condition 1 entraîne la linéarisabilitéµ-presque partout.
Voyons maintenant comment la seconde condition entraîne la première. Posons

Ŝ(ρ) := {x̂ ∈ X̂ | S(x̂) ≥ ρ}. Il suffit d’établir les inclusions suivantes :

π0
[
f̂−n(Ŝ(ρ))] ⊂ Bn(ρ) pour toutn ∈ N.

En effet, compte tenu de l’invariance deµ̂, on aµ
[
Bn(ρ)

] ≥ µ̂
[
f̂−n(Ŝ(ρ))] =

µ̂
[
Ŝ(ρ)

]
. La fonctionα(ρ) := µ̂

[
Ŝ(ρ)

]
convient carS est strictement positivêµ-

presque partout.
Établissons maintenant les inclusions annoncées. Soitŷ := f̂ n(x̂) tel queŷ ∈

Ŝ(ρ). Il s’agit de vérifier quex0 ∈ Bn(ρ). Rappelons quex0 = π0(x̂). L’appartenance
de ŷ à Ŝ(ρ) signifie :

d0f
−n
ŷ

[
B(0, ρ)

] ⊂ d0f
−n
ŷ

[
B(0, S(ŷ))

] ⊂ f−n
ŷ

[
B(0, η(ŷ)

]
.

Commef−n
ŷ

est injective surB(0, η(ŷ)) d’inversef nx0
, on obtient en composant les

inclusions précédentes parf nx0
:

f nx0
� (
d0f

n
x0

)−1[
B(0, ρ)

] ⊂ B(0, η(ŷ)) ⊂ B(0, R0).

Le pointx0 appartient donc àBn(ρ). �
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Nous démontrerons le théorème 2 en vérifiant que la condition 2 de la proposi-
tion 1 est satisfaite. Ceci consistera à compenser les erreurs dues à la substitution de
d0f

−1
xj

à f−1
xj

le long dex̂ en diminuant le rayonη(x̂). Pour que les compensations
cumulées fournissent un rayonS(x̂) strictement positif, les erreurs commises de-
vront être négligeables devant la plus petite dimension caractéristique de l’ellipsoïde
d0f

−j
x̂

[
B(0,1)

]
. L’objet du lemme suivant est de montrer que tel est le cas lorsque

les exposants vérifient l’inégalitéλk < 2λ1.

Lemme 2. Soient un système(Pk, f, µ) et 0 < ε � 1. Il existe des fonctions
mesurablesη,E, F : X̂ →]0,+∞[ vérifiant0 < η ≤ r0 ≤ R0 telles que pour tout
x̂ = (xn)n∈Z élément dêX et toutn ∈ N :

1. f−n
x̂

est injective surB(0, η(x̂)).

2. Pour toutγ ∈]0,1] et toutu ∈ d0f
−n
x̂

[
B(0, γ η(x̂))

]
:∥∥(

d0f
−1
x−(n+1)

− f−1
x−(n+1)

)
(u)

∥∥ ≤ γE(x̂)e−2n(λ1−ε).

3. ‖d0f
n+1
x−(n+1)

‖ ≤ F(x̂)en(λk+ε).

Démonstration.Nous utilisons ici le lemme 1. Pour toutx̂ ∈ X̂, l’assertion 1 est
satisfaite. De plus, l’applicationfx−(n+1) est inversible surB(0, r), oùr := r(x−(n+1)),
et son inverseg est à valeurs dansB(0, ρ) où ρ := ρ

(
x−(n+1)

)
. Soit

∑
p≥2Qp le

développement de Taylor deg − d0g, oùQp désigne une application homogène de

degrép. Si u ∈ B(0, r) alors‖Qp(u)‖ = ∥∥ 1
2π

∫ 2π
0 g(eiθu)e−ipθdθ

∥∥ ≤ ρ et donc :

‖(g − d0g)(u)‖ ≤
∑
p≥2

‖u‖p
rp

∥∥∥∥Qp

(
ru

‖u‖
) ∥∥∥∥ ≤ ρ

∑
p≥2

(‖u‖
r

)p
.

Lorsque de plusu ∈ d0f
−n
x̂

[
B(0, γ η(x̂)

]
alors ‖u‖

r
≤ γ e−n(λ1−ε) (cf lemme 1, (3))

et il s’ensuit que :

‖(g − d0g)(u)‖ ≤ γ 2ρ

1 − γ e−(λ1−ε) e
−2n(λ1−ε).

L’assertion 2 du lemme s’en déduit carρ(x−(n+1)) a un taux de croissance ex-
ponentiel nul (cf lemme 1,(2)). La dernière assertion découle immédiatement de la
définition des exposants de Liapounov. Nous ôtons ici àX̂ un sous-ensemble dêµ
mesure nulle. �

Démonstration du théorème2. Il s’agit de montrer que la condition 2 de la propo-
sition 1 est satisfaite lorsqueλk < 2λ1. Reprenons les notations du lemme 2 et
introduisons sur̂X les fonctions mesurables suivantes :

ξn(x̂) := sup
{
t ≤ η(x̂) | d0f

−n
x̂

[
B(0, t)

] ⊂ f−n
x̂

[
B(0, η(x̂))

]}
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n0(x̂) := min
{
p ≥ 1 | pour toutn ≥ p : EF

η
(x̂) ≤ enε

}
s(x̂) := min

{
ξn(x̂) | 0 ≤ n ≤ n0(x̂)

}
.

Posonsκj := 1 − e−j (2λ1−λk−6ε) avecε suffisamment petit pour que le produit∏∞
j=1 κj converge et soit strictement positif. Définissons les fonctionssn par :

sn(x̂) := s(x̂) si n ≤ n0(x̂)

sn(x̂) := s(x̂)

n−1∏
j=n0(x̂)

κj si n ≥ n0(x̂)+ 1.

Pour montrer que la fonctionS(x̂) := s(x̂)
∏∞
j=1 κj convient, il suffit d’établir les

inclusions :

(In)n≥0 : d0f
−n
x̂

[
B(0, sn(x̂))

] ⊂ f−n
x̂

[
B(0, η(x̂))

]
.

Par définition desn(x̂), ces inclusions sont satisfaites lorsquen ≤ n0(x̂). Supposons
que(In) soit vraie pourn ≥ n0(x̂) et posonsνn := (

Esn
η

)
(x̂)e−2n(λ1−2ε). On a alors :

(1) sn+1 ≤ sn − ∥∥(
d0f

−(n+1)
x̂

)−1∥∥νn.
En effet :

sn+1 = snκn = sn
(
1 − e−n(2λ1−λk−6ε)) ≤ sn

(
1 − EF

η
(x̂)e−n(2λ1−λk−5ε)

)
≤ sn − ‖d0f

n+1
x−(n+1)

‖νn = sn − ∥∥(
d0f

−(n+1)
x̂

)−1∥∥νn
la première majoration résultant de la définition den0(x̂)et la seconde du lemme 2, (2).

Désignons par� la frontière ded0f
−(n+1)
x̂

[
B(0, sn)

]
. On vérifie aisément que

l’inégalité (1) se traduit par :

(2) d0f
−(n+1)
x̂

[
B(0, sn+1)

] ⊂ d0f
−(n+1)
x̂

[
B(0, sn)

]\ ⋃
p∈�

B(p, νn).

Par ailleurs, la première assertion du lemme 2 (où l’on prendγ = sn
η

) stipule que sur

d0f
−n
x̂

[
B(0, sn)

]
, f−1
x−(n+1)

diffère d’au plusνn de sa différentielle. Il s’ensuit que

(3) d0f
−(n+1)
x̂

[
B(0, sn)

]\ ⋃
p∈�

B(p, νn) ⊂ f−1
x−(n+1)

� d0f
−n
x̂

[
B(0, sn)

]
.

Observons finalement que l’inclusion(In), composée parf−1
x−(n+1)

, s’écrit

(4) f−1
x−(n+1)

� d0f
−n
x̂

[
B(0, sn)

] ⊂ f
−(n+1)
x̂

[
B(0, η(x̂)

]
.

Les inclusions (2), (3) et (4) enchaînées donnent(In+1). �
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Remarque 1. L’inégalité λk < 2λ1 peut être interprêtée comme une condition de
non résonanceentraînant la linéarisabilité. Jonsson et Varolin(cf [16], Theorem 3)
ont, indépendamment de nous, mis en évidence la même condition dans un problème
voisin.

4. Une version précisée du procédé de linéarisation

L’objet de cette section est de contrôler le diamètre des ellipsoïdes(d0f
n
x )

−1
[
B(0,1)

]
associés au procédé de linéarisation fourni par le théorème 2. Nous en déduisons le
théorème 3 énoncé dans l’introduction.

Le théorème de Briend–Duval, déjà utilisé implicitement pour établir le
lemme 1, majore le taux de décroissance exponentielle de la taille de ces ellipsoïdes
par − log

√
d. Cela signifie que pour toutε > 0, on a‖(d0f

n
x )

−1‖ � enε(
√
d)−n

pourn assez grand. En reprenant la méthode de Briend–Duval dans le contexte de la
proposition 1, nous obtenons une majoration plus précise :‖(d0f

n
x )

−1‖ � (
√
d)−n.

Rappelons queBn(ρ) est défini par :

Bn(ρ) := {
x ∈ P

k | f nx � (d0f
n
x )

−1 est injective deB(0, ρ) dansB(0, R0)
}

et qu’en vertu de la proposition 1 et de la preuve du théorème 2, il existe une fonction
α : ]0,1] → R

+ telle que limρ→0 α(ρ) = 1 et

µ[Bn(ρ)] ≥ α(ρ).

Nous montrons la proposition suivante :

Proposition 2. Soit(Pk, f, µ) un système de degréd ≥ 2 tel queλk < 2λ1. On pose
pour τ > 0, ρ ∈]0,1] etn ∈ N :

Dn(ρ, τ ) := Bn(ρ) ∩ {
x ∈ P

k | ‖(d0f
n
x )

−1‖ ≤ τ(
√
d)−n

}
.

Alors on a l’inégalité:

lim inf
n

µ[Dn(ρ, τ )] ≥ α(ρ)− C

τ2ρ2 ,

oùC > 0 etα : ]0,1] → R
+ est une fonction telle quelimρ→0 α(ρ) = 1.

Le principe de la preuve est le suivant. Puisqueµ[Bn(ρ)] ≥ α(ρ) d’après la
proposition 1, il s’agit de majorer la mesure du complémentaire deDn(ρ, τ ) dans
Bn(ρ), notéDc

n(ρ, τ ). Or, par tout point deDc
n(ρ, τ )passe un disque dont le diamètre

est au moins égal àτρ(
√
d)−n et dont l’image parf n reste contenue dans une boule

de rayonR0 fixé. Commef n∗T = dnT , il passe donc par tout point deDc
n(ρ, τ )
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un «grand» disque «peu» chargé parT . Des techniques pluripotentialistes permettent
alors de majorer précisément la masse de l’ensemble de ces points pour la mesure
µ = T k.

Démonstration de la proposition2. On dira qu’un disque holomorpheσ : � → C
k

est de taillel > 0 et passe parz ∈ C
k si il est de la formeσ(u) = z + lu.v + β(u)

oùv est un vecteur unitaire deCk, β(0) = 0 et‖β‖ ≤ l
1000.

L’ingrédient principal est le théorème suivant dont la preuve est résumée dans
l’appendice :

Théorème(Briend–Duval [5]). SoitS := ddcw un (1,1)-courant positif fermé de
potentielw continu sur le polydisqueP(0, R) etE ⊂ P

(
0, R2

)
. On suppose que par

tout pointz ∈ E passe un disque holomorpheσz : � → C
k de taille l et qu’il existe

une fonctionhz harmonique sur� telle que|w � σz − hz| ≤ ε sur�. Alors il existe

une constanteC(w) ne dépendant que dew telle queSk(E) ≤ C(w)k
2

l2
ε.

En vue d’utiliser ce résultat, nous fixons des systèmes de coordonnées locales
surP

k. Considérons un recouvrement deP
k par des ouvertsU1, . . . , UN centrés en

des pointsmj et tel que sur chaqueUj nous puissions fixer des déterminations des
cartesτx dépendant différentiablement dex (cf la condition(�), section 2). Posons
τj := τmj puis, pourR > 0 fixé,Vj := τj (P (0, R)). Si le recouvrement est assez
fin alors les propriétés suivantes sont satisfaites :

(i) Uj ⊂ τj
(
P

(
0, R2

))
et τx

(
P

(
0, R2

)) ⊂ Vj pour toutx ∈ Uj ,
(ii)

∥∥τ−1
j � τx − (τ−1

j (x)+ IdCk )
∥∥

C1,P (0, R2 )
≤ 1

1000 pour toutx ∈ Uj .
Puis, siR0 (introduit au lemme 1) est pris assez petit :

(iii) pour toutx ∈ P
k il existel ∈ {1, . . . , N} tel queτx

[
B(0, R0)

] ⊂ Vl,

(iv) µ
{
x ∈ Uj ∩Bn(ρ) | (d0f

n
x )

−1
[
B(0, ρ)

] ⊂ P
(
0, R2

)} = µ(Uj ∩Bn(ρ))− εn,j
avec limn εn,j = 0.

Enfin, sivj désigne un potentiel continu deT surVj , il existe une constanteM > 0
telle que :

(v) T = ddcvj et |vj | ≤ M surVj pour toutj ∈ {1, . . . , N}.
D’après le théorème 2, il existe une fonctionα qui vérifie la propriété énoncée à la

proposition 1 (1) ; autrement dit,α(ρ) tend vers 1 quandρ tend vers 0 etµ[Bn(ρ)] ≥
α(ρ).

Comme il s’agit de minorer lim infn µ[Dn(ρ, τ )], la propriété (iv) montre que
l’on peut considérer que :

(5) (d0f
n
x )

−1[B(0, ρ)] ⊂ P

(
0,
R

2

)
pour toutx ∈ Uj ∩ Bn(ρ).
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Pour toutj ∈ {1, . . . , N} nous allons établir que :

(6) µ
[
Dc
n(ρ, τ ) ∩ Uj

] ≤ C(vj � τj )Mk
2

τ2ρ2 .

Soit doncx ∈ Dc
n(ρ, τ ) ∩ Uj et Vn(x) un vecteur unitaire tel que‖(d0f

n
x )

−1‖ =
‖(d0f

n
x )

−1[Vn(x)]‖. Si on notevn(x)= (d0f
n
x )

−1[Vn(x)], on a‖vn(x)‖ ≥ τρ(√d)−n.
On définit ainsi un disque affine�n,x : �̄ → C

k de diamètre au moins égal à
τρ(

√
d)−n en posant :

�n,x(t) := (d0f
n
x )

−1[tρ.Vn(x)] = tρ.vn(x).

Commex ∈ Uj , (5) et (i) permettent de définir un nouveau disque�j,n,x : � →
P(0, R) par�j,n,x := τ−1

j � τx � �n,x . Compte tenu de la propriété (ii),�j,n,x est

un disque holomorphe de taillel := ρ‖vn(x)‖ ≥ τρ(
√
d)−n passant parτ−1

j (x).

Choisissonsl ∈ {1, . . . , N} tel queτf n(x)
[
B(0, R0)

] ⊂ Vl (propriété (iii)) alors,
commex ∈ Bn(ρ), on af n � τx ��n,x(�) ⊂ τf n(x)

[
B(0, R0)

] ⊂ Vl et donc

ddc(vl �f n�τx ��n,x) = (f n�τx ��n,x)∗T = (τx ��n,x)∗f n∗T = dn(τx ��n,x)∗T .
Par ailleurs, puisqueτx ��n,x(�) ⊂ Vj (cf. (5) et (i)), on a

(τx ��n,x)∗T = ddc(vj � τx ��n,x) = ddc(vj � τj ��j,n,x).
Ainsi,ddc

[
vl �f n�τx ��n,x−dnvj �τj ��j,n,x

] = 0.Autrement dit, la fonction entre
crochets est harmonique sur� et, puisque|vl| ≤ M, le potentielvj �τj deτ ∗

j T diffère

d’au plusM
dn

d’une fonction harmoniquehsur le disque�j,n,x de taillel ≥ τρ(
√
d)−n.

Dans ces conditions, (6) découle immédiatement du théorème de Briend–Duval. On
en déduit l’estimation annoncée avecC = Mk2 ∑N

j=1C(vj � τj ). �

Terminons cette section par la preuve du théorème 3. Il s’agit d’établir une version
du procédé de linéarisation où les orbites issues d’un borélien prescrit sont assujetties
à récurrence. Cette précision découle des estimations fournies par la proposition 2 et
du caractère mélangeant deµ.

Démonstration du théorème3. PosonsDn(ρ, τ, B) := Dn(ρ, τ ) ∩ B ∩ f−n(B) et
D(ρ, τ, B) := lim supnDn(ρ, τ, B). Il est clair que six ∈ D(ρ0, τ0, B) alors il
existe une suite extraite(f nj )j vérifiant les trois assertions du théorème 3. Il suffit
donc d’observer queµ

(
Dn(ρ, τ, B)

)
approcheµ(B)2 par défaut pourvu queρ0, 1

τ0
soient assez petits etn assez grand. Or ceci résulte immédiatement de la proposition 2
et du caractère mélangeant deµ. Il suffit en effet de fixerρ0 assez petit puisτ0 assez
grand pour queDn(ρ, τ ) soit presque deµ-mesure pleine pourn assez grand et
d’utiliser ensuite le fait queµ

[
B ∩ f−n(B)

]
approcheµ(B)2 lorsquen tend vers

l’infini. �
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5. Linéarisation par des homothéties

Dans cette partie, nous montrons que la suite des itérées(f n)n est linéarisable par
des homothéties de rapport(

√
d)−n si et seulement siµ est absolument continue par

rapport à la mesure de Lebesgue. Nous adoptons la définition suivante :

Définition 2. Un système(Pk, f, µ) de degréd est dit
√
d-linéarisable si pour

µ-presque toutx ∈ P
k, il existeν(x) > 0 et une sous-suite de[f n�τx �(

√
d)−nIdCk ]n

qui converge uniformément vers une limite injective surB(0, ν(x)).

Autrement dit, un système est
√
d-linéarisable si pour toutx générique, les el-

lipsoïdes(d0f
n
x )

−1
[
B(0,1)

]
sont assimilables à des boules euclidiennes de rayon

(
√
d)−n. Comme la taille de ces ellipsoïdes est au plusτ0(

√
d)−n (cf théorème 3), il

suffit d’en contrôler le volume. L’absolue continuité deµ le permet. Nous introduisons
à cet effet les ensembles suivants :

Vn(ν) :=
{
x ∈ P

k | ν2dkn ≤ |Jacf nx |2 ≤ 1

ν2d
kn

}
pour toutν ∈]0,1],

où Jacf nx désigne le Jacobien complexe def nx en 0. Nous obtenons le résultat suivant :

Proposition 3. Soit(Pk, f, µ) un système de degréd. Les propriétés suivantes sont
équivalentes:

1. µ est absolument continue par rapport à la mesure de Lebesgueωk.

2. Les exposants du système sont tous égaux àlog
√
d et il existeβ : ]0,1] → R

+
vérifiant limν→0 β(ν) = 1 et lim inf n µ[Vn(ν)] ≥ β(ν).

3. Le système est
√
d-linéarisable.

Nous noteronsY l’ensemble
⋃
p Crit f p. En tant qu’union dénombrable de

sous-variétés algébriques deP
k, c’est un ensemble deµ-mesure nulle (voir [23]) :

µ(Y ) = 0.

Démonstration.1) ⇒ 2). Commençons par établir l’existence de la fonctionβ. On
notem = ωk la mesure de Lebesgue surP

k. Puisqueµ est absolument continue par
rapport àm, il existeϕ ∈ L1(m) telle queµ = ϕ dm. D’après le théorème de Lusin,
il existe pour toutn ∈ N des fonctions continuesgn et hn ainsi que des boréliens
Cn(ϕ) etCn(ϕ � f n) vérifiant :

ϕ = gn surCn(ϕ) et µ
[
Cn(ϕ)

] ≥ 1 − 1

n

ϕ � f n = hn surCn(ϕ � f n) et µ
[
Cn(ϕ � f n)] ≥ 1 − 1

n
.
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SoitAν := {
x ∈ P

k | ν < ϕ(x) < 1
ν

}
oùν ∈]0,1]. On pose :

Zn,ν := [
f−n(Aν) ∩ Aν

] ∩ [
Cn(ϕ) ∩ Cn(ϕ � f n)] ∩ Y c.

Rappelons que l’ensembleZLeb
n,ν des points de Lebesgue deZn,ν est défini par :

ZLeb
n,ν :=

{
x ∈ Zn,ν | lim

s→0

m
[
B(x, s) ∩ Zn,ν

]
m

[
B(x, s)

] = 1

}
.

L’absolue continuité deµ entraîneµ
(
ZLeb
n,ν

) = µ
(
Zn,ν

)
. Compte tenu du caractère

mélangeant deµ et du fait queµ(Y ) = 0, on obtient pourn assez grand :

µ
(
ZLeb
n,ν

) ≥ µ(Aν)
2
(
1 − ν

2

)
− 2

n
≥ µ(Aν)

2(1 − ν).

La fonctionβ(ν) := µ(Aν)
2(1 − ν) convient si l’inclusionZLeb

n,ν ⊂ Vn(ν) est satis-
faite. Fixons doncx ∈ ZLeb

n,ν . Puisquex n’appartient pas à Critf n, il existes0 > 0
tel quef n soit injective surB(x, s0). En outre,x étant un point de Lebesgue de
Zn,ν , on peut diminuers0 pour quem

[
B(x, s) ∩ Zn,ν

] ≥ 1
2m

[
B(x, s)

]
> 0 pour

tout 0< s < s0. En utilisant des changements de variables, d’abord par rapport à
µ = ϕ dm qui est de Jacobien constant égal àdk, puis par rapport àm = ωk, on
obtient :

dkn
∫
B(x,s)∩Zn,ν

ϕ ωk =
∫
f n[B(x,s)∩Zn,ν ]

ϕ ωk =
∫
B(x,s)∩Zn,ν

ϕ � f n (f n∗ωk).

Or, puisqueCn(ϕ)∩Cn(ϕ � f n) contientZn,ν , on peut remplacerϕ pargn etϕ � f n
parhn dans ces intégrales. Après normalisation parm(s, n, ν) := m[B(x, s)∩Zn,ν],
il vient :

dkn

m(s, n, ν)

∫
B(x,s)∩Zn,ν

gn ω
k = 1

m(s, n, ν)

∫
B(x,s)∩Zn,ν

hn (f
n∗ωk).

Comme les fonctionsgn ethn sont continues enx et (f n∗ωk)x = |Jacf nx |2(ωk)x , on
obtient lorsques tend vers 0 :

dknϕ(x) = dkngn(x) = hn(x)|Jacf nx |2 = ϕ � f n(x)|Jacf nx |2

c’est à dire|Jacf nx |2
dkn

= ϕ(x)
ϕ�f n(x) . Ainsi x ∈ Vn(ν) carx etf n(x) appartiennent àAν .

Vérifions maintenant que les exposants deµ sont minimaux. On dispose de l’éga-
lité classique limn 1

n
log |Jacf nx |2 = 2

∑k
i=1 λi , valable pourµ-presque toutx (cf

par exemple [1], Section 3.3). NotonsV(ν) := lim supnVn(ν) et choisissonsν assez
petit pour queµ[V(ν)] ≥ β(ν) ≥ 1

2. Comme limn 1
n

log |Jacf nx |2 = k logd pour
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x ∈ V(ν), on obtient
∑k
i=1 λi = k log

√
d. La minimalité des exposants découle

alors de la minorationλi ≥ log
√
d.

2) ⇒ 3). La proposition 2 s’applique car les exposants sont tous égaux à log
√
d.

Nous en reprenons les notations et posons

DV n(ρ, τ, ν) := Dn(ρ, τ ) ∩ Vn(ν) et DV (ρ, τ, ν) := lim sup
n

DV n(ρ, τ, ν).

D’après 2) et la proposition 2,µ[DV (ρ, τ, ν)] est arbitrairement proche de 1 pourvu
queρ et ν soient assez petits etτ suffisamment grand. Il suffit donc de montrer que
(f nx )n est linéarisable par�n := (

√
d)−nIdCk lorsquex ∈ DV (ρ, τ, ν). Soit donc

(nj )j une suite strictement croissante d’entiers telle quex ∈ DV nj (ρ, τ, ν) pour
tout j . PuisqueDV nj (ρ, τ, ν) ⊂ Dnj (ρ, τ ) ⊂ Bnj (ρ) on a

f
nj
x � (d0f

nj
x )

−1(B(0, ρ)) ⊂ B(0, R0).

Il s’agit donc de vérifier que(d0f
nj
x )

−1 est équivalente à�nj . A cet effet, notons

δj,1 ≤ · · · ≤ δj,k

les valeurs singulières deP := (d0f
nj
x )

−1, c’est à dire les valeurs propres de la racine
carrée dePP ∗, oùP ∗ désigne l’adjoint deP . Il existe en particulier deux matrices
unitairesU et V telles queUPV = Diag(δj,1, · · · , δj,k). Ces valeurs singulières
vérifient δj,k ≤ τ(

√
d)−nj car x ∈ Dnj (ρ, τ ) et (δj,1 . . . δj,k)2 = |Jacf

nj
x |−2 ≥

ν2d−knj carx ∈ Vnj (ν). D’où l’on déduit les inégalités :

ντ1−k(
√
d)−nj ≤ δj,1 ≤ · · · ≤ δj,k ≤ τ(

√
d)−nj .

L’application(d0f
nj
x )

−1 est donc équivalente à l’homothétie�nj .

3) ⇒ 1). Soit x ∈ P
k un pointµ générique. D’après 3), il existeρ > 0 et une

suite croissante d’entiers(nj )j tels quef nj � τx � �nj : B(0, ρ) → B(0, R0) soit

une suite d’injections. SoientBr := τx[B(0, r)] etBnj := τx[B(0, ρ(
√
d)−nj )]. Il

s’ensuit que :

lim inf
r→0

µ(Br)

m(Br)
≤ lim inf

j

µ(Bnj )

m(Bnj )
� lim inf

j

µ(Bnj )

d−knj = lim inf
j

µ(f nj (Bnj )) ≤ 1

où la dernière égalité provient du fait queµ est de jacobien constantdk. Ceci étant
vérifié pourµ-presque toutx, la mesureµ est bien absolument continue par rapport
àm (cf [20], Theorem 2.12). �

Remarque 2. Comme nous l’avons fait pour établir le théorème 3, une légère mo-
dification dans la preuve de 2) ⇒ 3) permet de choisir la sous-suite(nj )j de façon
à ce quef nj (x) ne s’échappe pas d’un borélienB deµ-mesure strictement positive
prescrit.
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6. Régularisation du courant de Green

Nous achevons ici la preuve du théorème 1. D’après la proposition 3, il s’agit de
caractériser les systèmes(Pk, f, µ) qui sont

√
d-linéarisables. La démonstration re-

pose sur le lemme 3 ci-dessous. Commençons par introduire quelques définitions.
On noteraS := Sa + Ss la décomposition de Lebesgue d’un(1,1)-courant positifS.
Celle-ci peut être définie à partir de la décomposition de Lebesgue des mesures car un
tel courant peut être considéré comme une(1,1)-forme à coefficients mesures. Il est
très facile de voir que cette décomposition est unique et que les courantsSa,Ss restent
positifs. Par contre la fermeture éventuelle deS n’implique pas celle deSa ou deSs .
Nous noterons Supp(S) le support deS etσS := S ∧ ωk−1 sa mesure trace. On voit
facilement que la décomposition de Lebesgue deσS est donnée parσS = σSa + σSs .

Lemme 3. Soient(Pk, f, µ) un système
√
d-linéarisable,S un courant positif de

bidegré(1,1) sur P
k tel quef ∗S = dS (S n’est pas nécessairement fermé) et� un

ouvert dePk chargé parµ.

1) SiS est absolument continu sur�(S = Sa)alors il existe une bouleB(0, r) ⊂ C
k,

un ouvert�′ ⊂ � chargé parµ et un biholomorphisme� : B(0, r) → �′ ⊂ �

tels que�∗S soit une forme différentielle à coefficients constants surB(0, r).

2) Supposons queS dérive d’un potentielpshcontinuv sur� (S = ddcv). SiSa
est nul sur� alorsµ(� ∩ SuppS) = 0.

Démonstration du théorème1. Soit � un ouvert dePk chargé parµ. La première
assertion du lemme 3 appliquée àTa permet de supposer que dans de bonnes coor-
données, la restriction deTa à� est donnée par une formeH à coefficients constants.
En particulierTa possède un potentiel continu sur� et il en va donc de même pour
Ts = T −Ta carT est à potentiels locaux continus. Ceci permet, sur�, d’exprimerµ
sous la forme d’une somme de mesures positives obtenues comme produits extérieurs
deTa etTs :

(7) µ = T k = (
Ta + Ts

)k = T ka +
k∑
j=1

C
j
k T

j
s ∧ T k−ja .

Puisque(Ts)a est identiquement nul par définition, la seconde assertion du lemme 3
montre queµ ne charge pas� ∩ SuppTs et donc, au vu de (7), la mesureT ka n’est
pas identiquement nulle sur�. Autrement dit la formeH n’est pas dégénérée. Par
ailleurs, puisqueµ est absolument continue, chaque terme du second membre de (7)
doit, en tant que mesure positive, être absolument continue. En particulier, la mesure
singulièreTs ∧ T k−1

a est nulle sur�. Or,H étant strictement positive, celle-ci est
équivalente à la mesure traceσTs deTs . Le courant (positif)Ts est donc nul sur� et
T coïncide sur cet ouvert avec une forme lisse définie positive. L’endomorphismef
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est donc un exemple de Lattès comme cela est démontré dans [2] (voir le résultat cité
dans l’introduction). �

Démonstration du lemme3. Pour simplifier les notations, nous ne ferons pas figu-
rer les cartes localesτx dans cette démonstration. Nous notons�n l’homothétie
(
√
d)−nIdCk .
1) PuisqueS est absolument continu sur�, il est de la forme

S = i

2

∑
1≤p,q≤k

hp,q(z) dzp ∧ dz̄q oùhp,q ∈ L1(�).

SoitM l’ensemble des points de� où toutes les fonctionshp,q sont continues en
moyenne, c’est à dire :

lim
r→0

1

m(B(z, r))

∫
B(z,r)

hp,q(t) dm(t) = hp,q(z) pour toutz ∈ M.

Puisque le système est
√
d-linéarisable,µ est absolument continue par rapport àm et

l’ensembleM est de mesure totale pourm etµ. NotonsR l’ensemble des points de
�∩Suppµ où la suite(f n)n est linéarisable par des homothéties de rapport(

√
d)−n.

Commeµ est absolument continue, la proposition 3 nous assure queµ(M∩R) > 0.
Soit alorsz ∈ M ∩ R et posons�n := f n � �n (on identifiez avec l’origine
de C

k). Quitte à prendre une sous-suite,�n(0) = f n(z) reste dansV ∩ Suppµ
où V est un voisinage dez (cf Remarque 2) et la suite(�n)n converge vers un
biholomorphisme� : B(0, ν) → �′ ⊂ �. Le support deµ étant fermé et invariant,
on a�(0) ∈ � ∩ Suppµ et doncµ(�′) > 0. L’invariance deS entraîne :

�∗
nS = �∗

nf
n∗S = dn�∗

nS = i

2

∑
1≤p,q≤k

hp,q ��n dzp ∧ dz̄q .

Puisquez ∈ M, on obtient�∗S = i
2

∑
1≤p,q≤k hp,q(0) dzp ∧ dz̄q par passage à la

limite.
2) Supposonsµ(� ∩ SuppS) > 0 et montrons queSa est non nul. Quitte à

diminuer� on peut supposer queS = ddcv sur un voisinage�̃ de�. Quitte à
choisir une carte locale,̃� est un ouvert deCk. D’après la proposition 3, il existe
R ⊂ � ∩ SuppS deµ-mesure positive tel que pour tout pointz ∈ R, il existe une
sous-suite�nj := f nj � (z+�nj ) convergeant uniformément surB(0, ν(z)) vers un
biholomorphisme�. On peut aussi supposer quef nj (z) ∈ R (cf remarque 2).

Observons tout d’abord qu’il suffit de montrer queσS possède une dérivée de
Radon–Nykodym strictement positive en tout pointz deR :

lim
n

1

d−kn

∫
B
(
z,ν(

√
d)−n

) S ∧ ωk−1
0 > 0 pour toutz ∈ R,



450 F. Berteloot et C. Dupont CMH

oùω0 désigne la forme standardi2dd
c‖z‖2. En effet, commeµ(R) > 0, cette pro-

priété montre que la mesureσSa (qui est égale à(σS)a) n’est pas triviale sur� et il
s’ensuit que le courant positifSa n’est pas nul.

Vérifions à présent la stricte positivité des dérivées. Notons que quitte à supprimer
àR un ensemble de mesure de Lebesgue nulle (donc deµ-mesure nulle), ces dérivées
existent en tout point deR. Fixons doncz ∈ R, et reprenons les applications�nj et
� précédentes. Comme�(0) ∈ � on peut diminuerν de façon à ce que les ouverts
�nj

(
B(0, ν)

)
et�

(
B(0, ν)

)
soient contenus dans�. Puisquef ∗S = dS, il vient :

1

d−knj

∫
B

(
z,ν(

√
d)

−nj
) S ∧ ωk−1

0 = 1

d−(k−1)nj

∫
z+�nj [B(ν)]

f nj∗S ∧ ωk−1
0

= 1

d−(k−1)nj

∫
B(ν)

�∗
nj
S ∧ (

�∗
nj
ω0

)k−1

=
∫
B(ν)

�∗
nj
S ∧ ωk−1

0

=
∫
B(ν)

ddc(v ��nj ) ∧ ωk−1
0 ,

oùB(r) désigne la boule centrée en l’origine et de rayonr. Le théorème de conver-
gence dominée entraîne alors :

lim
j

1

d−knj

∫
B(ν

√
d)

−nj )
S ∧ ωk−1

0 ≥
∫
B(ν)

ddc(v ��) ∧ ωk−1
0 =

∫
B(ν)

�∗S ∧ ωk−1
0 .

Cette dernière intégrale est bien strictement positive, car�(0) ∈ R ⊂ SuppS. �

7. Appendice

Nous résumons ici la preuve du théorème du pluripotentiel utilisé dans la section 4,
ainsi que celle de l’estimation de la mesure présentée dans l’introduction.

7.1. Un théorème de la théorie du pluripotentiel. Il s’agit d’établir la version
suivante d’un résultat dû à Briend–Duval [5] :

Théorème. SoitS := ddcw un (1,1) courant positif fermé de potentielw continu
sur le polydisqueP(0, R) etE ⊂ P

(
0, R2

)
. On suppose que par toutz ∈ E passe un

disque holomorpheσz : � → C
k de taillel et qu’il existe une fonctionhz harmonique

sur� telle que|w�σz−hz| ≤ ε sur�.Alors il existe une constanteC(w)ne dépendant

que dew telle queSk(E) ≤ C(w)k
2

l2
ε.
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Rappelons qu’un disque holomorpheσ : � → C
k passant parz ∈ C

k est dit de
taille l > 0 si il est de la formeσ(u) = z+ lu.v + β(u) oùv est un vecteur unitaire
deC

k, β(0) = 0 et‖β‖ ≤ l
1000.

Démonstration.Soit pl la projection sur lel-ième axe deCk et El := {z ∈ E |
‖pl(vz)‖ ≥ 1√

k
}, de sorte queE = ⋃

l=1,k El . Pour fixer les idées nous allons

estimerSk(E1). A cet effet, on recouvre le polydisqueP
(
0, 1

2R
)

par environN :=
1
4

100k
l2

ellipsoïdes contenus dansP(0, R) de la formeE
[
B(0, R)

]
où E(z1, z

′) =(
l

10
√
k
z1, z

′).
SoitE l’un de ces ellipsoïdes. PuisqueE est strictement pseudoconvexe, il existe

une fonctionŵ p.s.h maximale surE , continue surE et coïncidant avecw surbE .
Si z ∈ E ∩E1, on voit facilement que le disqueσz(�) traverseE , au sens où la com-
posante connexeC deσ−1

z

(
E ∩σz(�)

)
contenant l’origine est relativement compacte

dans�. Un argument de principe du maximum montre queC est simplement connexe.
En l’exhaustant par des domaines à bord suffisamment régulier, on peut paramétrer
des disques holomorphes contenus dansE et dont le bord est arbitrairement proche
debE . Plus précisément,ε > 0 étant fixé, on trouve une transformation conforme et
continue jusqu’au bordψ : � → ψ(�) ⊂ E telle queψ(0) = 0 et |ŵ − w| ≤ ε sur
σz �ψ(b�). Posons̃σz := σz �ψ et notons̃h la fonction harmonique sur� continue
sur� et coïncidant avecw � σ̃z surb�. On a alors :

(8) w(z) ≤ ŵ(z) ≤ h̃(0)+ ε

la première inégalité provient de la maximalité deŵ surE et la seconde du principe
du maximum appliqué à̂w�σ̃z−h̃ (cette fonction coïncide aveĉw�σ̃z−w�σ̃z surb�).

Par hypothèse on ahz � ψ − ε ≤ w � σz � ψ = w � σ̃z ≤ hz � ψ + ε sur�. On a
donc aussihz � ψ − ε ≤ h̃ ≤ hz � ψ + ε et il s’ensuit que :

(9) |w(z)− h̃(0)| ≤ 2ε.

Les inégalités (8) et (9) montrent que :

E ∩ E1 ⊂ E(w, ε) := {z ∈ E | 0 ≤ ŵ(z)− w(z) ≤ 3ε}.
La majoration annoncée résulte alors immédiatement de l’estimation suivante qui est
au coeur de la démonstration de Briend–Duval et pour laquelle nous renvoyons à [5]
ou [23] page 180, Théorème A.10.2 :

Il existe une constanteC(w) > 0 telle que(ddcw)k
[
E(w, ε)

] ≤ C(w)ε. �

7.2. Estimation de la dimension. Nous esquissons la preuve de l’estimation de la
dimension en reprenantmutatis mutandisles arguments développés par Binder et
DeMarco [4] dans le cas des endomorphismes polynomiaux deC

k.
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Théorème. Soit un système(Pk, f, µ) de degréd et d’exposantsλ1 ≤ · · · ≤ λk. La
dimension deµ vérifie: dim(µ) ≤ 2(k − 1)+ logd

λk
.

Rappelons que la dimension est définie comme la borne inférieure des dimensions
de Hausdorff des boréliens de mesure totale. Ce résultat montre que si la dimension
deµ est égale à 2k, alors tous les exposants deµ sont minimaux, égaux à log

√
d.

Démonstration.Il s’agit d’exhiber pour toutε > 0 un borélienY de mesure totale
vérifiant :

(10) dimH (Y ) ≤ 2(k − 1)+ logd

λk
+ 2k

λk
ε.

Soit Â l’ensemble des pointŝx = (xn)n≥0 deP̂k vérifiant pour toutn ≥ 0 :

B
(
x−n,

r0

κ0
e−n(λk+ε)

)
⊂ f−n

x̂
[B(x0, r0)]

et
m

(
f−n
x̂

[B(x0, r0)]
) ≤ κ0e

−2n(λ1+···+λk)+nε.

On rappelle quem désigne la mesure volume standard surP
k. On vérifie que siκ0 est

assez grand etr0 assez petit, alorŝµ(Â) > 0 (cf [4], lemme 2).
SoitÂn := f̂−nÂ. La mesurêµ étant ergodique, le théorème de Birkhoff entraîne

queŶ := lim supn Ân est de mesure totale.
On pose alorsY := π0(Ŷ ) etAn := π0(Ân), de sorte queY est aussi de mesure

totale et est contenu dans lim supn An. Estimer la dimension de Hausdorff deY revient
à estimer celle des ensemblesAn, pourn assez grand. Par définition dêA, tout point
y deAn vérifie :

(1) f n admet une branche inversegn surB(f n(y), r0), telle quegn(f n(y)) = y

(2) La bouleB
(
y, r0

κ0
e−n(λk+ε)

)
contientP := gn[B(f n(y), r0)]

(3) m(P ) ≤ k0e
−2n(λ1+···+λk)+nε .

Il découle de ces propriétés queAn est recouvert par une famille(Pi )i∈I d’ouverts
du typeP dont le cardinal est de l’ordre dedkn. Pour le voir, il suffit de recouvrirA0
par un nombre fini de boulesB

(
xi0,

1
4r0

)
puis d’observer que touty ∈ An est dans

gn
[
B

(
xi0,

1
2r0

)]
dès lors quef n(y) ∈ B(

xi0,
1
4r0

)
. D’après le point 3, le volume de

la réunion desPi n’excède pasdkne−2n(λ1+···+λk)+nε .
Considérons à présent un recouvrement(Mj )j∈J deAn par des sous-ensembles

de diamètre r0
100κ0

e−n(λk+ε) provenant d’un maillage dePk. D’après le point 2, un
sous-ensembleMj intersectantAn est nécessairement contenu dans

⋃
i∈I Pi . On a

donc :

Card(J ) ≤ m(
⋃
i∈I Pi )

m(Mj )
� dkne−2n(λ1+···+λk)+nε(

e−n(λk+ε)
)2k .
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En minorant les exposantsλ1, . . . , λk−1 par log
√
d, on obtient :

Card(J ) � dnen([2(k−1)λk]+(2k+1)ε).

Il s’ensuit que la mesure de Hausdorff deAn, de dimensionlε = 2(k−1)+logd/λk+
2kε/λk, est minorée pare−nε pour n assez grand. Lalε-mesure de Hausdorff de
Y ⊂ lim supn An est donc finie pour toutε > 0. Cela termine la démonstration, car
Y est un borélien de mesure totale. �
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