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Points périodiques des fonctions rationnelles dans ’espace
hyperbolique p-adique
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Abstract. We study the dynamics of rational maps with coefficients in the field C, acting on
the hyperbolic space H,. Our main result is that the number of periodic points in H, of such
a rational map is either 0, 1 or co, and we characterize those rational maps having precisely 0
or 1 periodic points.

The main property we obtain is a criterion for the existence of infinitely many periodic points
(of a special kind) in hyperbolic space. The proof of this criterion is analogous to G. Julia’s proof
of the density of repelling periodic points in the Julia set of a complex rational map.
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Soit p un nombre premier. On désigne par Q, le corps des nombres p-adiques et par
C) le complété d’une cloture algébrique de Q,,.

Cet article est la suite de [R2]" dans lequel on a étudié la dynamique des fonctions
rationnelles a coefficients dans C,, agissant sur la droite projective P(C,), ainsi que
sur I’espace hyperbolique p-adique H,.

Cet espace est un arbre réel séparable et complet, isométrique a I’immeuble de
Bruhat-Tits de SL(2, C,). De plus, il a un rapport étroit avec 1’espace analytique
induit par P(C,), au sens de V. G. Berkovich.

Dans ce travail on €tudie les points de H, qui sont périodiques sous I’action
d’une fonction rationnelle donnée. Essentiellement, chaque point (rationnel) de H),
qui est fixé par une fonction rationnelle, est en correspondance avec une coordonnée
de P(C,) dans laquelle la fonction rationnelle a réduction non triviale. On dit qu’une
fonction rationnelle R a réduction non triviale lorsqu’il existe une fonction rationnelle
R a coefficients dans le corps résiduel C,, de C,, et un sous-ensemble fini E de P(C),),

ILes résultats de cet article, ainsi que ceux de [R2], ont paru dans le Preprint IMS at Stony Brook #2001/12.
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tel qu’on ait le diagramme commutatif suivant

P(C,) \ 7~ !(8) X~ P(C))

P(C,) \ & — P(C,)

voir [R2]. Ici 7 désigne la projection de P(C,) vers ]P’((E p)-
Le résultat principal qu’on obtient ici est une caractérisation des fonctions ration-
nelles n’ayant qu’un nombre fini de points périodiques dans H,.

Théoréme 1. Le nombre de points périodiques dans H,, d’une fonction rationnelle
estégal a 0, 1 ou oo.

Autrement dit, pour une fonction rationnelle n’ayant qu’un nombre fini de points
périodiques dans H, il y a deux cas : soit la fonction rationnelle ne possede aucun
point périodique dans H), ; soit la fonction rationnelle posséde un et un seul point
périodique dans H, (dans ce dernier cas le point périodique est un point fixe de la
fonction rationnelle).

Dans les théorémes 2 et 3 ci-dessous on caractérise chacun de ces deux cas. Une
fonction rationnelle R a bonne réduction lorsque elle aréduction non triviale et lorsque
I’ensemble E ci-dessus est vide, voir § 6 pour une définition plus précise.

Théoréme 2. Une fonction rationnelle a un et un seul point périodique dans H,, si et
seulement si, apres changement de coordonnée, elle a bonne réduction inséparable.
Dans ce cas, tous les points périodiques de la fonction rationnelle dans P(C) sont
attractifs.

Lanotion de bonne réduction d’une fonction rationnelle a été introduite par Morton
et Silverman dans [MS], voir aussi [Ben2].

Théoréme 3. Pour une fonction rationnelle R de degré au moins 2 a coefficients dans
Cp, les propriétés suivantes sont équivalentes.

a) R ne possede aucun point périodique dans .
b) R possede un seul point périodique non répulsif dans P(C,).
¢) R a un nombre fini de points périodiques non répulsifs dans P(C)).

Dans ce cas R a un point fixe attractif dans P(C ) et tous les autres points périodiques
de R dans IP(C,) sont répulsifs.
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Rappelons que toute fonction rationnelle a un point fixe non répulsif dans P(C))
[Benl]. Donc, les fonctions rationnelles qui n’ont pas de point périodique dans H,
correspondent au cas extréme ou le nombre des points périodiques non répulsifs
(comptés avec multiplicité) dans P(C,) est égal a 1, voir Théoréme A de [R2].

On montrera ailleurs que toute fonction rationnelle dont I’ensemble de Julia est
compact et non vide est comme dans 1’énoncé du Théoreme 3. Ceci généralise aux
fonctions rationnelles la Proposition A de [Bez].

Exemple. Fixons unentierd > 2. Pour ¢ € C, on définit Pc(z) = 44+ceC plz] 1l
est facile de voir que si |[d?c?~!| > 1, alors les points périodiques de P, dans C p sont
répulsifs. Le Théoréme 3 implique que le polyndme P, n’a pas de points périodiques
dans [H,.

D’autre part, (lans le cas ol |c| < 1, le polyndme P, a bonne réduction, donnée
par le polyndme P.(z) = z¢ + ¢. Ainsi, lorsque p divise d, le Théoreme 2 implique
que P aun et un seul point périodique dans H,.

Le Théoreme 3 est une conséquence des résultats établis dans [R2]. Dans la
démonstration des théoremes 1 et 2, les points exceptionnels dans H, jouent un rdle
essentiel. Un point de H, est dit exceptionnel lorsque son orbite inverse est finie.

Théoréeme 4 (Ensemble Exceptionnel). L’ensemble exceptionnel dans H,, contient
au plus un point. De plus, il est non vide si et seulement si, aprés changement de
coordonnée, la fonction rationnelle a bonne réduction.

On peut comparer au cas complexe ou I’ensemble exceptionnel contient au plus 2
points, cf. [Mi]. Les démonstrations des théoremes 1 et 2 se déduisent alors du lemme
suivant.

Lemme Principal. Soit R € C,(z) une fonction rationnelle ayant un point pério-
dique inséparable dans H ), qui n’est pas un point exceptionnel. Alors Ry a une infinité
de points périodiques inséparables dans H.

La démonstration du lemme est analogue a la démonstration de G. Julia concernant
la densité des points périodiques sur I’ensemble qui porte son nom (voir [Mi]).

D’une fagon surprenante, un raisonnement assez proche de la démonstration du
Théoréme 4 permet de donner une preuve « conceptuelle » du théoréme suivant, di a
R. Benedetto.

Théoreme ([Ben2], Theorem B). Si R € C,(z) est une fonction rationnelle de degré
au moins deux et si n est un entier positif, alors R" a bonne réduction si et seulement
si R a bonne réduction.
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Plan de Particle. Dans les paragraphes 1, 2 et 3 on rappelle quelque définitions
et résultats concernant le corps C, et I’espace H,. Dans les paragraphes 4 et 5 on
étudie les points périodiques inséparables. Dans les paragraphes 6 et 7 on étudie
I’ensemble exceptionnel dans H,, et on donne la démonstration du Théoreme 4.
Dans I’appendice (paragraphe 12) on établit une propriété générale qui est nécessaire
pour la démonstration du Théoreme 4.

Dans le paragraphe 8 on obtient les théoremes 1 et 2 a partir du Lemme Principal.
On montre aussi le Théoreme 3 avec les résultats de [R2]. Les paragraphes 9, 10 et 11
sont consacrés a la démonstration du Lemme Principal.

Remerciements. Je remercie J. C. Yoccoz et R. Benedetto pour plusieurs remarques
et corrections qu’ils ont faites concernant une version préliminaire de ce travail. Je
remercie aussi le College de France pour son hospitalité. Je remercie le rapporteur
dont ses remarques et corrections ont beaucoup aidées a améliorer I’ exposition de cet
article.

1. Préliminaires

Soit p > 1 un nombre premier, Q,, le corps des nombres p-adiques et C, le complété
d’une cloture algébrique de Q,,.

On désigne par | - | la norme sur C,, et C}) = C,, \ {0} le groupe multiplicatif de
Cp. On appelle

IC51 ={lzl | z € C}
= {r > 0 log, r est rationnel}

le groupe de valuation de C7,.

On désigne par O, = {z € C,, | |z| < 1} I'anneau des entiers. L’ensemble
m, = {z € C, | |z] < 1} est un idéal maximal de @. Le corps (Ep = Op/m, est
appelé le corps résiduel de C,. 11 est isomorphe a une cloture algébrique F p du corps
fini F . On identifie C, 2 F .

Pour z € O, on désigne par 7 la projection de z dans Fp. Pour ¢ € Fp on pose
B(¢) = {z = ¢}, de sorte qu’on a la partition,

Op = Uz, B(©).

1.1. La droite projective. On considere la droite projective P(C,), qui est I’en-
semble des droites dans C,, x C, passant par (0, 0). Pour (x, y) € C, x C,\{(0, 0)},
on désigne par [x, y] € P(C,) le point correspondant a la droite {(Ax, Ay) | A € C}.
On désigne par oo le point [1,0] € P(C),), et on identifie P(C)) \ {oc} a C, par
I’application [A, 1] — A.
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On étend la projection de C,, vers Fp en une projection de P(C,) = C, U {o0}
vers ]P)(Fp) = Fp U {oo}, par 7 = oo, pour z € {|z| > 1} U {o0}. On pose B(co) =
{z = 00} = {|z] > 1} U {oco}. On a alors la partition canonique

IP)((Cp) = uIP(F,,)B(é.)’ (1

Pour chaque a, b, ¢, d € C,, tel que ad — bc # 0 Iapplication linéaire (x, y) +>
(ax +by, cx +dy) de C,, x C,, dans lui méme induit une application de P(C,) dans
lui méme, qu’on appelle transformation projective. Les transformations projectives
forment un groupe isomorphe a PGL(2, C,) : I’élément (Z 2) € PGL(2, C),) corres-
pond a la transformation projective de P(C,,) induite par (x, y) > (ax+by, cx+dy).

Le sous-groupe PGL(2, @)) de PGL(2, C},) correspond a celui constitué des
transformations projectives qui préservent la partition (1). De plus, la transformation
projective de P(C,) associ€ a (‘C‘ Z,) € PGL(2, O)) préserve chaque €lément de la
partition (1) si et seulementsia,d € 1 +mj, eth,c € m,.

1.2. Boules et couronnes. Etant donnés r |C%l et a € Cp, on appelle les en-
sembles
{zeCpllz—al<r} et {z€C,llz—al=<r}

boule ouverte de C,, et boule fermée de C,, respectivement. Si r ¢ |C7| alors ces
deux ensembles coincident et constituent ce qu’on appelle une boule irrationnelle de
C,. Notons que par définition une boule B de C, est irrationnelle si et seulement si
diam(B) ¢ |C7|; en particulier, si B est ouverte ou fermée alors diam(B) € |C7|.

Etant donnés deux boules B et B’ de C p ayant une intersection non vide, il y a
deux possibilités : soit B C B’, soit B’ C B.

L’image d’une boule ouverte (resp. fermée, irrationnelle) par une transformation
affine de C,, est une boule de méme nature.

Une boule ouverte (resp. fermée, irrationnelle) de P(C),) est soit une boule de
C, de méme nature, soit le complémentaire d’une boule fermée (resp. ouverte, resp.
irrationnelle) de C,,. Dans ce qui suit le mot boule désignera une boule de P(C)).

Etant données deux boules B et B’ de P(C p) qui s’intersectent, il y a trois pos-
sibilités : soit B C B’, soit B" C B, soit BU B’ = IP(C,,). Dans ce dernier cas les
complémentaires de B et B’ sont disjoints ; si de plus B et B’ ne sont pas fermées
alors on dit que B N B’ est une couronne. Aprés changement de coordonnée, on peut
supposer B = {|z] < r}et B’ = {|z| > r'} U {co} avec ¥’ < r; alors

BNB ={zeC,|r <|z| <r}.

On définit mod(B N B’) = log p —log, r’ > 0. La valeur de cette expression ne
dépend pas du choix de coordonnée, et on I’appelle le module de la couronne B N B’'.

L’image d’une boule ouverte (resp. fermée, irrationnelle) par une transformation
projective de IP(C),) est une boule de méme nature.
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1.3. Séries convergentes. Dans ce paragraphe on considere quelques résultats ba-
siques d’analyse ultramétrique. Pour les démonstrations le lecteur pourra consulter,
par exemple, [BGR].

Une série f(z) = ap + a1z + --- a coefficients dans C, converge sur la boule
{lz| < r} si et seulement si lim sup;_, la; |V < L, Lorsque r € |(C;‘,| la.série f
converge sur la boule fermée {|z| < r} si et seulement si lim sup;_, . |a;|r' < oo.
Dans ces deux cas pour tout g € (0, 7] on a

I llry == supll £ ()] | lz| < ro} = sup{la;lrg | i = O}.

Lorsque f converge sur {|z| < ro} on a aussi || |, = sup{|f(z)| | |z| < ro}. De
plus, f est injective sur la boule {|z| < r} si et seulement si a; # 0 et pour tout
i > lonala;|r'~' < |aj|. Dans ce cas I’'image de {|z| < r} par f estégal a la boule
{lz —aol < |aylr}.

Toute fonction rationnelle a coefficients dans C, admet un développement en
série en chaque point 7o de C,, qui n’est pas un pdle. Le rayon de convergence est
égal a la plus petite distance entre zg et un pdle.

Si f est une série convergente sur une boule B de C,,, alors I'image par f d’une
boule ouverte (resp. irrationnelle, fermée) strictement contenue dans B est une boule
de méme nature.

Lemme 1.1. Soient f et ¢ des séries convergentes sur une boule B de C,. Si D est
une boule strictement contenue dans B et sup{|e(z2)| | z € D} < diam(f (D)), alors

(f +e)(D) = f(D).

Preuve. Onsaitque (f+¢)(D) et f (D) sontdes boules de méme nature. L’hypothese
implique que (f + €)(D) C f(D) et que diam((f + ¢)(D)) = diam(f(D)). On a
donc (f + ¢)(D) = f(D). O

Lemme 1.2. Soient r,r’ > 0 et considérons une série f convergente sur {|z| < r},
telle que f({|z| < r}) C {|z| < r'}. Alors pour toute boule D C {|z| <r}ona

% diam(f (D)) < % diam(D).

Si de plus diam(D) < r, alors on a I’égalité si et seulement si f induit une bijection
entre {|z| < r}et{|z] <7’}

Preuve. Soita € D et posons g(z) = f(z+a) = by + b1z + --- . Par hypothese
ona '
I£1- = ligl- = supflbilr' | i > 0} <7

Si I’on pose rg = diam(D), alors on a

diam(f (D)) = llg — boll», = sup{|b:|rly | i > 1}.
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Mais pour chaque entier i > 1 on a |b,~|r6 < r'(ro/r)" < r'(ro/r), d’oli on obtient

I’inégalité désirée. Lorsque ry < r, on a I’égalité si et seulement si |by| = r’/r. Mais
g (et donc f) induit une bijection entre {|z| < r} et {|z| < r’} si et seulement si
bl =r'/r. u

2. Espace hyperbolique I,

Dans ce paragraphe on fait des rappels sur I’espace hyperbolique H,. On trouvera
les détails dans les paragraphes 3 et 4 de [R2].

2.1. Bouts. Soit{B;};>0 une suite croissante de boules fermées ou irrationnelles telle
que B = J;~( Bi soit une boule ouverte ou irrationnelle, ou soit égale a P(C ). Alors
{B\ Bi}i>0 est soit une suite décroissante de couronnes, soit une suite décroissante de
boules, respectivement. On appelle {B \ B;};>o chaine évanescente. Notons qu’on a

[\(B\B) =0
i>0
et par conséquent B \ B; C C,, pour i assez grand. De plus, diam(B \ B;) converge
vers un nombre positif lorsque i — oo.
On dit que deux chaines évanescentes { B\ B;};>o et {B’\ Bl.’ }i>0 sont équivalentes
sipourtout N > Oilexisten > N telque By C By et By, C B,.Danscecas B = B'.

Définition 2.1. Un bout est une classe d’équivalence de chaines évanescentes.

Soit # unbout et { B\ B;};>0 une chaine évanescente définissante. Alors B dépend
seulement de S et on pose Bp = B.

Si Bp = P(C,), alors on dit que & est un bout singulier. Sinon By est une
boule ouverte ou irrationnelle qui est déterminée par &. Si Bp est une boule ouverte
(resp. irrationnelle) alors on dit que & est rationnel (resp. irrationnel). On a une
correspondance entre les boules ouvertes (resp. irrationnelles) et les bouts rationnels
(resp. irrationnels).

Chaque transformation projective ¢ de P(C,) induit une bijection sur les bouts
rationnels (resp. irrationnels, singuliers). On désigne cette action par ¢.

2.2. Partitions de la droite projective et points de H,. L’espace hyperbolique,
qu’on désigne par IH,, est par définition un ensemble de points, qu’on décrit ci-
dessous. Il y a trois types de points de H, : les points singuliers, rationnels et irra-
tionnels.

2.2.1. Points singuliers. Les points singuliers de H, sont par définition les en-
sembles de la forme 8§ = {#}, ou & est un bout singulier.



600 J. Rivera-Letelier CMH

2.2.2. Points non singuliers. On dit que deux boules ouvertes ou irrationnelles By
et By sont associées, si Bp N By = @ et si By et By sont maximales pour cette
propriété. Autrement dit, sii € {0, 1} et B! est une boule ouverte ou irrationnelle telle
que B; C B et B/ N B_; =, alors B] = B,.

Lemme 2.2. Soient By et By associées a B. Alors By = By ou Bo N\ By = . Dans
ce dernier cas By est associée a Bj.

Preuve. La premiére assertion suit par maximalité. Supposons BoN By = . Soiti €

{0, 1} et soit Bi/ une boule ouverte ou irrationnelle telle que B; C Bi/ et Bl.’ NBi_; = 0.
Alors B ¢ B{, car By_; est associée a B, donc B; N B = @. Par conséquent Bl.’ = B;,
car B; est associée a B. O

Un point non singulier 4 de H, est par définition un ensemble de bouts rationnels
ou irrationnels tel que pour tous &y et 1 € 4 distincts, les boules By, et By, soient
associées, et maximales pour cette propriété. Dans ce cas on dit qu'une boule Bp,
avec P € 4, est associée a 8.

Notons que 1’'union d’une suite croissante de boules ouvertes ou irrationnelles
disjointes d’une boule donnée, est une boule ouverte ou irrationnelle. Par conséquent
chaque point non singulier 4 de H), contient au moins deux €léments, et on a la
partition

]P’((Cp) = LgBgp.

2.2.3. Points irrationnels. Etant donné un bout irrationnel £, les ensembles By et
P(C,) \ By sont des boules irrationnelles. Alors {, '} est un point non singulier
de H,, ot 2’ est le bout associé a P(C,) \ Bp. On appelle {P, £’} point irrationnel.

2.2.4. Le point canonique. Rappelons que pour ¢ € P(Fp) on désigne par B(¢) la
boule {z € P(C)) | Z = ¢} ; voir Préliminaires. On a la partition canonique

P(Cp) = Upg, BE).

Soit £ (¢) le bout correspondant a B(¢). 1l est facile de voir que $can = {P (;)}P(Fp)
est un point non singulier. On I’appelle le point canonique.

2.2.5. Points rationnels. Soit & un bout rationnel et soit ¢ une transformation
projective de P(C)) tel que ¢({|z] < 1}) = Bgp. Alors £ = ¢, (P(0)) et § =
{(p*({/’(g‘))}P(Fp) est un point non singulier contenant &. On appelle 4§ € H, point
rationnel. En particulier, 4.4, est un point rationnel.

Notons qu’on a un paramétrage de § par P(F p) qui est unique, modulo un chan-
gement de coordonnée projective de IF’(F,,).
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2.2.6. Définition de I’espace hyperbolique

Définition 2.3. L'espace hyperbolique p-adique, qu’on désigne par H,, est I’en-
semble des points rationnels, irrationnels et singuliers. De plus, on désigne par ]1-]1R

(resp. HQ) I’ensemble des points non singuliers (resp. rationnels) de H .

Notons que tout bout (resp. bout non singulier, bout rationnel) est contenu dans
exactement un point de H, (resp. HE, Hg).

Iest clair que le groupe PGL(2, C,) des transformations projectives de P(C ) agit
sur H,, en préservant H]}f et Hg Cette action est transitive sur Hg et le stabilisateur du
point 4¢,, correspond au sous-groupe PGL(2, @,). Par conséquent on a une bijection
entre PGL(2, C,)/ PGL(2, O)) et Hg. Etant donné une transformation projective ¢
de IP(C)), on désigne par ¢, I’action sur H, induite par ¢.

2.3. Propriété de séparation

Définition 2.4. Soit 8 € H, et X C P(C),).

1. Sid e H]E est non singulier et si X intersecte au moins deux boules associées a
4, alors on dit que 4 sépare X, et on note § < X.

2. Si 8 = {P} € H, est singulier et si pour toute chaine évanescente {D;};>0
définissant & et touti > Qona D; N X # @, alors on écrit 8 < X.

Soient 8 € H), et X, Y C P(C,). Alors (§ < X et X C Y) implique § < Y.
Notons que pour un point singulier 8 = {4} il suffit de vérifier la propriété 2 pour
une chaine évanescente définissant  quelconque.

Lemme 2.5. Soient 8 et 8’ € H,, des points distincts. Alors il existe un unique bout
P € Stel que 8 < Byp.

Lemme 2.6. Soient 8, 8’ € HH§ distincts. Soit B (resp. B') la boule associée a 8
(resp. 8') telle que 8' < B (resp. 8 < B’). Alors B N B’ est une couronne.

2.4. Propriété de séparation dans H,. Fixonsun point 8 € H,. Parle Lemme 2.5,
chaque point 8’ € H), différent de 8 détermine un bout & € § tel que 8’ < Bop.

Comme P(C,) = LigBgp est une partition de P(C,), chaque point ' € P(C,)
détermine un bout & € 4§ tel que 7' € Bp. On écrit 7/ < Byp.

Définition 2.7. Soient 8y, 8, € H, UP(C,) et 4 € H), des points deux a deux
distincts. Pouri € {0, 1} soit &; € 5 le bout tel que 4; < BJ On dit que 4 est entre
8o et 81 si Pp # 1. On dit aussi que 4 sépare 4 et 8.

On désigne par (4p, 1) C H, I’ensemble de tous les points entre 8 et 81. De
plus, on pose [0, 81) = (81, S0l = (S0, 81) U {So} et [0, 1] = [S0, 1) U {$1}.
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Notons qu’un point 8 € H), peut séparer deux éléments de H, U P(C,) si et
seulement si § € Hﬂlf. Cette définition généralise la définition 2.4 dans la mesure ou
un point § € Hﬂlf sépare deux points zg et z; € P(C),) distincts si et seulement si 4
sépare I’ensemble {zo, z1} C P(C)) (dans le sens de la définition 2.4).

Lemme 2.8. Soient 8¢, 41 et 8 € H, UIP(C)) des points distincts tels que 8; ne
soit pas entre 8; et 8y, pour toutes les choix de {i, j, k} = {0, 1, 2}. Alors il existe
un unique point 8 € H, tel que 8 est entre 8 et 81, entre 8 et 8, et entre §; et 4.

Dans ce cas 8 € Hg

Lemme 2.9. Soit # un bout et soient 8y, 81 € H,, des points distincts tels que
80, 81 < Bgp. Alors il existe un point S e H]E tel que 8 < By et tel que

[$0. 8) N [81. ) =[5, 8),
our § est le point de H,, contenant P.

2.5. Distance sur H,. L’espace hyperbolique H, est muni d’une distance d, pour
laquelle il est un arbre réel séparable et complet, voir le paragraphe 3 de [R2]. De
plus, cette distance est invariante par I’action des homographies sur H,.

Pour des points non singuliers distincts § et 8’ de HIE, cette distance est définie
comme suit. Soit B la boule associée a 4§ telle que 8" < B et soit B’ 1a boule associée
a 4’ telle que 8 < B’ (voir Lemme 2.5). Par le Lemme 2.6, B N B’ est une couronne
et alors

d(8,8) =mod(B N B).

I est facile de voir que si D (resp. D’) est une boule de C, associée a § (resp. ')
on a

diam(D U D')?
P diam(D) - diam(D’)"

d(8,8") =log 2)

Les segments géodésiques de I’arbre réel (H),, d) sont les ensembles de la forme
[8, 4’1, voir Définition 2.7. On sait que les points rationnels sont denses sur chaque
segment géodésique.

Pour z,z € P(Cp) on dit que (z,z') C Hﬂlf est la géodésique joignant z et 7.
Chaque géodesique est isométrique a R. Dans le cas ou 8 € H, et z € P(C)),
on dit que [4, z) est une demi-géodésique. Si 4 appartient a ]HI]E alors il existe une
transformation projective de P(C,) envoyant z a oo et 8 dans (0, 00). Par conséquent
[4, z) est isométrique a [0, co) C R.

Lorsqu’on fixe 4 € H, et 8’ se rapproche (sur une géodésique) d’un point de
IP(C,), alors la distance d (4, 4”) tend vers I’infini.
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2.6. Remarques a propos de I’espace de Berkovich. Comme ensemble, 1’espace
analytique de Berkovich Pg‘p induit par P(C,) s’identifie de facon naturelle a I’en-
semble P(C,) LI H,. Les points de P(C) s’identifient aux points de type (i) de P

P
et les points rationnels (resp. irrationnels, singuliers) de H, s’identifient aux points
de type (ii) (resp. (iii), (iv)) de ]P%‘p.

L’espace P%Ilp est munit d’une topologie pour laquelle il est compact et connexe
par arcs. La topologie sur H, induite par }P’%“p est strictement moins fine que celle
induite par la distance d.

Etant donné un point 8 de P(C,) U H, = P%’p et une boule B de P(C,), on a
4 < B sietseulement si § € B, ou B*" désigne 1’espace analytique de Berkovich
induit par B. De plus, pour chaque point 8 € [H, on a la partition

flcnp \ {8} = LUpes By

(Lemme 2.5), laquelle est la partition en composantes connexes de IP’?C“p \ {8}.

3. Action des fonctions rationnelles sur [,

Fixons une fonction rationnelle R € C,(z) qui ne soit pas constante. Dans ce para-
graphe on décrit I’action d’une fonction rationnelle sur les bouts et sur H, ; pour les
démonstrations on pourra consulter le paragraphe 4 de [R2].

Etant donné un point w € P(C p), le degré local de R en w, que I’on désigne par
degp (w), est défini comme suit. On considere des coordonnées telles que w = 0 et
R(0) = 0. Alors R est localement de la forme

dt1y

adzd—l—ade -, oud>1letag #0;

on définit degp(w) = d et on dit que degg(w) est la multiplicité de w comme
antécédent de R(w). Il n’est pas difficile de voir que deg, (w) ne dépend pas du choix
des coordonnées.

Pour w € P(C)) ona

Y degg(z) = deg(R) 3)
R(z)=w

etpour Q € Cp(z) ona degp.p(w) = degy(R(w)) - degp(w).
Etant donnés X, Y C P(C,) tels que R(X) C Y,onditque R: X — Y estde
degré d,oud > 1,sipourtouty € Y

Y deggx) =d.
xeX, R(x)=y

De facon équivalente, tout point dans Y a exactement d antécédents dans X comptés
avec multiplicité.
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3.1. Action d’une fonction rationnelle sur les bouts. Fixons une fonction ration-
nelle R € C,(z) non constante.

Proposition 3.1. Soit & un bout rationnel (resp. irrationnel, singulier). Alors il existe
un bout P’ de méme nature et un entier d > 1 tel que pour toute chaine évanescente
{Ci}i>0 définissant P, il existe N > 1 tel qu’on ait les propriétés suivantes.

1. {R(Cj)}i>n est une chaine évanescente définissant P’
2. Pourtouti > N, R: C; — R(C;) estde degré d.

Le bout $’ seranoté R, (#). De plus I’entier d sera noté deg () et appelé degré
local de R en .

Lemme 3.2. Soit & un bout non singulier. Alors il existe un entier N > 0 tel qu’on
ait les propriétés suivantes.

1. Chaque point'y € Bg,(p) a N + degp (&) antécédents par R dans Bp.
2. Chaque point 'y & B, (p) a N antécédents par R dans Bgp.

En particulier, si N = 0 alors R(Bp) = Bpr,(») et R: Bp — Bpg, (p) est de degré
degg (), si N est strictement positif alors R(Bp) = P(C)).

3.2. Action d’une fonction rationnelle sur H,. Pour chaque point 8 € H, on
définit un point R, (8) € H, et un entier degr(8) > 1 qu’on appelle degré local de
Ren 8.

Si 8 = {#} € H, est un point singulier, on note R,(8) = {R«(P)} € H, et
degr(8) = degr(P) > 1.Si 8 = {P, P’} € H,, est un point irrationnel, alors
deggr(P) = degpr(P’') > 1 et {Ri(P), R«(P')} est un point irrationnel de H,. On
les note respectivement degy (4§) et Ry (8) € H,.

La proposition suivante décrit I’action d’une fonction rationnelle sur les points
rationnels de H, ; voir [R1], Proposition 2.4.

Proposition 3.3. Soit R € C,(z) une fonction rationnelle non constante et soit
4§ e H(g un point rationnel. Alors on a les propriétés suivantes.

1. Il existe un unique point rationnel 8 € Hg tel que pour tout P € 8 on a
R.(P) € 8.

2. Considérons des paramétrages
= {?(E)}gep(ﬁp) et ' = {3’/(5)},;6[@@[,)-

Alors il existe une fonction rationnelle Re Fp (z) telle que pour tout & € IP’(FP)
on ait

R(P(E) = P'(R()) et degp(P (&) = degj(£).
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Donc pour tout P’ € 8

> degp(P) = deg(R).

PES,R(P)=F

3. Il existe un sous-ensemble fini T de § tel que pour tout P € T on ait R(Bp) =
P(C)) et tel que pour tout P € 8\ T la image de Bp par R soit Bg,(p) et
Iapplication R: Bp — Bp, () soit de degré degg (P).

Le point 4’ sera noté R, (8). Le degré de R sera noté degr () et ne dépend pas
du choix des coordonnées.

3.3. Action locale d’une fonction rationnelle

Proposition 3.4. Soit R € C,(z) une fonction rationnelle non constante fixant 0 €
IP(C,) et localement de la forme R(z) = aqgz® + ad_szH + .-+, oud = degp(0).
Alors pour r > 0 petit on a

R (8;) = 84, pa et degp(8,) =d = degr(0),

ou 8, € H, est le point associé a la boule {|z| < r}.

Proposition 3.5. Soit R € C,(z) une fonction rationnelle non constante. Soit P un
bout et soit 8 € H, le point qui contient P. Alors il existe un point 5 e H,, tel que
8 < By et tel que I’on ait les propriétés suivantes.

1. R.((8,8)) = (R.(8), Ri(8)) et Ry est injective sur (8, 8).
2. Pour tout 8' € (8, 8) on a degg(8') = degp(P).
3. d(R«(8), Ri(8)) = degg(P) - d(8, 8).

Corollaire 3.6. Soit R € C,(z) une fonction rationnelle non constante. Alors pour
tout 8 et 8' e Hy ona

d(R«(8), R«(8')) < deg(R) - d(8, §).
En particulier I’action sur H, induite par une fonction rationnelle est continue.

Corollaire 3.7. Considérons un segment de H,, paramétré par {$;}o<;<y, de telle
fagon que d (8, 81) = |to — t1]| pour 0 < ty < 11 < t". Supposons que R € C,(z)
soit une fonction rationnelle telle que R, est injective sur [8p, 8,/]. Alors

’

t
d(R«(80), R«(8,)) =/0 degg(8:)dr.

En particulier on a d(R«(80), R«(8y)) = d(80, 81).
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4. Fonctions rationnelles en caractéristique positive

Dans ce paragraphe on considere des propriétés de fonctions rationnelles a coefficients
dans Fp. Comme la caractéristique de Fp est positive, parfois il y a des propriétés
assez différentes du cas de caractéristique zéro ; par exemple le polyndme z? € Fp (z]
induit une bijection sur IP’(F,,).

Rappelons que pour toute puissance g de p on a Fp =U,>1 Fgr.

Lemme 4.1. Soit R € Fp (2) une fonction rationnelle.
1. Si deg(ﬁ) = 1 alors tout élément de ]P’(Fp) est périodique par R.

2. Si deg(E) > 1 alors tout élément de IF’(FP) est prépériodique par R et R a une
infinité de points périodiques.

Preuve. Soitq > 1 une puissance de p telle que Re [F,4(z). Alors pour chaque n > 1
I’ensemble P(Fyn) = Fyn U {oo} est invariant par R. Puisque ]P’(Fp) = U,>1 PFym),
tout élément de IP’(E,) est prépériodique par R. Etant donné un entier » > 0 on
désignera par R la fonction rationnelle itérée Ro - -- o R.

—_—

r
1.Si deg(ﬁ) = 1 alors R induit une bijection sur chaque P(FF;») et par conséquent
tout élément de }P’(Fp) est périodique par R.

2. Supposons deg(ﬁ) > 1. Soient ¢y, ..., ¢ € IF’(FP) les points fixes de R et
soient Aq, ..., A leurs multiplicateurs. Pour chaque 1 < i < k tel que A; # 0 soit
n; > 1le plus petit entier tel que A" = 1.

Soit 7 un nombre premier strictement supérieur a p et aux n;. Soit { une racine
de R"(z) —z.Si¢ = ¢ et A; = 0, alors ¢ est une racine simple de R (z) — z. Si
¢ =1¢i, A #0etn; > 1,1l en est de méme (car r n’est pas un multiple de n;). Si
{ = ¢, A # 0etn; = 1, alors les multiplicités de {; comme racine de R (z) —zet
R’ (z) — z sont les mémes. Il existe donc une racine ¢ de R" (z) — z distincte des ¢; (car
deg(ﬁ’ (z) —2) > deg(ﬁ(z) — 7)). C’est un point périodique de période minimale r.

O

4.1. Inséparabilité

Définition 4.2. On dit qu’une fonction rationnelle R e Fp (z) est inséparable s’il
existe une fonction rationnelle Q € Fp (z) telle que R(z) = Q(z?).

Notons que I’application z > z” est un automorphisme du corps FP. Par consé-
quent pour toute fonction rationnelle Q € [, (z) il existe une fonction rationnelle
Q1 € IF(2) telle qu’on ait Q(z”) = (Q1(z))?. On conclut alors que, si R appartient
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aF p(2)ety, 1} sont des transformations projectives de P(F p),alors R est inséparable
si et seulement si @ o R o ¥ D'est. N

Etant donnée une fonction rationnelle R € Fp (z), on dit que ¢ € IF’(FP) est
un point critique de R si degz(¢) > 1. Dans ce cas on dit que deg(¢) — 1 estla
multiplicité de ¢ comme point critique de R.

La propriété suivante découle de la formule de Riemann—Hurwitz (voir par exemple
[Ha], page 301, Collorary 2.4). Elle n’est pas difficile 2 montrer directement.

Proposition 4.3. Soir ReF p(2) une fonction rationnelle ayant plus de 2 deg(l?) -2
points critiques, comptés avec multiplicité. Alors R est inséparable.

Le corollaire suivant est immédiat. En effet il découle du résultat plus faible que,
si R € [F,(z) est une fonction rationnelle qui n’est pas inséparable, alors I’ensemble
de ces points critiques est fini.

Corollaire 4.4. Soit R € Fp (z) une fonction rationnelle qui n’est pas inséparable.
Alors il existe une infinité des points périodiques ¢ € P(IF),) tels que deg. (¢) = 1,
oun > 1 estla période de ¢.

5. Points périodiques dans IH,

Fixons une fonction rationnelle non constante R € C,(z) et considérons I’action Ry
sur H, induite par R. On dit qu’un point 4 € H, est périodique par R, s’il existe
n > 1tel que R!(8) = 4. Dans ce cas on dit que 4§ est indifférent si degpa (8) = 1,
et on dit que & est répulsif si degpn (8) > 1.

Dans le paragraphe 5.2 on introduit les points périodiques inséparables, qui seront
trés importants dans ce qui suit.

5.1. Points périodiques indifférents. Pour une démonstration de la proposition
suivante voir [R2], Proposition 5.8.

Proposition 5.1. Soit R € C,(z) une fonction rationnelle de degré au moins deusx.
Alors les propriétés suivantes sont équivalentes.

1. Ry a un point périodique indifférent dans H,.

2. Ry a une infinité de points périodiques indifférents dans H.
3. R a un point périodique indifférent dans P(C)).

4. R a une infinité de points périodiques indifférents dans P(C)).

Dans ce cas Ry possede aussi un point périodique répulsif dans H,.

On aura besoin de la proposition suivante dans le paragraphe 9.1.
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Proposition 5.2. Soit R € C,(z) une fonction rationnelle non constante et soit
8 € Hp un point irrationnel ou singulier fixé par Ry. Alors § est indifférent et il
est adhérent a I’ensemble des points fixes rationnels de R,. En particulier tout point
périodique répulsif de R, est rationnel.

I1 est en fait vrai que I’ensemble des points périodiques indifférents dans I, est
ouvert, mais on n’aurait pas besoin de ce résultat plus fort. La démonstration de cette
proposition s’appuie sur le lemme suivant.

Lemme 5.3. Soit C une couronne et soit R € C(z) une fonction rationnelle telle que
R(C) est aussi une couronne. Alors il existe un entier d > 1 tel que R: C — R(C)
est de degré d et on a,

mod(R(C)) =d - mod(C).

Preuve. Apreés changement de coordonnée on suppose que C = {rg < |z| < ry} et
que R(C) = {ry < |z| < r}}. En particulier R n’a pas de zéro ni de pole sur C. On
pose R = P/Q, ou

P(z) =ap+aiz+---+ay7" € Cylz] et

Q@) =bo+biz+ - +byz" € Cplzl.

Alors il existe 0 < k < n (resp. 0 < k' < n') tel que |a,-|r6 < |ak|r(')‘ (resp.
bjlrd < |bwlrk)y pour 0 < i < k (resp. 0 < j < k') et |a;lri < |ax|r¥ (resp.
bl < |bp|r¥ ) pour k <i <n (resp. k' < j <n).

Comme R(C) = {rj < |z| < r{}onak # k', et quitte a changer R par %, on
suppose k > k’. Alors R: C — R(C) est de degré d = k — k’. Remarquons d’autre
part que 1 = (lag|/|bi ré et r} = (lak|/|bp|)r{ . Par conséquent

mod(R(C)) = log,,(r{/rg) = log,(r{ /r§) = d - mod(C). O

Preuve de la Proposition 5.2. Cas 4§ irrationnel. Aprés changement de coordonnée,
on suppose que 4§ est le point associ€ a {|z| < r}. Posons R = P/Q, avec

P(z) =ap+ajz+--+aqz® e Cplz] et

Q@) =bo+biz+-+byz? € Cplzl.
Soit0 < n < d (resp. 0 < n’ < d’) le plus petit entier qui maximise |a,|r" (resp.
|by[r™). Comme r & |(C}“,| ona la;|r' < |a,|r" (resp. |bjlr! < |by|r") pouri # n
(resp. j # n’). Donc |R(z)| = |a,,/bn/||z|”’"/ pour tout z tel que |z| est assez proche
de r. Par suite, |a, /b, |r"~"" =r, et comme r & |(C}§|, onadeggr(P)=n—n"=1.
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Par conséquent § est un point fixe indifférent et R, fixe le point associé a {|z| < r'}
pour tout 7’ proche de r.

Cas & singulier. Soit {D;};>0 une chaine évanescente définissant 4§ et soit ro =
lim; , o diam(D;) > 0. Pour r > 0 on désigne par D, C C, la boule ouverte ou
irrationnelle de diamétre r telle que § < D,. Notons que pour r < r’ ona D, C D,.

Fixons r; > rq assez proche de r( tel que D, ne contient pas de point fixe de R,
tel que R(D;,) C C, ettel que R: D, — R(D,,) soit de degré d = degy(4). Pour
r € (ro,ri)onaR(D,) C R(D,,) C C,etlorsquer’ € (r,r;)ona R(D,) C R(D,)
(Lemme 3.2). On désigne par p(r) le diametre de la boule R(D;); on a R(D,) =
Dy (). Comme R.(8) = 4,0na p(r) — ro lorsque r — rg.

Par le choix de rq, pour tout r € (rg, r1) I'application R: D, — R(D,) est de
degré d. Par conséquent, si r ¢ |C}|, alors I'image de la couronne Dy, \ D, est la
couronne R(Dy,) \ R(D,), et I'application R: D, \ D, — R(D,,) \ R(D,) estde
degré d. Par le lemme précédent on a (o (r1)/ (N =r /r. En faisant tendre r vers
ro on obtient ,o(rl)d = rg (r1/ro). Par conséquent on a p(r;) > ry avec égalité si et
seulement sid = 1.

Supposons par I’absurde que d > 1. D’apres ce qui précede on a p(r;) > ry et
alors le Lemme 1.1 implique que (R — id)(D,,) = R(Dy,) = {lz|] < p(r1)}. En
particulier D,, contient un point fixe de R. On obtient donc une contradiction et on
conclut que degg () = d = 1. Par conséquent, pour r € (rg,r1) ona p(r) =r et
alors le point de I, associ€ a la boule D, est fixé par R,. O

5.2. Points périodiques inséparables. Etant donnés une fonction rationnelle R €
Cp(z) et un point rationnel 8 € H@, on dit que R, est inséparable en 4§ si ’action
de R, en 4 est inséparable, c’est-a-dire si degp (&) > 1 pour tout (une infinité de)
P € & ; voir Proposition 4.3.

Définition 5.4. Soit R € C,(z) une fonction rationnelle de degré au moins deux. On
dit qu’un point périodique 4 € H, de R, de période n > 1 est inséparable si & est
rationnel et si (R,)" est inséparable en §.

Remarquons que tout point périodique inséparable est répulsif.
Proposition 5.5. Soit R € C,(z) une fonction rationnelle telle que Ry n’a pas de
points périodiques indifférents dans H ,. Alors tous les points périodiques de R dans
H,, sont inséparables.

La démontration de cette proposition s’appuie sur le lemme suivant.

Lemme 5.6. Soit R € C,(z) une fonction rationnelle et soit $ un bout non singulier
tel que R(Bp) = Byp. Alors :
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1. Si degr(P) = 1, alors tout point & de H, tel que 8 < By est périodique
indifférent.

2. Sidegp(P) > 1, alors la boule By contient un seul point périodique de R dans
Bg, qui est un point fixe attractif.

Preuve. Onposed = degy(#). Aprés changement de coordonnée on suppose By =
{|z| < r}. Larestriction de R a {|z| < r} est alors donnée par une série de la forme
ag+ajz+---,0u|ajlrt <rpour0<i<d, |ag|r? =ret |aj|rj <rpourj >d.

1. Supposons d = 1 et soit k tel que |a’1‘ -1 < 1. Etant donné ry € (lagl, r)
on pose By = {|z| < ro}. Il suffit de montrer que R*"" converge uniformément
vers I’identité sur By lorsque m — oco. Notons qu’on a | R¥(z) — Zllr, < ro. Plus
généralement, on montrera que pour toute série f convergente sur la boule By et telle
que || f(z) —zllr, < ro,lasuite {f P }m>0 converge uniformément vers I’identité sur
By, lorsque m — oo.

Soit y = || f(z) — zllry/ro < 1 et pour chaque entier n > 1 posons T,(z) =
f"(2) — z. Par récurrence il suffit de montrer que pour tout entier £ > 1 on a

ITp-ellry < max{lpl, y}- I Tellr,-
Notons que pour tous £,n > 1 ona
TnZ=TZ+TZOf+"'+TzOf"_1_

Lorsque £ = 1, I'inégalité ultramétrique implique ||7,,, < IIT1llr, = yro. Par
conséquent, si I’on fixe zg € By et on pose D = {|z — z9| < yro}, alors pour tout
n>1lona f"(z0) € D etle Lemme 1.2 implique qu’on a

|Tg o f"(z0) — Te(z0)| < diam(T¢ (D))
< (diam(D)/ro) - | Tellrg = v - ITellrp»

d’ot on obtient ||Ty o f* — T¢llyy < v - IT¢|lr,- On a donc

ITpellry < IpTell+ | D0 Teof" =T,
0<n<p-1

ro

< max{|pl, y} - [ITelly,-

2. Supposons d > 1. Dans ce cas on a R'(z) < 1 sur {|z| < r}, et I’équation
R(z) — z = 0 a une solution zg sur {|z| < r}; elle est un point fixe attractif de R.
De plus, il est facile de voir que pour |z| < r la suite R"(z) converge vers zg lorsque
n — 00. Dong, zg est le seul point périodique de R dans {|z] < r}. O

Preuve de la Proposition 5.5. Soit 8 € H), un point périodique de Ry. Par hypothese
4 est répulsif, et par conséquent il est rationnel. Quitte a changer R par un itéré, on
suppose que 4§ est fixé par R,.
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Soit 7 I’ensemble fini des bouts & € § tel que R(Bp) # Bg,(»). Comme 4§ est
répulsif, il existe une infinité de cycles de bouts dans 8 (Lemme 4.1). Par conséquent
il existe une infinité de bouts & tels que (R,)" () = & pour un certain n et tels que
(R)I(P) € 8 \ 7 pour tout i > 0. Dans ce cas on a R"(Bp) = Bgp. Or, le lemme
précédent implique que degy (#) > 1, car R, n’a aucun point périodique indifférent.
Comme ceci est vrai pour une infinité de bouts & € 4, on conclut que I’action de R,
est inséparable en 4. O

6. Bonne réduction

En coordonnées homogenes une fonction rationnelle s’écrit sous la forme [ Py, P;], ou
Py et Py € Cplz0, z1] sont des polyndmes homogenes de méme degré, égal au degré
de la fonction rationnelle. Pour A € C’;, [A Py, A P;] représente la méme fonction
rationnelle.

Etant donné un polyndme P € @ plz0, z1] on désigne par P sa projection dans

F,lzo, z1].

Définition 6.1. Considérons une fonction rationnelle R € C,(z) donnée en coor-
données homogenes par [Py, P1]. Quitte a remplacer Py et Py par APy et A P; res-
pectivement, on suppose Py et P; a coefficients entiers et tel qu’au moins 1’un des
coefﬁc1ents de Py ou de P; soit de norme égale a 1.

Si Po et P1 n’ont pas de racine commune sur IF X ]F autre que (0, 0), alors on
dit que R a bonne réduction. Dans ce cas la fonctlon ratlonnelle ReF p(2), donnée
en coordonnées homogenes par [Po, Pl] satisfait deg(R) = deg(R), et on dit que R
est la réduction de R.

De fagon équivalente, une fonction rationnelle a bonne réduction si et seulement
si elle s’étende en un endomorphisme du schéma ]P’}D . La notion de bonne réduction a
été introduite par Morton et Silverman dans [MS], voir aussi le paragraphe 7, [Ben2]
et [R1].

Il est facile de voir qu’une fonction rationnelle R € C,(z) admet bonne réduction
si et seulement si le point canonique .., € H, est fixé par R, et degﬁ (8can) =
deg(R), cf. [R1]. Dans le cas ou ceci a lieu, la fonction rationnelle R € F,(z)
coincide avec la fonction rationnelle donnée par la Proposition 3.3.

La proposition suivante est une conséquence immédiate du Lemme 6.3 ci-dessous.

Proposition 6.2. Soit R € C,(z) une fonction rationnelle ayant bonne réduction.
Alors pour toute boule B associée a 8,4, I'ensemble R(B) est une boule associée
a Scan.
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Lemme 6.3. Soit R € C,(z) une fonction rationnelle non constante. Si 8 € H,, est
tel que degg(8) = deg(R), alors pour toute boule B associée a 8, I’ensemble R(B)
est une boule associée a Ry (4).

Preuve. L’assertion est triviale si 4 est singulier. On suppose désormais 4 non singu-
lier. Etant donné un bout & € R.(4§), soient Py, ..., P, € & toutes les antécédents
de R.(#) par R, dans 8. D’apres la Proposition 3.3 on a

D degp(#) = degg(8) = deg(R). (4)

1<i<k

Fixons un point z9p € Bg. Par le Lemme 3.2 la boule By, contient au moins
degr (#;) antécédents par R comptés avec multiplicité, et I’égalité a lieu si et seule-
ment si R(Bgp,) = Bg, (). Puisque le nombre d’antécédents de zo par R, comptés
avec multiplicité, est égal adeg(R),1’équation (4) implique qu'ona R(Bg,) = Br, ()
pour 1 <i <k. O

Le reste de ce paragraphe est consacré a démontrer la proposition suivante.

Proposition 6.4. Soit R € C,(z) une fonction rationnelle ayant bonne réduction.
Alors on a les propriétés suivantes.

1. Pour tout point 8 € H, on a
d(R«(8), Scan) = d(4, Scan)-

2. Si la réduction de R est inséparable, alors pour tout point 8§ € H, distinct
de 8can U'inégalité précédente est stricte. En particulier 8.y, est le seul point
périodique de Ry dans H,.

3. Sila réduction de R est inséparable, alors tous les points périodiques de R dans
P(C,) sont attractifs.

Lemme 6.5. Soit R € C,(z) une fonction rationnelle et soit B une boule ouverte ou
irrationnelle telle que B’ = R(B) soit une boule ; on désigne par d > 1 le degré de
R: B — B’.Soit 8 € H), le point associé a B et soit 8 € H, un point tel que 8§ < B.

Alors on a _ N
d(R«(8), R«(8)) > d(3, 8),

avec égalité si et seulement si d = 1.

Preuve. Apres changement de coordonnée au départ et a I’arrivée on suppose B =
{lz] < r}etB’ ={|z| < r'}.Soit D C B une boule différente de B. Par le Lemme 1.2
ona

%diam(R(D)) < %diam(D), 5
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avec égalité si et seulement si d = 1. Ceci montre I'inégalité désirée dans le cas
ol le point 4 est non singulier. Si d = 1 on a I’égalité dans (5), et donc on obtient
I’égalité désirée dans le cas ot le point % est non singulier. L’ égalité dans le cas ou 5
est singulier découle du cas précédent par continuité.

C0nsidér0~ns lecasoid > 1et 5 est singulier. Soit { D; };>1 une chaine évanescente
répresentant 4 telle que Dy C B et Dy # B. Le Lemme 1.2 implique

1 1
—= diam(R (D)) < — diam(Dy),
r r

etpouri > 1,

diam(R(D;)) - diam(D;)
diam(R(Dg)) ~ diam(Dg)"

Comme |
d(R*(g), R.($)) = lim —logp (—/ diam(R(D,-))) et
1—00 r
~ . 1.
d(4,48) = lim —logp (— d1am(D,-)> ,
i—00 r
on conclut que d(R*(Z), R. (%)) > d(g, 8). O

Preuve de la Proposition 6.4. 1. et 2. Soit 4 € H, distinct de $¢a, et soit B la boule
associée a 4cqp telle que § < B. Comme I’ensemble R(B) est une boule (Proposi-
tion 6.2), le Lemme 6.5 implique que d (R4 (&), 8can) = d(8, Scan)-

Si la réduction de R est inséparable, alors R: B — R(B) est de degré au moins
p > 1, etle Lemme 6.5 implique que 1’inégalité précédente est stricte.

3. Sizg € P(C,) est un point périodique de R de période n > 1, alors la boule
B associée a 8.,y qui contient zq satisfait R”(B) = B. Le Lemme 5.6 implique ainsi
que zo est attractif. O

7. Bonne réduction et I’ensemble exceptionnel

Dans ce paragraphe on considere I'ensemble exceptionnel de I’action sur H, in-
duite par une fonction rationnelle. Cet ensemble est défini de facon analogue au
cas complexe, voir par exemple [Mi]. On peut consulter aussi [Hs] pour I’ensemble
exceptionnel dans P(C,) d’une fonction rationnelle a coefficients dans C,,.

Définition 7.1. On dit qu’un point 4 € H), est un point exceptionnel de R si I’en-
semble (- R, " (8) est fini.

Notons que tout antécédent d’un point exceptionnel est aussi un point exception-
nel.
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Le but de ce paragraphe est de montrer le théoréme suivant, qui est un énoncé
plus précis du Théoreme 4 de I’introduction.

Théoreme 5 (Ensemble Exceptionnel). Soit R € C,(z) une fonction rationnelle de
degré au moins deux et soit Ry I’action sur H, induite par R.

L’ensemble exceptionnel de R, contient au plus 1 point. Il est non vide si et
seulement si, aprés changement de coordonnée, R a bonne réduction. Inversement,
si R a bonne réduction, alors le point 8.4, est le seul point exceptionnel de R,.

Dans la démonstration de ce théoréme on montre qu’un point 4 € H), est ex-
ceptionnel pour R, si et seulement si R.(8) = & et deggr(8) = deg(R); dans ce
cas le point 4 est rationnel et R a bonne réduction dans une coordonnée ¢ telle que
P (8) = Scan-

En suivant la terminologie introduite dans [R1], on dit qu’une fonction rationnelle
R est simple s’il existe une coordonnée dans laquelle R a bonne réduction. On obtient
ainsi le corollaire immédiat suivant du théoreme précédent.

Corollaire 7.2. Soit R € C,(z) une fonction rationnelle de degré au moins deux.
Si R n’est pas simple, alors pour tout point § de H,, I’ensemble UnZO R."(8) est
infini.

La démonstration du Théoréme 5 est une conséquence de la Proposition 7.3 ci-
dessous. Une autre conséquence de cette proposition est une démonstration « concep-
tuelle » du théoréme de Benedetto, énoncé dans I’introduction.

Proposition 7.3. Soit R € C,(z) une fonction rationnelle de degré au moins 2.
Supposons que E C H, est un ensemble fini tel que R.(E) C E et tel que I’on ait
degr (8) = deg(R) pour tout 8 € E. Alors E contient au plus un point.

Cette proposition est une conséquence immédiate du lemme suivant.

Lemme 7.4. Soit R € C,(z) une fonction rationnelle non constante. Si 8, 1 € H,,
satisfont degp (80) = degg(81) = deg(R), alors

d(R«(80), R«(81)) = deg(R) - d (8o, 41).

Preuve. Notons que la Proposition 3.5 implique qu’on a degy (48) = deg(R) pour tout
8 € (40, 41) proche de 8y ou de 4;. Donc, on peut supposer 4 et §1 non singuliers.

Pour i € {0, 1}, soit B; la boule associée a 4; telle que §;—; < B;. Alors C =
BoN Bj estune couronne (Lemme 2.6) et mod(C) = d (4, 1) (voir paragraphe 2.5).
Par le Lemme 6.3, I’ensemble Bi’ = R(B;) est une boule. Comme By N B # @ et
BoUB; = P(C,), les boules B, et B] satisfont les mémes propriétés. Par conséquent
C’ = B, N Bj est une couronne, avec mod(C’) = d(R.($0), R« ($1)).
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Pouri € {0, 1} on pose D; = P(C,) \ B; et D; = P(Cp) \ B;. Notons qu’on a
Di_; C Bjet

RY(D|_,) =P(C,)\R"'(B|_,) C Di_; C B;.

Comme B] = R(B;) le Lemme 3.2 implique que le degré local de R au bout de B;
est égal A deg(R). On a donc R_l(Bl.’) = B; et R_I(le) = D;. Puisque P(C,) =
DouCuDyetlP(Cp) = DyuC’'L D], on conclut que R™1(C") = C. Par conséquent
R: C — (' estde degré deg(R), et le Lemme 5.3 implique

mod(C’) = deg(R) - mod(C). O

On aura besoin de la propriété générale suivante, laquelle est démontrée dans
I’ Appendice A.

Proposition. Soit R € C,(z) une fonction rationnelle non constante. Alors pour tout
point 8 € H, I’ensemble R 1) c H,, des antécédents de 8 par R, est fini, non
vide et on a
D degg(8)) = deg(R).
R'(8)

Preuve du Théoréme 5. Soit 4 € H), un point exceptionnel de R, et considérons
I’ensemble fini £ = Uizo R (8). Alors R YE)CE,et par conséquent

> #R;'(8) =#R.'(E) <#E.
E

Comme R, estsurjective, pourtout 8’ € E ona#R_ ! (8") = letdegp(8’) = deg(R),
cf. proposition précédente. Donc R.(E) = E etla Proposition 7.3 implique alors que
E = {4}. En particulier R.(8) = 4, et comme degg(8) = deg(R), on conclut
que 4 est rationnel et que R a bonne réduction dans une coordonnée ¢ telle que
@« (8) = Bcan ; voir paragraphe 6.

D’autre part, supposons que R a bonne réduction. Alors, d’apres le paragraphe 6,
on a Ry(8can) = Bcan, €t degp(Scan) = deg(R). La proposition précédente implique
que R, 1(8can) = Bcan et donc Scan st un point exceptionnel de R.

Il reste a montrer qu’il existe au plus 1 point exceptionnel ; supposons que § et
4’ sont des points exceptionnels de R,. D’aprés ce qui précéde on a degp(8) =
deggr(8") = deg(R) et I'’ensemble E = {4, 8’} satisfait R,(E) = E. Donc, la
Proposition 7.3 implique que § = §'. O

Notons que d’apres le paragraphe 6, le théoreme de Benedetto (énoncé dans 1’in-
troduction) peut étre reformulé comme suit : pour un entier positif # on a R (8can) =
Scan et degpn (8can) = deg(R™) si et seulement si Ry (Scan) = Scan €t degp (Scan) =
deg(R).
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Preuve du Théoreme de Benedetto. Clairement, si R a bonne réduction, alors il est
de méme pour tous les itérés de R.
D’autre part, supposons que R" a bonne réduction et posons

E = {$can, R«(Scan), - - - » R:_l(gcan)} - Hp~
Comme R} (8can) = Scan On a Ry (E) = E. D’autre parton a
[Mg deg(8) = deggn(Scan) = deg(R") = deg(R)",

d’ou degy (8) = deg(R) pour tout 4 € E ; en particulier degg (8can) = deg(R). La
Proposition 7.3 implique alors que E = {&can}, d’ott Ry (Scan) = Scan- O

8. Sur le nombre de points périodiques dans H),

Dans ce paragraphe on déduit les théoréemes 1 et 2 a partir du Lemme Principal
ci-dessous. Ce lemme est démontré dans le paragraphe 11. Le Théoréme 3 est une
conséquence simple de [R2], sa démonstration est ci-dessous. Finalement, nous illus-
trons ces résultats a I’aide de quelques exemples développés a la fin de ce paragraphe.

Lemme Principal. Soit R € C,(z) une fonction rationnelle telle que Ry ait un point
périodique inséparable dans H,, qui ne soit pas exceptionnel. Alors R, a une infinité
de points périodiques inséparables.

Pour les démonstrations des théoremes 1, 2 et 3, considérons une fonction ration-
nelle R € C,(z) de degré égal a 1. 11y a deux cas.

1. R est conjuguée a z — Az, avec |A| < 1. Dans ce cas R, n’a pas de points
périodiques dans H,. D’autre part, R a exactement deux points périodiques
dans P(C)) : un point fixe attractif et un point fixe répulsif.

2. Restconjuguéeaz— z+ louaz— Az, avec |A| = 1. Dans ce cas tout point
de H, est périodique par R..
Les assertions des théorémes 1, 2 et 3 sont faciles a vérifier dans ce cas. Ainsi on
se ramene au cas des fonctions rationnelles de degré au moins égal a 2.

Preuve du Théoreme 1. Soit R € C,(z) une fonction rationnelle de degré supérieure
ou égal a 2 ayant au moins 2 points périodiques dans IH,. Si R, a un point périodique
indifférent, alors R, en a une infinité (Proposition 5.1). On suppose donc que R,
n’a aucun point périodique indifférent. Alors tous les points périodiques de R, sont
répulsifs et aussi inséparables, voir Proposition 5.5.

Soit 4 un point périodique de R.. Si 4§ est exceptionnel, le Théoreme 5 implique
que, apres changement de coordonnée, R a bonne réduction. Par ce qui précéde
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cette réduction est inséparable, et la Proposition 6.4 implique que 4 est le seul point
périodique de R,. Mais par hypotheése R, a au moins deux points périodiques dans
H,. Donc 4 n’est pas exceptionnel et le Lemme Principal implique que R, a une
infinité de points périodiques dans H,. O

Preuve du Théoreme 2. Dans le cas ou, aprés changement de coordonnée, R a bonne
réduction inséparable, les assertions du théoréme ont été démontrées dans la Propo-
sition 6.4.

Supposons inversement que R, a exactement un point périodique dans H,. Dans
ce cas R, n’a aucun point périodique indifférent dans H, (Proposition 5.1) et par
conséquent le (seul) point périodique de R, dans I, estinséparable (Proposition 5.5).
Le Lemme Principal implique que c’est un point exceptionnel, et par le Théoréme 5,
apres changement de coordonnée, la fonction rationnelle R a bonne réduction qui est
inséparable. O

Preuve du Théoreme 3. D’apres [Benl], R a au moins un point fixe non répulsif
dans P(C,), voir aussi I'introduction de [R2]. L’implication a = b est donc une
conséquence du Théoreme A’ de [R2]. L'implication b = c est triviale.

Montrons ¢ = a. Supposons par 1’absurde que R, a un point périodique dans
H,. D’apres la Proposition 5.1, R, a un point périodique répulsif dans H, et le
Corollaire 5.6 de [R2] fournit la conclusion désirée.

Dans le cas ou les conditions équivalentes a, b et ¢ sont satisfaites, le seul point
périodique non répulsif de R est un point fixe. Il est forcément attractif, car 1’exis-
tence d’un point périodique indifférent implique 1’existence d’une infinité de points
périodiques indifférents ; voir Corollaire 5.17 de [R1] pour une démonstration de ce
fait. O

Exemple 8.1. Considérons le polyndme Q(z) = z” + pz? € C plzlavecd > p.Le
point 8can € H, est fixé€ par Q4 et Q. est inséparable en c,,. De plus degQ(&;an) =
p < deg(Q), donc par le Théoreme 5 le point $.4n n’est pas un point exceptionnel
de Q.. Le Lemme Principal implique alors que I’action Q. a une infinité de points
périodiques (inséparables) dans H,.

9. Applications propres et points fixes

Le but de ce paragraphe est de montrer un critére pour 1’existence de points fixes
(Proposition 9.3), qu’on utilisera dans la démonstration du Lemme Principal pour
« produire » des points périodiques.

Fixons une fonction ratlonnelle R e Cp(2). Etant donne un ouvert VC H, on
dit que I’application R, : Vs R*(V) est propre si R (BV) N Ry (V) =0.
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Lemme 9.1. Soit v C _H) un ouvert tel que I'application Rs: V> R*('V) soit
propre. Soit W C Ry (V) un ouvert connexe et soit WwWcV une composante connexe
de R 1("W )n V. Alors R*("W) W etl ‘application R, : W — R*(W) est propre.

Par exemple R, vue comme une application de H, dans lui méme, est propre.
Comme conséquence du lemme, pour tout ouvert W C H, et toute e composante
connexe Wo de R 1("W) on a R*("Wo) W et I apphcatlon Ry: WO — W est
propre.

La démonstration du Lemme 9.1 dépend du lemme ci-dessous.

Lemme 9.2. Soit § € ]H[p, € S etsoit 8' € H tel que 8' < B, (). Alors il existe
5 e R, L(8") tel que 8 < B, tel que R, ((8, $)) = (Ry(8), &) et tel que R, soit
injective sur [ 4, $1. En particulier

d(8,8) <d(R.(8), 4.

Preuve. La derniere assertion découle du Corollaire 3.7.

Posons ro = d(R«(8), $’) et pour 0 < r < rg soit 8. € [R«($), 8] le point tel
que d(R+(8), 8,) = r. En particulier ), = R.(8) et 8, =4

Posons 8y = 4. Il suffit de montrer que pour 0 < r 5 ro on peut définir 8, € H,
tel qu’on ait 8, < Bp, R.($,) = 4, et Uo<r <18} = [80, 8:]. Ceci est une
conséquence des considérations suivantes. -

1. Supposons que 4, estdéjadéfinipour0 < r < ry < ro.Soit P’ € 4 = R.(4)
le bout tel que 5;0 < Bgpr et soit P € 4, un bout tel que R (P 1) = P si
r1 = 0 on choisit $; = &. Par la Proposition 3.5 il existe ¢ > 0 tel qu’on peut
définir 48, € §;7>l pourr; <r <rj+e.

2. Supposons que &, estdéja définipour0 < r < rj.AlorspourQ < r < r’ < rjon
ad(8,, 8,/) < r'—r (Proposition 3.5). Comme H, est complet (paragraphe 2.5),
il existe un point limite de {4, }o<, <, lorsque r — ry. On définit 4,, comme
ce point limite. O

Preuve du Lemme 9.1. Fixons un point § € W et soit 8 € W'\ {R*(%?)} Par le
Lemme 9.2 il existe § € R, 1(%K)telqueR (5, 8)) = (R.(5), 8 ) CcWCR (’V)
Comme I"application R;: "g — R, (”V) est propre on a [, 8] C V.Donc 8 € W et
par conséquent R, (W) =

D’autre part soit 8 € dW. Si de plus 8 € 3V alors R.(8) ¢ W C R*("V) car

R 'V — R*('V) est propre. Si 8 €V alors R.(8) ¢ "W’ par définition de ‘W. Donc
LW — W est propre. O
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9.1. Un critére pour ’existence de point fixe

Proposition 9.3. Soit R € C(,(z) une fonction rationnelle et soit Vc H,, un ouvert
connexe tel que R>,< V> R, ("V) soit propre et tel que R*('V) contient lafermeture
topologique 'V de V. Alors, soit V contient un point fixe rationnel de Ry, soit il existe
un point fixe répulsif zo € P(C,) de R tel que V contient une demi- -géodésique issue
de zo.

Le corollaire suivant est une conséquence immédiate de cette proposition.

Corollaire 9.4. Soit ‘W C Hp un ouvert connexe borné et soit V une composante
connexe de R, 1("W) Si ‘W contient la fermeture de "V alors V contient un point fixe
rationnel de R*

Preuve de la Proposition 9.3. Supposons que R, n’ait pas de point fixe rationnel dans
V. Alors R, n’a pas de point fixe dans V, voir Proposition 5.2.

1. Fixons 4 € V. Pour chaque # > 0 on définira §; € V a distance 7 de 4o tel que
R, soitinjective sur [$g, 4], tel que pour tout 8 € [$p, 4;] onait R, (8) € [R«(80), 8)
et tel que

[$0. 81= | J (8} et [Ra(80), e8I = ] {Re(8)}.
o<t'<t 0<t'<t
1.1. Soit #p > O tel que 4, est déja défini pour 0 < ¢ < #y9. On définira 4; pour
t > to proche de #.
Notons que par hypothese R (8;,) € [R«(80), 41,), et donc

[R«(80), 819) = [Ri(80), Ri(81p)1 L (Rs(B1y), B1g)-

Soit 8 € R;'(8,,) donné par le Lemme 9.2, de telle fagon que R, soit injective

sur [8;,, 8] et Ru((81, 8)) = (Ri(8y1,), 81,). Comme R, est injective sur [, 4] et

R.([80. 81y]) = [R«(50). Rx(81y)], ona 84 € (80, 8) et R, est injective sur (S, §).
Soit t; > to assez proche de g tel que [4;,, 8;,] C V et tel que

d(81y, 81y) + d(Ri(81)), Rx(81))) < d(81, Ri(84y)), (6)

ou 4; € (4o, $) estle point a distance ¢; de &g, voir figure 1. Pour ty < t < t; soit
4; le point dans [4;,, 4;,] a distance ¢ de 4.

Il reste & montrer que pour tout #p < t < f; on a R.(4;) € [R«(8o), 4;). Comme
R.(8:) € (R«(84), 1), les bouts P, P’ € R.(4;) tels que §;, < Byp et Ry(8,) <
By respectivement, sont distincts. Alors 4; < Bgp, car sinon R.(4;) € (44, 4:] et
on aurait

d(84y, 81) = d(8y, Re(8;)) > d (84, Ri(8y)))
=d(84, R(81))) — d(R«(81y), Ri(81))) > d(8y, 81)),
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ou la derniere inégalité découle de (6). Donc §; < By et comme R.($p) < By on
a R«(4;) € (R«(%0), 4:).

] ’gtl gzo 80
N
gto R*(gtl) R*(gzo) R.(30)
Figure 1

1.2. Soit t9 > 0 et supposons que 4; est déja défini pour 0 < ¢t < fg. On va
définir 4.

Comme M, est complet (paragraphe 2.5), il existe un point &;, € V tel que
[0, 8:)) = U0§t<z0{5t}‘ En particulier, 4;, est a distance #p de 8¢, R, est injective
sur [8o, 8;,] et par continuité on a R.(8,,) € [R«(80), 84 ]. 1l reste a montrer que
R.(81) € [Ri(80), 81y)-

Supposons par 1’absurde que R.(84) = 4. On a donc R*(J,O) = 4 € vV C
R. ("V) Comme [50, 8:) C V et comme l’apphcatlon R..: Vs R, ("V) est propre,
onaR*((?V)ﬂR* (V) #, d’ ot on conclut que 5, € V.On obtient une contradiction,
car par hypothese R, n’a aucun point fixe dans 'V.

2. Comme conséquence de 1.1 et 1.2, on peut définir &, € v, pour ¢ > 0,
satisfaisant les propriétés dans 1. Pour # > 0 soit #; € 4, le bout tel que &, € By P
pour ¢ > t.

Alors pour ¢ < t'laboule By, contient B 2, strictement. Comme 4; est a distance
t de 4, le diametre de B.p, tend vers zéro lorsque t — oo. Comme IP(C),) est complet,
il existe zo € IP(C)) tel que N;>0Bp, = {z0}. La propriét€ R.(8;) € [R«(80), 8;)
implique que zg est un point fixe de R. La propriété R..(8;) € [R«(80), 4;) implique
aussi que zg est répulsif (cf. Proposition 3.4). O

10. Lemme d’Approximation et inséparabilité

Dans ce paragraphe on s’occupe des propriétés générales qui sont indépendantes de la
dynamique. Notamment, on montre que la propriété locale d’inséparabilité se traduit
géométriquement en une expansion locale (Lemme 10.3).

10.1. Lemme d’Approximation. Soient R et Q € C,(z) deux fonctions ration-
nelles ayant la méme réduction non triviale, c’est-a-dire que

R*(/Scan) = Q*(/Scan) = can
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et Ry et Q. coincident sur 8can. Alors Ry et Q. coincident sur un voisinage de 8can
dans H .

La démonstration de ce lemme s’appui sur le lemme suivant.

Lemme 10.1. Soit R € C,(z) une fonction rationnelle telle que Ry(8can) = Scan et
soit X un affinoide ouvert tel que 8can < X et R(X) C C,,. Alors pour toute fonction
rationnelle ¢ € C,(z) telle qu’il existe ro < 1 satisfaisant e(X) C {|z| < ro}, les
actions Ry et (R + &)+ coincident sur un voisinage de 8can dans H .

Preuve. Considérons un point rationnel 4§ € Hg tel que 8 < X. Alors il existe une
boule B associée a 4 contenue dans X. Comme R(B) C R(X) C C,, I’ensemble
R(B) est une boule (Lemme 3.2).

Si 4 satisfait d(Ry(8), can) < logp % alors la boule R(B) a un diametre plus
grand que rp, et comme €(B) C &(X) C {|z| < ro}, on conclut que (R + ¢)(B) =
R(B) (Lemme 1.1). Par conséquent (R + €).(8) = R (8).

Comme R, et (R + ¢), sont continues (Corollaire 3.6), on conclut qu’elles coin-
cident sur I’ensemble

1
i%i €Hy | 8 < X, d(R«(8), can) < log, %}’

lequel est un voisinage de 8¢y dans H,. O

Preuve du Lemme d’Approximation. Posons ¢ = Q — R € C,(z). Soit T C 8can
un ensemble fini tel que pour P € Scan \ T on ait R(Bp) C C, et Q(Bp) C Cp,.
Dans ce cas, R(Bp) = Bp,(p) et Q(Bp) = By, (p) (Lemme 3.2) et donc R(Bp) =
Q(Bgp) C {|z|] < 1}. Par conséquent e(Bp) = (R — Q)(Byp) C {|z] < 1}.

On suppose d’abord que la fonction rationnelle ¢ n’est pas constante. Comme
I’ensemble T~ C 4cqp est fini, on peut trouver Py, P; € Scan \ T tels que e,(Py) et
£« (P1) soient distincts. Donc, e, (8can) < {|z] < 1} et par conséquent il existe ro €
(0, 1) tel que &4 (Scan) < {Iz| < ro};pourtout P € Scan\T onac(Bp) C {|z| < ro}.
Pour chaque & € T soit C» C By une couronne de la forme Cp = By \ BZ‘P’ ol
B, C By est une boule fermée, de telle facon que

R(Cp) C Cpete(Cop) C {lz| < ro).

Si la fonction rationnelle ¢ est constante, égale a c, alors d’apres ce qui précede
on a |c|] < 1. On choisit alors rg € (|c|, 1) et pour P € T on définit les couronnes
C» comme ci-dessus.

Notons que par construction I’affinoide ouvert X = P(C,) \ ug B, satisfait
Bean < X, R(X) C Cp et e(X) C {|z|] < ro}. Le lemme découle alors du lemme
précédent. O
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10.2. Expansion locale

Proposition 10.2. Soit R € C,(z) une fonction rationnelle non constante. Alors,

pour un point rationnel § € Hg, on a les propriétés suivantes.

1. R, est inséparable en 8 si et seulement s’il existe un voisinage 'V de 8 dans
H, tel que degr($’) = p pour tout 8' € V. Dans ce cas on conclut que Ry est
inséparable en tout point rationnel contenu dans V.

2. 1l existe un voisinage V de 8 dans H, tel que pour tout point S5 eVona
d(R*(/S) R.(8)) > d(8,8). Si R* est inséparable en 4, alors on peut choisir
V tel que pour tout point 8 dans V on ait d(R.($), R.($)) > p- d(8, 8).

Pour montrer cette proposition, notons qu’apres changement de coordonnée au
départ et a I’arrivée, on peut supposer R.(8) = 8 = Scan. Alors la proposition est
une conséquence immédiate du lemme suivant, voir aussi la Proposition 3.5.

Lemme 10.3. Soit R € C,(z) une fonction rationnelle ayant une réduction non
triviale R € Fj(z). Etant donné un entier n > 0, les propriétés suivantes sont
équivalentes.

1. Onadegg(8) > p" pour tout point 8 € H,, dans un voisinage de 8cap.
2. Onadegp(P) = p" pour tout (resp. pour une infinité de) P € Scan.
3. Il existe une fonction rationnelle é € Fp (z) telle que ﬁ(z) = é(zp").

Dans ce cas, pour tout point 8 € H,, dans un voisinage de 8., on a

d(R(8), Scan) > Pn ~d(8, 8can)-

Preuve. L'implication 3 = 2 est triviale et I'implication 2 = 3 découle de la Proposi-
tion 4.3, par récurrence sur n > 1. L’implication 1 = 2 découle de la Proposition 3.5.
Supposons que la propriété 3 soit vraie et montrons que la propri€té 1 est satisfaite.

Soit Q € C,(z) une fonction rationnelle ayant Q comme réduction et posons
F(z) = zP", de telle fagon que R et Q o F aient la méme réduction. Par le Lemme
d’ Approximation, les actions R, et (Q o F), coincident sur un voisinage de 8cap.
Comme F satisfait la propriété 1, R, satisfait aussi cette propriété.

Notons que pour tout § € H, dans un voisinage de $can on a d(Fi(4), Scan) >
p" -d(8, Scan). Sil’on prend la fonction rationnelle Q € C,(z) ayant le méme degré
que é ,alors O abonne réduction et par conséquenton ad(Q(48), Scan) > d (8, Scan)
pour tout 4 € H,, voir partie 1 de la Proposition 6.4. Le Lemme d’ Approximation
implique que (Q o F)4 et R, satisfont la derniére assertion de la proposition. O
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11. Incompressiblité et preuve du Lemme Principal

Dans ce paragraphe on termine la démonstration du Lemme Principal ; elle est dans
le paragraphe 11.2. Cette démonstration dépend de la Proposition 11.1, qu’on montre
dans le paragraphe suivant.

11.1. Considérons pour un instant une fonction rationnelle R a coefficients com-
plexes et soit zg € P(C) un point périodique répulsif de R. Alors pour tout voisinage
V de zo dans P(C) la famille {R"|y},>1 n’est pas normale, et un théoreme di a
Montel implique qu’on a

PO\ E c R V).

n>1

ou E est ’ensemble exceptionnel de R, qui contient au plus deux points ; voir par
exemple [Mi].

La propri€t€ analogue dans H, n’est pas valable pour tout point périodique ré-
pulsif, voir I’exemple 11.2 ci-dessous. Cependant, dans la proposition suivante on
montre qu’elle est vraie pour les points périodiques inséparables ; ceci est a compa-
rer avec [R3], paragraphe 5.

Proposition 11.1. Soit R une fonction rationnelle a coefficients dans C,, et soit Ry
I’action induite par R sur H,. Soit 8 € H,, un point périodique inséparable de R.
Alors pour tout voisinage 'V de § dans H), on a

U RI(V) = H),.

n>1

Cette proposition est une conséquence simple du lemme suivant.
Etant donné un point 4 € H), et > 0 on pose

B(8,r)=1{8 cH,|d($,8) <r}.

Lemme d’Incompressibilité. Soit R € C,(z) une fonction rationnelle et soit § €
H,. Alors pour tout r > 0 on a

B(R.(8),r) C R.(B(3,1)).

Si de plus 8 € H,, est un point rationnel et R est inséparable en 8, alors il existe
ro > 0 tel que pour tout r > 0,

B(R.(8),r + (p — 1) - min{r, ro}) C R(B(8, r)).
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Preuve. 1. Soit 8’ € H, \ R.(B(4, r)). Par le Lemme 9.2, il existe 8 € R, (%)
tel que R, ((4, 8)) = (R.(8), 8') et tel que R, est injective sur (4, $). De plus, on a
d(R.(¥), 5) > d(8, ).
Comme § € R, l$Hn appartlentpasaB(J r),onad(R.(4), 5) >d(4,8) > r.
2. 51 Ry est 1nseparable en 4, alors il existe o > 0 tel que degp (/S ) > p > 1pour
tout § € H, a distance au plus rq de 4 (partie 1 de la Proposition 10.2).

Donc, si § € H,, est comme dans la partie 1, on a
d(R«(8),8") > d(8,8) + (p — 1) - min{r, ro}

(cf. Corollaire 3.7), et par conséquent §(R*(/S), r+(p—1)-min{r, ro}) C R*(§(5, r)).
O

Preuve de la Proposition 11.1. Soit r > 0 tel que B 8,r) C V et soit ro > 0 donné
par le lemme précédent. On montre aisément par récurrence sur # que

B(S,r +n(p — )min{r, ro}) C R"(B(S,r)). m)

Exemple 11.2. Soit ¢ € C, tel que |c| = 1 et considérons la fonction rationnelle
R(z) = L + ¢, ol 'entier d > 2 n’est pas divisible par p. Elle a bonne réduction
~ Z — ~ ~
R(z) = Zi‘, + ¢ € Fj(2) satisfaisant, R(0) = 00, R(c0) = ¢ et degz(¢) = 1 pour
¢ e, —{0}.

Il est facile de voir que, pour tout point 8 € H), tel que 8 < {|z| = 1} on a
d(R«(8), Scan) = d(8, Scan)- Par/\conséquent sic € C, vérifie R"(¢) # 0 pour tout
n > 1, alors pour tout voisinage 'V borné€ de 4., dans H,, I’ensemble

UrR»)

n>1

est borné. Par exemple, on peut choisir ¢ € C, tel que R (¢) soit fixé par R.

11.2. Démonstration du Lemme Principal. Soit § € H‘g un point périodique
inséparable de R, qui n’est pas exceptionnel. Quitte a remplacer R par un itéré on
suppose que 4§ est fixé par R,.

1. Soit r > 0 suffisamment petit tel que R, soit inséparable en tout point ra-
tionnel contenu dans la boule :QO - B (4, r) et tel que pour tout $ dans 170 on ait
d(R*(J) H>p- d({i &) (partie 2 de la Proposition 10 2).

Pour k£ > 1 soit ”Vk la composante connexe de R —k ("Vo) qui contient 4. Notons que
pour chaque k > 0 I’ouvert Vi est ¢gal a la composante connexe de R;’ 1("Vk) qui
contient 4. Montrons par récurrence que pour toutk > Oona"Vk C B(/S p7kr). Cette
propriété est satisfaite pour k = 0 par définition. Supposons que I’entier £ > 0 est tel
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que '/V\k - §(5 p_kr) On a alors 'V\k C "\30 et pour tout S e "\3/( onad(R.(8), 8) >
p- d(/S 4). Comme 'Vk - B(5 p- r) et 'Vk+1 est égal a la composante connexe de
1(Vk) qui contient &, on a Vi C B(8, p~&+Dp).

Notons en particulier que la fermeture topologique de V1 est contenue dans V
et que diam('ﬁk) — 0 lorsque k — oo.

2. On montrera que pour chaque entier k > 1 I’ouvert 171( contient un point
périodique inséparable de R, différent de 4. Ceci implique que R, a une infinité de
points périodiques inséparables. Fixons alors un entier £ > 1.

Comme 4 n’est pas exceptionnel, il existe un antécédent 5 " € H), de 4§ par R,,
différent de §. Par la Proposition 11.1, on a Un>1 R” ("Vk) = H,. 1l existe donc un
point 8y € 'Vk et un entier n > 0 tels que R} (8p) = 4’ Comme diam(”’V\m) —- 0
lorsque m — oo, la partie 2 de la Proposition 10.2 implique qu’il existe un entier

(n+1)('v

m > 0tel que la composante connexe W de R, 'm) qui contient 4 est contenue

dans ”/V\k \ {4} ; voir Figure 2.

5/
'{)\0 + <7

Figure 2

3. D’apres la remarque qui suit I’énoncé du Lemme 9.1, les applications R"Jrl
W — Y, et RI": Vi - Vo sont propres. L’application RimHntl: W — Y est
donc propre. Comme W C Vi C V), la fermeture topologique de W est contenue
dans Vy et I’ouvert W contient un point périodique rationnel de R, (Corollaire 9.4).
Ce point périodique est inséparable, car Ry est inséparable en chaque point rationnel
contenu dans Vk - ”V() De plus il est différent de 4, car W C 'Vk \ {4]. O
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12. Appendice. Sur le nombre d’antécédents d’un point dans H,

Le but de ce paragraphe est de montrer la proposition suivante.

Proposition. Soit R € C,(z) une fonction rationnelle non constante. Alors pour tout
point 8 € H, I"ensemble R;l({i) C H,, des antécédents de 8 par R, est fini, non
vide et on a

Y degg(8)) = deg(R).

RS

Ceci a été montré dans [R1] (Lemme 2.5) pour les points rationnels de H,. Ce
résultat découle, dans le langage de Berkovich, du fait que R, est fini de degré deg(R)
et €tale au-dessus de H, ; ce fait lui méme est conséquence dur caractere fini, plat et
génériquement étale de I’endomorphisme de la variété algébrique P(lcp induit par R.
Je remercie le rapporteur pour cette derniére remarque.

Fixons une fonction rationnelle R € C,(z). On considere d’abord le lemme
suivant.

Lemme 12.1. Chaque point 8 € H, a au plus un nombre fini d’antécédents par R.

Preuve. Soient 41, ..., 8 des antécédents distincts de 4 par R, ; on montrera que
k < deg(R). Choisissons un bout > € S etpour | < i < k soit € 4; un
bout tel que R.(5P;) = &. De plus soient {C;} ;>0 et {C; ;} ;>0 chalnes évanescentes
représentant & et J; respectivement.

Soit N > 0 assez grand tel que les C;  soient disjoints deux a deux et soit M > 0
tel que Cpr C R(C; ) pour 1 <i < k. Fixons w € Cy,. Alors chaque C; y contient
au moins un antécédent de w et par conséquent k < #R 1 (w) < deg(R). g

Preuve de la Proposition. 1. Supposons d’abord que le point 4 € H,, ne soit pas
singulier. Aprés changement de coordonnée on suppose 8 € (0,00) C H,. Pour
r > 0 on désigne par 4, € (0, co) le point de H, associ€ a la boule {|z| < r}.

1.1. Soit X C P(C,) I’ensemble des zéros et des pdles de R et soit X C Hp
I’enveloppe convexe de X. Comme X a au moins deux éléments, I’ensemble X est
non vide.

Soit 8" € H, un point tel que R, (8") € (0, 00). Alors il existe des bouts Py, Poo €
§' tel que 0 € Bg,(py) et 00 € BR,(#.,)- Par le Lemme 3.2, les boules Bg, et Bp,

intersectent X . Le point 8’ appartient donc 4 X et par conséquent R;1((0,00)) C X.
1.2. Considérons la fonction

re> Y degp($).

8'eR: ' (8))
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Elle prend la valeur deg(R) pour r > 0 petit (cf. Proposition 3.4 et (3)) ; il suffit alors
de montrer qu’elle est localement constante.

Fixons ro > 0 et soit Py € 4, le bout tel que 0 € Bgp,. Pour chaque §’ €
R 1(8,) et chaque P’ € &' tel que R.(P') = P, soit (P € H, un point
donné par la Proposition 3.5, de telle facon que R, soit injective sur (8’, 8(P")] et
tel qu’on ait degR(g) = degp(P’) pour 3 € (8,3(2)]. On peut supposer que
R.([8', 8(P)]) C (0, 0) et que 8(»") € X. On a donc [8', 8(P")] C X.

Soit r € (0, ro) proche de rg. Alors chacun des segments (4, 5 (P)] contient
exactement un antécédent de 4§, par R,.

Considérons d’autre part 5 e R;1(8,); par la partie 1.1 on a 5 € X. Alors il
existe 8’ € R*_] (4r,) a distance au plus ro — r de 8 (Lemme 9.2). Si I’on désigne
par &’ le bout dans 4’ tel que 8 < By, alorsona 8 € (8, 3(P)], lorsque r est
suffisamment proche de r(, voir Lemme 2.9. En particulier, degp (Z ) = degp(P).

On a alors,
> degr®) = Y. > deg (2.

SR (8 8'eR(8,,) P'ES R(PN=P

Lorsque rg € |C’;| chaque point 8" € R, 1(/Sro) est rationnel et la Proposition 3.3
implique qu’on a
> degp(P') = degp(8).
P'es, Ru(P=P
Lorsque rog ¢ |(C"1‘]| chaque point 4 est irrationnel et contient un unique bout &’ tel
que R.(P') = Po. De plus degr (') = degg(8’) et donc I’égalité précédente est
aussi valable dans ce cas. Dans tous les cas on a donc

Z degp(8) = Z degr (8.

Ser;'(8) $'eR (85

Le cas r > rg proche de r( est analogue.

2. Supposons maintenant § = {$} € H, singulier. Pour tout i compris entre 1
et k notons 8; = {#;} € H, les antécédents de 4 par R,. Pour chaque 1 <i < k
soit &; € IH,, donné€ par la Proposition 3.5, de telle fagon que R, soit injective sur
[8:. 8], Re([8i, 8i)) = [Ru(8:), Rx(5))] et tel que pour tout 8 € (4;, 4;] on ait
degp(8) = degp(P;) = degp(4)).

Quitte & prendre les points &; plus proches des 4;, on suppose que les segments
[8:, &;] sont deux a deux disjoints et que 8 = R.(5;) estun point non singulier qui
ne dépend pasde 1 <i < k.

2.1. Supposons par I’absurde qu’il existe un antécédent 8 de 8 distinct des 8.
Notons alors que pour chaque 1 < i < k le point 5 n’appartient a [4;, §;]. Le
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Lemme 9.2 implique qu’il existe 1 < i < k tel que R, soit injective sur [4;, 8]
Notons alors que §; n’appartient pas a [4;, 3 ]. De plus, le point 4; n’est pas entre n
et &; car il est singulier. Le Lemme 2.8 1mphque alors qu’il existe un point rationnel
4§’ qui est entre §; et §;, entre &, §; et 8 et entre 8 et 4.

Soient P, P € 4 les bouts tels que &; < B et 5 < Bz. Comme pour
tout point 3 dans (8;,8;) on a degR(5) = degp($;) = degr(4'), on conclut que
degp(P) = degr(8') (cf. Proposition 3.5). On a donc R.(P) # R.(P) (cf. par-
tie 3 de la Proposition 3.3). Comme R, est injective sur [4;, S (resp. [4i, /:9\]) on
ad = R.(8) < BR*(:/;) (resp. 8 = R*(g) < BR*(:ﬁ))- Comme les bouts R, (P)

et R, (f) sont distincts et appartiennent au méme point, les boules correspondantes
sont disjointes et on obtient une contradiction.
2.2. Par la partie 1 on a

Z degp(8) = Z degr(8;) = Z degy (8;)

SeRr;(8) 1<i<k 1<i<k
= Y degg(8") = deg(R). O
8"eR;(8)
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