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Acyclicité géométrique de B,;s

Fabrizio Andreatta and Olivier Brinon

Résumé. Dans cet article, on prouve que I’anneau de périodes cristallines By, qui définit la no-
tion de représentation cristalline dans le cas relatif est géométriquement acyclique. On démontre
en fait une version relative de cette acyclicité.

Classification mathématique par sujets (2010). 11S15, 11525, 14F30.

Mots-clefs. Ramification et théorie des extensions, cohomologie galoisienne, cohomologie
p-adique, cohomologie cristalline.

Soit K un corps de valuation discrete complet de caractéristique 0, a corps résiduel
k parfait de caractéristique p. On note Ok ’anneau des entiers de K, on fixe une
cloture algébrique K de K et on pose §x = Gal(K/K).

Soit X un schéma propre et lisse sur Spec(Ok). Notons X sa fibre spéciale,
Xk sa fibre générique et Xz sa fibre générique géométrique. Soient A s(Ok) et
Beis(Ok) := Auis(Ok)[t™!] les anneaux de périodes cristallines de O définis par
Fontaine dans [12] ; ils sont munis d’une filtration décroissante séparée et exhaustive,
d’une action de §g et d’un endomorphisme de Frobenius. Fontaine a conjecturé dans
[10], et Faltings a prouvé dans [8], I’existence d’un isomorphisme de B.s(Ok)-
modules

Hn (XK7 7 ) ®Zp Bcris((gK) ~H cris (Xk/w(k)) ®W(k) BCI‘IS(@K) (Ceris)

pour tout n € N, fonctoriel en X et compatible aux filtrations, aux actions de §x
et aux Frobenius. Dans [3] une nouvelle preuve est donnée, plus proche du point
de vue initial de Fontaine et Messing dans [13]. Supposons X défini sur W(k). On
remplace le site syntomique-étale de loc. cit. par un nouveau site X, introduit par
Faltings dans [9] (voir [5] pour une discussion sur la définition correcte du site). Soit
X la complétion formelle de X le long de X . Alors les objets de X sont les couples
U, wy),ot U — X est p-adiquement formellement étale et W — U °% est un

recouvrement fini étale, au-dessus de K, de la fibre rigide analytique U™ de U. Soit
v: X° = ¥ le foncteur U > (U U “g) ot X" est le site étale de X . On peut prouver

qu’il induit un morphisme de sites. L’un des points clef de [3] est la construction
d’un faisceau « continu» As de Acis(Ok) @wk) v*(@)?ét)—modules sur X, muni
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d’une filtration, d’une action de §x, d’un opérateur de Frobenius (localement sur X )
et d’une connexion intégrable

Vi Acis — Agris ®U*(0Aél) v*(Q}\él )
X X /W(k)

tels que

(1) le complexe de de Rham

Acris = Acris ®U*(0Aél)v*(9}\él ) —> A ®U*(0Ae’l)v*(9%él ) —
b's X/ wW(k) X X /W)

défini par V est exact ;

(2) pourtout j € N, le faisceau R? vy (Acris ®*0_,) v*(Qj )) est tué par
X

sét

X/ W(k)

une puissance de 7 sig > 1, et coincide avec Q’ « ®w(k) Beris(Ok ) quand
/W (k)
on inverse f pourg = 0;

(3) si AY, désigne le noyau de V, alors HY (X,AY.) ®aui(@k) Beiis(Ok) coincide

avec H (X g, Zp ) ®z, Beris(Ok).

Gréce a (1) et (3), on peut calculer HY (X g, Z)p) ®z,, Beiis (Og ) comme la cohomolo-

gie du complexe Acris Ru*(@ ;) V" (Q ) apres inversion de . Remarquons que
X

2%/ W)

HY(%, ) = HO( Lk )) En utilisant la suite spectrale associée et (2), la cohomo-

logie de Acis ®y*(@_,) v (Q' ) coincide avec la cohomologie du complexe
X

sét

X/ W(k)

Q:‘l ® Bcris (9
2w ZV® s(Ok)

sét ..
sur X , qui coincide avec

crm (Xk/ W(k)) ®W(k) Beris (OK)

On prouve que toutes ces identifications préservent les filtrations, les actions de Galois
et des Frobenius. Cela démontre C,s.

La preuve de (1) est formelle. La preuve de (3) s’appuie sur des résultats de
Faltings (cf. [9]) et un théoreme de type GAGA ; contrairement au site syntomique-
étale, celui de Faltings est adapté a la comparaison avec la cohomologie étale. Le point
délicat est la comparaison avec la cohomologie cristalline i.e. la preuve de (2). C’est
une conséquence du présent traveul1 En effet, dans [3] on prouve le fait suivant. Soit
U = Spf(Ry) un ouvert étale de X assez petit. Soit Ey une cloture algébrique de
Frac(Ry ) contenant K. Notons Ry la réunion des sous- Ry -algebres de Ey qui sont

!Pendant la rédaction de ce travail, le premier auteur a bénéficié de I’hospitalité de I’ Institut Galilée a 1’ Uni-
versité Paris 13.
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finies étales sur Ry [p~!] et notons Gg,, le groupe de Galois de Ry [p~!] sur Ry K.

Alors la fibre de R? v, (As) en un point x € X “ est la limite, sur tous les voisinages
U de x comme ci-dessus, des groupes de cohomologie continue HY (G Ry » Acris (R U)) .
Ici, Ais(Ry ) est I’anneau construit a partir de Ry dans la section 1. Il est muni de la
topologie p-adique et d’une action continue de G g, . Ainsi, si on pose Beis(Ry) :=
Acis(Ry)[t™1], il suffit, pour prouver (2), de montrer que H? (G Ry ch(RU)) =0
pour ¢ > 1 et H° (GRU , Bms(RU)) = Ry ®w(k) Bis(Ok). En fait, pour prouver
I’analogue relatif de [3], on a besoin d’analogues relatifs de (2), on présente donc ici
une généralisation de ces résultats : c’est I’objet du théoréme principal de ce travail
(théoréeme 5).

Remarquons que Bis(Ry) est « plus gros » que I’anneau obtenu en appliquant
la construction de Fontaine & Ry au lieu de o K, construction qui donne un anneau
qui n’est pas géométriquement acyclique en général. Historiquement, Hyodo a été
le premier a remarquer que la définition « naive » des anneaux de Fontaine ne se
comporte pas bien dans le cas relatif, et qu’on a besoin d’une construction plus
générale. En fait, Hyodo a observé que le module de Tate d’une variété abélienne
sur un corps de valuation discréte complet, de caractéristique mixte (0, p), a corps
résiduel imparfait, n’est pas de Hodge—Tate au sens « naif » en général. Dans [16],
il propose une définition correcte de la notion de représentation de Hodge—Tate dans
le cas relatif. Il construit pour cela un anneau Byy « plus gros » que 1’anneau obtenu
en faisant la construction habituelle. Une des particularités de cet anneau By est
que, contrairement a I’anneau « naif » , il est géométriquement acyclique (cf. [16],
Proposition 1.2). Les anneaux de périodes B.;s et B4r ont déja été construits dans des
situations relatives. La construction habituelle a été considérée par Faltings, tandis
que le pendant de la construction de Hyodo I’a été par Wintenberger, Tsuzuki et
dans [7].

Remarquons que, dans un travail non publi€, Tsuji a aussi démontré des résultats
d’acyclicité géométrique de Bis. Apres I’achévement du présent article, Rémi Lodh
nous ainformé qu’il a lui aussi obtenu des résultats similaires dans sa thése de doctorat,
achevée en 2007 sous la direction de Faltings.

Les auteurs remercient le rapporteur pour les diverses erreurs qu’il a relevées dans
une premiere version de ce travail, ainsi que pour les améliorations qu’il a suggérées.

1. Notations et rappels

On note v la valuation de K normalisée par v(p) = 1. Elle s’étend de facon unique
en une valuation de K, qu’on note encore v. Pour toutn € N, on choisit e™ e K une
racine p"-iéme de I’unité, de sorte que (8("+1))p = ¢ Soit Koo = Unen K[e™)]
I’extension cyclotomique de K. C’est une extension galoisienne de K, dont le groupe
de Galois s’identifie, via le caractere cyclotomique y, a un sous-groupe ouvert de Z ;.
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Soient §,d € N et soit S@ = g {Zlil,...,thl} le séparé complété de
Ok [Zlil, cees Zé,il] pour la topologie p-adique. On suppose que S (resp. R) s’ob-
tient & partir de S© (resp. de S {77*!...., T;'}) en itérant un nombre fini de fois
les opérations suivantes :

(ét) complétion p-adique d’une extension étale ;

(loc) complétion p-adique d’une localisation ;

(comp) complétion par rapport a un idéal contenant p.

On suppose en outre que

Ok [Zi'....Zf' | > S et Og[zF'.....Z7 . T, ... .TF'] >R

sont a fibres géométriquement régulieres ou que R est de dimension de Krull inférieure
a2,etquek - S ®o, k etk - R ®@, k sont géométriquement intégres.” Dans
ces conditions, le théoréme de pureté de Faltings s’applique. On suppose en outre
que K est algébriquement clos dans R[p~!].

Remarquons que S et R sont noethériens, p-adiquement séparés et complets,
integres et réguliers. Soit £ (resp. F) une cloture algébrique de Frac(R) (resp. la
cloture algébrique de Frac(S) dans E). On note R (resp. S) la réunion des sous-R-
algebres finies R’ (resp. sous-S-algebres finies S’) de E (resp. F) telles que R'[p™]
est une extension étale de R[p~!] (resp. S’[p~!] est une extension étale de S[p~!]).
OnaS C R.

Pourn € Neti € {l,...,d} (resp. i € {l,...,8}), on choisit Ti(n) € R

(respectivement Zi(") € S) une racine p"-ieme de T; (respectivement de Z;), de

sorte que (Ti(”H))P = Tl.(") (respectivement (Zl.("ﬂ))l’ = Zi(")). Pour n € N.o,
on note R, le normalisé de R[e(”), Zg"), e Z(g"), Tl("), e T;")] dans R et Roo =
UneN>0 R,. En particulier, on a Ry C R.

Enfin, on suppose que Spec(R/pR) — Spec(S/pS) est surjectif et générique-
ment géométriquement irréductible. On va prouver les premieres propriétés des an-
neaux S et R dans la proposition suivante. Les auteurs remercient le rapporteur pour
avoir trouvé des erreurs dans une version précédente et avoir suggéré les corrections
nécessaires.

Proposition 1. (1) Le morphisme Spec(R/pR) — Spec(S/pS) est fidélement plat
et géométriquement régulier. En particulier, si Frac(S ® o, k) désigne une cloture
algébrique de Frac(S Qo k), 'anneau R ® s Frac(S ®oy k) est integre.

(2) Soit Ok, I’anneau des entiers de K|[e™]. Alors

1
7

1
S ®0giZ1,.25) Okn|Z{ -  Z§" | = Sy

2Note ajoutée sur épreuves. La premicre hypothese est inutile pour pouvoir appliquer le théoréme de pureté
de Faltings, cf. théoreme 7.9 de P. Scholze, Perfectoid spaces, Inst. Hautes Etudes Sci. Publ. Math. 116 (2012),
p. 245-313.
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et

R ®s(ry,..1,0 Sn[ T} T”"] ~ R,.

(3) L’anneau R ®s S (resp. Ry ®s,, S) est integre et normal, et I’application
(R/PR) ®s/ps (S/pS) — R/pR
(resp. (Ru/pRy) ®s,/pS, (§/p§) — ﬁ/pﬁ) est injective (pour tout n € Nxg).

Démonstration. (1) Par hypothése, le morphisme Spec(R/pR) — Spec(S/pS) est
surjectif et plat, puisque R est une S-algebre plate. En particulier, il est fidelement
plat.

Le Frobenius définit un morphisme fini sur

SO/ps© = Ok /pOx)[ZE, ..., Z§").

Rappelons qu’il existe une suite d’anneaux @ < SM c ... € §™) = §ou SE+D
estobtenu a partir de S @) en utilisant une des opérations (ét), (loc), (comp). En utilisant
le lemme 46, on en déduit par induction suri > 1 que dans chaque cas, la linéarisation
du Frobenius ¢ ®1: S(’)/pS(’)®S(, D/ psti=1) SE=D/pst-D 5 50 /pS@ estun

isomorphisme de S~V / pSU—D_algebres et que le Frobenius définit un morphisme
fini sur S /pS® Tenrésultequep®1: S/pS ®S(0)/ SO SO /ps® 5 §/pS

est un isomorphisme de S/ p S (®-algebres : le Frobenius définit un morphisme fini
sur S/pS.Soit R® := § {Tlil, . Tfl}. Par définition, R/ pR est obtenu a partir
de RO / pR(O) en itérant les opérations (ét), (loc), (comp) un nombre fini de fois.
On montre comme ci-dessus que ¢ ® 1: R/ pR ®R(0)/ RO R©/pRO® — R/pR

est un isomorphisme de R© / pR®-algebres. On déduit de [14], Théoréme 21.2.7,
que R/pR est formellement étale sur R/ pR© | et donc formellement lisse sur
S/pS. On conclut (cf [14], Corollaire 19.6.5) que le morphisme Spec(R/pR) —
Spec(S/pS) est géométriquement régulier.

(2) Soit m1,, I’idéal maximal de Ok, et kn = Ok,, /m, son corps remduel Sment

S, = S®ok[Z1,...Z5] (9[{,,[ an]etR’ = R®po) Sy [ Tpn]
Il suffit de prouver que S, et R/ sont intégres et réguliers. Comme S, / (resp R))
est fini et plat comme S —module (resp. comme R-module), les anneaux S, et R;l
sont noethériens, p-adiquement séparés et complets, sans p-torsion. En particulier,
il suffit de prouver que S, ®oy, kn et R, ®o, kn sont integres et réguliers. Par

1 1
définition, S, ® @, kn (resp. R, ® ., kn) est obtenu a partir de k, [len e, Z(g”n ]
1 1

(resp. S, ®o Kn ky, [TIW, ey Td’Tn]) en itérant les opérations (ét), (loc) et (comp).
En particulier, S, ®oy, kn et R), ®o, kn sont réguliers : il suffit de prouver qu’ils
sont integres.
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1 1
OnasS), ®og, kn = (S ®og kn) ®kiz,,..z k[Z" ..... Z{" ]. On déduit de
la preuve de (1) que le morphisme

1

1 1
(S ®ox kn) ®kizy,..z K[Z{" 1. Z§" ] = S @0k kn,

1
. .on o, . . . . Y
qui est la n-ieme itération du Frobenius sur S ® o, k, et qui envoie Zl.” sur Z;, est

un isomorphisme. Comme k — § ®q, k est géométriquement integre, il en résulte
que S ®@, kn, et donc S, ®ok, ky, est intégre. On en déduit aussi que

1

e a1 e
R, ®0k, kn = (R®oxkn)®k(z:,...25. 11, TAK[Z] o 28 T T

En utilisant la preuve de (1), on prouve de la méme facon qu’il y a un isomorphisme

R}, ®0y, kn = R ®0 ky qui induit la n-iéme itération du Frobenius sur R ® @4 kn,
1 1
et envoie Z,” " sur Z;, et T’ " sur T;. Comme k — R ®¢, k est géométriquement

integre, R ® @, kn, et donc R, R0k, kn, est intégre.
(3) On déduit de la preuve de (2) que S, /m, S, = (S/meS) ® k, (envoyant

:“‘

ZP sur Z;)etque R,/mu R, =~ (R/moR) Qi k, comme S,-algebres (envoyant

1

1
Tj”" sur 7). L’application Spec(R,/pR,) — Spec(S,/pS») est donc elle aussi
surjective et génériquement géométriquement irréductible. 11 suffit donc de prouver
la proposition dans le cas “n = 0”. Soit S’ une sous-S-algébre integre, normale de
S, telle que S[p~!] € S'[p~!] est finie étale. Comme S est une union des telles
S-algebres, il suffit de prouver que I’anneau R’ := R ®g S’ est intégre, normal et
que I"application R’/ pR’ — R / PR est injective. La deuxiéme assertion résultant de

la premiére, il suffit de voir que R’ est intégre et normal.

Normalité de R’. On va appliquer le critere de normalité de Serre [15], Théo-
réme 5.8.6. Comme S’ est sans p-torsion et I’extension S C R plate, I’anneau R’ est
sans p-torsion : I’application R’ — R’[p~!] estinjective. Comme S[p~'] € S'[p~!]
est finie étale, il en est de méme de R[p~!] € R’[p~!]. L’anneau R étant normal,
R'[p~!] I’est aussi. En particulier, R’ est réduit i.e. R’ est régulier en codimension
0. Comme R’[p~!] est noethérien et normal, on peut I’écrire comme un produit fini
R[p7Y = ]_[j=1 D; avec D; normal, intégre, fini et étale sur R[p~1]. Comme
R’ est sans p-torsion, les idéaux premiers de codimension 0 de R’ sont les noyaux
Ker(R' — Dj), pour j € {l,...,s}. Pour chaque j € {1,...,s}, soit R} I’image
de R’ dans D;. Chaque R} est un anneau noethérien intégre, fini sur R. On dé-
duit des théoremes de going-up et going-down que chaque idéal premier de R} de
codimension 1 est au-dessus d’un idéal premier de R de codimension 1. Les mor-
phismes finis et injectifs R < R’ <> Hj’:l R.;' induisent des applications surjectives
LI, Spec (R}) — Spec (R’) — Spec(R). D apres ce qui précede, le composé en-
voie les idéaux premiers de codimension 1 sur les idéaux premiers de codimension 1.
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Comme la hauteur croit par morphisme fini injectif ([19], Exercice 9.8), les idéaux
premiers de codimension 1 de R’ s’envoient surjectivement sur les idéaux premiers
de codimension 1 de R.

Soit g un idéal premier de R de codimension 1. Montrons que R’ ® g R, est
normal, ce qui impliquera que R’ est régulier en codimension 1. C’est clair si p ¢ g,
parce que R'[p~!] est normal. Si p € g, alors ¢ = @R (ot @ est une uniformisante
de K). Notons {p; }1<i<m (resp. p) les idéaux premiers de codimension 1 de S’ (resp.
S) au-dessus de p. Puisque S’ est normal, on a une suite exacte

0—>8 = Sp - l_[ (Frac(S")/Sy,) -

i=1

Comme S — R est plat, on en déduit une suite exacte

m
0— R ®r Ry — S'[p7 '] ®s Ry — 1_[ (Frac(S’)/S;i) ®s Rg.

i=1

Notons que Frac(S’) ®s R, est une localisation de R'[ p~ 1] qui est régulier : il est
donc régulier et a fortiori normal. En particulier, pour prouver que R’ ® g Rg est
normal, il suffit de prouver qu’il est intégralement clos dans Frac(S’) ® s R,. On
déduit de la suite exacte qu’il suffit de prouver que Sx/ai ®s Rq estlocal et régulier de
dimension 1 pour touti € {1,...,m}. Uextension Ry € S’ ®s R, est finie et plate,
et on a montré que les idéaux maximaux de S’ ®s R, sont les idéaux au-dessus de
qR; = WRy. Mais ' ®s Ry = S’ ®s Sp ®s, Rq : ces idéaux sont au-dessus des
idéaux p; S’®s Sp pouri € {1,...,m}. Comme Spec(Rq/®wRy) — Spec(Sp/ @ Sp)
est géométriquement integre (car Spec(R/pR) — Spec(S/pS) est génériquement
géométriquement irréductible par hypothese, et génériquement géométriquement ré-
gulier d’apres (1)), les idéaux p; S’ ® s R4 sont déja premiers. Les idéaux maximaux
de S’ ®s Ry sont donc les idéaux p; S’ ®s Rq. En particulier, S;, ®s Rq est un
anneau local sans p-torsion d’idéal maximal p; S{ai ®s Rg. Comme S;)i est un anneau
de valuation, p; Sy, , et donc a fortiori p; S;,, ®s Rq sont des idéaux principaux. En
particulier, S{jl_ ®s Rq estun anneau régulier de dimension 1.

On en déduit que R’ est régulier en codimension < 1 et donc satisfait la condition
(Ry) du critere de normalité de Serre.

Reste 2 montrer que R’ satisfait la condition (S3). On sait déja que R est régu-
lier, donc Cohen—Macaulay. Puisque S est une R-algebre plate, on déduit de [15],
Corollaire 6.3.5, que les fibres du morphisme Spec(R) — Spec(S) sont de Cohen—
Macaulay. Puisque S’ est un S-module fini, les fibres du morphisme Spec(R’) —
Spec(S’) sont aussi de Cohen—Macaulay [15], Proposition 6.7.1, et donc satisfont la
condition (S,) pour tout n. [’anneau S’ étant normal, il satisfait la condition (S5).
Comme le morphisme Spec(R) — Spec(S) est plat, on déduit de [15], Proposi-
tion 6.4.1, que R’ satisfait aussi la condition (S5).
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Intégralité de R’. On sait déja que R’ est noethérien et normal. C’est donc un
produit d’anneaux intégres et normaux. Comme R’ est séparé et complet pour la
topologie p-adique, il suffit de montrer que X = Spec(R’/pR’) est connexe. On
note Y1, ..., ¥; les composantes irréductibles de Y : elles sont définies par les idéaux
premiers minimaux y; de S’/ pS’.

Soient v; I’idéal premier de S/pS défini par y;, et z; (resp. w;) I'idéal pre-
mier de S image inverse de y; (resp. v;). Comme S et S’ sont plats sur Ok,
on a dim((S/pS)y;) = dim(Sy,) — 1 et dim((S’/pS’),;) = dim(S%,) — 1.
Comme S et S’ sont intégres, normaux et S’ est fini comme S -module, on dé-
duit des théorémes de going-up et going-down que dim(S ;/) = dim(Sy;) et donc
0= dim((S/pS)vj) = dim((S//pS’)y_/). Si m est I’idéal maximal de Ok, alors
m S définit 'unique idéal premier minimal de S au-dessus de p. On en déduit que
I’image de chaque y; est1’idéal 0 de S/mS. Comme Spec(R/pR) — Spec(S/pS)
est surjectif et génériquement géométriquement irréductible, on conclut qu’on a un
et un seul point x; € X au-dessus de y;. Soit X; := {x_i}. Alors X; est la seule
composante irréductible de X au-dessus de Y;. L’anneau S’ étant intégre, normal et
complet pour la topologie p-adique, Y est connexe. Pour prouver que X est connexe,
il suffit donc de prouver que si ¥; NY; # &, alors X; N X; # &. Soitw € ¥; NY].
Comme 1’application Spec(R/pR) — Spec(S/pS) est surjective, il existe z € X
au-dessus de w. Comme Spec(R/pR) — Spec(S/pS) estplatetw € ¥; = {y;}
(resp. w € {y_j}), on en déduit que z € {x;} = X; (resp. z € {x_j} = X;), donc que
z € X; N Xj, ce qu’on voulait. O

En particulier, on déduit de la proposition 1 (3) que R ®s S —~> RS et R, ®s,

S =5 R, S (pour n € N.y), sont des sous-anneaux normaux de R[p~']. Posons
Grys = Gal(R[p~'1/S - R[p~')),

Hgss = Gal(R[p™']/S - Roo[p™']).
Tr/s = Gal(S - Roo[p™'1/S - R[p1)).

D’apres la proposition 1 (2) et (3), on a

L 1
o 7l =

RyS = Ry ®s, S = (RQsiry,...1,0 Su[T ... T)" ]) ®s,, S

I

Lextension RS C R, S est alors de degré p"¢ et donc f‘R/S I~ EBf:l Zp yi, ou y;
est défini par :

wy _ [T =i,
n (17) = T® sij£i
j J 7!
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(remarquons que dans le cas ot § = 0, i.e. S = Ok, ona S[p~!] = K, de sorte que
GRr/s = Gr est le groupe fondamental géométrique de Spec(R[p~'])).

On a donc la situation suivante :
o1 —1
o AN
T \ H
p R/S T R/S

Cfes )

Slp™1—=S8-R[p7'|—= 5 Rxs[p7"]

| | !

Sl 1——=R[p™'] ——= Roo[p7 "]

Les anneaux de périodes cristallines. (Cf.[7], 6.) Dans tout ce qui suit, si 4 est un
anneau, / C A un idéal a puissances divisées et # € N~ ¢, on notera x"! 1a n-ieme
puissance divisée de x € I.

Posons R = 1<£1 R/ pR, les morphismes de transition étant donnés par le Frobe-

nius (cet anneau est noté E+ dans [1] etdans [2]). C’est un anneau de caractéristique p
muni d’une action de G g/s. Comme d’habitude (cf. [12], 1.2.2), il s’identifie (comme
ensemble) a

((x™), o € RY, (¥n € N) (x®+D)? = x )

ol R est le séparé complété de R pour la topologie p-adique. En particulier, on
dispose dans R des éléments suivants :

&= (8(0),8(1),...)
T, = (Tl.(o),Tl.(l),...) pouri € {1,...,d}

(on définit de la méme maniére des éléments Z i€ Rpour j €{l,...,8}). Choisis-
sons aussi p = ( p.pie, .. ) un systéme compatible de racines p"-iémes de p.
Rappelons que le Frobenius absolu est surjectif sur R/pR (cf. [7], Proposi-
tion 2.0.1), de sorte que le Frobenius absolu ¢ est bijectif sur R et sur ’anneau
des vecteurs de Witt W(R). En particulier, si & € Z[p~!], on pose ¥ = ¢~ " (2"%)
(avecn € N tel que p"a € Z), et [¢]* = [¢*] dans W(R).
On pose

o0
6: W(R) — R, (ag,a....) Z p”a,(l”).
n=0

C’est un morphisme d’anneaux surjectif dont le noyau est I’idéal engendré par § =
[p] — p (cf. [7], Proposition 5.1.2). On note alors ACVriS(R) le séparé complété, pour

la topologie p-adique, de I’enveloppe a puissances divisées de W(R) relativement
a I’idéal engendré par Ker(0) (compatibles aux puissances divisées canoniques sur
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I’idéal engendré par p). C’est une W (k)-algeébre munie d’un opérateur de Frobenius
¢ (induit par le Frobenius sur W(R)) et d’une action de Gg,s. Par ailleurs, on a

t =log([e]) = 102, (=1)" 1 — D!([e] = DI € AV (Ok) € ATi(R).

Soit w une uniformisante de K. On pose Sé) = W(k) {chl,...,thl}
et R(()O) = Séo) {T{',....TF'}. Remarquons que Séo) Qwk) Ok = SO et
R80)®S60)S ~ RO,

Lemme 2. [l existe une Séo)-algébre So munie d’un reléevement og,: So — So du
Frobenius, une R(()O)—algébre Ro munie d’unrelévement or,: Ry — Ro du Frobenius,
un morphisme de Séo)-algébres So — Ro, compatible avec les Frobenius et des
isomorphismes So Qwx) Ok = S (en tant que SO _algebres) et R ®wk) Ok = R
(en tant que So Q@wk) Ok-algebres). En outre, Sy (resp. Ro) s’obtient a partir de

Séo) (resp. R((,O)) en itérant un nombre fini de fois les opérations (ét), (loc) et (comp).

Démonstration. Rappelons que S est le dernier terme d’une suite finie S < §™M ¢
. C SM = § d’anneaux ot SU*D est obtenu a partir de S @) en utilisant une des
opérations (ét), (loc), (comp) (rappelées plus haut) pour touti € {0,...,n — 1}. On
va donc construire, par récurrence sur i, des extensions Séo) - Sél) cC ... C Séi)
munies de relevements compatibles de Frobenius et des isomorphismes compatibles
Séi) Owr) Uk = S @ Pouri = 0, on choisit n’importe quel relevement de Frobenius
(on peut prendre par exemple le morphisme défini par le Frobenius sur W(k) et
I’élévation a la puissance p surles variables Z1, ..., Zg). Supposons Séi) construit. Si
S(’:) C S(H'l_) est défini par (ét), (Ioc) ou (comp), alors Séi)/pSéi) ~ SO /S0
S+ /75§ E+1) est défini par une extension étale, une localisation ou par complétion
par rapport a un idéal 7@ respectivement. Dans le cas (ét) ou (loc), il existe une et
une seule extension Séi) - SéiH) qui est séparée et compleéte pour la topologie p-
adique, sans p-torsion et qui reléve Séi) /p Séi) c SGHD /g SE+D Elle est obtenue
par une opération de type (ét) ou (loc). Le Frobenius sur S(gi) s’étend de facon unique
a SéiH). Comme SéiH) ®w k) Ok estune S () _algebre séparée et complete pour la
topologie p-adique, sans p-torsion, qui reléve STV /zpSE+D ] existe un unique
isomorphisme SéiH) ®wk) Ok = S G+1) en tant que @ -algebres. Dans le cas
(comp), soit /D C Séi) I'image inverse de 7@ et Séiﬂ) le séparé complété de Séi)
par rapport  1’idéal 1Y), Comme le Frobenius respecte 1 #), son relévement 2 So @
respecte 1 @, et le Frobenius sur Sél) s’étend a S G+ Notons que So. @+1) ®w(k) Ok
est le séparé complété de S par rapport 2 I’ 1deal de §® engendre par [® et w.
Cet idéal releve @) : cette complétion coincide avec SU*1 par construction.
On construit Ry et og, a partir de Sp {Tlil, R Tdil} et de og, de la méme
maniere, en utilisant le fait que R est obtenu a partir de .S {Tlil, R T;El} en itérant
les opérations (ét), (loc), (comp). O
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Dans ce qui suit, on fixe Sy € Ry et un relevement 6: Ry — Ry du Frobenius
comme dans le lemme 2. .

L’homomorphisme 6 s’étend par Ro-linéarité en 6: Ry ®z W(R) — R. On
note alors Ags(Ro) le séparé complété, pour la topologie p-adique, de 1’enveloppe
a puissances divisées de Ry ®z W (R) relativement a 1’idéal engendré par Ker(6)
(compatibles aux puissances divisées canoniques sur 1’idéal engendré par p). C’est
une Ryp-algebre munie d’un opérateur de Frobenius o-linéaire ¢ (induit par o0 ® ¢
sur Rg ®z W(R)) et d’une action de Gg/s. Par abus, on la notera souvent A;s(R)
(et parfois méme A si le contexte s’y préte) bien que I’anneau A.s(Ro) dépende
du choix de Ry.

Dans A.is(R), on dispose des éléments w; = Z; — [Zj] pour j € {1,...,8} et
u = T; — [7~",] pouri € {1,...,d}. Parmi les propriétés de AY; (R) et de Ais(R)
qui vont nous servir, citons :

e Auis(R) = AZiS(R){(wl, e W, UL, ud)} est le séparé complété, pour
la topologie p-adique, de I’anneau des polyndmes a puissances divisées en
wi,...,Wws, U, ...,ug acoefficients dans ACVriS(R) ([7], Proposition 6.1.8) ;

¢ les anneaux ACVriS(R) et Aqis(R) n’ont pas de p-torsion ([7], Propositions 6.1.4
& 6.1.10), ni de ¢-torsion ([7], Corollaire 6.2.2).

On pose alors BY, (R) = AY, (R)[t™"] et Beris(R) = Acis(R)[t 1], qu’on munit
de la topologie de la limite inductive. Bien siir, on a des constructions analogues avec
S (en utilisant Sy), et on a une application naturelle Ais(So) = Acis(Ro).

Si r € N, on note Fil" A.is(R) la r-ieme puissance divisée de I’idéal Ker(9).
C’est I’adhérence dans A.;s(R) de 1’idéal engendré par les produits

E[n()]u[lnl]"'Mgld]wgndﬂ]---w(gnd""ﬂ
pour n = (ng,....ng+s) € N9+ te] que [n] > r. On munit Bes(R) de la

filtration {Fil’ BCfiS(R)}reZ définie par Fil” B.is(R) = li—>mnz|r\
(muni de la topologie de la limite inductive) pour tout r € Z.

Dans tout ce qui suit, les anneaux A.s(R) et AZiS(R) sont munis de la topolo-

gie p-adique. En particulier, les groupes de cohomologie galoisienne auxquels on
va s’intéresser sont des groupes de cohomologie continue (calculés au moyen des
cochaines continues).

T Fil" T Agig(R)

Définition 3. Pour ¢ € N, on pose
H?(GRys. Beris(R)) = lim HY(GRrys.t™" Auis(R))
n

et
q qr . —_1; q —n [ir+n .
H (GR/S , Fil BCI'IS(R)) = h_r)n H (GR/S» t~" Fil ACI'IS(R))‘

nx|r|
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Remarque 4. A priori, il n’y a pas de topologie sur Bs(R) telle que la définition
qui précede coincide avec la cohomologie continue de Gg,s a valeurs dans Bes(R)
et Fil” Bgis(R). Notons a ce sujet que ¢ Aqis(R) C Aqis(R) n’est ni ouvert, ni fermé
pour la topologie p-adique.

Le but de cet article est de prouver les résultats suivants :

Théoreme 5. (1) Sig € Nsg, onaHY(GRr/s,Buis(R)) =0;
(2) on a HY(GRys,Beris(R)) = (Ro®s, Acris(S)) [171].

Théoréme 6. Soit r € 7.
(1) Sig € Nso, onaH4(Ggys,Fil" Bis(R)) = 0;

(2) onaH(Grys, Fil" Bous(R)) = lim 17" (Ro@s, Fil"™ Acis(5))-
On étudie pour celales groupes HY (G g/ s, Acris(R)) pourg € N.Comme Gg/s =
GRo/So €t Acris(R) ne dépend que de Ry et Sp, on peut supposer que R = Ry et
S = Sy, ce qu’on fait par la suite.
Le théoréme 5 est la conjonction des corollaires 24 et 31, et le théoréme 6 la
conjonction de la proposition 34 et du corollaire 42.

2. Descente presque étale

Dans ce qui suit, si 4 est une Ok, -algebre, on notera mAJ’idéal de A engendré
par la famille {&™ — l}neN. Remarquons que m% = my. SoitEg, := Llnn Og/0f
(ou les morphismes de transition sont donnés par le Frobenius). On note I I'idéal
de W (Eg, ) engendré par (¢~"([¢] — 1))n€N>O et par {[x], x € Eg,, x©@ €
ma_}. Rappelons (cf. [7], Lemme 6.3.1), que pour tout n € Nsg,ona I C I? +

K ~
"W (E@K)

Posons (cf. [41, §2.6) AL s = W (Egs) avec Egjg = lim SRo/pSRoq
(ot les morphismes de transition sont donnés par le Frobemus) Pulsque SRe C
R est normal d’apres la proposmon 1, 'application SRoo/pSRe — R/ PR est
injective. En particulier, At R/S est un sous-anneau de W(R)H /s Comme on a un

isomorphisme S ®s Roo = SRoo (proposition 1), et comme le Frobenius absolu est
surjectif sur S/ pS (cf. [7], Proposition 2.0.1) et sur Roo/ pRoo (cf- [1], Corollary 3.7),

il en est de méme sur S Roo / pS Roo. En particulier, 0 (K;/S) = S Ry. Puisque S Ry

est normal, on déduit comme dans [7], Proposition 5.1.2, que Ker(6) N A'; /s est
engendré par I’élément £ = [p] — p.
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SoitAY. (R/S) (resp. Acis(R/S))le separe complete pourla topologie p-adique,

Cris
de I’enveloppe a puissances divisées de At R/S (resp. Ry ®w(k)A R/ ) relativement au

noyau du morphisme 6 : AR/S — SROo (resp. 0: R0®W(k)AR/S — SROO).

Lemme 7. Les groupes

Hq(HR/San(R))’ Hq(HR/S’ CI‘IS(R)/p Acrls(R))
et

H? (HR/S s Acris(R)/pn Acris(R))

sont tués par I pour tout n € N et tout ¢ € N~o.
Les applications

W, (Eg/s) = Wa(R)HR/S,

Crlg(R/S)/p ACI‘]Q(R/S) ( CrlQ(R)/p ACI‘IQ(R))HR/S
et

Acris(R/S)/pn Acris(R/S) - (Acris(R)/pn Acris(R))HR/S

sont injectives de conoyau tué par 1.
Enfin,

crls(R/S)/p Acrls(R/S) = Wn (E;/S)@:)

(’anneau W, (ER/S) ® )[T] W (E;/S)(T) des polynémes a puissances

Wh (Ej;/s
divisées en &, ou W, (E;/S)[T] —- W, (E;/S) est le morphisme de W, (E;/S)'
algébres envoyant T sur §) et

Auis(R/S)/ p" Auis(R/S) = cm(R/S)/P Ams(R/S)(wl,...,wg,ul, coUg)

(I’anneau des polynémes a puissances divisées en Wy, ..., Wg, U1, ..., Ug, OU W; =
Zj—|Zj]etu; :==T; — [T; ]

Démonstration. On a des applications
an: Wy (ER/S)<§) - Acrls(R/S)/p Acrls(R/S)
et

bu: AY(R/S)/p" AY(R/S) (w1, ..., ws, u1,... ug)
— Acris(R/S)/pn Acris(R/S)~

Pour prouver la derniere assertion du lemme il suffit de prouver que ce sont des
isomorphismes.
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D’apres le théoreme de pureté de Faltings (R a bonne réduction, ¢f. [9], Section 2,
Theorem 4), le groupe H?(Hg/s, R) est presque nul (i.e. tué par mg ) pour tout

g € Nxo. Il en est a fortiori de méme du groupe HY(Hpg/s, R/pR). Pour tout
m € N, on dispose de I’isomorphisme

R/ pP" R —=> R/pR,

(cois Xmyeea s X1, X0) > X

(cf. [7], Proposition 5.1.2). Cet isomorphisme envoie ’image de {x e R, xO ¢
m@E}, i.e. 'image de I (dont I'image modulo p coincide avec celle de {x €
R, x© ¢ mg }) sur I'image de mg . Le groupe HY (HR, R/pP" R) est donc
tué par {x e R, x(o) € m@E}.

e Montrons I’assertion sur H?(Hpg /s, W, (R)). Commengons par traiter le cas
n = 1. La topologie p-adique sur R n’est autre que la topologie induite par la topo-
logie produit sur (R/ pR)N (ot chaque facteur est muni de la topologie discréte), de

sorte que R est séparé et complet pour la topologie p-adique. D’apres [20], Propo-
sition 2.2, pour tout ¢ € N+, on a la suite exacte

0 — R'limH™! (Hg/s. R/p"" R)
m

q ; q ="
— HY(Hg/s. R) — limH (Hrys. R/p? R) >0

m

(R/pP" R est muni de la topologie discréte).
D’apres ce qui précede, H? (HR/S, R/ pP" R) est tué par I pour tout m € N, de
sorte que Lﬂlm HY(Hpgys, R/ pP" :R) aussi. De méme, le groupe

1q: q—1 ~p'"
R’ lim H (Hrys. R/p? R)
m
est tu€ par I'si g > 1. C’est encore le cas lorsque ¢ = 1. Pour tout m € N, on a
HO (HR/S, R/ pP" R) ~ (R/pR)Hr/s  etles morphismes de transition sont donnés
par le Frobenius. On a la suite exacte

0 — SRoo/pSReo — (R/pR)HR/S — H'(Hg/s, R).
Comme le systeme projectif {SRoo/PSReolnen., ala proprlete de Mittag-Leffler,
on conclut que R! hm SRoo/pSRs = 0. Comme en outre H! (Hgys, R) est tué
par mg ., cela 1mphque que R! 132,,1 HO (HR/S, R/ pP" IR) est tué par I, ce qu’on

voulait. On déduit aussi que le conoyau de 1’application injective S Roo/pS Roo —>
(R/pR)HR/s est tué par I. En prenant la limite projective relativement au Frobenius,
on en déduit I’assertion sur les invariants sous Hpg/s.
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Sin € N.1, on a la suite exacte 0 - W,,_1(R) > W,(R) > R — Oetune
section continue d’ensembles topologiques R — W, (R) donnée par le Teichmiiller.
On a donc la suite exacte

— HY(Hg/s, Wyn-1(R)) = H1(Hr;s, Wn(R)) — HI(Hg/s, R) —

pour tout ¢ € N. Par récurrence, on en déduit que H? (Hg,s, W, (R)) est tué par I?
et donc par I pour ¢ > 0 vu que I € I? 4+ p" W(R). Pour ¢ = 0, on conclut que
I’application W, (EZ / S) — W, (R)HR/s est injective de conoyau tué par I.

e Montrons I’assertion sur

Hq (HR/S? crls(R)/p Acrls(R)) et Hq (HR/S ’ AcriS(R)/pn ACTiS(R))'

z . \v4 \v4
Pour alléger les notations, on va noter A, et Agis au lieu de A (R) et Ais(R).
La encore, commencons par traiter le cas # = 1. Comme on a un isomorphisme

G r/s-équivariant

Crl§ /p Acrls —> (ﬁ/ppﬁ)[a()vgl» v ’Sn’ .- ]/(Sf)neN

de sorte que I’action de H g/ est triviale sur do, . . . (cf [7], Corollaire 6.1.3),
on en déduit que pour tout ¢ € N+, le groupe Hq (H R/S> ACrlS /pAY..) est tué par
{x eR, x© ¢ m@E} c’est-a-dire par I. L’application

cris

~+ =+ 5 5 = = ~
Eg/s/PER/s = SR/PSRec = R/pR = R/PR

e ra = .. . =+
est injective parce que SR < R est normal. En particulier, puisque Eg,g © R

et R sont sans p-torsion, 1’application E; s/ ]31’]?3; /s — R/pPR est injective.
L’ application

~+ =+ .=t
Eg/s(€) = (Eg/s/PPER/s)[60.81.. ... 8n. .. 1/ (6] )nen
= (R/pPR)[80,81, -, 8n - 1/ (8] )nen
est donc injective Cela implique que a; est injective, donc un isomorphisme et que
Iapplication AY, (R/S)/p AY,.(R/S) — H(Hg,s,AY, / p AY,) est injective, de

conoyau tué par I.

Comme Acvm est sans p-torsion ([7], Proposition 6.1.4), pour toutn € N, on a

la suite exacte

0— A /pAV — AV, /p”AV — AV, /p" TAY. 50

Cris Cris Cris Cris Cris Cris
et donc la suite exacte
e Hq (HR/S’ ACHQ /p ACTIQ) g Hq (HR/S ACI‘1§ /p A
- Hq(HR/S’ crls/pn IAV ) >

Cri1s

crls)
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SiHY(Hg/s, AY /p" ' AY,) est tué par I pour ¢ € N, alors

Cris

Hq(HR/S Acrls /p A

Cl‘li)

est tué par I? et donc par I vu que ICI?+p" Acm Une récurrence immédiate im-
plique donc que H? (HR/S Acrls /p" Acns) esttué par I pourtoutn € Nogettoutq €
N+, que Iapplication AY, (R/S)/p" AY(R/S) — HY(Hg/s, AV, /p" AY,) est
injective, de conoyau tué par I, et que I’application a, est injective, donc un isomor-
phisme.

D’apres Proposition 6.1.5dans [7] on a

Acris /Pn Agis = crls /p Acrlﬂ(wlv" LW, UL, . --vud>

\Y
AY /P AY wr, .. wsug, . ud][ 00 s Zimro Lo Tim, ..
(wj —PZj,o,Zﬁ — pZjmsr1.ul — pT;, o,T — PTim+1)meNg
1<j<é
1<i<d

En particulier, c’estun Acrls /p" AY;.-module libre. Comme I’action de Hg /s esttrivi-
alesurwy, ..., ws, u1,...,ug,onendéduitque HY(Hg/s, Acris / p" Acris) st tué par
I pour g > 0 et qu’il contient ACUS(R/S)/p ACHS(R/S)(wl, e W UL, e, Ug)
pour ¢ = 0, le quotient étant tué par I. En particulier, I’application b,, est injective.
D’apres la proposition 47, la structure de Rg-algebre sur

crls/p Acns(wl""’w87u17~--aud)

définie dans [7], Proposition 6.1.5, se factorise a travers

crls(R/S)/p Acns(R/S)(wl’ -, Ws, UL, - -’ud>'

On en déduit, d’apres la propriété universelle de I’enveloppe a puissances divisées
Auis(R/S)/p" Aciis(R/S) de Ro Qw (k) AZ/S/p"A;/S relativement a Ker(6), que
I’inclusion

crls(R/S)/p Acm(R/S)<w1, co W UL, .. Ug) S Aais(R/S)/P" Aais(R/S)

admet un inverse a gauche, et donc qu’elle est bijective. O

Proposition 8. Pour tout g € N+, les groupes

HY(Hpgys, A%s(R)) et HY(Hg/s. Auis(R))

cris

sont tués par 12, en particulier, on a

HY(Hpg;s,By;(R)) = HY(Hg/s, Bais(R)) = 0.

cris

Onades inclusions AY; (R/S) C (AY. (R Hrs et Agis(R/S) =AY
CrlS

Cris
Acis(RYIR/S dont les conoyaux sont tués par 1.

(R/S) <

cris
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Démonstration. Ladeuxie¢me assertion résulte dulemme 7. Traitons le cas de Ais(R),
celuide ACVm (R) étant analogue (et plus simple). Comme lors de la preuve précédente,
on va noter AY._ et A au lieu de AY. (R) et Ais(R) pour alléger les notations.

D’apres [20], Proposition 2.2, pour tout ¢ € N+, on a la suite exacte

Cri1s Cris

0—R' LiLan_l (HR/S7 Acis /D" Acris)
n
- Hq(HR/S:Acris) - h(_qu(HR/SvAcris /Pn Acris) -0

n

(Aciis / p" Aciis est muni de la topologie discrete). D’apres le lemme 7, pour tout
q € N+, le groupe l(iilHq (HR/S, Acis / p" Acris) est tué par I.
n

De méme, si ¢ > 1, le groupe R! h(_m HY Y (HRrys, Acris / P" Acris ) est tué par I.

n
Montrons que c’est aussi le cas lorsque ¢ = 1. D’apres le lemme 7 on a une suite
exacte

0— Acns(R/S)/pn Acris(R/S) - HO(HR/Sv Acris /Pn Acris) - M, -0
ou M, estun W, (E; / s)-module tué par I. On a donc la suite exacte

1q: ) n . 11q; 0 . n .
R L%lAcrls(R/S)/p Acrls(R/S) —R h(ﬂ_mH (HR/Sy Acris /P Acrls)
— R'lim M,, — 0,
<«
n
ot R! Llnn M,, est tué par I. Comme (Acis(R/S)/p" Acris(R/S))nen~, a la pro-
priété de Mittag-Leffler, on a R! l(inn Acis(R/S)/ p" Aciis(R/S) = 0, de sorte que
R! lim | H(Hg/s. Actis / P" Acris ) = R! lim Mp est tué par I. O

3. Descente de la tour Roo S[p~1]/RS[p~!]
Posons E; = HO(J(R,E+) = R¥*R ou Hgr = Gal(R[p~']/Res[p™]).

Lemme 9. Pour tout n € N, 'image du Frobenius sur R,1/pR,+1 est égale a

R,/ PpRy.
Démonstration. Comme on a supposé R défini sur O = W(k), on déduit de
la proposition 1(2) que S,/pSx (S/pS) ®k[Zy,... Zs] k[ () an Z(g"n]

et R,/pR, = (R/pR) ®s[1,....T4] Sn [ ,...,T" ] En particulier, I’image
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du Frobenius sur S,4+1/pSp+1 (resp. Ry41/pRu+1) est contenue dans S,/pSy
(resp. R,/ pR;). On déduit de la preuve de la proposition 1 (2) que I’image du Fro-
benius sur R, +1/pRy+1 est exactement R,/ pR,,. |

On définit alors le sous-anneau E+ de E; par E; = lim R,/ pR,, ol les mor-

phismes de transition sont donnés par restriction du Frobemus de R/pRAaR,/pR, C
R/pR pour n € N. Rappelons (cf. [2], Proposition 4.42 & Remarque 4.43, cf. Ap-

pendice) qu’on dispose d’un sous-anneau A; de A;ﬁ =W (E R), stable sous I’action
de ¢ et de r R/S» €t caractéris€ par les propriét€s suivantes :

(1 [s]eAJr et[T]eAR pour touti € {1,...,d};

(2) AR/pAR = Eg:

3) AJr est complet pour la topologie faible.

Posons (cf. [4], §2.6) AL, = W (Eg,q) avec By g = lim SReo/pS Reo (01
les morphlsmj;s de trans1t10ﬁ/ssont donflé: f)iz le Frob;{ifls). - &

Notons A; /s (resp. E; / ) I'adhérence dans K; /s (resp. dans E; /s) du composé
A;K}’ (resp. E; E;) pour la topologie faible.

Lemme 10. L’anneau A; /s €st le séparé complété de A; ®,+ g; pour la topologie
S
définie par les idéaux (pm, ([e] — 1)”)m’neN>0. Ona A;/S/pA;/S ~ E;/S, qui est
le séparé complété de E; Qp+ E; pour la topologie (¢ — 1)-adique.
S
(i) ¢: A;/S — A;/S est libre de rang p?, de base ([7;1]"‘1 "'[Td]ad)OSa,»<p‘
~ 1
(ii) fourtoutn e N, leA;/S—modulwp (A;/S) R/S[[Tl]l’ . .,[Td]T”] C
A/; est libre de base
~ oy ~ g
(T [Tl ) g o
(iii) L’anneau At 7~"1 1%" Td L” est dense dans A pour la to-
neN A R/s R/S
pologie faible.

En particulier, si on pose E, = p”(Z[p_l] N [0, 1[)d, ona

A;/S/PnA;/s @ (¢" (A s)/Pn‘Pn(A /s))[ ]

acEy,

(ot la barre désigne le complété pour la topologie faible).
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Démonstration. Comme 1’anneau S R, est normal (proposition 1), la projection de
E; /s sur le n-ieme facteur S Roo/ pS Roo identifie

~+ n ~+
ER/S/(gp - 1)ER/S
a §Roo/(8(1) — 1)§Roo. En particulier, on a
~+ n ~+ — —
Ef ®p+Bs /(7 — 1) Ef ® 1+ Eg = Ry ®5, §/(eV ~ 1) Ry ®5, §

d’apres le lemme 9. Notons que R, ®s,, §/ (8(1) — I)Rn s, S est un sous-anneau

de §Roo/(s(1) — l)LS_’RC,o par normalité de R, ®s,, S (proposition 1). On en déduit
que le composé

=+ n =~ =+ n =+
E}@EgEg/(el’ -1)E} ®E;Es — B} /(7" —DEL s = Eps /(" —DEgs

est injectif et donc que le premier morphisme, étant surjectif, est un isomorphisme.
14 < . T+ Cqs .

Comme p estun ele.mept régulier de A /s>onen déduit par récurrence que pour tout

n,m € N+, application

A @y Ag/(P™ (8] = ") A% ® ¢ AF = Ao/ (p". (1] = D")AR g

est injective, ce qui prouve la premiere assertion.
Le reste du lemme se prouve modulo p. Il résulte alors de la preuve de [4],
Lemma 2.7 (2). O

Notons AV (resp. A,) I’'image de ¢ (A+) ACUS(S) (resp. ¢" (A;) Auis(S)) dans
cns(R)/p ACHS(R))HR/S (resp. (Acis(R)/ p" Acrls(R))HR/S), pour n € Nxg.

Lemme 11. Pour i € {1,....d}, on a [e]”" = 1 dans A, et I’élément y; agit
trivialement sur A,,.

Démonstration. Comme

o0
7" —1=exp(p"t) —1 =Y p" 1l € p" Auis(Ok)
r=1

I’action de y; sur ¢" ([T)]) est triviale modulo p™ A, Il en est donc de méme
de I’action sur I’image de ¢" (A;(m) dans A / p" Acris. Notons f,,(o) (resp. fn) le
composé de ¢ avec I’application naturelle A;(O) — Agis /P Agis (resp. A;g —

Acris / P" Acris)- On a alors (O) =y o fn(o) Soient p: AJr — R/pR le composé

A+ — EJr — R/pR (prOJectlon sur le premier facteur) et p, le composé de p avec
R/pR C R/pR et la puissance n-iéme du Frobenius sur R/ pR.
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Comme [8]1’" = 1 mod p” Ais, le morphisme f; © (respectivement f) se fac-
torise par I, 70 AZ(W /(p".[e] = 1) = Acris / p" Ais (respectivement 1, : A+ /(p",
[e] = 1) = Adis / p" Aciis)- De méme, le morphisme p, se factorise par pp, : A+ r/(P",
[e] — 1) = R/pR. On ale diagramme commutatif

AR/ el - 1) —— R/pR

| e

A;(O)/(Pn’ [e] = 1) W’ Aciis / P" Acis -
Montrons que le morphisme AZ(O) /(p"[e]— 1) — A'IE /(p",[e] — 1) est relative-
ment parfait. D’apres le lemme 45, il suffit de montrer que EZ(O) /(e—=1) E;(o) —
E; /(e—1) E'IE est relativement parfait et que A;(O)/(p”, [e] - 1) —> A+/(p” [e] —
1) est plat. Le premier point résulte des isomorphismes E;(O) /(e — 1)PEt RO =
(R®);1/p(RD); et Ef; /(e — DPE} =~ Ri/pRy (cf lemme 9), et du fait que
R©/pRO _ R/pR est relativement parfait (lemme 46), par changement de base
(proposition 1). En vertu du critere local de platitude, le deuxieéme point résulte de
la platitude de E}, /(e — DE} o — E} /(e — DE} (car (p,[e] — 1) est une
, et A%), quon déduit de celle de R /pR©® — R/pR
— E} /(e — ) E} est

suite réguliere dans A RO

de la méme facon qu’on prouve que E;(O) /(e = 1)E?
relativement parfait.

Comme la puissance p"-ieme de chaque élément du noyau du morphisme
Agis /" Aais — R/pR est nulle, la proposition 47 implique qu’il existe un et
un seul morphisme de A;m)—algébres A; /(p™, [e]—1) = Aqis / P Aciis compatible
I‘(O)

RO

avec et dont le composé avec Ais / p" Aeis — R/ p R coincide avec 1’applica-
0) _ 7(0) :
tion p,. En particulier, puisque p, = y; o pp et Iy = y; o I, , on en déduit que

I w = Vi o I, de sorte que y; agit trivialement sur I'image de ¢ (A+) Agis(S) dans

Cl’l& /p ACI‘IS D
Posons
Av= P A[T]" e Xu= P 4T
a€E,NN? a€Ep
(3) a; ¢N

Ce sont des sous-As(S)-modules de (Ams(R) /p" AcriS(R))HR/ S stables sous 1’ac-
tion de y; pourtouti € {1,...,d}.

Proposition 12. L’application

Apuy, ... ug) & Xu{uy,...,ug) = Auis(R/S)/p" Auis(R/S)
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est un isomorphisme.

Démonstration. D’apres la description de Acm (R/S)/p" AZlg (R/S)dulelemme 7,
ona

Cr[s(R/S)/p Acrls(R/S) = AZ]S(S)/p ACI'IS(S) ®K:§t/pn;&§+ X_IR;/S/anJ’R_/S.

OndedultdulemmeloqueA /S/(p [e]-1)estunAS /S/(p [e]—1)-module libre

de base {[T]g} a pour toutn € N+ . Comme ¢ est un isomorphisme

ae(ZIp=11n[0.1])
sur A;/& on en déduit que A;/S/(p”, [€]?" —1) estun ¢ ( R/S)/(p” [€]?" —1)-
module libre de base {[T]g}ge £,. Comme [¢]”" = 1 mod p" Auis(S) (voir la
preuve du lemme 11), on conclut que

AGW(R/S)/p" AS(R/S) = D (AG(S)/p" AL(S) ®x+ ¢ (Afys))[T]*

a€Ey

En particulier, en regardant la composante correspondant a ¢ = 0, on en déduit que
I’application AY. (S)/p" AY..(S) ®;;£ " (A;/S) — AZIS(R/S)/P AY(R/S)
est injective. Par définition et injectivité de

crlg(R/S)/p ACI‘H(R/S) - ACVrIQ(R)/p ACI‘]G(R)’
son image est A,Y. D’apres le lemme 7 on a
Auis(R/S)/ p" Auis(R/S) = cm(R/S)/P Acm(R/S)(wl,...,wg,ul,...,ud)
et, en prenant le cas R = S,on a
Acris(S)/pn ACTiS(S) - crm(S)/p Acrls(S)<w1’ s wS)'
En particulier, on a 4, = AZ(wl, ..., Wg), ce qui prouve la proposition. O

Dans une premiere version de ce travail, on avait prouvé que le noyau et le conoyau
du morphisme précédent sont tués par I. Les auteurs remercient le rapporteur pour
avoir suggéré la proposition adoptée ici. Dans ce qui suit, nous allons prouver que

Hq(fR/S,X,, (ug,..., ud)) est tué par (1 — [8]%)2 sig € N (proposition 16),
H? (fR/S, An(uy, ... ug)) est tué par (1 — [€])¥ sig > O (proposition 21).

Controle de la cohomologie de X, {u1,...,ug)

Lemme 13. Soienta, o’ € N, alors 1 —[¢]® divise 1 —[¢]* dans AgK si et seulement

si vp(ar) < vp(a).
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Démonstration. Posonsuy = 1+ [8]% 4.+ [S]O(T?l € W[[[e]% —1]. Si (1 —[e]%) |
(1—1[€]*), on a ug | te:. Comme I’image de 1, par le morphisme W[[[s]% —1] -
w; [e]% — 1vauta,onaa | o dans W, et donc v, (o) < v,(a’). La réciproque est
évidente. O

Rappelons (cf. [12],5.1.1) que 1 — [¢] = (1 — [8]%)5 0f1§ € KZSE est un géné-
rateur de Ker(6).

Lemme 14. Pouri € {1,...,d} et N € N,ona

N-1
O = DM € (1= 61) Y Aan(@i0u!™,

m=0
Démonstration. On a
yiu) =y (T ®1-1®[]) =T @1 -1 [€][T;] = ui + (1 - [eD[T:]-
Pour N € N, on a donc

yi ™) = (i + (1 = D[]

N

Z [e]) [m] N —m]

B30 b T

m=1

et donc

(Vi - 1)(u[N ) [8] Z Acrls(OK)u[M]' O

m=0

Lemme 15. Soit X un sous-Ais(Og)-module de X,, stable sous I’action de ;.

(1) Lorsque Coker (y; —1: X — X) est tué par 1 — [8]%, il en est de méme de
Coker ()/,- — 1 X (u;) = X(u;)).

(2) Lorsque Ker ()/,- —1:X - X) est tué par 1 — [8]% il en est de méme de
Ker ()/i —1: X{u;) — X(ui)).

Démonstration. (1) Soitbh = ,1:17:0 bmul[-m] € X(u;). Supposons N > 0. Comme
Coker (y; —1: X — X) est tué par 1 — [8]%, ilexisteay € X telque (y; —1)(an) =
(1- [8]%)191\7. On a alors

i — D(avu™) = yi@w) i = DEM) + 01 = Dyl
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et donc
(1= [6]7)b — (i — D)(anul™)
N—
= —yi(an) (i — DEM) + (1= [6]7) Z ul”!

N—
e (1-[g7) Z ul (cf lemme 14).

Une récurrence immédiate montre donc que (1 — [8]%)X (u;) CIm(y; —1).
) Soith = YN _ bul™ € X (u;). Ona

N

i = DB = 3 (i) i = ™) + i = DEa™). 0

m=0

D’apres le lemme 14, le coefficient de uEN

I dans (x) vaut (y; — 1)(by) : il est donc
nul si (y; —1)(b) = 0. Comme Ker (yi -1: X — X) est tué par 1 — [8]%, on a donc

(1 — [8]%,)[91\, = 0. Comme

N-1
N 1
i = D™ e 1= [e]7) D Auis(@Ox)ul™
m=0
d’apres le lemme 14, il en résulte que y; (by)(yi — 1)(ul[.N]) = 0, et donc que
(yi — 1)) =0avec b’ = ZZ;(I) bmul[.m]. Une récurrence immédiate montre donc
que (1—[8]%)bm = 0 pour tout m € {0,...,N}. |

Proposition 16. Si ¢ € N, le module HI(Tr/s, Xn(u1,...,uq)) est tué par
(1-[e]7)".

Démonstration. Pouri € {1,...,d}, posons
XP= P 4[T]"
a€Ey
op,...,0j—1 EN
o; €N

C’est un sous A,-module de X,, stable par y; et on a

X, =XPaxPg.. ox@,
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Sia € E, esttel que ary,...,0;_1 € Neta; ¢ N,ona (y; — 1)([7~"]g) =
([8]"”—1)[?]&. Commeo; ¢ N,onaqa; € (Z[p~!]N[0, p"[)\N donc v,(a;) < —1,

et 1 — [e]% divise 1 — [8]% dans KE;E (lemme 13). Ainsi

(1= [17)[T]* € (n = DX
i.e. Coker (y; — 1: Xg,i) — X,(,i)) est tué par 1 — [8]%. Par ailleurs, si

X = Z )Cg[;f]g S X,(,li),
a€kE,
o1,...,0; 1 EN
a; ¢N
on a
. e 104
i—-D@ = > (e - 1)x[T]%
a€Ey
(Xl,...,Oll‘_IGN
o; &N
si (yi — D(x) = 0, 0ona (1—[e]*)xqg = 0 eta fortiori (1 — [e]%)xg =0
pour tout @ € E, tel que oy,...,0;—1 € N et o; ¢ N. Cela signifie donc que
Ker (y; — 1: x9 Xf,l)) est tué par 1 — [8]%.
D’apres le lemme 15, les modules

Coker ()/i —1: Xf,i)(ui) — Xf,”(“i))

et
Ker (y; — 1: X,(,i)(ui) — X,(,i)(ui))
1
sont eux aussi tués 1 — [¢]?. Comme y; agit trivialement sur uq,...,%;—1,Uj+1,
..., Ug,il en est de méme de
Coker (y; — 1: XO Wy, .. ug) — XD (ur, .. ug))
et

Ker (Vi —1: X,(f)(ul, coUg) —> X,(f)(ul, e, ud))
La suite spectrale de Hochschild—Serre pour la suite exacte
0—=>Zpyi — fR/s — f‘R/s/Zp yi = 0
appliquée a Xf,i)(ul, ..., ug) s’écrit
H (Trys/ Zp vi B (Zp vi, XOuy, .. ug))) = H S (Trys, X (ur, ... ua)).

Comme H*(Z, yi,X,(,i)<u1, ....ug)) est nul pour s > 1 et tué par 1 — [8]% pour

s € {0, 1}, I’aboutissement H’“(f‘R/S,X,(f)(ul, o ud)) est tué par (1 — [8]%)2.
O
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Controle de la cohomologie de A, (u1,...,ug)
Lemme 17. Ona ([¢] — 1)?7! € p Auis(Ok).

Démonstration. Ona (X —1)? = X? —1 mod pZ[X] et donc (X — 1)?~! =
14+ X +---+ X?"! mod pZ[X]. En particulier, on a

(€7 = 1)" " =1+ [e]7 +-+[]7  mod pAcis(Ok).

On a donc
—1\ 71 1 r—1
(=07 = (147 +-+ 117 ) (117 1)
1 p=1\P

= (] +[e]? +---+[e] ? ) mod p Acis(Ok)

=0 mod pAuis(Ok)
vu que 1 + [8]% -+ [s]pT_1 € Ker (0: Auis(Ok) — @IZ) a des puissances
divisées. O

Lemme 18. Pour j € N>y, ona
(1= [PV = (1 = [e)B;
avec B; € Ker (0: Auis(Og) — @I?)
Démonstration. Si p | j,onaf; = %(1 — eV € Ker (0: Acis(Ok) — (513)
Sij = pm,ona

o A= mlp (1= )P (1 )"
=D == = m 7 !

Ona vp(i';}fr’;;) = mps(lm) +m— Pmp_—_sl(m) (ot s(m) = s(pm) désigne la somme

des chiffres de 1’écriture de m et de pm en base p), et donc UP(%) = 0: I'élé-
(—[ehP—Dm ((1—[8])”’1)"’
" - P

ment ( ), est une unité p-adique. En outre, on a

Ker (9. Auis(Ok) — O K) (cf- lemme 17). On conclut grace a une récurrence sur
m > 1. O

Soienti € {1,...,d} et < une sous-A,-algebre de (Acris(R)/p” Acris(R))HR/S

fixe sous y;. Pourm > —p", notons </ M) Je sous-.o7 -module de Acis(R)/ p"™ Auiis(R)
ot vi™ = u" "
o) =

engendré par {vém) } pour 0 < @ < p". Remar-

max(0,—m)<a<p”
(m) (m+p )

pn— [T]n9

[T J

de sorte que { (m )} m>—pn engendre la sous-.c7-algebre
O<a<p”
m+a>0

quons que v
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A[[T:]](us) de (Acris(R)/ " Acis(R))##/5 engendrée par [T}] et {u™ }pen. Re-
marquons qu’en général, cette derniere n’est pas isomorphe a I’anneau des poly-
némes a puissances divisées en u; a coefficients dans .o/ [[ ]] (car on peut avoir
Ker([e] —1: A, — Ap)u; € o). Ona

A=Y = Y o

m>—p" m>—p"
max{—m,0}<a<p”

et donc la situation suivante :

of (m=2p") of (m—p") A

N

ou le point de coordonnées (N, «) représente le sous-o/-module de .o/ [[Ti]](ui)

engendré par v 7.

Soit0 <a < p"telquem +« > 0.0na

[m+a]
(e (i — 1) (”~—)
[7:]
+a]

_ (ui + (- [8])[i]>[m 0 aul[_m+a]

(%)

(7]

[m+a] [m+oz 1] [2] [m+a 2]
= (1— a i 1— U; _ i
(1-[e]") T +(=leD—=—%+ e  + (1 —[e]) A +
- U R L
(7] [7:]

(D Si max{0,—m} < @ < p", on adonc
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] (yi — D)
= (1= [0 + (1 = [Do™, + (1 = )P, + - + (1 — []) o™

€ g7 (M)
+ [T (= DY o [T (1 = [P Ty
c.of (m—p™)

+ TP (= )P I o (TP (1= [ T

cay(m=2p")

(D) Sia = p",onale]?" =1 (lemme 11) et donc
(i = D)

= (1= (Dol + (=[Pl + o+ (1 = [ u§™

€07 (M)
+ (TP (1 = [P P o [T]7 (1 = )P T

cof (m—p)
TP (= DB ISP o [T PP (= ()PP 4
egof (m=2p™")

Rappelons (lemme 18), que si j € Nsjp, ona (1 — [¢hV] = (1 — [e]B; avec
B; € Ker (0: Auis(Og) — (913). Posons D = min{p”, p" 4+ m} et

I B2 B3 - Bp—2 Bp-1 PBp

ai 2 o p-2 PBp-1

1 B B p
0 a 1 . - . Bp—

M=\ | € Mp (Acis(Ok))
1 B2 B3

: ap—> 1 B2
0 coe o cee 0 aD—l

ol on a posé a; = % € Acis(Ok) pour j € {1,...,p" —1}.

Lemme 19. L’image de la matrice M,Sm) dans Mp (Acris((91<) /p"t Acris((91<)) est
inversible.

Démonstration. Montrons que son déterminant est inversible. Comme les éléments
de
Ker (9 : Acris((gK)/pn Acris((gK) g (9[?/[7”(9[?)
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ont des puissances divisées, ils sont nilpotents : il suffit de voir que le déterminant de
I’image de Mn(m) dans Mp ((9 g/p"0O IZ) est inversible. Mais cette image est unipo-
tente (I’image des B; est nulle). O

Proposition 20. Le conoyau de y; — 1 sur o/ [[ﬁ]] (ui) est tué par 1 — [e].

Démonstration. On a B
ANy = 5 .

m>—ph

Montrons par récurrence sur m > —p” que (1 —[¢]).e7 ™ C (y; — 1)(42{[[7}]](141')).
Pourm = —p" + 1,ona &/ = le(;z’;-f—l) ot

i - 1)([7?];0 ) [;i]_l’f[i]l = (= [eDv 2y,

Supposons m > —p™ + 1. Par hypothése de récurrence, pour r € N, les
éléments de (1 — [¢]).e7 ™~"P") sont dans ’image de y; — 1 sur d[[ﬁ]] (uj) : comme
(1 —[eDV! € (1 — [€]) Auis(Ok) (cf. lemme 18), les identités (I) et (IT) impliquent
les congruences modulo }, cy_ (1 — [e]).«7 ("=P") suivantes :

(i = D([E"v{™)

= (1= []%)v™ + (1 = [eDol™, + (1 = [DP), + -
et (1= [l p"+D]UI()',:l)_D
=(1—- [s])(apn_av('") + 0 4 Bov™, 4 B pn+Dv(,,) p)
pour max{l,—m} < a < p",

(i = D)
= (1 - [l + (1 — )Pl ‘"”_2 +o o (L= )P0
=(1- [(9])(1)1,(,',7)_1 + 5zv,(,’,7) , et ﬁpvpn D)-

On adonc M V™ = (y; — Y(W,'™) ott M™ est la matrice introduite plus haut

Vi = (1 — Do (1 — Do, (1= [ )

et W,,(m) est un vecteur a coefficients dans &7 [[Ti]](ui). Comme I’'image de la ma-
trice M™ est inversible dans Mp (Acris(Ok)/ p" Acris(Ok)) (lemme 19), le vec-
teur V,™ est a coefficients dans (y; — 1) (< [[T 1J{u:)), et donc (1 — [e])?™ <
(i = D(e [[Ti]] i)). O
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Proposition21. Sig > 0, lemodule HY (Trys, An{u1, ..., uq)) esttué par (1—[g])?.
Démonstration. Pouri € {1,...,d}, posons

Zpyi®-®ZL,y,
Ay = (An(ur, ... uicg Uigr, .. ug)) " prd

. ZpVit1D-OL
= (A%’(ul,...,u,-_l,u,-+1,...,ud)) p Vit de.

C’est une sous-Ay,-algebre de Ay (u1, ..., ug) surlaquelle y; agit trivialement.
Soit A = Au[[Tj]]i<j<a S AY.OnaA, = @2 AP [T1% d'on
J#i

Zp yi418-0L
(Anur, ... ug)) 7Ty

Zpyit10-DL
= (A1, Uit i1, .. ug)) P PV ;)
p'-1
= @ (AS)WL---,ui—1,ui+1,--«,ud)) i pyd[Ti]a
a=0

et donc Lo yin 1 D@L -
(An(ur.... . uq)) pYitl pYd ﬁfz[[ﬂ”(”z)

pour touti € {1,...,d}. En particulier, sii > 1,ona
([T i) = i [Tima]] i)

Montrons que si g > 0, alors Hq(Zp Vi® DLy, [[T}]](ui)) est tué par
(1 — [¢])? par récurrence suri € {1,...,d}. Pouri = 1, le module

HY(Z, 1. oA [[71]]un)) = Coker (1 — 1: A [[Ti 1] ) > A ([T 1] )

est tué par 1 — [¢] (proposition 20), et HZ( Z, y1, </ [[Tl]](ul)) =0sig>1.
Supposons i > 1. La suite spectrale de Hochschild—Serre pour la suite exacte

0—>Zp)/i —>Zpy169-~®Zpy,~ —)ij/l @"'@Zp)/i_l — 0
sur%[[ﬁ]](ul) s’écrit

H (Zpy1 ® - ® Zp yi1, B (Zp yi, [ [Ti]](ui)))
= H ™ (Zpy1 @ - ® Zp vi, F[[T:]](us))-

Mais H*(Zp yi, [[T;]]{u;)) estnul si s > 1, tué par (1 — [¢]) si s = 1 (proposi-
tion 20), et vaut (42%, [[ﬂ]](ui))yi = Q/i_l[[ﬁ_l]](ui_l) sis = 0.Donc,sir+s > 0,
le module H" (Z, y1 & -+ @® Zp yi—1, H (Zp v, Jz%,[[ﬁ]](ul))) estnulsis > 1, est
tué par 1 — [¢] sis = L, etvaut H' (Zpy1 @ -+ @ Zp y,-_l,gfi_l[[ﬁ_l]](ui_l)),
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qui est tué par (1 — [¢])’~! par hypothese de récurrence si s = 0 (car alors r > 0).11
en résulte que I’aboutissement H ™ (Z, yy & -+ @ Zp yi. [ [T;]](us)) est tué par

(1= [e]).

Finalement, comme A, {(uy,...,ug) = 9, [[fd]] (ug), le module

Hq(f‘R/S’An(uls s ’ud))
est tué par (1 — [¢])4. |

Proposition 22. Si g > 0, le module H (T /s, Acris(R)TR/S [ p" Acris(R)FR/S) est
tué par (1 — [])2+VI. Il est nul siq > d.

Démonstration. Pour alléger les notations, on écrira A au lieu de Agis(R). D’apres
les propositions 16 et 21, les modules

Hq(f‘R/S,Xn(ul,...,ud)) et Hq(fR/S,An(ul, ...,ud))

sont tués par (1 —[e] » )2 et (1—[¢])¢ respectivement, donc par (1—[¢])?*1. Tl enrésulte
que le module HY (Tg/s, (Acsis /P" Aciis) T2/5 ) est tué par (1 — [e])?*1 I, vu que le
conoyau de I'injection A, (U1, ..., ug) & Xp{u1,...,ug) = (Acis /P Acris) IR/ S
est tué par I en vertu de la proposition 12 et du lemme 7.

Comme A est sans p-torsion ([7], Propositions 6.1.4 & 6.1.8), on a la suite
exacte

pn
0— Acris — Acris - Acris /Pn Acris —0

et donc la suite exacte

0— AR/ ypn ABRIS (A s [ " Aaris) TR/S — HY (Hpys Acis)-

cris cris

D’apres la proposition 8, le module H! (H z /8 Acris) est tué par I?2.Comme I =T
mod p" AY.., on a une suite exacte

cris?

0— AHR/S /pn AHR/S —> (Acris /pn Acris)HR/S - eA'tn -0 (**)

cris cris
ou M, est un module tué par I. Pour ¢ > 0, on a donc la suite exacte
q—1(7> q (7 Hgr/s ; n A\HRrys
H (FR/S’ M”) —H (FR/S’ Acris /p Acris )
— HY (FR/Sa (Acris /pn Acris)HR/S)-

Comme H? (f‘R/S, (Acris / P" Acris) IR/5 ) est tué par (1 — [e))4*1T d’apres ce qui
précede, et comme He! (f‘R/S, Mn) est tué par 7, le module

H (Trys. Au/S | p" ALLE/S )

cris cris
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est bien tué par (1 — [e])dﬂlj2 =(1- [s])d+1I.

La derniere assertion résulte du fait que r R/S = Zg est de dimension cohomo-
logique égale a d (sa cohomologie a valeurs dans un module discret se calcule au
moyen d’un complexe de Koszul). O

Lemme 23. (1) Pour tout r,n € N+, le module H" (GR/S, Acis(R)/ p" Acris(R))
est tué par (1 — [¢])4 1 1I.

(2) Pour tout n € Ny, le module R 132,, H° (GR/S, Acis(R)/ p" Acris(R)) est
tué par (1 — [e])¢+1 1.

Démonstration. (1) Pour alléger les notations, on écrit A au lieu de A(R). La
suite spectrale de Hochschild—Serre s’écrit

H’ (fR/S7 H* (HR/Sv Acris /Pn Acris )) = Hr+S(GR/S7 Acris /pn Acris)

(Ie module A.s /p" Acis est muni de la topologie discréte). D’apres le lemme 7,
le module H* (H R/S>Acis /D" Acris) est tué par I lorsque s > 0. En particulier, le
noyau et le conoyau du morphisme

H" (fR/S7 H° (HR/S7 Actis / D" Acis )) —H (GR/S7 Acis /P" Acris)

sont tués par I. D’apres les propositions 12, 16 et 21 et le lemme 7, le module
H" (Trys. HO(HR)s. Acis / P" Acris )) est tué par (1 — [e])+1 T lorsque r > 0. En
particulier, H" (G g5, Acris / P" Acris ) est lui aussi tué par (1 — [e])4+1 1.

(2) Soit (By,, dn)nen un systéme projectif de groupes abéliens. D’apres [17], 1.4,
le groupe R! 1<£1n B, est le conoyau de I’application

HBn g l_IBn, (bn)nen (bn - dn(bn+1))neN
n n

(son noyau est 1<lr_n B,). En particulier, si les B, sont des S-modules tués par
n

c € S, alors R! 1(21,1 B, est tué par c. Considérons les systémes projectifs B, =
G
(Acris(R)/pn Acris(R)) RIS et
G G
By = () Im ((Acris(R)/ p™ Acris(R)) 'S — (Acris(R)/ p" Acris(R))”*/%).
m>n
Par construction, on a une application injective B, < Bj. Soit C,, = B,/B), le
systeme projectif quotient. Comme A.s(R) est sans p-torsion, on a la suite exacte
G G
(Acris(R)/pm Acris(R)) RIS — (Acris(R)/pn Acris(R)) K7s
g Hl (GR/S > Acris(R)/pm_n Acris(R)) .
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Comme le module H!(Gr/s. Acis(R)/ P ™" Acis(R)) est tué par (1 — [))?F1]
d’apres (1), I’idéal (1 — [s])dHI(ACﬂS(R)/p” ACH-S(R))GR/S est contenu dans
I'image de (Acis(R)/p™ AcriS(R))GR/S. Comme c’est vrai pour tout m > n, il

est dans I'image de Bj,, de sorte que C, est tué par (1 — [e])? ' .
Comme R’ l(gl = O pouri > 2, on a la suite exacte

0 — lim B, — lim B, — limC, — R'lim B/, — R!lim B, — R!'1lim C,, — 0.
< S 5 < e e

Mais par construction, le systéme projectif (B ),en est de Mittag-Leffler : on a

17 r_ : 17 < 1N T dP anro :
R llmn B, = 0. Par ailleurs, R llmn C, est tué par (1 — [¢])¢ ™" I d’apres ce qui
précede. Il en résulte que R! limn B, est lui aussi tué par (1 —[¢])¢ 1 I, ce qui permet

de conclure. O

Corollaire 24. Sig > 0, lemodule H? (G R/s. Acis(R)) est tué par (1—[e])>@+D 12,
En particulier, on a H? (GR/S, Bcris(R)) =0.

Démonstration. D’apres [20], Proposition 2.2, on a la suite exacte

00— Rl LiLan_l(GR/S, Acris /Pn Acris)
n

- Hq(GR/Sa Acris) - LiLan(GR/Sa Acris /pn Acris) — 0.

n

D’apres le lemme 23, les modules

l}ilHq (GR/S, Acris / D" Acris ) et R l(iilHq_l (GR/Sa Aciis /" Acris )

n n

sont tués par (1 — [¢])4T1 I pour g > 1. Le module HY (GR/S, Acris ) est donc tu€ par
(1 —[e])?“+D 12 pour g > 1. O

4. Calcul des invariants
Rappelons qu’on a supposé que S = Sy et R = Ry. Il existe des suites
Wk ZE, .. Zf' = s@ csWc...c sWs) =g,
S{TE, . T = RO c RW c... c RV = R

ot pour j € {1,...,Ng} (resp. j € {1,..., Ng}), extension SU)/SU=D (resp.
R /RU=D) est de I'un des types suivants :
(ét) complétion p-adique d’une extension étale ;
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(loc) complétion p-adique d’une localisation ;
(comp) complétion par rapport a un idéal contenant p.

Lemme 25. Le morphisme
_ ~+ — —
0:Eg - R/pR, (x0.X1....)— X1,
oo . . S
induit des isomorphismes Eg/pPEg = R/pR et
- 1 1 1 1
Ef/(e—1D)PVEL — (R/pR)[eW, 21,z 1V, V).

Démonstration. On sait que 0 est surjectif de noyau principal engendré par p?, ce
qui prouve la premiére assertion. D’apres le lemme 9 I’application 6 induit un iso-
morphisme E}; /(8 — 1)1 E; — R;/pR;.On conclut en utilisant I’isomorphisme
Ri/pR, = (R/pR)[e(l),Zfl), ...,Zél),Tl(l),...,T;D] de la proposition 1(2).

O

Comme S = Sp et R = Ry, I’anneau
Auis(R) = AL (R){(wr.... ws. ur. ... ug)}

est une R-algebre (cf. [6], Proposition 6.1.8). De méme, A.(.S) est une S-algebre.
Pour tout n € N+, on dispose donc d’un unique morphisme

fn : R Xs AS,n (uh ey ud) - Acris(R)/pn Acris(R)

(ot As n = Acris(S)/P" Acis(S)) qui envoie T; sur [7;] + u; et qui est compatible
ad0.

Proposition 26. L’homomorphisme f, se factorise en

R®s Asnlur.....ug) =A% @1 Asaur.....uq)
fx J/
Acris(R)/pn Acris(R)-

En outre, f;, est un isomorphisme et les morphismes f, et
A_Ig ®A}_ AS,n - Acris(R)/pn Acris(R)
sont injectifs.

Lemme 27. La proposition 26 est vraie pour n = 1.
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Démonstration. Pour alléger les notations, on pose w = (wi,...,ws) et u =
(u1,...,ug).0Ona

o=t
(R/pR) ®S/pS (E§/ppE§)[ﬂ’ﬂv Sm, Zj,m, VVz,m]

R ®s As,1{u1,....ug) =

(w/ 7“11778p Z]pmv lf)m)lsjgé’
1<i<d
meN
et
et
+ + (EE/PPE§)[— U, 8m, Zjms Wim)
AR ®A+ AS,I(UI,--- ug) =E ®E p P P P .
S o (w_] +Om Z] m> i,m)15j55
1<i=<d
meN

Rappelons que Acis(R)/ p Acis(R) est une R/ pP R = Eg/ﬁpﬁ}%—algébre. On
déduit de 8 un morphisme t: R/pR — Auis(R)/ p Aais(R), et un isomorphisme

. (E/PE)[Q u 5maZj,maI/Vi,m] ~

Auis(R)/ P Acris(R

(wp 8[) Z]pm’ lpm)lsjsg C S( )/p C S( )
" 1=<izd
meN

via ¢ (cf. preuve du lemme 7). Soit Og: Auis(R)/p Aais(R) — R/pR Dapplica-
tion naturelle : la composition avec ag envoie wj, Ui, Zjm, Tim et 8, sur 0, et
induit le Frobenius sur R/pR. Comme Ker(fg) est un idéal a puissances divi-
sées, on a x? = p!x[?l = 0 pour tout x € Ker(fR) : la proposition 47 implique
que I’application R/pR — A.is(R)/p Acm(R) composée avec aEl est la seule
apphcatlon de k-algebres qui envoie Z; sur 9( ) + w; pour j € {1,...,8} et
T; sur 9( ) + u; pour i € {1,...,d} et telle que le composé avec l’apphcation
Or o ag est I’'inclusion naturelle R / pR C R/pR. En particulier, elle se factorise
a travers (E/pﬁ)[g,g]/(wf, u?)1<j<s. La proposition 47 implique que 1'image

1<i<d

de S/pS est contenue dans (S/pS)[J/(wp)1<j<5 On a L(T(l)) = [ ;] et donc
J1(Ty) = [ il +u = L(T(l)) + u;. Reste a vérifier que f7 induit un isomorphisme

fit (R/pR) ®s,ps (B /P Eg)[w. ul/ (w7 uf)1<j<s

1<i<d

*N>‘_l( R/S/p ER/S)[_ _]/(wj,“ )i<j<§

1<i<d

(*)
( IS/PRIS)[E “]/(wj s U; )1<]<8

1<i<d
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(I’égalité (*) résulte du lemme 25 et du fait que
~+ - ~+ - ~ 2 p— p—
E; ®yi (E5/pEs) = Ep s /"By /s — Eg/p’Eg = R/pR

est injective avec image R; S/pR1S, cf. démonstration du lemme 10).
Montrons par récurrence sur j € {0,..., Nr} que ’application fl(j ) (définie
comme f~1 mais avec RV) au lieu de R) est bien définie et est un isomorphisme.
Comme E;(O) = E;r {Tlil, cee Tdil}, le morphisme f7 induit I’application

S/pH)w | (RVS/pRS)w, 1]

(S/pH[TE,.... TF ] ®s/ps

w]p’ulp)lfjfs (w]pauf))1§]§8
1<i<d 1<i<d
T; — Tl-(l) + u;
et, comme R§0)§ = §[T1(1), R T;D], c’est un isomorphisme. Le morphisme fl(o)
est donc bien défini, et ¢’est un isomorphisme tel que g ) © ¢z © f~1(0) = Id ®6bys.
Soit j € {1,..., N}. Supposons que f; induit un isomorphisme
~+ ~+
) ) Egs/pPEzg)|w,u
(R(J—l)/pR(J—l)) ®5/pS ( Sép pS)[— u]
i Ui J1<j<s

1<i<d
1y =1 (Tt ~p Tt
FUTD 1(ER(./71)/S /pI’ER(_,,l)/S)[w,m

(wf’ ulp)lfjftg
1<i<d

Jj=D

tel que Opi—1) © AR(i—1) © fl( = Id ®0s. On a alors le diagramme commutatif

ot =t
() pRU) EB5/pPEg)w.ul 1d®0s . o
(RV/pRY)) ®s/ps @ D) 1< <5 RS/ pRDS
1<i<d
G-1) G-1) (ﬁt/ﬁpfit)@;ﬁ AP 0
J— J— S S 2 . VOO (7
(R /PR )®S/pS (wjl',’ut!))lfjfﬁ R X R())
1<i<d
flu—nlw e }
QA
‘_I(E;u—n/s /PP E;u—l)/s)M’ﬂ ‘_I(E;u)/s /17PE;U>/S)@M
Wi u)1<j<s w7 u)<j<s '
1<i<d 1<i=d
1
Les noyaux de Id ®0s et de Og(;) o @ r(;) sont engendrés par p», par wy, ..., ws et

paruy,...,ug avec m € N : ils sont donc nilpotents.
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e Supposons I’extension RY)/RU~D de type (ét). Comme Ker (Og() © i)
est nilpotent et puisque le morphisme RU=D/pRU=D — RU)/pRU) est étale, il
existe une unique application fl(J ) comme en pointillé sur le diagramme qui le rend
commutatif. Par unicité, elle est induite par f;. Montrons que ¢’est un isomorphisme.
En vertu de I’égalité (x), I’extension L_I(E;(j_l)/s) C L_l(E;m/S) est étale.

Comme Ker (Id ®05) est nilpotent, cela permet de construire un morphisme

— + - +
) ¢ I(ER(j)/S/ppER(j)/S)[w,m
g1

St =t
; ; (Es/pPEg)[w, u]
7P D - (R(])/pR(]))‘X’S/pS - 7 pS
(wj,ui)lsjgi wj,ui)lsjsﬁ
1<i<d 1<i<d

inverse de ]71(]' ) par unicité. . _ _ _
e Supposons I’extension RY)/RU~D de type (loc). L’anneau RY)/pRU) est

le localisé de RU™1/pRU=D par rapport 2 une partie multiplicative X j. Comme
Ker (60 © ap ,->) et Ker(Id ®6s) sont nilpotents, les anneaux

(B /prEg)w, ul

7P
Wi U ) 1< <8
1<i<d

(R(j)/pR(j)) ®s/ps

et
! (E;m/s /p* E;m/s )[w» u]

(w;’7uf)15j58
1<i<d

sont les localisés de

(E5/pPEg)w. u]

(wl'Jv ulp)lfjfs
1<i<d

(R(j—l)/pR(j—l)) ®s/ps

et de . -
! (EZ(J'—I) Eg/p? E;w—l) Eg)[w]

(w?,ulp)lgjsb’
1<i<d

par rapport a (Id ®95)_1(Ej) et (9R<j—1) o ocR(j—l))_l(Ej) respectivement. Cela
implique que I’isomorphisme ];1(1 =D e localise en un isomorphisme f~1(] ) comme
désiré.

e Supposons I’extension RY) / RU~D de type (comp). L’anneau RW) / pR(j ) est
le complété de RU-D / pR(j - par rapport a un idéal ;. On raisonne de la méme
maniere que dans le cas (loc), en utilisant le fait que Ker (0 RU) © OLR( j)) et Ker(Id ®
B3 /pPEL)w,ul

7P
Wi ui)1<j<s
1<i<d

95) sont nilpotents, de sorte que les anneaux (R(j )/ pRY )) ®s/pS
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—1 + ~ppt
t (ER(j)/S/P ER(_,-)/S)M,M
Wi u)i<j<s
1<i<d

et sont les complétés de (R(f_l)/pR(j_l)) ®s/ps

=+, =+ —1 E+ . /~pE+ . )[ﬂl]

(E5 /PPEZ)[w,u] L ( RG-D s/ P ¥ pii-1),5 )% s 1.7

@< <5 etde Wl A=< par rapport a (Id ®6s) ™" (/)
1<i<d 1<i<d

et (Ogii—n © agii—n)~1(I;) respectivement. Cela implique que 1’isomorphisme

fl(j Y induit un isomorphisme ]71(1' ) sur les complétés, comme désiré. O

Démonstration de la proposition 26. Comme As ,/pAs,, = As,1 et p est un élé-
ment régulier dans A.;(R), les applications

A; ®A;§ AS,n (ul, ceey ud) — Acris(R)/pn Acris(R)
et

A—’R; ®A+ AS,n - Acris(R)/pn Acris(R)
S

étant injectives pour n = 1 d’apres le lemme 27, elles sont injectives pour tout 7. Il
suffit donc de construire f, et de prouver que c’est un isomorphisme. On utilise les no-
tations de la démonstration précédente. Montrons par récurrence sur j € {0, ..., Ng}
que f, induit un morphisme

L9 RD @ Asp(ur, ... ug) — A% ®pt Asalur,... uqg)

relevant I’isomorphisme f~1(j ),

L’application &, : A;(j) ®A§F Asa(ur, ..., ug) — A;u) ®A§f Asalur, ... ug),
définie par x — p"~lx, composée avec I’inclusion dans Ais(R)/p" Acis(R), se
factorise a travers 1’inclusion A;(j) ®A§ As{ur,...,ug) C Acis(R)/p Acris(R)
composée avec I’application Agis(R)/p Auis(R) = Aciis(R)/ p" Aciis(R), définie
par x — p"~lx, qui est injective puisque A;s(R) est sans p-torsion. En particulier,
I’application £, est injective : comme f,,(j ) est un isomorphisme pour n = 1, c’est
un isomorphisme pour tout 7.

Comme f,(7T;) = [T;] + u;,ona fn(R(O)) - A;(O) ®A§r Asnfui,...,ug):le

morphisme ];n(o) est bien défini. Comme on I’a dit plus haut, ¢’est un isomorphisme.
Soit j € {1,..., Ng}. Supposons que f, induit un isomorphisme

f;(j_l): RU-D ®s Asalur, ..., ug) — A;(j_l) ®A}' Aspur, ... uq)
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relevant fl(J ~D_ On aalors le diagramme commutatif suivant.

R @ Ag nlur,... ,ug) —= RY ®\¢ Asa(ui,... . ug)— Auis(R)/ p Acris(R)

|

RYTD @ Ag nluy

A‘E(FI) Byt Asp{ur, ... ug) — A—};U) Bt Asn(ui,. ... ua)> Ayis(R)/ p" Acis(R)

Comme p est nilpotent dans
RV @5 Asplur,... ug)
et dans
A;(_/) ®Ag‘ AS,I’! <u17 LECEE ) ud)a
on montre I’existence et I’unicité du morphisme f;(j ) (en pointillé sur le diagramme)
de facon identique a celle de la preuve du lemme 27. De méme, on montre I’unicité de
I"application f,: RV ®g Ag (Ut ... . ug) = Ais(R)/p" Auis(R) rendant le dia-

gramme commutatif, ce qui implique que 1’application fn(j ) construite est compatible
a fn. |

Corollaire 28. On a un morphisme injectif
Ap(ui,...,ug) > RQ®s Asn{ur, ..., ug)
induit par fn_l, de conoyau tué par 1.
Démonstration. Rappelons que A4, est I’'image de ¢" (A;) Acis(S) dans

(Acris(R)/pn Acris(R))HR/S .
Comme A;/S = (p"(A;/S)[[Tl], e, [Td]] (lemme 10 (ii)), on a un morphisme
injectif

A= P [T = A[[T].....[Ta]]

geEnﬂNd
- (A; ®A}_ Acris(S))/pn (A—;z_ ®A:9f‘ Acris(S))
dont le conoyau est tué par I (cf. proposition 12 et lemme 7), et donc le morphisme
injectif
firt
Ay (ug,...,ug) —> A; ®A§r Asnp(ur, ... ug) —> R®s Asp(u1,...,uq)

de conoyau tué par I. |
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Lemme 29. Posons

K{ =Ker(yi —1: R®s Asnlu1,....uq) = R®s Asnlur, ..., uz)).
Alors
KW = (R®s Aspn(ur.....ui—y uigr, - ug)) & KP
on E,S” estun R ®@s As (U1, ... . uj—1,Uit1, -+ ,Ug)-module tué par 1 — [g].

Démonstration. On a
yiui) = Ty — [€)[Ti] = Ty = [el(Ty —wi) = (1 = [eD T + [e]us
et donc

i — D™ = (1 = DT + [elus) ™ = ul™

1

= ([¢]" — l)ul[m] + Z(l _ [g])[j]TiJ' [g]m—ju[m—j]

i
Jj=1

m
— (l — [8]) (Mmul[m] + Ti[E]m_lul[m_l] + Z:BJ Ti./ [S]m—jul[m—.j]>
j=2

ol Uy, = _[E[lt]n—_ll et B = [8[]8[']{;1 € Ker(0) pour j > 2 (cf. lemme 18).
R ®s Asnu1,..

Pour N € N, posons JC,(,i) = U1 Ujg1,  Ug) et
Sr(l’)N = @j.vzo J{,(,’)ul[-l I L’application y; — 1 induit un endomorphisme J{,gl)—liné—
2] (V]

u

aire de 853\,, dont la matrice dans la base (1, Ui, Uy U

[8])G;£1)N avec

) est donnée par (1 —

0 T, T2B

0 w1 Tile]l T?PBolel

T?B3 TN 18N

TN72BN [e]

TN B
TN Bn-1le]

pa  Tile? TN 72BN 5e]?
Gg) _ . ) :
T?Bo[e]V 3 T2 Ba[e]V 3
pn— T[]V 72 T2 Bole]V 2
: MN-1 T[]V
0 0 UN

Soit @,(l’)N la matrice obtenue en supprimant la premiere colonne et la derniere ligne.



1004 F. Andreatta and O. Brinon CMH

S~ ) S0 s
OnaGn’N = Un’N + Nn’N ou

T, 0 0 \
n1 Tile] :
~i) _ |0 wu T
n,N — .

: pn—2 Ti[e]V 2 0
0 0 UN—1 T,-[S]N_l

est inversible et Nﬁv a tous ses coefficients nilpotents (comme B; € Ker(6) pour
Jj > 2,il ades puissances divisées : il est donc nilpotent modulo p™). C’est encore le
cas de lamatrice Uﬁv—l Nn(lgv qui est donc nilpotente. La matrice Glgl) = Un(lgv (In +

ﬁrfigv_l ]Vn(’}v) est donc inversible. Cela implique que

N
Ker (y; — 1: S,E’)N — S,EI)N) c XK@ @Ker (1—[e]: KO — KD )ul]
j=1

le lemme en résulte (car K,(,i) = JC,(,i) @ (@fil JC,(li)ul[.j])yi). O
Proposition 30. Pour tout n € N+, le conoyau de l'inclusion

R ®s AS,n - HO (GR/S, Acris(R)/pn Acris(R))
est tué par (1 — [g])* 1.

Démonstration. D’apres le corollaire 28, on dispose d’une application injective

d
HO(fR/s,An(ul, ce ,Ltd)) d m K,(li)
i=1

(dont le conoyau est tu€ par I), et d’apres le lemme 29, le conoyau de I’application

d

R®s Asn— [ kY
i=1

est tué par 1 — [¢]. Par ailleurs, le module Ho(f‘R/S,X,, (ug,..., ud)) est tué par

(1 — [8]%)2 (proposition 16). Comme le conoyau de 1’inclusion

H
An(ula- "5ud> @Xn(uly- . '1ud> — (Acris(R)/pn Acris(R)) RIS

est tu€ par I (proposition 12 et lemme 7), il en résulte bien que le conoyau de
I'inclusion R ®s Asn € HY(Crys. Acis(R)/p" Acris(R)) est tué par (1 — [¢])* 1.
O
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En passant a la limite projective, on en déduit I’énoncé suivant :

Corollaire 31. Le conoyau de l'inclusion R®s Adis(S) € H? (G R/S» Acris(R)) est
tué par (1—[e])> I. En particulier, on a H®(Gg/s, Beris(R)) = (R@S Acis(8)) 171

5. Cohomologie de la filtration de B,s

Pour n € N.y, les homomorphismes surjectifs Acs /p” Acis — R / p”ﬁ ad-
mettent des sections ensemblistes p, telles que p, = p,+1 mod p”. On obtient une

section ensembliste de I’homomorphisme surjectif A.js — R qui est continue pour
la topologie p-adique. Il en résulte que la suite exacte

0 — Fil" (Acris /p" Acris) — Fil'™! (Acris /p" Acris) - grr_l (Acris /p" Acris) -0
donne lieu a la suite exacte longue de cohomologie

RN Hq—l (GR/Sa grr_l (Acris /pn Acris)) — HY (GR/S» Fil” (Acris /Pn Acris))
— H(Grys. Fil'™ (Acris / p" Acris)) — -+
(1

pour tout n € N~ o U{co}.

Proposition32. Sig > Oetr € N, lemodule H? (G g/s. Fil" (Acris(R)/ p" Aciis(R)))
est tué par (1 — [e])4 T4 T sin € N et par (1 — [¢])2@ D+ 12 5in = 0.

Démonstration. On procede par récurrence sur r, le cas r = 0 n’étant autre que le
lemme 23 (1) et le corollaire 24.

Soitr > 0.On dispose de la suite exacte longue (1). Comme gr” ! (AcriS /p"t Acris)
est twé par 1 — [¢] et HY(Ggys, Fil" ' (Acris / p" Acris)) par (1 — [e)d+itr—1T
(respectivement (1 — [¢])2(¢+D+7=112) en vertu de 1’hypothese de récurrence, le
module H? (G g/s, Fil” (Actis / p™ Acris)) est bien tué par (1 — [e]))4 147 T (respecti-
vement (1 — [¢])2(@+D+7 12) O

Rappelons que pour tout ¥ € Z, on a Fil" By = h_r)n o It‘” Fil"t" A, et
n>|r
qu’on pose HY (GR/S,Filr Buis(R)) = li_r>nnz|r| H? (GR/S,Z_” Fil" " Acris ) pour
tout g € N.

Lemme 33. Soient r € Z etn,c € N avecn > |r|. Si x € t " Fil"t" Ai(R),
alors 'image de x dans t ="~ Fil't"*t™ A . (R) est divisible par p¢ sim > pc. En
particulier, H? (G g/s . Fil” Beris(R)) est un Q,-espace vectoriel pour tout g € N.
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Z, . 4 .
Démonstration. Ecrivons x = f—n avec x’ € Fil't" A . Comme t™ = m!t[™] on a
glml
tn+m ’

x =m! qui est divisible par p€ dans t * " Fil’ "t A iosim > pe. O

Proposition 34. Sir € Z et g € N, on a H? (GR/S, Fil” Bcris) =0.

Démonstration. Comme H?(G g s, Fil” Byis ) est un Q ,-espace vectoriel d’apres le
lemme 33, il s’agit de montrer que sin > |r|etx € HY(Ggs,t " Fil't" Acs ), il
existe m € N tel que I’image de x dans H? (GR/S, (M Ryt m Acris) est tude
par une puissance de p. Quitte a remplacer r par r 4 n, on peut supposer n = 0
et r € N. Il suffit de montrer qu’il existe m € N (qui dépend de r et de g) tel que
I’'image de 1’application

am: HY(GRys . Fil" Agis) = HY(GRys. 17" Fil' M Agg )

(induite par I’inclusion Fil” Agq, € ¢~ Fil” ™™ A) est tuée par une puissance de
p. En composant a,, avec 1’application

by : HY (GR/Sv 1" Fil" Acris) — HY (GR/S’ t7"FIl” A )a
on obtient I’application
HY(Ggys. Fil" Acis ) = H?(GRys.t " Fil” Agig ).

D’apres la proposition 32, cette derniere est nulle sim > 2(d 4+ 1) + r + 2 : il suffit
donc de montrer que le noyau de b,, est de p-torsion. Cela résulte du lemme 36. [

[e]—1

Posons £ = G/ = 1+ [e]V/? 4+ + [8]%l Alors £ est un générateur de
Ker (6: W(R) — R) (cf [12],5.1.2).
Sin = (ng,n1,...,0q+5) € N4+3+1 on pose
ult! = u[lnl] ---uE?‘l] et wl = wE”d+l]'_.w(£”d+6]‘

Sir e N, alors gr’” A est un R-module libre, de base {g["(’]gmyw}neNdHﬂ.

|n|=r

Lemme 35. Pour tout g € N, ’application

Ha (fR /5. D §R§[no]EM]wl'ﬂ]> T (fR /5. D §Roo§[no]£fﬂ]ww)

ln|=r ln|=r

est injective et son conoyau est de p-torsion.
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Démonstration. Posons D, = ®|ﬂ|=r ﬁg[’“’]gwwm} et pour o € (Z[p~'1 N
[0, 1))¢, posons TE = (Tl("))pnm1 ---(T;n))pnad (pour tout n € N tel que p"a €
Nd) : T2D, est alors un sous—ﬁ-module de (gr’ Acris )HR/ 5. 11 est stable sous
I’action de f‘R/S, parce que y;(u;) = u; — [T}]([s] —1) = u; — T,-g(e(l) -1
mod Fil? A, et yi(Tg) = g% T%pourtouti € {l,...,d} (one% = (8(”))1)"“[).

Commencons par montrer que s’il existe i € {1,...,d} tel que o; # 0, alors la
cohomologie de T D, / p"T®D, est tuée par (V) — 1)2 pour tout i1 € N+ o. D’ apres

la suite spectrale de Hochschild—Serre, cela résulte du fait que la cohomologie du
complexe

i—1
> TeD,/p"TeD, X 2D,/ p" D, — ...

est tuée par eV — 1. Comme y; (T%) = &% T<, il s’agit donc de voir que le noyau et
le conoyau de I’application

%y, —1: D, /p"D, — D,/p"D,

sont tués par % — 1 (comme o; # 0, ona % = 1, donc &% — 1 | e —1).
Filtrons D,/ p"D, = D=+ (SR/phSR)E[”O]gmwM] par le degré en u; :

Fil/ D,/p"D, = @ (SR/p"SR)EMolylly ],

|n|=r
n;<j

Sin € N ¥+l et tel que [n| = r,ona

(8061' Vi — 1)(5[’10]2@]&@])
= i £l (; — [T3](le] — 1))[an< I1 u[”-"])wm} _ Elnolylnlyy o]

1<j=d
J#i

= (gai _ l)g[nO]HM]EM] mod (8(1) _ 1) Fil"i—1 Dr/PhDr

i i i— i—k S —
car( [ i |([e] = 1))[n ] uz[-n ] + Zzzol (— T,-(S(l) - 1))" S[”l k]ul[-k] vu que
[ i]([e]-1) = Té(z—,‘(l)—l) mod Fil? A,. Comme £% —1 | e —1, cela implique
que ey, —1 = ( G — 1)ﬁ, oll f; est un isomorphisme de D,/ p" D, (parce que sa
matrice dans la base {§ [0] L]wL]} eNAHS+1 (= St unipotente donc inversible).

.....

cede, Hq(I'R/S, X ®SR r/p Dr) est tué par (8(1) — 1) pour touth € N, et tout
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q € N. D’apres [20], Proposition 2.2, pour ¢ > 0, on a la suite exacte

0 — R! LiI_an_l(fR/S,X R35r Dr/phDr)

h
— H(Tr/s.X ®c, Dy) = imH! (Trys. X ®5g Dr/p"Dy) — 0
h

ou X désigne le complété p-adique de X . Il en résulte que H? (f R/S> X ®§E Dr) est

tué par (8(1) — l)4 pour tout ¢ € N . Par ailleurs, 1’application

H(Trys.X ®, Dr) — LithHO(l:R/S,X ®sg Dr/P"D;)

étant injective, H° (fR/S,)? ®§; Dr) est tué par (8(1) . 1)2. Ainsi, I’application
Hq(fR/S, Dr) — Hq(fR/S, (§R 69)?) ®§1\? Dr)

est injective de conoyau tué par (V) — 1)4 pour tout g € N.

D’apres la proposition 1, ’application Reo ®s,, S — RooS est un isomorphisme
et Roo ®so, S = Dyezp-11np.1pe R ®s ST*. On en déduit que I"application
naturelle SR @ X — S Roo est un isomorphisme, de sorte que

HY(T/s. (SR @ X) ®= D;) = H!(Tgys. SRw ®= D;)
ce qui acheve la preuve. O
Lemme 36. Le noyau de I’application
H?(GRrys.Fil' ™! Auis ) — H?(G s, Fil” Agis)
est de p-torsion pour toutr € N et g € Ny

Démonstration. Grice alasuite exacte longue de cohomologie (1), il suffitde voir que
le conoyau de HY™! (GR/S ,Fil” Agie ) — H9! (GR/S, ar’ Acris ) est de p-torsion.

On a gr' Agys = @neNd+5+1 Eg[”‘)]gwww : d’apres le théoreme de pureté de
~ Inl=r

Faltings (cf. [9], §2, Theorem 4), le noyau et le conoyau de 1’application
Hq_l (fR/S’ (grr Acris )HR/S) - Hq_l (GR/S9 grr Acris )
sont tués par p : il suffit donc de voir que le conoyau de

Hq_l (fR/S’ (Fllr Acris )HR/S) - Hq_l (fR/Sv (grr Acris )HR/S)
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est de p-torsion, et donc a fortiori que le conoyau du composé

HI! (fR/S’ Fil” Acrig(R/S)) ——H4™! (Tgys, (Fil” Acis )HR/S)

TS5

HI ! (fR/S7 ( grr Acris )HR/S)

est de p-torsion.
Posons

M, = @) SR(e® — 1)"0gmolyls], (2

|n|=r

C (grr Acris)HR/S — @ EHR/Sg[no]Em]w[ﬂ]

|n|=r

C’est un sous-module stable sous I’action de T'g /s. D’apres le théoreme de pu-

reté de Faltings, le conoyau de I’application SRo, € RHr/s est de p-torsion :
d’apres le lemme 35, il suffit de montrer que I’image de Hq_l(FR /S» M,) dans

HI-1 (f‘R/s, (gr’ Agis )HR/S) est contenue dans celle de A.
Pouri € {l1,...,d}, posons

w=ton (1) = Z( o= )[m].

Ly; mod Fil? A et yi(vi) = v; +t (vuque t = log([g])).
Comme t = (8(1) - I)E mod Fil? A, on a un isomorphisme topologique

Onaalorsv; = —T;

My ~ @ SRyl = TR g, 10
ln|=r
on M0 = Dui=r Zp tmoly 1y ] est un sous-Z,-module stable sous 1’action de
f‘R /s L’action de f‘R /s €tant triviale sur SR, on a des isomorphismes de SR-
modules :

HY (Trys. My) =~ HIT (K*(M,.y)) ~ SR ®z, HT 1 (K* (M. y))

(ot K*(—, y) désigne le complexe de Koszul associé a I"application y : = (y1 —
L...,yqa— 1))

Notons M (resp. M 0) le sous-R ®§ Agis(S)-module (resp. le sous-Z,-module)
de Fil" Agis(R/S) engendré par {t["o _L]QU}IE‘:r Comme y;(v;) = v; + t,
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les sous-modules M, et Mr0 sont stables sous l’action de f‘R /s, et I'application

Fil” A Crls(R /S) — (gr Ams) % induit une application M — M, etun isomor-

phisme M 9 — MP. L action de Tr /s étant triviale sur R ®s Acis(S), on en déduit
le diagramme commutatlf suivant :

HI=1(K*(M,.y)) HI~Y(K*(M,.))

T -

(R ®s Acis(S)) ®z, HI™ (K* (M2, y)) —= SR @7, HI~1(K*(M2, y)).

Comme 1\7,0 ~ M? et R ®s Auis(S) — SR est surjective, I’application (R ®s
Acis(S)) ®2z, Hq_l(K'(MrO,l/)) — SR ®z, H™!(K*(M). y)) est surjective, ce
qui implique que 1’application

HY™Y(K* (M, y)) - HI(K* (M, y))
I’est aussi : le diagramme suivant permet alors de conclure.

HI=Y(K®* (M. y)) ————=HI" Y (K*(M;,y)) — = H?"(Tg/s5. M;)

l |

HY1 (K'(Filr Acris(R/S)’Z)) —> Hge—1 (K'((grr Acric )HR/S, y))

HO™ (Fry s Fil” Auis(R/S)) = BT~ (Frys. (2" A ) 7/%)
O

Les auteurs remercient le rapporteur pour avoir trouvé un erreur dans la preuve
du lemme 36 et avoir suggéré une correction.

Reste a calculer les invariants de Fil” Bs sous Gg/s. Rappelons qu’on a posé
£ _lel-1
§ = [e]l/P—1"
A.s désigne I’anneau A;i5(R), les autres qui interviennent étant notés A.s(Ok)

C’est un générateur de Ker (9: W(R) — E). Dans tout ce qui suit,

et Auis(S). On note y Iapplication x +— x?/p sur ker (Aqis(S) — ). Posons
n= M € Acm(OK)[p ]

Lemme 37. Il existe A € gW(JR(@K)) tel que n = (p — 1)) + A. En particulier,

n e Ker(Acris((QK) — @K) En outre, on a y*(n) € p™"nAuis(Og) pour tout
reNettoutk €{0,...,r}.
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Démonstration. Comme (X — 1)? = X? —1 mod p Z[X], il existe A € Z[X] tel
que (X —1)? = X?—14 pA(X).Ona A(1) = 0, de sorte qu’il existe B € Z[X] tel
que A(X) = (X —1)B(X), etdonc (X —1)?~! = };p__ll + pB(X). En appliquant
cette égalité a [¢]'/2, il vient ([8]1/1’ — l)p_1 = § + pB([s]l/p). Il en résulte que

([e] = P~ = EP7 1 ([e] /P = 1) = 771 (& + pB([e]V7))
= plEPl 4 pEP1 B([]"7)

de sorte que A = gl’_lB([e]l/P).
I reste 2 montrer que pour tout k € {0,...,7}, on a y*(n) € p~" 1 Auis(Ok).
Mais on a

k k_
n” _ =yt
p1+p+...+pk—l =prn p1+p+...+pk—1

pryRm = p

et v ((pF — 1)) = v (pF) —k = 221 —k, doti v, (—Z=D2 ) =k > 0,

p—1 pl+p+---+pk*l
de sorte que p"y* (1) € N Auis(Ok), et on a fini.
Rappelons que
Acris /P Acris = (R/EP(R) [va wyj, Zj,m: ui, Ti,m]lrgflﬁs /(551, wjp, uip, Z]Izm, Tl,pm)
1<i<d

ol 6o désigne I'image de gp/p = (p—1) !5[1’]. En particulier, I'image no de %
dans Acs/ p Agis Vérifie ng = 8o + A, ot A est I’élément dont 1’existence est assurée
par le lemme 37. Notons 7,, I’'image de y" () dans A¢is(Ok)/ p Acis(Ok). Comme

Mm =y ((p — DEPT 4 ) et A € EW(R(Uk)), ona
Nm € ('R/gp‘ﬂ)[Sk]OSksm/(Sllc))OSkgm et 777’;! =0.

Il existe donc un morphisme R/ § P R-linéaire

Um (‘(R/gp’ﬂ)[Wk]Osksm /(Wkp)OSksm - ('R/gp) [Sk]OSksm /(85)05k5m

défini par Wy, +— n. Comme yk ((p — 1)!§?[1’]) = yk (17 —A) = Zﬁio ann[pk_"]/\[”]
avec a, € R/EPR et Al € (ﬁ/gp)[Si]0<i<k_l/(8f)0<i<k_l (car 0 < n < pb),
une récurrence immédiate montre que . est dans I’image de o, pour 0 < k < m.En
particulier a,, est surjectif. Etant un morphisme surjectif de R /£? R-modules libres
de rang ™+ a,, estun isomorphisme. Il en est donc de méme de lim,, o, . Comme
onadeplusw; = Z; — [Z,] etu; = T; — [T;], on a I'isomorphisme

ACI‘iS /p Acris =~ (R/gpﬁ)[nmi wj’ Zj,m’ uiv E,m]le€§8 /(77;’;;9 wjp’ uip’ Z]’im’ ’I—;,pm)
=J=

1<i<d

2)
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Rappelons qu’on a noté y 1’application définie par
y(x) =x"/p
sur Ker (9: Agis — ;3_\)
Lemme 38. Pourr € N, ona p” Acis 1 Aciis = Y g P' V¥ (1) Acis.

Démonstration. On procede par récurrence, le cas r = 0 étant évident. Soient r €
Nsgetx € p" Agis NN Agis- Par hypothése de récurrence, on peut écrire

r—1

x=Y p Ty

k=0

avec Xy € Agispourk € {0,...,r—1}.Posons x’ = Zk —oV k (n)xx. Par hypothése,
onax’ € p Agis. Notons Xy 1’1mage de xj dans Agis / p Acris :Ona 22_10 neXr = 0.

Posons A = (:R/§P:R) [nh, Wi, Zjm, Ui, Ti,m] rZiN /(7111177 w me’ szm)
157;8
1<i<d

de sorte que d’apres I’'isomorphisme (2), on a

Acris /P Acris A[nm]OSmgr—l/(n;';,)

c’est un A-module libre de base (]_[m 0 Mot )ae{O,...,p—l}" En décomposant chaque
Xr dans cette base et en relevant les facteurs dans A, On peut supposer, quitte a
modifier les xy, que X € A[no..... ]/ (1. ....n7) pour tout k < r —2.

On va montrer que X, € nk -1 Acris / P Agis par induction sur n. Comme 79Xg €

Alnol/(n5) etnoXo = — Z,rc_:ll Nk X appartient & I’'idéal engendré par {1 },—1>k>0-
on a nécessairement 1n9xg = 0. Soit n € {1,...,r — 1} tel que pour tout k < n,
onaixy € n,f_l Aciis / P Acis, de sorte que nigxr = 0. On a alors ZI';_:; NkXe =

0. Mais 7,X, € Alno,....na)/ (M5, ..., n%). Comme n,X, = Z,rc_:lnﬂ Nk Xk
appartient a 1’idéal engendré par {1 },—1>k>n, On a nécessairement 7,x, = 0, de

sorte que X, € nn_l Acris / P Aciis- On a donc xe € (P0)P7" Acris + P Actis, d’00
pi! k(n)xk € p’ L% )P Aais +p" Y* () Aeis : 0n conclut en observant que

’ Yokm)? = pry*+i). O

Rappelons que d’apres la proposition 26, on a I’inclusion R s Acis(S) C Agsis.
Lemme 39. Ona (R®S Acris(S)) N1 Acris = n(R®S Acris(S)) (dans Acyis)-
Démonstration. Supposons que

(R®S Acris(S)) N nAcris < n(R®S Acris(S)) + pn Aris - (3)
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Ona
(R®S Acris(S))/p(R®S Acris(S)) ~ R ®s (Acris(S)/p Acis(S)) S Acris /p Acris

(cf. lemme 27) si bien que (R®s Acis(S)) N p Acis = p(R®s Acis(S)). En parti-
culier, on a

(R®S ACIIS(S)) N p'nAus © r((RéS Acris(S)) n nAcris)
< pr (n(R®S Acris(S)) + pr]Acris)
- PrU(R®S Acris(S)) + pr+17)Acris .

Comme R®g Acis(S) est complet pour la topologie p-adique et Ay est séparé pour
la topologie p-adique, on conclut que (R(ZAQS Acris(S)) NN Agis = TI(R®S AcriS(S)).
Montrons tout d’abord que pour tout r € N, on a

(R®S Acris(S)) NN Acis © U(R®S Acns(S)) + P" Aciss 4)

ce qu’on va faire par récurrence sur r, le cas r = 0 étant évident. Soit r € N tel que
(R®S Acris(S)) n nAcris < n(R®S Acris(S)) + Pr Acris- On a

(R®S Acris(S)) 1 1 Acris
- 77(R®S Acris(S)) + ((R®S Acris(S)) n pr Acris m77Acris)

C (R®s Acris(S)) + ((R®s Acis(S)) N p” ( Xr: YR () Acis ))

k=0

en vertu du lemme 38.
Comme on I’a vu plus haut, on a (R@)S AC,iS(S)) N pAgis = p(R@S AcriS(S)),
de sorte que

(R®S ACTiS(S)) n nACris
C n(R®s Acris(S)) + pr[(R®S Ais($)) N (Z vk () Acm)].

11 suffit donc de montrer que

(R®S Acrlﬂ(S) (Z Y (77) Acrl%) = _rn(R®S Acris(S)) +p Acris -
Posons
AS) = (Rs /87w Zim]< s/ (0] Z],)

A(R) = (RRr/EP)[w; Z,m]1<,§s/(w Z] )
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Ona Acris(S)/p Acris(S) = A(S)[nm]meN/(ngt)

Montrons que la structure de S-algebre de Acis(S)/ p Acis(S) se factorise a tra-
vers un morphisme S — A(S). Comme Z; = w; + Zj dans Ais(S)/ p Aciis(S),
le morphisme k[ Zi!, ..., ZF'] = Acis(S)/ P Acris(S) se factorise a travers A(S).
Par ailleurs, le noyau du morphisme 6: Auis(S)/p Awis(S) — S/pS est a puis-
sances divisées : on a x? = 0 pour tout x € Ker(f). Comme I’anneau S/pS
s’obtient a partir de S©/pS© = k[ZfEl, cee, Z;El] par une suite finie d’exten-
sions étales, de localisations et de complétions, la proposition 47 (2) implique que
la structure de S-algebre de A.is(S)/ p Acis(S) se factorise a travers le sous-anneau
A(S) c Acris(S)/p Acris(S)'

Comme A(R) est une A(S)-algebre, c’est lui aussi une S-algebre. Par ailleurs,
d’apres (2), on a

Acris /p Acris = A(R) [ui, Ti,m» nm]lﬁi?\ld/(ul‘pa Tlf)mv 7’51)
me

Comme T} = u; + T} € A(R)[”h]lshgd/(u;l;) pouri € {1,...,d} et R/pR est

obtenu a partir de (S/pS )[Tlil, e, T;El] par une suite finie d’extensions étales,

de localisations et de complétions, la proposition 47 (2) implique que le morphisme

naturel R/pR — A.is(R)/ p Acis(R) se factorise a travers A(R)[ui]lsiﬁd/(uf’).
Soit x € (R®s Acis(S)) N (Xk—o ¥* (1) Aciis ). On note X son image dans

Aciis /P Acis- On a X € le;z() Nk Acris / P Acris. Comme Acyis / p Acris €st une

A(R)[ui, nm]lsiﬁd/(uf’, nf:,)—algébre libre et comme Xx appartient a 1’image de

meN

R ®s A(S)[Nmlmen/(nkh) , on a en fait

Xe Z M (A(R)[ui, nm)r<i<a [ (). 15,))
k=0 meN

et donc
,
e m(R®s AS))[mlmen/5)
k=0
vu que

(R ®s A(S))[Mmlmen/(k) et AR)|ui,nm|1<i<a/(uf . nb)

meN
sont libres sur R ®s A(S) et sur A(R)[ui]lsisd/(uf) respectivement, de base
(TTo=o n‘,xnm)ge{o’.._’p_l}(m. Il en résulte que x € Yo V(M (R®s Acis(S)) +
P Auis € P NR®s Acris(S) + p Acis en vertu du lemme 37.
Pour finir, montrons comment déduire la formule (3) de la formule (4). Pour tout
k € Zs_1, posons §; = ]_[fzo(yi(n))p_l. On a né; = p*Tly*+1(n). On pose
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A = AR)|ui, Tyym| 1<i<a /(uf . TF,). On ales isomorphismes
meN, h ’
Acris /P Acis A[’?m]meN/(’?ﬁ,)meN,
R ®s Aciis(S)/ P Acris(S) = (R ®s A(S))[mlmen/(nh)meN-

Pour k > —1, notons M} (resp. Ni) le sous-A-module de A s /p Aciis (tesp. le
sous-R ®g A(S)-module de R ®s (Acis(S)/ p Acis(S)) engendré par

o0
{ 1_[ U?nm, a € {Oa’P_l}(N)’ (Vm € {O,ak}) OUm = p_lv Ok+1 < p_l}
m=0

On a alors Ny C My, et Agis /P Acris (tesp. R ®s (Acis(S)/ p Acis(S))) est la
somme directe des M} (resp. des Ni). Si z € A, notons z sa réduction modulo
p. Soit z € (R(ZAQS AcriS(S)) N 1 Aeis : on peut écrire z = nz’ avec z/ € As.
Choisissons N € Ntelque z’ € @,]c\’:_l M. D’apres (4), ilexiste y € R®g Acris(S)
etw € pN 2 Acris N1 Acris tels que z = ny + w. D’apres le lemme 38, on peut écrire

N+2 N+2
w=p" 2N yimer =1 Y pV T e
i=0 i=0

avec; € Acris pouri € {0,..., N+2},desortequez’ = y+ZlN=4(;2 pN+2-ig

et donc Z' = j + Sy41@n+2. Comme 2 € @Pr__, My, 7 € PP, Ny et
SN+10N+2 € Dy y My, on a nécessairement

i—-1¢%i,

SNt18N12 € €D Nk € R ®s (Acris(S)/ P Acris(5))
k>N

i.e. SN410N+2 € R®s Aciis(S) + p Acis, de sorte que

N+1

z=n(y +dn+1aNn+2) + P7 Z PN+1_i5i—10li € n(R®S AcriS(S)) + P Acris -
i=0
O

Corollaire 40. On a
(R®S Acris(S)) n ([8] - 1)1)—1 Acris = ([8] - 1)17—1 (R®S Acris(S))'

Démonstration. Si x € (R@S AcriS(S)) N ([e] — P! Ay, alors x € pn A,
de sorte que x € p(R@)S Agis(S )). En appliquant le lemme 39 a x/p, il vient
x/p € n(R®S AcriS(S))’ etdonc x € ([¢] — l)p_l(R®S Acris(S))~ ]

Pour r € N, notons ¢, I'injection R®s Fil” Acis(S) — H®(GRys, Fil" Acis ).
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Proposition 41. ¢, est un isomorphisme pour tout r € N.

Démonstration. D’ apres le corollaire 31, Coker(to) est tué par ([¢] — 1) et donc par
([e] = 1)3@=D . six e HO(GR/S,AcriS), alors

([‘9] - 1)3(p—1)x € (R®S Acris(S)) N ([8] - 1)3(1)—1) Acris -

D’apres le corollaire 40, on en déduit que x € R®g Acis(S) i.e. que Coker(ig) est
nul.
Pour tout r € N, on a le diagramme

0 —> RQs Fil' ™! Ais(S) —= R®s Fil” Acis(S) — R®s gr” Agis(S) —= 0
lr+1 lr

r+1 AGR/S ar AOR/S r AGR/S
0 —Fil AL —HRI"Aw — g A

dont les lignes sont exactes. D’apres le lemme du serpent, on a donc une injection
Coker(t,+1) € Coker(¢,), de sorte que Coker(t,) = {0} par récurrence. O

Corollaire 42. Pour toutr € Z, on a

H°(Ggys. Fil" Beis ) = lim 7" RQs Fil' ™ Ais(S).

nz|r|
Démonstration. D’apres la proposition 41, on a
H®(GRrys. Fil" Auis) = R®s Fil™ Acis(S)
pour tout m € N, de sorte que

H°(Ggys.Fil" Bess ) = lim t7"H°(Grys. Fil' ™" Acris )
nx|r|
= lim 17" R®g Fil" ™ Acis(S). O
—

n=|r|
6. Appendice I : une construction de A;

Comme suggéré par le rapporteur, on donne une construction, alternative a celle
de [2], Proposition 4.42 & Remarque 4.43, du sous-anneau A; de K; =W (]73;),

dans le cas ol Ox = W(k), qui est stable sous I’action de ¢ et de I'g/s et qui a les
propriétés suivantes :
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(1) [e] € A} et [7~“,] € A} pourtouti € {I,...,d};

(2) AL/pA} ~E};

3) A;F est complet pour la topologie faible.

Cela permet de donner une définition explicite de cet anneau.

Les raisonnements utilisés étant déja apparus plusieurs fois dans ce travail, on
donne simplement les idées principales.

Posons AgK = O[] ot k estle corps résiduel de Ok et w = [¢] — 1. L’anneau
A;;K est un sous-anneau de K;, complet pour la topologie faible, stable sous 1’action
de ¢ etde fR/S- En outre, il reléve EEK = k[[7] (cf. [11], 3.2).

Soit A:g" (resp. A;) le séparé complété de A?9-1< ®og S (resp. AgK ®og R) pourla
topologie (p, )-adique. On va construire des applications injectives ¢ : Agf — K;’
et tR: A; — K;, qui induisent des isomorphismes topologiques avec les anneaux
A; et A; construit dans [2]. On notera tg et tg leurs réductions modulo p.

Rappelons que S© = Ox {Z{, ... . ZF1} et E;f(o) est ’anneau des séries
convergentes pour la topologie m-adique :

~ ~ ~ 1
ES AZFL L ZFY on Zi=(Zi 27,0,

+
N©)

adique). Soit ¢ g : A;,'(o) — K;(O) le morphisme de AgK -algebres qui envoie Z; sur

En particulier, AT, = Az;K {ZE, ... ZF1} (complété pour la topologie (p, 77)-

le représentant de Teichmiiller [Z i] pouri € {1...,6}. Il induit un isomorphisme
A;F(O) / pA;r(O) - E;(O) . L’application tg (o) est injective modulo (p, ) donc injec-
tive, et son image s’identifie a A;(O). On vérifie aisément que I’image de A;(O) par
Lg est stable sous I’action du Frobenius.

On rappelle qu’on a une suite finie S(@ < M c ... € §™ = § d’anneaux ot
SE+D est obtenu partir de S @ en utilisant une des opérations (ét), (loc), (comp)
pour touti € {0,...,n — 1}. D’apres le lemme 9, ’application

IOF E;(,.) /7T E;(i) — S(i)/pS(i), (x0,X1,...) > Xo,

est un isomorphisme, fonctoriel en S ®,

Supposons qu’on a construit tg) avec les propriétés cherchées. Dans chacun
des cas (ét), (loc) et (comp), on montre qu’il existe une unique application tgq+1)
(resp. tgi+1) de A;(i)/pA;m—algébres (resp. de A;r(i)—algébres) qui induit g+
modulo 7 (resp. modulo (p, 7)). Comme tgi+1) (resp. tgi+n) est injective modulo
7 (resp. modulo (p, 1)), elle est injective. Par construction, I'image de ¢ g +1) vérifie
les propriétés (1), (2) et (3) : elle est topologiquement isomorphe a A;(i +1,- Onmontre
par induction sur i que dans chacun des cas (ét), (loc) et (comp), il existe un et un

seul opérateur ¢ sur A;f(l— 41y qui induit le Frobenius modulo p et est compatible avec

+

le Frobenius sur A7 ot

g (défini par le Frobenius sur A

,). En outre, on vérifie par
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induction que @ o tgi+1) = tgi+1) © @, parce que c’est vrai modulo p et pour tgq)
par hypothese de récurrence.

Rappelons que R s’obtient a partir de R©® = § {Tlil, R Tfl} en itérant un
nombre fini de fois les opérations (ét), (loc) et (comp). En particulier, A;(O) =

+ gkl +1 + + @t ~ C At i+
AT, T et Ao/ pPA o) = Eli‘o” Soit t gy : Ay = Ap) le mor-

phisme de A;f—algébres qui envoie 7 sur [T,] pour 1 < j < d. L application est

+
RO

que I’image de A;(O) par tp© est stable sous I’action de ¢ et de f‘R/S. En rai-
sonnant comme précédemment, on voit qu’il existe une unique application (g de
A;(m—algébres qui induit £g modulo (p, ), injective, et dont I’image est isomorphe
a A;F. Comme dans le cas de A;, on vérifie que I’image de A;ﬁ est stable par le

Frobenius. On prouve de la méme facon que I’action de Tr /S sur A;(O) (définie par

injective modulo (p, &), donc injective, et son image s’identifie a A On vérifie

I’action sur A;m)) s’étend a A;ﬁ et que pour tout y € fR/S, onayolg =1LRoy.

7. Appendice I1

Les auteurs remercient le rapporteur pour leur avoir suggéré d’inclure la proposi-
tion 47, qui est utilisée a plusieurs reprises dans le texte.

Définition 43 ([18], Definition 1.1). Unhomomorphisme de [F ,-algebres f: A — B
est dit relativement parfait lorsque ’homomorphisme

B®4y,A—> B, x®y+—xPf(y),

est un isomorphisme (ol ¢ est le Frobenius absolu de A).

Les morphismes relativement parfaits entre I ,-algebres sont stables par com-
position et changement de base. D’apres [14], Oy Théoreme 21.2.7, un morphisme
relativement parfait de IF ,-algebres est formellement étale.

Définition 44 ([18], Definition 1.2). Soit n € N+¢. Un morphisme de Z /p" Z-
algébres f: A — B est dit relativement parfait s’il est formellement étale (pour
la topologie discrete) et si I’homomorphisme F, ® f: F, ®z4 — F, ®zB est
relativement parfait.

Lemme 45 ([18], Lemma 1.6). Soient n € N>g et f: A — B un morphisme de
Z | p™ Z-algebres tel que F, ® f soit plat. Alors f est relativement parfait si et
seulement s’il est plat et F , ® f est relativement parfait.

Lemme 46. Soient S une 7 ,-algébre plate, séparée et compléte pour la topolo-
gie p-adique, et f: S{Tlil, e Tdil} — R un homomorphisme de 7 ,-algebres
satisfaisant les conditions suivantes :
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(1) R est séparé et complet pour la topologie p-adique et noethérien ;

(2) f estplat;

(3) F, ®f est relativement parfait ;

(4) le Frobenius absolu de R/ pR est fini.
Soit R’ une R-algébre de type (ét), (loc) ou (comp). Alors le composé de | et de
R — R’ vérifie lui aussi les conditions (1)—~(4).

Démonstration. (1) Montrons que R’ est séparé et complet pour la topologie p-adique
dans le cas (comp) (les autres cas étant triviaux). Soient / un idéal de R contenant
PR et R’ la complétion I -adique de R. Comme R est noethérien, on a

R'/p"R =R ®& (R/p"R) = lim(R/p™ R)/I"(R/ p" R)
n

pour tout m € N . Comme R est noethérien, R/I" est séparé et complet pour la
topologie p-adique, de sorte que

. 1 ompl o1 . m n m ~ 1 : n m n

lim R'/p™ R* = limlim(R/p™ R) /1" (R/p™ R) = limlim(R/1")/p™ (R/I")

m m n m n
(R/I™)/p™(R/I" )~11mR/I” R'.

n

~ lim lim
<
m

(2) est évident.

(3) 1l suffit de montrer que R/pR — R’/pR’ est relativement parfait. Dans le
cas (ét), ’extension R/pR — R’/ pR’ est étale donc relativement parfaite. Dans le
cas (loc), si R’ est la complétion p- adique de la localisation de R par rapport a une
partie multiplicative X, alors R'/pR’ = S~ '(R/pR) ou T désigne I'image de X
dans R/pR | g apphcatlon X®y > x?y estunisomorphisme £~ (R/pR) ®R/pR,¢
(R/pR) = ( Py~ (R/pR) = X"Y(R/pR), de sorte que R/pR — R'/pR’ est
relativement parfait. Dans le cas (comp),ona R’ = l(i_r_nn R/I1™oul C Restunidéal

contenant pR : comme R est noethérien, R’/ pR’ est la complétion I = I(R/pR)-
adique de R/pR. Comme ¢: R/pR — R/pRestfini, (R'/pR") ®r/pr.o (R/pR)
estle complété <p(1 Y(R/ pR)-adique de R/ pR : I’idéal I étant de type fini, il coincide
avec le complété [ -adique de R/ pR.

(4) Comme R/pR — R’/ pR’ est relativement parfait, la finitude de R’/ pR’ —
R’/ pR’ résulte de celle de ¢ : R/pR — R/pR. O

Proposition 47. Soientn € N.g et g: A — B un morphisme relativement parfait
de 7. | p™ Z-algébres (d’apres le lemme 46, c’est le cas lorsque A est une 7. [ p" Z.-
algebre plate et noethérienne, le Frobenius absolu de IF, ® A est fini, et B est un
anneau obtenu a partir de A en itérant un nombre fini de fois les opérations (ét), (loc)
et (comp)). Soit §: C — C un homomorphisme surjectif. Supposons qu’il existe
N € N tel que xN = 0 pour tout x € Ker(0) (notons que cela n’implique pas
que Ker(0) est nilpotent, a moins qu’il soit de type fini).
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(1) Pour tout diagramme commutatif

lm

g
N —>
aN—— Q)
>

—_—
h

il existe un unique morphisme f: B — C tel que 0 o f = I et f o g = h.

(2) Soit f: B — C un homomorphisme et Cy un sous-anneau de C. Si

(feg)(A) S Coet (8o f)(C) < O(Co), alors f(B) < Co.

Démonstration. (1) C’est [18], Lemma 1.9.

(2) Posons Cy = 0(Cy). Le diagramme commutatif

0o f
_—

]
n——
aO——0q
5

—_—
fog

se factorise en

Bt ¢

T

A—>Co——C.

D’apres (1), il existe un unique homomorphisme /: B — Cy tel que le diagramme

—Cy

N

D>*>Uu

—

soit commutatif. Les deux homomorphismes f,toh: B — C rendent le diagramme
B
|
A

commutatif. D’apres (1), ona f = (¢ o h, de sorte que f(B) C Cp.

a——Q
fs)

N R
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