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Le systéme d’Euler de Kato en famille (I)
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Résumé. Ce texte est le premier article d’une série d’articles sur une généralisation de systeme
d’Euler de Kato. Il est consacré a la construction d’une famille de systemes d’Euler de Kato et
a la construction d’une famille de lois de réciprocité sur 1’espace des poids #, qui interpolent
les objets classiques.

Abstract. This article is the first article of a serie of articles on the generalization of Kato’s
Euler system. The main subject of this article is to construct a family of Kato’s Euler systems
and a family of Kato’s explicit reciprocity laws over the weight space %, which interpolate the
corresponding classical objects.
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1. Introduction

1.1. Notations. On note Q la clture algébrique de Q dans C, et on fixe, pour tout
nombre premier p, une cloture algébrique Q p» de Qp, ainsi qu’un plongement de Q
dans Q.

Si N € N, on note ¢y laracine N-ieme de I'unité e2*7/V € Q , et on note QY
I’extension cyclotomique de Q, réunion des Q({xn), pour N > 1, ainsi que Q;yd
I’extension cyclotomique de Q,, réunion de Q,({x), pour N > 1.

Objets adéliques. Soient P I’ensemble des nombres premiers de Z et Zle complété
profini de Z, alors Z = Hpej’ Zp. Soit Q ® Z I’anneau des adeles finis de Q. Si
xeQ® Z on note x, (resp. x17ly 1a composante de x en p (resp. en dehors de p).

Notons Z17l = [1;p Zi- Onadonc Z=1 p X 7371, Cela induit les décompositions
suivantes : pour tout d > 1,

M, (Q ® Z) = My (Q,) x My(Q ® Z171)
et
GL4(Q ® Z) = GL4(Qp) x GL4(Q ® Z!7h).

On définit les sous-ensembles suivants de Q ® Z et de My Q® 2) :
2P = 7% x IV et Ma(Z)'P) = GLy(Z,) x Ma(Z371),
Qe =7 x (Q®Z") et M2(Q®2)” = GLa(Z,) x Ma(Q ® 271,

Formes modulaires. Soient A un sous-anneau de C et I' un sous-groupe d’indice
fini de SL,(Z). On note M (I, C) le C-espace vectoriel des formes modulaires de
poids k pour I". On note aussi My (T", A) le sous-A-module de My (I, C) des formes
modulaires dont le g-développement est a coefficients dans A. On pose M(T", A) =
EB,':if) My (T, A), et on note My (A) (resp. M(A)) la réunion des My (T, A) (resp. des
M(T, A)), ou I' décrit tous les sous-groupes d’indice fini de SL,(Z). On peut munir
I’algebre M(C) d’une action de GL,(Q)+ = {y € GL,(Q)| dety > 0} de la fagon
suivante :

fxy=@ety) ™ fiy. pour f € Mp(C)ety €GL2(Q)4, (D)
ol f|, y est I’action modulaire usuelle de GL,(R) ..
On pose :

M = | MTA) et M) = | M),
k

T" sous-groupe
de congruence

Soit K un sous-corps de C et soit K la cloture algébrique de K. On note Ik le
groupe des automorphismes de K-algebres graduées de M (K) sur M(SL»(Z), K);
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c’est un groupe profini. On note H:Q le groupe des automorphismes de M(Q) en-
gendré par [1g et GL,(Q)+. Plus généralement, si S C & est fini, on note Hg ) e

sous-groupe de 1'[:Q engendré par ITg et GL,(Z®)) ., ot Z®) est le sous-anneau
de Q obtenu en inversant tous les nombres premiers qui n’appartiennent pas a S. Si
f € M(K), le groupe de galois §x agit sur les coefficients du g-développement de
f; ceci nous fournit une section de [1x — §g, notée par (x.

Le groupe des automorphismes de MEE(QY) sur M(SLo(Z), QYY) est le
groupe SL,(Z), le complété profini de SL,(Z) par rapport aux sous-groupes de
congruence. D’autre part, soit f € M©E(QY), le groupe Yo agit sur les coef-
ficients du g-développement de f i travers son quotient Gal(Q®*'/Q) qui est iso-
morphe a Z* par le caractere cyclotomique. On note H le groupe des automorphismes
de M"(Q%) sur M(SLy(Z), Q). La sous-algebre M"¢(Q!) est stable par g
qui agit a travers H. Le groupe H est isomorphe a GLZ(Z) et on a le diagramme
commutatif de groupes suivant (cf. par exemple [14], théoreme 2.2) :

1 Mg Mg — 170) 1

det

| —=SLy(Z) —>GL2(Z) == 7* — 1,
[

ou la section (g de &g dans I1g décrite plus haut envoie u € Z* sur la matrice
(1) 3) € GLZ (Z)

1.2. Le systeme d’Euler de Kato. En bref, un syst¢eme d’Euler est une collection
de classes de cohomologie vérifiant une relation de distribution. La construction du
systeme d’Euler de Kato dans [10], [4] ou [14] est comme suit :

A partir des unités de Siegel, on construit une distribution algébrique ZSiegel SUT

(Q ® Z)* — (0, 0) a valeurs dans Q ® (MQ)[£D*. 00 A = g [T, (1 —g")** est
la forme modulaire de poids 12. La distribution Zgjege €st invariante sous I’action du
groupe H:Q. La théorie de Kummer p-adique nous fournit un élément

28 € H (T, Dup(Q ® 2) — (0,0). Qp(1))).

Par cup-produit et restriction a Hg) C Mg etM2(Q® 7)) c (Q®Z)*—(0,0))2,
on obtient une distribution algébrique :

ZKato € HA(ITL), D, (M2(Q ® Z)P, Q,(2))).

En modifiant zg,q par un opérateur (¢2 — (c, 1))(d? — (1, d)) (cf. §2.3.2 dans [14])
qui fait disparaitre les dénominateurs, on obtient une distribution algébrique a valeurs
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dans Z,(2) (que I’on peut donc voir comme une mesure, NOtée par Zga¢o,c,d ), €t Une
torsion a la Soulé nous fournit enfin un élément

ZKatoe.d (k. ) € HX(TE, Dy Ma(Q ® )P, Vi 1)),

oulVy ;= Sym*=2 ¥, ® Q,(2 — j), olt V}, est la représentation standard de dimen-
sion 2 de GL,(Z)).

1.3. Une famille de systemes d’Euler de Kato sur I’espace des poids. Dans la
suite, on désigne par Io(p) le sous-groupe d’Iwahori de GL»(Z)

{y € GLa(Zp) | y = (5 %) mod p}.

On note Mgp) = Mx(Q ® Z)!?L x Io(p).

On note %" I'espace rigide analytique associ€ a I’algebre d’Iwasawa Z,[[Z]] :
c’est I'espace des poids et on dispose d’une inclusion de Z C # en envoyant k
sur le caractére algébrique (z — z¥~2) sur Z,. Dans §2.2, on introduit la notion
de caractére universel (cf. définition 2.1) pour I’espace des poids. On construit une
famille de représentations de Banach Dy, puni de Ip(p) sur I’espace #, ou I’indice

p}-‘“iv désigne la torsion par un 1-cocycle p}‘“i" associé au caractére universel k""" de
I’espace des poids et au caractere det™’ avec j > 1, qui admet une section globale
v; interpolant les vecteurs de plus haut poids dans Vi ;4, via une application de
spécialisation Ty (p)-équivariante Spy ;.

On note Ty (p) I'image inverse de GL, (Z)]IJ [ % Io(p) dans I1g via I’application
Mg — GLz(Z). Si V est un Z-module, on note 5)0(M§p ), V) le Z-module des
mesures sur Mgp ) a valeurs dans V. En appliquant la technique de “torsion a la
Soulé” a I’élément zZgato,c,¢ €t a la famille de représentations (Do, puni Vj) munie
d’un vecteur universel de plus haut poids v;, on construit une famille d’éléments de
Kato sur I’espace des poids

Zrato.c.d () € H (o (p), Do(M5”, Dy v (2))).

Comme Spy j: Dy juiv — Vi jio est Io(p)-€quivariante, on en déduit un mor-

O,pj
phisme de H2(To(p), Do(M, Dy v (2))) dans H2(To(p). DoMP Vi ), qui

sera encore noté par Spy_;. Notre premier résultat est que zkato,c,d (v;) interpole les
ZKato,c,d (k’ ])

Théoreme 1.1 (théoreme 2.19). Si 1 < j € N, alors pour tout entier k > 1+ j, on
a

Spk,j (ZKato,c,d (V) = ZKato,c,d (k. ).
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Remarque 1.2. D’autres éléments de Kato en famille ont été construits par Fukaya
[9] (viala K-théorie) et par Delbourgo [7] (via les symboles modulaires). Par contre,
notre construction consiste a reprendre la construction de Kato [10] et de Colmez [4]
pour réaliser la déformation.

1.4. Ladistribution d’Eisenstein. Les séries d’Eisenstein—Kronecker satisfont des
relations de distribution (cf. lemme 3.2). Cela permet, si ¢,d € Z%, de construire

deux distributions algébriques zgis g (k) et Z{Eis, (k) sur (Q ® 2)2 a valeurs dans
eM,Ccong (Qy Cl) (cf. proposition 3.9), invariantes sous 1’action de GL,(Q ® Z) a mul-
tiplication pres par une puissance de déterminant.

Soientk > 2et1 < j <k — 1 deux entiers. On définit

et (k) = e k= ) ® ) € DuaMa(Q® ). M (@),
en utilisant le fait que le produit de deux formes modulaires de poids i et j est une
forme modulaire de poids i + j eten identifiant (Q x 2)2 x(Q ®2)2 avec M, (Q ®2).

On peut, si j est fixé, interpoler ces distributions par une distribution analytique
sur I’espace des poids. On dira qu’une série formelle F(q) = ), cq N Anq" €
UnmezO(#)[qum]] est une famille p-adique de formes modulaires sur I’espace des
poids #, si pour presque tout k € N C #/, I’évaluation Evi(F(q)) de F(g) en
point k soit le g-développement d’une forme modulaire classique de poids k. Dans
§3.2,sic € Zyetsi j > 1, pour chaque (a, B) € (Q/7Z)?, on construit une famille
p-adique de séries d’Eisenstein Fy o g(k"™", j) sur I’espace des poids, qui interpole
les séries d’Eisenstein—Kronecker FC(];_[; ) enk (cf. lemme 3.13).

Onnote M(QR O (#)) le Q ® O (# )-module des familles de formes modulaires
p-adiques sur #. De la construction de ces familles F, 4 g(k"™", j) et de la rela-
tion de distribution entre les Fc(];_é ),
familles F, o g (k"™ j), qui se traduit en une distribution algébrique Zhis.c (D)

(cf. théoréme 3.15). Ceci nous permet de construire une distribution (cf. § 3.2.3)

on déduit une relation de distribution pour ces

ZEisc.d (K™, ) € Dyg(MP, M(Q @ O(#))),

pour 1 < j € Z, qui interpole les distributions d’Eisenstein zg ¢ 4 (k, j) en k.

1.5. La loi de réciprocité explicite de Kato en famille. Soit 8T = Q p{%} I’al-
gebre des fonctions analytiques sur la boule v,(g) > 1 a coefficients dans Q, ; c’est
un anneau principal complet pour la valuation v, g définie par la formule :

Up,R(f) = nlglf\;l Up(an), si f= Z dap (%)n ekt
neN
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On note K le complété du corps des fractions de I’anneau & * pour la valuation v K>
R une clbture algébrique de &, ainsi que Koo C K la sous-extension algébrique de
K en rajoutant les {ps et les racines M -iémes qﬁ de g, pour tout M > 1. On note
K+ (resp. K %) la cloture intégrale de & dans R (resp. Koo). B

On note G le groupe de Galois de & sur &, P, le groupe de Galois de Q, K o sur
K, et Péy:l le groupe de Galois de K o, sur &. L’application qui a une forme modulaire

associe son g-développement, nous fournit une inclusion de M(Q) dans @pﬁjo
€quivariante sous I’action de Pg,, . On en déduit ainsi un morphisme Pg, — Ilg, qui
induit un morphisme ¥g — Ilg et un morphisme “de localisation” H' (Ilg, W) —
H! (6., W) pour tout [T1g-module W et touti € N.

La loi de réciprocité explicite de Kato consiste a relier I'élément zgato,c,q4 (K, /),
qui vit dans la cohomologie du groupe Hg ), a une distribution construite a partir
du produit de deux séries d’Eisenstein (le produit scalaire de Petersson d’une forme
primitive avec un tel produit fait apparaitre les valeurs spéciales de la fonction L de
f, etc’est cela qui permettrait de construire la fonction L p-adique). Ceci se fait en
plusieurs étapes :

e On commence par “localiser” notre classe de cohomologie a §g et par étendre
les coefficients de Vi ; A B ® Vi j, ol By = B (R ) est un anneau de Fontaine.

o On constate que I'image de Zgato,¢,4 (k. j ) sous I’application “de localisation”

HX (MY, DusM2(QR2) P, Vi ;) — H2(Fx. Dus(M2(Q®Z)P B ® Vi)

est I’inflation d’un 2-cocycle sur P&fl a valeurs dans Dy (M2(Q ® Z)(p ), Bi ®
Vk,j)- Les méthodes de descente presque étale de Tate [12] et Sen [11], revisitées
par Faltings [8] (cf. aussi Andreatta-Iovita [1]) permettraient de montrer que c’est
toujours le cas, mais une preuve directe pour I’élément de Kato est donnée dans [14],
5.2.

e On construit une application exponentielle duale (cf. [14], §5.1) :

eXPiato - H2(Pg,, Due(M2(Q ® 2)P) B, & Vi ;)
— HO(Pva @alg(Mz(Q ® Z)(P)’ J{S;))»

ot K1 est la réunion des J(;; pour tout M > 1 avec JC;,; le complété g-adique de
la cloture intégrale S?RL,I de KT dans Ky = K[Car.gm]; et on calcule I'image de
ZKato,c,d (k, j).

La définition de I’application expg,,, et le calcul de I'image de Zkato,c,a (k. j)
reposent sur la méthode de Tate—Sen—Colmez et sur une description explicite (cf.
[14], proposition 4.10) de 1a cohomologie de Pg,, = Gal(Kprpoe /&) avec M > 1
tel que v, (M) =m > v,(2p) et Kyrpoe = Up>1Kppn.

Le groupe Pg,, est un groupe analytique p-adique de rang 2, isomorphe a

P ={(25)eCla(Zp):a=1,¢=0,be p"Zy, decl+ p Ly}
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On note (u,v) € (p™Z,)* I'élément (§ % ) de Pp,. Soit V une représentation analy-
tique (cf. définition 4.4) de P,,, on dispose des dérivations 0, ;: V — V,i = 1,2,
définis par
T Vi — 1 N o om _ m
8m,i - hm —na ou Vl - (p 70)7 )/2 - (0»17 )
n—-+oo P

La proposition suivante est une version entiere de proposition 4.10 dans [14].

Proposition 1.3 (proposition 4.5). Soit V une représentation analytique de P, munie
d’un Zp-réseau T stable sous I’action de Py,. Alors
(1) tout élément de H*(P,,, T) est représentable par un 2-cocycle analytique a
p>™-torsion pres ;
(2) onaH?(Py,, T) = (T/(Om.1,0m2—p™)), et I'image d’un 2-cocycle analytique

o
((u,v), (X, ¥)) = Cauv),xy) = Z Cijhu v/ X"yt
i+j+k+1>2

avec p(i+j+k+l)mci,j,k,l € T, par cet isomorphisme, est celle de

8P () (xr,y)) = P™(€1,0,0,1 — €0,1,1,0)

a p*™-torsion pres.

En utilisant la proposition ci-dessus, on construit une application exponentielle
duale en famille (cf. § 4.2) expg,, , de

H?(Po,,. Dug(M5” . B (K7 p00) ® Do iy (#)

dans S)alg(Mgp), KL ®Zp O(#)). On calcule I'image de Zgato,c,4 (v;) sous I’appli-
cation exponentielle duale expg.,,, , €t obtient finalement notre résultat principal, qui
montre que I’application expy,, , €st une application exponentielle duale en famille :

Théoreme 1.4. Si j > 1 etsic,d € Z%, alors pour tout entierk > j + 1, ona:
(1) expl*(ato’v (ZKato,c,d (U])) = ZEiS,C,d (Kl.lan, .])’
(2) Evg o eXP]*(ato,v (ZKato,c,d (Vj)) = eXpI*(at() OSpk,j (ZKato,c,d (Vj))-

Remarque 1.5. Dans [9], Fukaya a construit une fonction L. p-adique en deux va-
riables sur une famille de formes modulaires ordinaires en appliquant sa K,-série de
Coleman a son élément universel de Kato. Par ailleurs, Panchishkin [13] a donné une
construction de la fonction L. p-adique en deux variables sur une famille de formes
modulaires non-ordinaires sans utiliser le systeme d’Euler de Kato. Récemment, Bel-
laiche [2] a construit une fonction L p-adique en deux variables sur la courbe de Hecke
(“eigencurve”) en utilisant la théorie de symboles surconvergents. Les résultats de
cet article peuvent aider a construire une fonction L p-adique en deux variables sur
la courbe de Hecke en utilisant le systeme d’Euler de Kato, ceci est le sujet de [15].
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2. Famille de systemes d’Euler de Kato sur I’espace #

2.1. Groupe rigide analytique p-adique et caractére universel. Soit G un groupe
abélien discret ou un pro-p groupe abélien, topologiquement de type fini. La Z -
algebre de groupe Z,[G] (resp. la Zp-algebre de groupe complété Z,[[G]] si G est
un pro- p-groupe), est naturellement une algebre de Hopf (resp. une algebre de Hopf
complete), dont la structure de Hopf est induite par la structure de groupe de G. Alors
on peut lui associer un groupe rigide analytique 2~ sur Q,. Les C,-points de .2~
sont I’ensemble Hom o, (G, C ; ), des caracteres continus sur G a valeurs dans C,.

Définition 2.1. Soit G un groupe ci-dessus et soit 2~ le groupe rigide analytique
associé. L'inclusion canonique G — Z,[G] — O(Z") induit un caractere «""" de
G dans O(Z")*. On I'appelle le caractére universel du groupe rigide analytique 2.

Soit U un ouvert affinoide de 2. Si x € U(C,) est un caractere continu sur G a
valeurs dans C ;, on définit une application d’évaluation en point k

Ev.: O(U) — C,.
Par définition, on a le lemme suivant :

Lemme 2.2. Sik € 2 (C,) est un caractére continu sur G a valeurs dans Cp, on a
alors
k = Ev, o "™,

Exemple 2.3. On définit I’espace rigide analytique associ€ a 1’algebre Z,[[T]] en
utilisant le schéma formel affine (cf. [6], §7).

On note Spf Z,[[T']] le schéma formel. On note A, = Z, [[T]][%] le sous-anneau
de Z,[[T]|®Q) et By, le complété de A, pour la topologie (p, T')-adique. On constate
que By, est aussi le complété p-adique de A, :

By = {34, am(TIT”)m tam € Zp[[T] tel que limy, vp(am) = +00}.

Enfin, on note C, = B, ® Q,. Ceci nous donne un systéme projectif {C, } muni de
morphismes de transition C, 1 — C, induits par les inclusions A, +1 C Ay. Les C,
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sont des Q,-algebres affinoides et le morphisme de transition identifie Spm(Cy41)
comme un sous-domain affinoide de Spm(C,,). En fait, C, est1’anneau des fonctions
analytiques sur le disque v, (T) > %

On définit I’espace rigide analytique (%5, @) associé au schéma formel Spf Z, [[T']]
comme la réunion croissante admissible des affinoides Spm(C,) ; I’algébre des sec-
tions globales @ (#) s’identifie a la limite projective Llnn C,, qui est R1 I’anneau
des fonctions analytiques sur le disque ouvert v, (1) > 0.

On note A = Z,[[Zy]] 'algebre d’Iwasawa, qui est un anneau semi-local ré-
gulier, noethérien, de dimension de Krull 2. L’espace rigide analytique % sur Q,,
qui lui est associ€ est appelé I'espace des poids. Les Cp-points de # est I’ensemble
Homon (A, Cp), des caracteéres continus sur Z; a valeurs dans C ; .

On note w le caractere de Teichmiiller. On a une décomposition Z; = Up—1 X
(1 + pZp) donnée par la formule z — (@(z),(z)), qui induit la décomposition
W = Hom(up—1,Cp) x Homeon (I, Cp), o0 I' = (1 + pZp). L'espace # admet
d’un recouvrement admissible {W,, },>1, ou W, = Hom(up—1, (C;) X Homeone (1 +
p"Zp,Cp). En fixant un générateur y € I, on a un isomorphisme

Homgon (I, Cp) = {t € Cp, vp(t — 1) > 0},

en envoyant un caractére continu x sur k(y). En fixant un générateur (¢,y) de
Hp—1 % (1 + pZp), le caractere universel k"™ de #  est donné par la formule

d 1 N . .
z—> X fr ¢ 0(z) Tlog” (Z), ol on remplace les variables ¢ et y par X et T; respective-

ment. Comme log,, (z) = lffg) € Zp, T e 7T — 1]].

Définition 2.4. Soit 2" un Q,-espace rigide.
(1) Un sous-ensemble Z C 2~ est dit Zariski-dense si pour tout sous-ensemble
analytique U € Z telque Z C U, alors U = 2.

(2) Soit Z C 2 un sous-ensemble Zariski-dense, tel que pour tout z € Z et tout
voisinage ouvert affinoide V de z dans Z°, V N Z est Zariski-dense dans chaque
composante irréductible de V' contenant z, on dira alors que Z est tres Zariski-dense
dans 2.

Un exemple important est que I’ensemble N (resp. Z) est trés Zariski-dense dans
I’espace des poids 7.

2.2. Famille de représentations de Banach sur 7 et ses tordues. Soit K un
sous-corps complet de C, et soit (A4, | - |4) une K-algébre de Banach.

Définition 2.5. Soit M un A-module ; une norme sur M estune application |-|: M —
R telle que

(1) |m| =0sietseulementsim = 0;
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(2) |Im + n| < max{|m|, |n[}, sim.n e M ;
(3) |lam| < |lalglm|sia € Aetme M.

On dit qu’un A-module M muni d’une norme est de Banach si M est complet pour
cette norme.

Exemple 2.6. (1) Soit / un ensemble. On note ‘62 (1) I’ensemble des familles bornées
x = (xj)ies d’éléments de A. On munit fj’(l) de lanorme |x| = sup; < |x;|, ce qui
en fait un A-module de Banach. On note ‘62 (1) le sous A-module de ‘62 (1) des suites
x = (xj)ies d’éléments de A tendant vers 0 suivant le filtre des complémentaires des
parties finies (ce que nous écrivons x; — 0 pour i — 00). C’est un A-module de
Banach comme sous-A-module fermé d’un A-module de Banach. Si A = K est de
valuation discréte et si |M | = |K]|, tout K-espace de Banach est de la forme € (1).

(2) Soient (M, |-|pr), (N, |-|n) deux A-modules de Banach. Onnote Hom4 (M, N)
le A-module des morphismes continus de A-modules. On le munit de la norme sui-

vante
Fl= sup LMl

, si f € Homy(M,N),
0#£meM |m|M

ce qui en fait un A-module de Banach. En particulier, si N = A, M = Homy (M, A)
est le A-module de Banach dual de M.

(3) Soit X un espace topologique et soit M un A-module de Banach. On note
€%(X, M) le A-module des fonctions continues sur X a valeurs dans M muni de
la topologie compact-ouvert (i.e. convergent uniformément sur tout sous-ensemble
compact de X). Soit I' C X un sous-ensemble compact et soit V' un sous A-module
ouvert de M ; on note Ur,y le sous-ensemble de €%(X, M) des fonctions continues
a support dans I' et a valeurs dans V. Ceci fournit une base d’ouverts si I décrit les
sous-ensembles compact de X et V' décrit les sous-ensembles ouverts de M. Si X
est compact, le A-module topologique €°(X, M) est un A-module de Banach, qui
est isomorphe au A-module de Banach €°(X, K) ®x M.

Définition 2.7. Soit M un A-module de Banach.

(1) Une base de Banach de M est une famille bornée (e;);ey de M telle que tout
élément x de M peut s’écrire de maniére unique sous la forme d’une série
convergente x = ) . ;aje;, ol a; sont des éléments de A tendant vers 0
suivant le filtre des complémentaires des parties finies.

(2) Une base orthonormale de M est une base de Banach (e;);e; de M telle que
I’application (a;)ier = Y ez di€i, de ‘62(1) dans M, est une isométrie.

On dit que M est orthonormalisable si M admet une base orthonormale.
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Exemple 2.8. (1) Sii € N, on note £(i) le plus petit entier n vérifiant p” > i.Ona
donc )
logi
log p

Sir € N, on note €"(Zp,, A) le A-module des fonctions de classe €" a valeurs
dans A4 (c.f.[5] 1.5). Comme Z, est compact, on a un isomorphisme de A-modules
€' (Zp, A) = € (Zp,K) ®x A. Par ailleurs, le K-espace vectoriel €' (Zp, K) est
un K-espace de Banach muni d’une base orthonormale {p” e(”)(;); n > 0}. Ceci
implique que € (Z,, A) est orthonormalisable. En particulier, si r = 0, €%z s A)
est le A-module des fonctions continues sur Z, a valeurs dans A.

(2) Si h € N, on note LA, (Zp, A) I’espace des fonctions ¢: Z, — A dont la
restrictionde ¢ Aa + p"7Z p estlarestriction d’une fonction A-analytique sur le disque
fermé {x € Cp;vp(x —a) > h}, quel que soit a € Z, ; c’est aussi un A-module
de Banach orthonormalisable et on a LA, (Z,, A) = LA, (Z,, K) ®x A.On aune
inclusion de A-modules LAy (Z,., A) C €"(Z,, A) pour toutr > Oeth € N.

(3) Soit M un A-module de Banach orthonormalisable et soit {e; };c; une base
orthonormale de M. On a un isomorphisme de A-modules :

20) =0 et E(i):[ }+1, sii > 1.

M = Homu(€3(1), A) = Homg (€2(1), A).

Onnote M Y I'image inverse de Homg (tf[% (I), K)®x A dans M sous I’isomorphisme
ci-dessus, qui en fait un sous-A-module de Banach. De plus, M est orthonormali-
sable.

Définition 2.9. Soit G un groupe topologique. Une A-représentation de Banach de G
est un A-module de Banach orthonormalisable muni d’une action A-linéaire continue
de G.

Exemple 2.10. (1) Soit Vp une K-représentation de Banach de G (i.e. un K-espace
de Banach muni d’une action K-linéaire continue de G). On étend 1’action de G sur
Vo par A-linéarité en une action sur le A-module de Banach V = Vy ®g A, ce qui
est une A-représentation de Banach de G.

(2) Soit V une A-représentation de Banach de G a droite. On suppose que V
est munie d’une structure d’anneau. On note V* le groupe des unités de V. Soit
n: G — V* un l-cocycle (i.e. une fonction continue sur G a valeurs dans V telle
que n(h1ha) = n(hy) * han(hz)). On note V(n) la A-représentation de Banach V
tordue par le 1-cocycle 1.

(3) Soit V' une A-représentation de Banach de G a gauche. Sa A-duale V =
Homy (V, A) est munie de I’action de G a droite donnée par la formule

fxyW@) = f(yv), siyeG,feIZveV.

Le sous-A-module V'V (cf. exemple 2.8 (3)) de V est stable sous cette action, et donc
une A-représentation de Banach de G a droite.
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Définition 2.11. Soit G un groupe topologique et soit 2" un espace rigide. Une
famille & de représentations de Banach de G sur 2~ est la donnée d’un faisceau sur
2 tel que

(1) pour tout ouvert affinoide V. C 2, ¥ (V) soit une @ (V)-représentation de
Banach de G ;

(2) si V' C V sont des ouverts affinoides de 2", I’application canonique
FV)®aw) OV = F (V')
soit un isomorphisme de @ (V')-représentations de Banach de G.

Soit [o(p) = {y € GL2(Zp)|ly = (5 s) mod p} le sous-groupe d’Iwahori
de GL2(Zp); c’est un groupe p-adique. Rappelons que Vi ;1o = SymF—2 Vo ®
Qp(=j).ouV, = Qper @ Qpe, est la représentation standard a droite de GL»(Z))
donnée par la formule : ey * y = aey + bez, ez xy = cep +dey, siy = (& Z) €
GL»(Zp), estune représentation algébrique de I (p) muni du vecteur e’f 2t~/ deplus
haut poids k pour le sous-groupe de Borel inférieur. Dans le reste de ce paragraphe,
si 1 < j € N, on construira une famille Do, puni de représentations de Banach

de Io(p) sur I’espace des poids #, qui est une interpolation p-adique en poids des
représentations algébriques Vi ;4> de Io(p) (Il y a une autre interpolation en utilisant
I’espace des fonctions analytiques par Chenevier [3]). La construction se découpe en
trois étapes :

e On définit une action modulaire de [o(p) sur Z, par la formule z * y = btdz

atcz
siy = (¢ Z ) € Io(p), et une action continue de Io(p) sur €°(Z,, Z,) a gauche par

laformule : yf(z) = f(z*y),siy € lo(p) et f € €%Z,, Z,). Ceci permet de lui
associer un faisceau constant de représentations de Banach ‘67(}/ de Ty(p) sur # défini
par : si U un ouvert affinoide de %, on pose f;)/(U) =€%Z,,0(U)). Son anneau
des sections globales est la limite projective 1<i_r_nn eoOW,) = l(lr_nn eNZ,y,Qp) ®
O(Wa).

e On note ‘C’,,?/ (#')* 1e groupe des unités de I’anneau ‘C’;)/ (W) des sections glo-
bales de €J,. Soit p: Io(p) — €J(#)* un l-cocycle de Io(p) (.e. p(y172) =
(y10(y2))p(y1)). On note ‘670,/”) la famille de représentations de Banach €), tordue
par le 1-cocycle p, c’est-a-dire, si U C # est un ouvert affinoide, y € Io(p),
f e€YU)et fP € €yP(U) correspondant a £, on a yf? = p(y)(yf)P. Alors
‘63/ est encore une famille de représentations de Banach de Iy (p) sur I’espace des
poids. En particulier, on peut tordre ‘63/ par un caractere de Io(p) vu comme un
1-cocycle.

Sia € Zj etsic € pZp, on définit une fonction sur Z, a valeurs dans o)

fae(2) = K" (a + c2),



Vol. 89 (2014) Le systeme d’Euler de Kato en famille (I) 831

Lemme 2.12. La fonction fa.c(z) appartient a €9,(#). De plus, elle est une unité
de I'anneau €, (W).

Démonstration. On aunisomorphisme O (W,) = Zp[pp—1]® Cp, ou Cy, est le sous-
anneau de Q,, [[77 — 1]] consistant des fonctions analytiques sur le disque v, (77 —1) >
rl; et (p—1 est un groupe cyclique d’ordre p — 1 engendré par { = {,_;. On remplace
la variable ¢ par X;. Dans la suite, on identifie O (#},) avec Zpy[p—1] ® Cp. La
fonction f; . s’écrit sous la forme X, ord w(a+CZ)Tllog”((a+CZ))

Comme v,(T; — 1) > -, la fonctlon Z( Ty — 1)* est dans €%(Z,, O (Wy,)).

On en déduit que la série

roetate _ g (logy(<“ + CZ>))(T1 — 1k

k
keN

est dans €°(Z,, @(W,)) pour tout n et donc appartient & € o).
Comme «"™" est un caractére sur Z,, 1a fonction K"Y((a 4+ cz)™h) e € w7
est I'inverse de f; -(z). O

Sil < j € N, on définit une fonction ,o““lv sur Io(p) a valeurs dans €9 o)
par la formule :

g=(25)> pI"™(g) = fac(2)(detg)™, sig=(25)el(p).

b
Sig) = (61 dl)etgz = (‘Cl2 di)’ ona

unlv(gng) fa1a2+b]c2,cla2+d1cz(z) det(glgl)_] (glmeV(gz))p;mw(gl)

ceci implique que p‘““V est un 1-cocycle.

SikeN,I appllcation d’évaluation Ev induit un 1-cocycle algébrique pi ; sur
[o(p) a valeurs dans €°(Z,, Q,) donné par la formule :

Pr.j (&) = Evi (0™ (2)) = (a + c2)* P (det g) .

Onnote E’ 0 ; laQ,-représentation de Banach ©°(Z,, Q) tordue parle 1-cocycle p. ;

lllllV

et ‘6 la famille de représentations de Banach €J, tordue par le 1-cocycle ok
de Ho( p) Alors, 1’application d’évaluation Evy indult une application d’ evaluatlon

l.ll'llV

univ

de ‘6 dans ‘(?ko i notée par Evy_;. Un calcul direct montre le lemme suivant :

0’ univ
Lemme 2.13. L’application Evy ; : ‘6,/’ — ‘60 est Lo (p)-équivariante.
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univ
Pj

0, . .
e On définit une famille duale Dy juwiv de €, de représentations de Banach
i

sur # :si U C W est un ouvert affinoide, Dy juiv(U) est défini par Dy juniv(U) =
°FJ T

univ

0,o%
€, ).
On note I’accouplement @ (U )-linéaire 1o (p)-équivariant

O’pqniv
(,):Do,p.l;niv(U)X€W 4 (U)—)O(U)

par 'intégration |, z,"

<u*%f>=/z f(u*y)=[z fu.

. 0’pqniv
sife€,’ (U),yelp)etpe Do’p;niv(U).

On note Dy «,; la représentation Q,-duale de Io(p) de “CI? ;- Remarquons qu’on

a une inclusion de €%(Z,, Q,) dans €°(Z,, O(U)). Si k € Z appartient a U, alors
I’application Evy_; induit une application, notée encore par Ev ;,

Do i () = Dot | FBves0 = v [ fu)
J Z, Z,
pour f € t?,?’j, W e Do’p;niv(U).
Lemme 2.14. L’application Evg_ ;: Dg juiv(U) — Dok, est lo(p)-équivariante.
)

Démonstration. Si f € f,?j, p € Dy puiv(U) et g € Io(p), ona
> T

/Z,, SEVE (1 * g) =EVk(/%p f(M*g)) =Evk(/Zp(gf)M)
= |, /B0 = /Z w0 8] -

o,puniv NOus donne une interpolation des représentations algébriques
T

Vk,j+2 de Io(p) pour k € N au sens suivant : la fonction f: Z, — Vi j1, donnée
par

Le faisceau D

z> f(2) = (e1 + zex)* 2177,

est une fonction continue sur Z, a valeurs dans Vi ;1,. On définit une application
linéaire continue 7y ; : Dok ; — Vi, j+2 par 'intégration : y fZ,, flu.

Lemme 2.15. L’application my ; est lo(p)-équivariante.
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Démonstration. Ce lemme se démontre par le calcul suivant : siy = (4 2) € lo(p),
alors pg,j(y) = (a + cz)k2(det )~/ et

k—2

et ze 2 =3 ([ (5 7))ol e

=0
k—2
k-2 ot 1
:Z(/z( z )(Z*V)lpk,j(y)ﬂ)elf et
=0 P

= (aey + bes + z(cey + dey)) 2 (det(y)1) ™
Zp

= ( (ex + Zez)k_zl_jll) * Y. 0
Zp

Zp

Si U est un ouvert affinoide de # et si k € Z appartient a U, on définit une
application de spécialisation Spy ; : Dy juniv(U) — Do,; — Vk,j+2 en composant
du ] J ¥, b
I’application d’évaluation Evy_; et ’application my ;, qui est Io(p)-équivariante par
les lemmes 2.14 et 2.15.

Remarque 2.16. La masse de Dirac §o en O fournit une section globale v; de
D, i (#) qui interpole le vecteur de plus haut poids e’f “2¢77 dans Vi, j 42 ; eneffet,

pr (e1 + zex)k 21778y = e’f‘zt_j, ce qui se traduit par la formule Spy ; (v;) =
ek—zt—j
1 .

2.3. Famille de systemes d’Euler de Kato sur I’espace des poids

2.3.1. Torsion a la Soulé. Soit G un groupe localement profini, agissant contind-
ment a droite sur un espace topologique localement profini X . Soit V' une A-représen-
tation de Banach de G a droite, ot 4 est une Q,-algebre de Banach. Onnote €°(X, V)
le A-module des fonctions continues sur X a valeurs dans V et Do (X, V') le A-module
des mesures sur X & valeurs dans V. On munit €%(X, V) et Do (X, V) d’actions de
G adroite comme suit:sig € G,x € X, ¢(x) € €%(X, V), et u € Do(X, V), alors

prg@=pregrg e [ o = ([ @een) e

Soit u € Do(X, Zp) etsoit M un Q,-espace de Banach muni d’un base de Banach
E = {e;}ier. Onaune inclusion de Do(X, Z,) C Do(X, M). Soit f € €°(X, M);
I'intégration [y, f(x)u est définie comme suit : on décompose f =), ; fie; sous
la base de Banach E de M avec f; € €°(X,Q,) et I'intégration Jx f(x)p est donné

par la formule [, f(xX)u =>;c e [y filx)p.
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Proposition 2.17. Soit f € €°%X,V)®. La multiplication d’une mesure | €
Do(X.Zp) par la fonction f induit un morphisme G-équivariant a droite de
Do(X, Zp) dans Do(X, V).

Démonstration. 11 suffit de vérifier que c’est G-équivariant. Soit {e;};c; une Q-
base de Banach de V. On décompose f(x) sous laforme ) ;.; fi(x)e; avec fi(x) €
€%(X,Qp). Soit ¢ une fonction continue sur X a valeurs dans Q. Si on considere
w*g € Do(X, Zp), alors I'intégration [y ¢ (x)(f(x) ® w* g) s écrit sous la forme :

[0 @ ren =Yoo [ o0 e fitrepm

iel

=/¢@*@f@*mw
X

Par ailleurs, I'intégration [, ¢(x)(f ® p) * g s’écrit sous la forme

[ o owre=([ serxormon)ss
X X
= [ s 0@ 0 w.
Comme f € €%X,V)% ona f(x*g) = f(x)* g. Ceci permet de conclure.  [J

2.3.2. Application au systeme d’Euler de Kato. On note To( p) = GL;, (Z)]I’ [
Io(p) et To(p) I'image inverse de To (p) dans I1g. Onnote Mgp) =M (Q® Z)]P[ X
Io(p).Six € M(p), on note x, sa composante a la place p.

Rappelons que I’on a construit une section globale v; € D pui (#') qui interpole
les vecteurs de plus haut poids e]f_zt_j de représentations algébriques Vi ;1o de
Io(p). Pour tout ouvert affinoide U de %, la fonction x > v; * x,, est une fonction
continue sur Mgp ) 2 valeurs dans D, i (U) invariante sous I’action de I'o(p). De
maniere explicite, si x, = (¢ 3) € lo(p),onav; xx, = ,o;‘“iv(xp)Sg, ol 82 est
la masse de Dirac en g. Elle interpole la fonction continue x +> (e¥~2¢77) x x,, sur
Mgp ) a valeurs dans Vk,j+2 via I’application de spécialisation.

Considérons lamultiplication d’une mesure u € Dy (M(p ), Zp(2)) parlafonction
X > Vj %X, (resp. X > (e’f_zt_j) * Xp). Ceci nous donne une mesure (V; * x,) ®
(resp. (€¥=2t77) % x, ® ) sur Mgp) a valeurs dans Do,p.;niv(U)(Z) (resp. Vi, j+2)-

Lesfonctions x > v; *x, etx (e’f_zt_j )*Xp, satisfont la condition “invariante

sous 1’action de f'o (p)” par construction ; on déduit le corollaire ci-dessous de la
proposition 2.17.
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Corollaire 2.18. La multiplication d’une mesure . € Do(Mgp),Zl,Q)) par la
fonction x > (eX72t77) % x,, (resp. x +> v; * xp) induit un morphisme To(p)-
équivariant a droite de 7 ,-modules de S)o(M;p), Z,(2)) dans S)O(Mgp), Vk,j) (resp.
Do(M5”. Dy i (#)(2))).

D’apres Kato [10] et Colmez [4] (voir aussi [14]), on dispose d’une mesure
ZKato,c,d Construite & partir des unités de Siegel et appartenant 2 H? (Tl g, Do (M2(Q®

Z)(I’), Zp(2))). Lapplication de restriction de Tlg a To( p) et Iapplication de res-

triction de Do(M7(Q ® Z)(p), Z,(2)) dans Dy (Mgp ), Zp(2)) nous fournissent une
application

H? (Mo, Do(M2(Q ® 2)7, 2,,(2))) — H(To(p). Do(M5”, Z,(2).
On note I'image de Zkato,c,q SOUS cette application de la méme maniere. D apres

le corollaire 2.18, quel que soit U C # ouvert affinoide, la multiplication par la
fonction x +> v * x,, (resp. x > (e¥=2¢77)  x,) induit un morphisme naturel :

H>(To(p). DoMS” . Z,(2))) — H(To(p). Do(MF”. Dy s (U)(2)))
(resp. HX(To(p), Do (M, Z,,(2))) — H2(To(p), DoMS, Vi ,))).
On définit,

Zato.c.d (V) = (V) % Xp) ® Zkato.c.a € HA(To(p). Do (M5, Dy juns (U)(2))
(resp-ZKato,c,d (k’ J) = (ellc_zt_j) * Xp @ ZKato,c,d € Hz(fo(P), SO(Mgp)7 Vk,j))),
ot Ty (p) agit sur D, yuiv (U)(2) a travers son quotient [y (p). Comme I’application de

EJ

spécialisation Spy ; : Do juniv(U) — Vi ;42 est To(p)-équivariante, pour tout ouvert
El 2 J ’
U C W, elle induit une application de spécialisation

Spi ;2 H (Fo(p), Do Dy yu (U)(2))) — H(Fo(p). Do (M5 Vi, ).

On déduit le théoreme suivant de la construction de v; (cf. remarque 2.16) et du
corollaire 2.18 :

Théoreme 2.19. Si 1 < j € N, alors pour tout entierk > j + 1, on a

Spk,j (ZKato,c,d (V) = ZKato,c,d (k. ).
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3. Une famille de distributions d’Eisenstein

3.1. Séries d’Eisenstein—-Kronecker et la distribution zg;s ¢ 4 (k, j)

3.1.1. Séries d’Eisenstein—Kronecker. Les résultats dans ce paragraphe peuvent
se trouver dans le livre de Weil [16], voir aussi [4], [14].

Définition 3.1. Si (1,z) € # x C, on pose g = e?*% et g, = e?*Z. On introduit
s 2 X 1 . ; .
I’opérateur 9, := m% = C]Z%. On pose aussi e(a) = e?'™ . Sik e N, 7t € ¥,

et z,u € C, la série d’Eisenstein—Kronecker est

Hk(s,r,z,u)st)(f_f)s_k Z/ o+ z* e(a)ﬁ—ucb)’

(=2im)*\ 2im T | + z|? T—71

qui converge pour Re(s) > 1 + % et possede un prolongement méromorphe a tout

le plan complexe avec des poles simplesens = 1 (sik =0etu € Z+ Zt)ets =0
/

(sik =0etz € Z + Zt). Dans la formule ci-dessus Z signifie (siz € Z + Zt)

que I’on supprime le terme correspondant & @ = —z. De plus, elle vérifie I’équation

fonctionnelle :

Hi(s,t,z,u) = e(zu — L_tZ)Hk(k +1—s,7,u,z2).

Si k > 1, on définit les fonctions suivantes :
Ek(‘E,Z) = Hk(k, ‘E,Z,O), Fk(‘[,Z) = Hk(k, ‘L',O,Z).

Les fonctions E(t, z) et Fi(t, z) sont périodiques en z de période Zt + Z. De plus,
ona:

Eri1(r,z) = 0 Ex(r,2)si k e N et Eo(r,z) =log|0(z,z)|si z ¢ Z + Zr,

ol 8(z, z) est donnée par le produit infini :

0(r.2) = q""(q}* = q;"» [J((1 = q"q2)(1 = ¢"g7 "))

n>1

Onnote A = (3,0(t.2)|,=0)"?> = ¢ l_[ >1(1 — ¢™)?* la forme modulaire de poids
n>
12.
Soient (o, B) € (Q/Z)? et (a,b) € Q? qui a pour image («, B) dans (Q/Z)2. Si
k=2et(a,B) # (0,0),0usik >1etk # 2, on définit :

EX) = Ex(tat +b) et FY) = Fi(r.at +b).
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La série H»(s, 7,0, 0) converge pour Re(s) > 2, mais pas pour s = 2;sik = 2 et
(o, B) = (0,0), on définit

Egp = Fog = lim Ha(s.7.0.0).

Lemme 3.2. Les fonctions Ea(lk; F ;kﬂ) satisfont les relations de distribution suivantes,

quel que soit entier f > 1:

0 _ k) © _ 2k )
Z Ea’,ﬂ’_f Ea,ﬂ et Z Fa’,ﬂ’_f Fa,ﬂ’ )
fo'=a.[p'=P fo'=a.[p'=P
0 (T o kg ® ()= pp®
> Ea,ﬁ,(7) =ffEyy e Y Fa,ﬁ,(7) = fF,p 3)
1B'=B 1B'=B

Proposition 3.3. (1) E(()’zg = FO(,ZO) = S+E3. o

6 +o00

El=——+1-24 "

2 ZJT(‘E—‘E) + gal(n)q

est la série d’Eisenstein non holomorphe de poids 2 habituelle.
(2)Si No = NS =0, alors

(@ EZ) = E®) ~ ED) € Ma(Ty. QUn)) et EX) € Me(Ty. Q) sik = 1

etk #£2
(b) FY) € Mc(Tn.Q(ew)) sik = 1.k # 2ousik =2.(a. B) # (0.0).

Proposition 34. Siy = (25) € GLo(Z).k > L et (a, f) € (Q/Z)? ona:

(k) _ (k) (k) _ )
Eop ¥V = Epurcppatap € Fap *V = Fagicppatap

Définition 3.5. Soit A un anneau. Une série de Dirichlet formelle a coefficients dans
A est une série de la forme ZneﬁN ayn—*,ou N € N et (a,) désigne une suite

d’éléments dans A. On note Dir(A4) le A-module des séries de Dirichlet formelles
dont les coefficients sont dans A.

Soit @ € Q/Z. On définit les séries de Dirichlet formelles ¢ (w, s) et {*(a, 5),
appartenant 3 Dir(Q%), par les formules :

o0
{(a,s) = Z n—* et *(a,s)= Zezmo‘”n_s.
neQ*_i_ n=1

n=a mod Z
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Remarque 3.6. Les séries de Dirichlet £ (, 5) et *(«, ) convergent pour Re(s) > 1
et elles se prolongent analytiquement sur le plan complexe en fonctions méromorphes
avec au plus un p6le simple en s = 1. Ces prolongements définissent la fonction zéta
de Hurwitz ¢ (o, s) et la fonction L de Dirichlet {*(«, s) respectivement.

La proposition suivante décrit le g-développement d’une série d’Eisenstein (cf.

[10D).

Proposition 3.7. (i) Si k > 1,k # 2 eta,B € Q/Z, alors le q-développement
Zn€Q+ anq™ de Eék; est donné par

Y O = ) (B — K+ 1)+ (D) (s — K+ D).

k
neQ+

De plus, on a :

Soitk # 1. a9 = 0 (resp. ag = £*(B,1 —k)) si o # 0 (resp. & = 0).
Soitk =1.0naag = ¢{(,0) (resp. ap = %({‘*(,B,O) —C*(—p,0))) sia # 0 (resp.
o = 0).

(i) Sik > leta,B € Q/Z (sik =2, («, B) # (0,0)), alors le g-développement
> neq dnq" de Fofkg est donné par

> Z_r; =C(a,s —k + DE*(B.s) + (=¥ (=, s —k + 1)E* (=B, 5).

*
ne(@Jr

De plus,
ag = (o, 1 — k), la valeur spéciale de la fonction zéta de Hurwitz, sik # 1;

ag = &(a.0) (resp. ao = 5({*(B.0) — £*(—p.0))) sia # 0 (resp. a = 0) et
sik = 1.

3.1.2. Lesdistributions zgis(k, j) et zgis,c,a (k, j). Dans ce paragraphe, onrappel-
le 1a construction des distributions d’Eisenstein zgis(k, j) et zgis,c.a(k, j) construites
a partir d’un produit de deux séries d’Eisenstein dans [4] et [14].

Soient X = (Q ® Z)2,G = GL,(Q ® Z) et V = ME(QY). Alors X estun
espace topologique localement profini et G est un groupe localement profini agissant
continfiment a droite sur X par la multiplication de matrices.

L’action a droite de G sur V, notée par *, provient de 1’action de H:Q sur V,

et I’action de Il se factorise a travers son quotient GLZ(Z). Comme tout y €

GL>(Q ® Z) peut s’écrire sous la forme y = g1 ('Y r%)((l) 9)g2 avec g1.82 €

GL2(Z),ro € Q7 et e un entier > 1, il suffit de donner respectivement les formules
ro 0

pour y € GLy(Z) ou y = (s ,O)ouy= (69):
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(1) Comme (9 r% ) et (4 9) apparaissent dans GL>(Q) ., ses actions sont données

par la formule (1) dans §1.1.

(2) Siy e GLZ(Z), en utilisant la décomposition GLZ(Z) = U, SLZ(Z)((I) 2),
on décompose I’action de y en deux parties. Comme on est en poids k, I"action
de SL,(Z) est I’action |;. L action de ((1) 2) est via un relevement o4 dans
Yo agissant sur les coefficients du g-développement. Dans le cas des séries
d’Eisenstein, la proposition 3.4 explicite les formules.

On a le théoréeme suivant, qui traduit les relations de distribution pour les séries
d’Eisenstein en terme de distributions (cf. [14], théoreme 2.12) :

Théoréme 3.8. Sik > 1, il existe une distribution algébrique zg;s(k) (resp. zg; (k) €
D ((Q® 7)2, M}‘;Oﬂg((@cycl)) vérifiant : quels que soient r € Q* et (a,b) € Q?, on
a

zmis(k) = r % E®

r~la,r=1b

/(a+r2)x(b+r2)

(resp. / (k) = r FE®, . sik =2),
(a+rZ)x(b+r7) roar

_ k=2 (k)
Zms(k) =71 Fo iy

/(a+r2)x(b+r2)
De plus, siy € GL,(Q ® 2) alors
zmis(k) x y = zmis(k) et zge (k) * y = | det y|'" ™ zg (k).

On peut identifier (Q ® 2)2 x (Q® 2)2 avec M (Q ® 2) via ((a, b), (c,d)) —
(2 %). En utilisant le fait que le produit de deux formes modulaires de poids i et j
est une forme modulaire de poids i + j, on définit pour k > 2et1 < j <k —1,

. 1 . ) ~ _
zmis(k. J) = mzlliis(k —J) ® zgis(J) € Dag(M2(Q ® Z), Mi(Q)).
La distribution zgjs ¢ 4 (k, j) dans [14] est construite a partir de combinaisons
lincaires de séries d’Eisenstein. On rappelle sa construction ci-dessous.
Soit (( - )): Z, — Z* I'inclusion naturelle en envoyant x sur

() =(,....x,1,...),

ol x est a la place p. Considérons 1’inclusion de Z* dans GL, (Z) en envoyant d sur
(g 2). D’apres la proposition 3.4, cela définit une action de d € Z* sur les séries
d’Eisenstein par les formules : si k > 1 et (o, B) € (Q/Z)?,0on a

k _ k) _ k) do &) _ k) _ k) do
d-Eypg=Egap=Eypg*(5q) et d-Fyg="Fy 15="F, gx(57). &
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ou I’action de * est celle de GL,(Z) sur les séries d’Eisenstein.

Considérons ’injection de eM,iong(Q) dans :Afgcong((@p). On peut définir une va-
riante de séries d’Eisenstein a coefficients dans Q, comme ci-dessous : si ¢ € Z,
on pose

k k .
* CzEé,; — ckE§(<C>)a {(eNB sik >1letk 75 2,
cas =25 _ o5

2) <71 _ &
(herlicns Stk =2 )

k) _ 2p0 2—k - (k .
cha’ﬁ =c Fa,ﬂ —c F«C»a’«c»ﬂ si k.z letk #2,
ousi (a, B) # (0,0) etk = 2.

Elles sont des combinaisons lin€aires de séries d’Eisenstein.

Proposition 3.9 ([14], proposition 2.14). Soit ¢ € Z,,. Si k > 1, il existe une distri-
bution algébrique zgis,c (k) (resp. Zl/Zis, o) €D (Q® 2)2, Mliong(@;yd)) vérifiant :
quel que soient r € Q* et (a,b) € Q2 ona

zgis,c (k) = r_kEc(k)

g lar=1p

/(a+r2)x(b+r2)

! -2 (k)
(resp./ Zpe (k) = PF2FR )
(a+rZ)x(b+rZ) Fis.c cr~larlb

De plus, si y € GL,(Q ® Z), alors on a
zoisc (k) %y = Zuise (k) et zgoo %y = |dety|' ™ zg, (k).
Soient ¢,d € Z;. Sik >2etl < j < k — 1, on définit une distribution
ZRis,c,d (k, J) appartient & D,(M2(Q ® 2), My (Q;yd)) par la formule :

. 1 . .
ZEis,c,d (K. J) = ﬁzﬁis,c(k —J) ® zgis,a (J)-

(J
Siy € GL2(Q ® Z), on a zgisc.a(k, j), v = |det v/ ' zgis c.a (k. j).

3.2. Famille p-adique de séries d’Eisenstein

3.2.1. Lafonction zéta p-adique. Soita € Q/Z ; onnote {&} le plus petit nombre
rationnel positif tel que {o} = @ mod Z, et on note ord, () (resp. ord ) I’ordre de
o dans le groupe Q,/Z, (resp. Q/Z ).

Dans la suite, on suppose que « € Q/Z vérifie ord, (o) > p. Six € Z,, on note
ord(a)({a} + x) par xXq, qui appartient a Z.

Si ¢ € Zj, on note u. la mesure sur Z, dont la transformée d’Amice 4,

c 2 . N .
est donnée par % — o Par ailleurs, le caractere universel de I’espace des

__c
a+T)c 1=
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poids «umiv: Zy, — O(¥') est une fonction continue sur Z7 a valeurs dans O(%).
Sil < j € Z, on définit la fonction z&ta p-adique de Hurwitz comme la fonction
holomorphe sur #

ép,C(K“niV,av J) = _\/Z KUHiV(xa)(x‘x)l_leC.
P

Lemme 3.10. Si j, k sont deux entiers > 1, alors on a
Evit; (Lpe (K™, o, j)) = ord(@) ' w(00) T (€2¢ (@, 1—k)—c* % (), 1-k)).

Démonstration. De la définition, on a bien

EVit (e (K" . ) = —0(0g) ! / K

Zp

On se raméne 2 vérifier que pr xkpe = —ord(@)* (c2¢(a, —k)—c'7* ¢ (({c))a, —k)).
On utilise la transformée d’ Amice 4, de 1. pour calculer I’intégrale /. Z, xkpe.

On suppose que ¢! € N. Si on pose T = e’ — 1, on a alors

/ et = ord(a)"(it)k( | p T T
_ord(a)k( ) (/ (T+l)({a}+x) )|t 0

= ord(oz)k(j ) (T + DA, ) | i=o.

. 2 .
On note fqy la fonction ¢ = (5= — ) - e'® qui est € sur Ry. Comme

(4
c_lt_l
pour tout n € N, ¢" f,(¢) tend vers 0 quand ¢ tend vers 400, on a

d \k
(55) @+ D u)limo = £20) = CDFLLa0). =)

ou L( fy(t),s) est définie par la formule l"%s) f+°° fa(t57dt.

D’autre part, on a {({e}, s) = F(s) f+°° e(le, {al})t t5~1dt. Ceci implique que

L(fo(0),s) = c2¢(1 —{a},s) — T (1 — cfal, ).
On en déduit une égalité algébrique
/ xEpe = ord(@)* (=1 (20 (1 — {a}, —k) — ' 7*¢ (1 - c{a}, —k))
ZP
= —ord(@)* (c2¢({a}, —k) — "7 (cla}, —k)).
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oul la derniére égalité se déduit du fait que ¢ ({a}, —k) = (=1)*¢(1 — {a}, —k). Si
¢ € Zy, on choisit une suite (c,) d’éléments de N qui converge vers ¢ (resp. ({(c)))

dans Zj, (resp. 7), de telle sorte que la suite (c,{a}) tend vers {{{c))a}. Ceci permet
de conclure. O

3.2.2. Une famille p-adique de formes modulaires. Si @ € Q/Z, on définit la
série de Dirichlet formelle ¢ (o, k"™, j, s) appartenant 2 Dir(© (%)) par la formule :

E(o, k™Y, j,5) = Z 1~ (n ord(e)) 7 k™™ (n ord ().

ner_,nEa[Z]

Par définition, on a Evy ; ({(«, KUY G o6)) = ord(a) e (s — k + 1).
Sil<jeNet(a,p) € (Q/Z)*avec ordp @ > p, on pose Fo g(k"™™", j) =
Zme@j_ amq™ dont sa série de Dirichlet formelle associée est

E(O(, Kuniv’ jv S)é‘*(ﬁ’ S) + Kuniv(_l)(_l)z_jé‘(_a’ Kuniv’ j’ S)C*(_:Bv S)' (6)

Si ¢ € Zy, on définit deux séries formelles appartenant & Upren O (#)[[gm]] :

ﬁc,a,ﬂ (Kumv’J) =c Fa ﬂ(Kumv ) un1V(C—1)c]F ’B(Kumv ) (7)
et
Feap®™™, j) = 000) ™7 - {p (™, o, j) + Fogp™, j). (8)

Définition 3.11. Une famille p-adique de formes modulaires sur 1’espace des poids
W est la donnée d’une série formelle F(g) = Zn€Q+ Anq™ € Uprez O lgm]l
telle que pour presque tout point k € N C #, Evi(F(q)) est le g-développement
d’une forme modulaire classique.

Remarque 3.12. Soit F une famille p-adique de formes modulaires sur I’espace des
poids. Si Z est un sous-ensemble trés Zariski-dense (cf. définition 2.4) de #/, tel que
Evi(F) = Opourtoutk € Z, alors F = 0.

Lemme 3.13. Si k, j sont deux entiers > 1, on a

ni . - k — k
Evyy; (Fc,a,,B "™, ) = (orda)k I(CZFOE,ﬁ) —c? kF(((cg)a,((c))ﬂ)-

univ

Par conséquent, la série formelle F, o g(k"™", ) est une famille de formes modulaires

sur ’espace des poids.

Démonstration. C’est une conséquence directe de la définition de F, 4 g (k"", j) et
de la proposition 3.7. O
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Lemme 3.14. Soit («, B) € (Q/Z)? tel que ord, o > p, la famille Fe 4 g (k"™ j)
satisfait les relations de distribution suivantes, quel que soit I’entier f > 1 :

Y Fewp ™. j) = fFeap®™. ).
fo'=a; fB'=B

i . L univ
Z Fc,a,ﬂ’(’(umv’J)(qf) = ch,a,ﬂ(K " »J)(CI)'
fB'=pB

€))

Démonstration. Ondonne une démonstration pour la premiére relation et la deuxiéme
se démontre de la méme facon. Si fo' = o et fa” = «, on aord(¢’) = ord(a”) =
ord(«) f. En utilisant le lemme 3.2 et le lemma 3.13, on déduit la relation de distri-
bution pour Evg (Fy g, ("™, j)) pour toutk > 2 + j :

niv —i— k—j
Evi( Y. Feap®™ . )= > (ord) )7 FEI)
Sfo'=a;fB'=B Sfo'=a;fB'=B
i g (h—i
= (ord(a) )Y/ 2RI ESD
= fEv; (Fc,oc,ﬂ ("™, j)).
On conclut le lemme par le remarque 3.12. O

univ ;) par la formule :

J) sty =(25) e To(p),

On définit une action de Ty (p) sur Fe o g(k

univ univ

Fc,a,ﬁ (K s /) Yy = Fc,aoa-i-coﬂ,boa-‘rdoﬂ (K

qui commute avec I’application d’évaluation Evg.

3.2.3. La distribution zg ¢4 (k"™", j). Dans ce paragraphe, on construit une fa-
mille de distributions d’Eisenstein qui interpole en poids k la restriction de la distri-
bution d’Eisenstein Zgjsc,a(k, j) sur Mx(Q ® Z)(p) a Mgp), ou Mgp) =M(Q®
ZYP ' xTo(p) .

La relation de distribution (cf. lemme 3.14) pour F¢ , g(xk
terme de distribution :

univ iy se traduit en

Théoréme 3.15. Si 1 < j € N, il existe une distribution algébrique
Ziie ("™ ) € Dug((Q ® 2)P) x (Q ® ), M™(Q ® O(#))
vérifiant : soient 0 # r € Q* et (a,b) € Q2 tels que a € Ly etvp(r) > 1,0ona

[ )
(a+rZ)x(b+rZ)

=r/ ord(r_la)j_lic“niv( d

m) Fopm1gp—1p("™, 7).

De plus, siy € To(p), ona Ziie.c (K™, J) %y = Zfge (K™, ).
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En utilisant le fait que le produit d’une forme modulaire classique et d’une famille
p-adique de formes modulaires est encore une famille p-adique de formes modulaires,
on définit
univ

1 / univ . =
)= Gy PR € )i (/) € Dup (M. MQRO))).

D’apres les constructions dans théoréme 3.9 et théoreme 3.15, la distribution
Zgis,c,d (K"™", j) possede la propriété suivante :

ZEis,c,d (K

Proposition 3.16. Sik >2etsil < j <k —1,0na

univ

Evi (Zgis,c,a ("™, J)) = Zgis,c,a (k. J).

Démonstration. 11 suffit de montrer que
Evk (Z},Eis,c (Kuniv’ j)) = Z;Eis,c (k - .])

Si0#reQ*et(a,b) € Q*tels quea € Zyetvp(r) = 1,0na

Bvi( ™))
(@+rZ)x(b+rZ) ’

= (ord r @)/ TR By (F, o1 -1 (0™, ).
Par ailleurs, on a ord @ = []; ord, @ = ord % et donc

univ A f—j— k—j
BV (Fe 1,150 ) = (ord Y7 EES)).

S ro

Ceci implique que

EVk( ) ) Zﬁis’c(Kuniv’ J)) — rk—j—Z F(kg—]é)
(a+rZ)x(b+rZ) rer

[ k- O
(a+rZ)x(b+rZ)

4. La loi de réciprocité explicite de Kato en famille

4.1. Préliminaire. Dans les deux premiers paragraphes, on rappelle la méthode
de Tate-Sen-Colmez utilisée dans [14]. Ensuite, on établit une version entiere de la
description explicite de la cohomologie des représentations analytiques du groupe
Pg,, dans §4.1.3.
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4.1.1. L’anneau &*. Soit KT = Q p{%} I’algebre des fonctions analytiques sur la
boule v,(g) > 1 a coefficients dans Q,, ; c’est un anneau principal complet pour la
valuation v, g définie par la formule :

Up,R(f) = ;1121{\‘1 Up(an)a si f = %}an(%)n e k™.

Dans la suite, on notera v, au lieu de v, g'. On note K le complété du corps des
fractions de I’anneau & * pour la valuation vp. Fixons une cloture algébrique R de
K. Comme K est un corps complet pour la valuation v,, on peut prolonger v, sur &
2 &. On note le groupe de Galois de & sur & par §g.

Soit M > 1 un entier. On note gps (resp. &pr) une racine M-ieme ¢'/M (resp.
exp(%)) de g (resp. 1). On note Far = Qp[Cnm]. Soit Kyr = K[gm, {m]; c’est une
extension galoisienne de K. Soit Fasr = K[{as] la sous-extension galoisienne de K 3¢
sur & ; la cloture intégrale 34;[; de Kt dans & est K T[¢ar], qui est anneau des
fonctions analytiques sur la boule v,(g) > 1 a coefficients dans Fjs. Alors, K est
une extension de Kummer de &, de groupe de Galois cyclique d’ordre M, dont un
générateur o)y est défini par son action sur gy :

omMam = Smqm.

On note Ko (resp. Foos Foo) laréuniondes Ky (resp. §ar, Far) pourtout M > 1.
Onnote Pg,, (resp. P@p) le groupe de Galois de Q, & o, sur K (resp. Q,K). Le groupe

P@p est un groupe profini qui est isomorphe a 7. De plus, on a une suite exacte :

O—>P@p—>PQP—>§Qp—>O,

et le groupe Pg, préserve I’algebre des formes modulaires eM(@), ce qui permet de
définir une application de localisation §g — Pqg, — Ilq.

Fixons M un entier > 1. On note Kpspco (resp. Fupoo, Fupoo) la réunion des
Kmpn (resp. Fmpn, Fupoo) pour tout n > 1. On note Pg,, le groupe de Galois de
Kmpoe sur Kyr. On note Ug,, le groupe de Galois de Kaspoo sur Farpoe, qui est
isomorphe au groupe Z,, et on note I'g,, le groupe de Galois de § prpoe sur K, qui
est isomorphe au groupe Gal(Fyspo</ Far). On a donc une suite exacte :

0— Ug,, — Pg,, > I'g,, = 0.

Soit & T la cloture intégrale de &+ dans K. On a une inclusion @, € &*. On
note S?;(,I la cloture intégrale de & T dans Ky, qui est aussi la cloture intégrale de
%L dans K.

! La restriction de la valuation v, g 4 Q, coincide avec la valuation p-adique v sur Q.
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4.1.2. L’anneau IBS"' pour &7 et ses sous-anneaux. Soit L un anneau de carac-
téristique 0 muni d’une valuation v, telle que v,(p) = 1 .Onnote Oy, = {x €
L,vp(x) > 0} I’'anneau des entiers de L. On note Oc(r) le complété de Oy, pour la
valuation v,. On pose C(L) = (DC(L)[%].

Définition 4.1. Soit A, = @1,/ pOyr pourtoutn > 1; alors le systeme {4, } muni de
morphismes de transition A, — A,—; définis par I’application de Frobenius absolu
X, > x7 forme un systéme projectif. On note R(L) sa limite projective

LiilAn = {(xn)neN | xn € OL/pOL et x’I:_H = Xpn, sin € N}.

Six = (Xp)nen € R(L), soit X, un relevement de x, dans Oc(z). La suite

(fc: —tk)’ converge quand k tend vers I’infini. On note x sa limite, qui ne dé-
pend pas du choix des relévements X,. On obtient ainsi une bijection : R(L) —
{(x™),en]x® € Oc(r)- (x@+DYP = x@® pourtout n}. Six = (x@),y = y@®
sont deux éléments de R(L), alors leur somme x + y et leur produit xy sont donnés
par:

(x + y)(i) = lim (x(i+j) + y(i+j))pj et (xy)(i) — x(i)y(i).
Jj—o00

L’anneau R(L) est un anneau parfait de caractéristique p (i.e. le morphisme
X = x? estbijectif). Onnote A, (L) I’anneau des vecteurs de Witt a coefficients dans
R(L). Alors Aj, (L) est un anneau p-adique (i.e. un anneau séparé et complet pour
la topologie p-adique), d’anneau résiduel parfait de caractéristique p. Si x € R(L),
on note [x] = (x,0,0,...) € Ajr(L) son représentant de Teichmiiller. Alors tout
élément a de A, (L) peut s’écrire de maniere unique sous la forme Y o, P*Ixk]
avec une suite (xg) € (R(L))N.

On définit un morphisme d’anneaux 6: Aj,s(L) — Oc(r) par la formule

Zp [xe] = Zpk o,

On note By (L) = Ainf(L)[%], et on étend € en un morphisme
Binf(L) e (C(L)

On note B,,(L) = By (L)/(Kerf)™. On fait de B,,(L) un anneau de Banach en
prenant I’image de A;,¢(L) comme anneau d’entiers.

On définit B}, (L) := hm B, (L) comme le complété Ker(6)-adique de Bins (L) ;
on le munit de la topologle de la limite projective, ce qui en fait un anneau de Fréchet.
Donc 6 s’étend en un morphisme continu d’anneaux topologiques

B (L) — C(L).
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On peut munir B < (L) d’une filtration de la fac;on suivante : pour i € N, notons
Fil’ B;{Q(L) la i-ieme puissance de 1’idéal Ker6 de ]B R(L).

L’anneau Aj,¢(L) s’identifie canoniquement a un sous-anneau de [B%;;{(L), et si
k € N, m € Z, on pose

Uni = pP™Ainr(L) 4+ (Ker@)*T1BE (L),

alors les U, x forment une base de voisinages de 0 dans B (L)

Pour simplifier la notation, on note A, (resp. Biyr et ]B% r) I'anneau Ay (Si )
(resp. Binr (R 1) et B (R1)).

Soit g (resp. g si M > 1 est un entier) le représentant de Teichmiiller dans Aj,¢
de (q9.9p,....qpn,...) (xresp. (qm,....qmpn,...)). SiM|N, onac]x/M =qum.

On définit une application continue (gr : & — B+ par f(q) — f(G); ce qui
permet d’identifier & © 4 un sous-anneau de IB (RJF) Mals il faut faire attention au
fait que (gr (R 1) n’est pas stable par §g car jo = qfcﬂ ©) sio € Gg, ol cq estle
1-cocycle a valeurs dans Z, (1) associ€ a g par la théorie de Kummer.

Posons & = tr(KH)[[f]]. Si M > 1 est un entier, on note &, I’anneau

S?’L[qM é‘ m]. On peut étendre Iapplication (qr en un morphisme continu de K-
modules (4 : R — B (S?"') en envoyant {as et g sur {py et gy respectivement.

Alors, on aS?L = LdR(R )[[]]. On pose ey poo = = U, K+t ;Mp . GMpn).

On définit une application tgg (R) - hnealre Ry §;\fo poo > §1t1 par la formule
suivante :

= =0 - Cypndagyn i p"laet p"|b;
Ry K& oo = K& &4 Gl 0 > {OMP"IMp
Mp M MpriMp" 0 sinon.

Proposition 4.2. Si M est un entier > 1, alors
(1) HO(88,, 00 - Bi) = B (K37 o),
2) *Qxflpoo est dense dans B;& (‘Q;\L/Ipoo)’
(3) Siv,(M) > v,(2p), alors Ry s’étend par continuité en une application K * -
linéaire Ryy : [B% (S?Mpoo) — R qui commute a l’action de §g.

Soit 4 une Q,-algebre de Banach et on note A* ’anneau des entiers de A.

Proposition 4.3. Si v,(M) > v,(2p), si V est une A-représentation de Banach
de Pg,, possédant une AT -représentation T telle que Pg » agisse trivialement sur
T/2pT, etsii € N, alors Ryy induit un isomorphisme :

Ry H (Pg,, Bl (K3 ,00) @, V) = H (Pg,,. & &g, V).

Démonstration. Ladémonstration est standard et le lecteur intéressé pourra consulter
[14], section 3. O
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4.1.3. La cohomologie des représentations du groupe Pg, . Soit M > 1tel que
vp(M) = m > v,(2p). Le groupe de Galois Pg,, de I’extension Kpspo0 /Ky est
un groupe analytique p-adique compact de rang 2, isomorphe a

Pn={(25)eGla(Zp):a=1,¢c=0,be p"Zy, del+ p"Ly,

1 u

etsiu,v € p™Zp,onnote (4 2%

) de P,,,. La loi de groupe s’écrit sous la forme
(w1, v1)(uz, v2) = (€"u1 + Uz, v1, v2).

Soient Uy, et I'y, les sous-groupes de P, topologiquement engendrés par (p™, 0) et
(0, p™) respectivement. Ces deux sous-groupes sont isomorphes a Z,. De plus, U,
est distingué dans Py, et on a P,/ Uy, = I'y,. Comme U, et [';,, n’ont pas de H? la
suite spectrale de Hochschild—Serre nous fournit, si V' est une Q,-représentation de
dimension finie de P,,, un isomorphisme

H?(Py, V) = H' (D, H (U, V) = V/((p™, 0) — 1, (0, p™) — eP™).

Soity € Py, ;1’'image de lafonction analytique oy : Z, — Pp,, oy (x) = y* estun
sous-groupe a un paramétre. On dira que I’action de P, sur une Q,-représentation
de dimension finie V' est analytique si pour tout y € P, et v € V, la fonction
x = y*v = ,Jlrzof) (ﬁ) (y — 1)"v est une fonction analytique sur Z, a valeurs
dans V.

Soit V une Q,-représentation de P,,. Si I’action de P,, sur V est analytique, pour
tout y € Py, on peut définir une dérivation d,,: V' — V par rapport a «, par la

formule : .,
xxyP —x
0y (x) = lim .

n—00 p”

En particulier, on note d,, ;, I = 1, 2, les dérivations par rapport a (p™,0) et (0, p™)
respectivement.

Définition 4.4. On dira qu'une Q,-représentation de dimension finie V' de P, est
analytique si ’action de P, est analytique sur V.

On a le résultat tres utile :

Proposition 4.5. Soit V une représentation analytique de P, munie d’un Z.,-réseau
T stable sous l’action de P,,. Alors, ,

() tout élément de H?(P,,, T) est représentable par un 2-cocycle analytique & un
élément de p®*™-torsion pres;

(i) ona H2(Py,, T) = T/(Om.1, 0mo — p™), et 'image d’un 2-cocycle analytique

kg
(. v), (x, ) = Cuv),(x) = Z Ci,jhegu' v x5y’
i+j+k+1>2
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avec pUtitkthme, .\ 1 € T, par cet isomorphisme, est celle de

8D () xy) = PP™(€1,0,01 — €0,1,1,0)

& un élément de p*™-torsion preés.

Démonstration. On dispose des opérateurs 0;: V — V,i = 1,2, définis par
x * (u,v) = x + udix + vdx + O((u,v)?). Ces opérateurs ont des propriété
de dérivations : si x; € Vi, x, € Va, ou Vi, V> sont des représentations analytiques
de P,,,etsii =1,2,ona

0 (x1 ® x2) = (d;x1) ® X2 + X1 ® 0; X2.

On a les relations suivantes d; = p~""0y,,, 02 = p~"0,,,.

La proposition 4.10 dans [14] dit que si V' est une représentation analytique de
P,,, alors

(i) tout élément de H(P,,, V) est représentable par un 2-cocycle analytique ;

(i) on a un isomorphisme H2(P,,, V) = V/(d;, 3, —1), et1’image d’un 2-cocycle
analytique,

((u,v), (x,y)) = Clu,v),(x,y) = Z Ci,j,k’lul v/ xkyl,
i+j+k+1>2

sous cet isomorphisme est aussi celle de §@ (Cu),(x,y)) = €1,0,0,1 — Co,1,1,0 dans
V/(01,02 —1).

Comme 0; et d, — 1 introduissent des dominateurs, ils ne préservent pas 7. Par
contre, dp,,1 €t 05,2 — p™ le préservent. La démonstration de la proposition 4.10 dans
[14] s’adapte a une démonstration du théoreme ci-dessus. Pour faciliter la lecture, on
donne I’idée de la démonstration ; les détails du calcul se trouvent dans [14].

(1) Le groupe P, est de dimension cohomologique < 2. En utilisant la suite
spectrale de Hochschild—Serre, on déduit de la suite exacte 1 — U, — P, —
I, —>1:

H2(P,,, T) = H' (T H (Upn. T)) = T/t — 1, ym — €P").
Par ailleurs, I’application surjective naturelle
¢:T/Omardma—p™) = T/ (m — 1, ym — ")

est un isomorphisme. On en déduit I’isomorphisme H?(P,,, T') = T/(Om1,0mp2 —
p™). Par cet isomorphisme, il suffit de montrer le point (i i ) du théoréme et de montrer
que I’application

8@ {2-cocycles analytiques} — T

induit une surjection H*2(P,,, T) — T/(Om.1,0m.> — p™) & un élément de p>™-
torsion pres.
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(2) Le calcul délicat dans §4.1 de [14], qui montre que I’application
§@. {2-cocycles analytiques a valeurs dans V'} — V

induit une surjection H*“2(P,,, V) — V/(3m.1, dm.2 — p™), s’adapte & notre cas en
constatant que I'image d’un 2-cocycle analytique a valeurs dans 7' sous I’applica-
tion §® est dans p~2"T (cf. [14], lemme 4.14). Plus précisément, si ¢(y,v),(x.y) =
Dt jtktiz2 ¢i jiau' v/ xkyl estun 2-cocycle analytique sur Py, 2 valeurs dans T,
on construit un 2-cobord formel d (b(x y)) tel que ¢(y,v),(x,y) —(€1,0,0,1—Co0,1,1,0)UY =
db. Notons que b(y,,) ne converge pas sur P,,, mais il converge si on le restreint a
Putv,(2p)- Par ailleurs, on a la suite exacte d’inflation-restriction,

0 — H2(Py/Pmtv,2p), TP 0@P) — H2(Ppy, T) — H2(Prutv,2p). T,

ol H2(Pm/Pm+vp(2p), TPm+vp2p)) est un groupe de p2™-torsion. Ceci permet de
prouver le théoreme. O

4.2. L’application exponentielle duale de Kato en famille

4.2.1. La structure entiére de la représentation Dy ; » de P,. Soient L une
extension finie de Q, et O, son anneau des entiers. A un élément p € Do(Z,, L),
on associe une série formelle :

Zp
appelée transformée d’Amice de . On a le lemme suivant :

Lemme 4.6. L’application 1 — A, est une isométrie d’espaces de Banach de
Do(Z,, L) sur & = OL[[T]] ®z, Qp.

La transformée d’ Amice induit un isomorphisme de familles de représentations
de Banach de D juniv (#) sur 86,) ROH).
T

Lemme 4.7. Soient u,v € p™7Z,. Si | est une mesure sur 7, a valeurs dans Qp,
Uaction de (u,v) € Py, sur 4, (T) induite par celle sur Do’p;niv (W) est donne par

la formule suivante :
A (T) % (u,v) = e (1 4+ T A1+ T) —1). (10)
L’anneau Rf ;. des fonctions analytiques sur le disque v,(7") > 1, noté par C;
dans I’exemple 2.3, est un L-Banach pour la valuation vg, définie par la formule

+o00
vR,(f) = inf (0p(ba) £ ). i Y baT" € R}y

n=0
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On note R+ L son anneau des entiers pour la valuation vg, .

On note Dl le faisceau de modules de Banach sur I’espace des poids défini par :
D\(#y) = {R 1.Qp ® O(#;) pour tout entier n > 1. Comme le O(#},)-module

86p ® O(#;) est dense dans Dy (#;), I’action de P, sur 8+p ® O(H;) s’étend
en une action continue sur Dy (#;,). Ceci nous fournit un faisceau de représentations

A~

de Banach sur 7/, noté par D; ;. On note Dtj(%) = Rfap Rz, OMn)" le

sous-O(#y)*-module de Banach de D; ;(#,), qui est la structure entiere de la
O (#y)-représentation de Banach Dy ; (#5) de Pp,.

Lemme 4.8. L’action de Py, sur Dy ;j(#y) est analytique pour tout n.

Démonstration. Comme le groupe P,, est un groupe analytique compact de rang 2
engendré par u,, = (p™,0) et y,, = (p™,0), il suffit de montrer que, pour tout
f(T) € Dy,j(#y), la fonction x +— f(T) * uy, (resp. x — f(T) * y;,) est une

fonction analytique sur Z,, a valeurs dans Dy ; (#7).

Comme y* = Y %0 ( )(y—1)" pour y € P, onseraméne a estimer la valuation

M pour touti € N et y = u,,, v, respectivement. En effet, de la formule (10),

on dedult que pouri € N et y = uy ou yp, la valuation de % est > 1. On
donne I’estimation seulement pour y = y,, et I’estimation pour y = u,, se déduit de
la méme maniere.

De la formule (10) pour y,,, on a

+o00 pm .
i 1 e N i i e k—l)l_)
Ti s (ym—1) = ((1+T) 1) T_T<<Z(k)T 1).
k=1
On conclut le lemme du fait que la valuation de ( Y725 (ep )Tk 1) —lest>1
dans Dy ; (#4). O

Pour terminer ce paragraphe, on établit les formules pour les actions de 0,1 et
Om,2 sur Dy ; (#}) pour tout n.

Lemme 4.9. Si f(T) = l % aiT" € Dy ;j(#) avec a; € O(Wy), les actions de
Om,1 et Om o — p™ sur f(T) sont données par les formules suivantes :

I f(T) = p™log(1 + T) f(T).
+o00

Bm2— p™) () = p™(Q_aii(1+ T)T  og(1 + T)) = p™(j + D f(T).

i=1
Y
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Démonstration. On donne seulement le calcul pour 1’action de 9,2, et la formule
pour I’action de d,,,1 se déduit de la méme maniere :

. n m—+n 7 . n .
Tix (yh —1) A+ =) det T (vh ) - T
m

Om (T = lim ——"——= = i -
n—>o0 p n—>oo p
_i. pt i i P g i—k i
— lim det™ (ym )X k—o (1)1 +T) =D -T
T n—o0 p"

= —jp"T" + p™log(1 + T)( Y (i)k(l + Ty (1))

k
k=0
=p" (i1 +T)T"  og(1 +T)—jT). O

4.2.2. La construction de I’application expg, . On note KRI¥*+ =7 p{%} I’an-

neau des entiers de & pour la valuation v,, ainsi que Kt son complété g-adique.
On note S?;IJF I’anneau des entiers de RIE, qui est ’anneau

{ ::f)anqj’{,, € K}y 1 an € Fy tel que vp(ay) + 2 = 0},
et on note K AT' son complété ¢-adique, ainsi que K, = JCA';+ ® Qp.

Rappelons que ’application (gr: & — Bj:: £(¢) = f(§) identifie K a un
sous-anneau de B, On note KT = (qr (R D[t et Xt = (L(KS?’L\“L) ® Q)]
oll Lm ) est le complété G-adique de tgr(K ™). De méme, on note §1t1 =
(K] et Ky = (ar(R3;H) ® Q)] On a bien

(K3 = {5728 andly € Fullaum]l : an € Far tel que vy(ay) + & > 0.

On définit une application 6: JC~A“,; —- K ;f[ par réduction modulo #, qui coincide
avec celle sur §L On constate que S%IT,I est la limite projective 1<£1n (S%Itl /t"), ot les
S%I]L,I /t" sont des & T-modules de rang fini munis de la topologie p-adique.

Fixons un ouvert affinoide %, de 1’espace des poids # pour n > 1 un entier. On
a un isomorphisme O (W,,) = Z,[A] ® C,, ot C, est le sous-anneau de Q,[[77 — 1]]
consistant des fonctions analytiques sur le disque v, (77 — 1) > % et A estun groupe
cyclique d’ordre p — 1 engendré par X;. Dans la suite, on identifie O (%#;,) avec
Zp[A]l ® Cy.

Posons D = li<_mn1 (S%;}/t" N ®D1,j—2(#), qui estune O (#,)-représentation de

P,,. Elle n’est pas une QQ,-représentation analytique. On note DT = (1r (S?;“,[’L) ®
D;L’]-_Z(V/n)[[t]])/t"1 le Z,-réseau de (RL/[”) ® Dy, j—2(#») qui est stable sous
I’action de P,,. On déduit de la formule (10) que I'idéalm = (T;—1, T, Gpr) de D1
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est stable sous I’action de P,,. Ceci nous permet de définir des Z,-représentations
analytiques D12 de P,,, pour tous ny,n, > 1,

D12 = (ar(K3) @ DF, o (/) [ /1) /™.

5 . =~ . . ~+, s , .
L’inclusion D C Llnn] ((l(lnn2 DT"1:12) @ Q,) de Py,-représentations, nous

permet de définir un morphisme :
i N : i : nN+.n1,n0
H (P D) - lim H (P, (lim D*"172) ® Q)

. . i ntn1.n2
—lim ((lim H' (P, D ) ® Qp).

Lemme 4.10. Les actions de 0,,,1 et 02 — p™ surt et gy sont données par les
formules suivantes :

m

~ I ~
Ot (0) = 0.0m1Gnt) = 2 ari (1) = P, 2(Gar) = 0,

Démonstration. Le lemme se déduit d’un calcul direct, qui se trouve dans [14], §5.1.
O

Proposition 4.11. Siv,(M) = m > v,(2p) et si j > 1, alors Iapplication
Flam) = v, 77 F(Gm)

induit un isomorphisme de JC;IJF ®Zp O (W) sur

lim  ((lim  D™"1"2 /(@ 1,02 — p™) ® Qp),

<—nq <—np

oit Ay, _, est la transformée d’Amice de la section globale vj—, de D, punis ) C
o4

Dy, j—2(#n). |

Remarque 4.12. La section globale v;_, estla masse de Dirac en 0 (cf. lemme 2.16).
OnawA,,_, = 1, mais il faut faire attention que I’action de Io(p) sur D112 pest
pas triviale : si y = (¢ 2) € lo(p), ona sy, s« = s, - K" (g) det(y)?~/, ol

8» est la masse de Dirac en g (siy € P, onaa = 1etdonc k" (a) = 1).
Pour démontrer la proposition (4.11), on a besoin d’un lemme préparatoire. On
définit une valuation p-adique v, sur Fas[A] par la formule :

P2
vp(x) = inf vp(a,), six = E an Xy avec an € Fy.
0<n<p-—2

n=0
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Alors tous les éléments de D172 sont de la forme

Z ak,l,r,sTk(Tl - l)lq&ts,
0<k,l,r,s

k+l+r<np—1;
s<ni—1

ot ayrs € Fy[A] vérifie vy(ag,,rs) + 37 +k = 0.
On note My, », le sous-Z,-module de DT+"1-"2 des éléments de la forme

> arpshe, o (Ti=D'Gyt* ol apys € Fy vérifie vp(ayrs) + 0.

o<l,r,s
l4+r<n>—1;
s<ni—1

r
—_— >
M~

On constate qu’il n’existe pas d’élément de D12 tel que Om,1x appartient a
M, ,»,. Par conséquent, I’application naturelle

. Dt
¢1: My, n, —> DT 2/0m,1
est injective.

Lemme 4.13. Le Z,-module My, 5, + dm 1 D172 contiens p>m (DTN,
pour tout ny,ny > 1.

Démonstration. D’apres lelemme 4.9, onalaformule 8, 1 (T%) = p™ log(14+T)T*
et donc

m
O, 1 (T¥G3t) = p" T log(l + T)gjet +rT*Egpyett. 12)

Six € D112 alors x est de la forme

k I~
Z ak,l,r,sT (Tl - 1) CI]erS’
0<k,l,r,s;
k+l4+r<ny—1;
s<ni—1
avec dy ,r,s € Fp[A] vérifiant vy (ag ) + 37 +k > 0.
11 s’agit de montrer que tous les termes pzm(”l’Ll)ak,l,,,sTk (T, — 1)’@;4& ol
k > letag,s € Fy[A]satisfaitvy(ag,r.s)+ 47 +k > 0, sontdans d,,  DT-"172,
(i) Si r = 0, la formule (12) s’écrit alors sous la forme :

0.1 (ar 05 T(T1 = D'1%) = p™agp,05T*(T1 = 1) log(1 + T)e°.
Par ailleurs, onalog(14+7) = T(1+ /=% (i_fl)i ). On constate que 14 ;°° (l._fl)i
est inversible dans D12 et on note son inverse par g (7).
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Supposons que x € TDH"1"2, Comme vy (ax1.0.5) +k > 0, 0na vy (ax0.5) +
m+ k — 1> 0; ceci implique que

k—1 1
y= Y parsesTF T - D
0<l,s;1<k;
k+i<ny—1;
s<ni;—1
appartient 2 D172 et on a 9,1 (yg(T)) = p*"x.
(ii) Dans la suite, on suppose que 7 #% 0. On démontrera le lemme dans ce cas par
récurrence descendante sur s.
Sis =n; — 1, la formule (12) s’écrit alors sous la forme :

O, 1 @k 1, s TE(T1 — 1) G t%) = p™ags s TH(T1 — 1) log(1 + T)ghyt*.

On en déduit que am,lf)*”’”l’"z contient tous les termes p™ay ; r ¢ T*(Ty — 1)lcj]’wts
avec s =nj — 1 etk > 1;etdonc tous les termes p2’”ak,l,r,sTk(T1 — l)léjrwts avec
s=ny—letk >1.

Fixons so un entiers tel que 0 < so < ny — 2. Supposons que M, ,, +
3,1 DT1112 contient tout les termes p2 1=+ Vqy ;  TH(Ty — 1)/gh,t° avec
s > so + 1. Il s’agit a montrer que M, », + Bm,113+’”1’”2 contient tout les termes
Xk grs = pPm =St Dg L TRy — 1)!gh,t5 avec s = s etk > 1.

Comme vp(ak,1,rs) + 7 +k > 0aveck > 1, 0na vy(agyi,rs) + 57 +m +
k — 1= 0etdonc Y5y = prtrmm=solg o Tk_1(7:1 — 1)/ g%, % appartient
aD"1"2 Par récurrence, on a tyk 1 .50 € Muy ny + Om,1 D172,

De la formule (12), on a :

- rp™ .
D1 () =0 Dy TR = 1) Tog(1 + T)gr™ + ™0 =5 vt
rp™
=Xk,1,r,508(T) + 76]{\4)’[-
On en déduit que le lemme est vrai pour les termes avec s = sg. O

Corollaire 4.14. Si ny, n, sont deux entiers > 1, le conoyau Coker ¢ de ¢y est un
Zp-module de p>" ™1+ _torsion.

On revient a la démonstration de la proposition 4.11.
Démonstration de la proposition 4.11. Comme on a
(am,Z - pm)(d‘\’v‘/,za&ts) = pm (S - ] + I)Avj'fzq]r\'/[tsy (13)

le Z,-module M,,, ,, est stable sous I’action de d,,» — p"™. Donc I’application ¢
induit une application injective, que 1’on note encore par ¢,

$1: My ny/@ma — p™) = D112/ (0, 1, B o — P™).
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En plus, on déduit du corollaire (4.14) que son conoyau est un Z,-module de
p2m+D torsion.
Siny > 1, on note

(K" ®z, O) Dhny = (K" &2, OF) ") /(Th = 1, qu)™".
Pour tout n; > j 4 1, on dispose d’une application
4)0: (K]—[;+ ® (9(%)+)n2 - Mnl,nz

en envoyant f(qar) sur f(Gar)t? 1A, /_»» qui est une injection. De la formule (13)
pour s = j — 1, on déduit que ¢ induit une application injective, notée encore par

bo,
¢0: (‘7{][_;+ ® (9(%)+)n2 — Mnl,nz/(am,Z - Pm)

En composant avec I’application ¢, on obtient une application injective
¢ =100 (Kt @ O )ny = D12/ (B 1. Oz — p™).
En prenant la limite projective sur 71, on obtient une injection
K" ® Ot — (lim D52 /@1 Bz = p™) pourmy = j — 1.
Il ne reste qu’a montrer la surjectivité de
Kat @ O) — (im  DF12/ @1, 0m 2 = p™)) @ Q.
Cela se ramene a montrer que les applications

1<i—Tn2 ¢01 KA—;—’_ ® (9(%) — (]1(_111’12 Mnl,ng/(am,2 - Pm)) ® QP
et
LiLnnz ¢1 . (Linnz Mnl,nz/(am,z - Pm)) ® QP
: Nt11.12 — pn
— (1(£1n2 D /(Om,1,0m2—p")) ®Qp

sont surjectives. La surjectivité de 1(21'1 ¢o découle de la formule (13) et celle de
2
1<i£1n ¢1 découle du lemme précédent qui dit que, pour tout n; > j + 1, le conoyau
2

de ¢, est de p?™ "1+ torsion. |

En composant les applications obtenues dans les paragraphes précédents, on ob-
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tient le diagramme suivant :

H2(9g,,-Biz ® D1,j—2(#3))

(I)T
(@)

H2(Pg,, . Bl (K7 po0) ® D1, j—2(#3)) ——————— H2(Pg,,.D)

l(3)

i i 2 D+
lim ((imH2(Pg,, . D+172)) @7, Q)

J{ 4)
v

A~ 5 . . =
Kt Bz, OO <2 tim (i, B2 Ot Dm 2~ ™) €2, Q).

N

ou

e I’application (1), d’inflation, est injective car (B&)gRMﬁ"o = B&(R;}pw) et
98 p1 poo agit trivialement sur Dy, j 2 (#7) ;

® (2) est I’isomorphisme induit par “la trace de Tate normalisée” Ry (cf. propo-
sition 4.3) ;

e (3) est I’application naturelle induite par la projection ;

e (4) est I'isomorphisme de la proposition 4.5 car D712 egt analytique pour
tout (ny,n7);

e (5) est I’inverse de I’isomorphisme dans la proposition 4.11.

On définit I’application expg,,, , €n composant les applications (2), (3), (4), (5).

4.3. Application a la famille de systéemes d’Euler de Kato. Dans ce paragraphe,
on montrera le théoreme 1.4. Soient M > 1 tel que v,(M) > v,(2p) et A =

(i?) € To(p) avec &, B,y,8 € {l,....M}. On note Yma = Ly, 10 2)

fonction caractéristique de A + M M, (Z). C’est une fonction invariante sous 1’action
de 6g,, . Parailleurs, ladistribution zgate,c, 4 (vj ) appartienta H* (g ,, » Daie(M2(Q®
2" x To(p). D1,j—2(#7))). Alors, on a

la

[ Ut AZKatoe.d (V) € H2(Sg,, . Dij—2(#3))

et on note son image dans H?(8g,, . Bk (K3,

poo) ® D1 j2(#y)) par zy, 4. Pour
montrer le théoreme (1.4), il suffit de prouver :

Proposition 4.15. Pour toute paire (M, A) ci-dessus, on a

expl*(ato,v (ZM,A)

BT (M) < v(ord(a/M))Fc’“/Maﬂ/M("u S DEG s




858 S. Wang CMH

Pour démontrer ceci, nous aurons besoin d’écrire un 2-cocycle explicite représen-
tant zs, 4 et le suivre a travers les étapes de la construction de 1’application expg . , -

4.3.1. Constructiond’un 2-cocycle. Rappelons que notre famille de systemes d’Eu-
ler de Kato est construite selon le méme chemin que celui du systeme d’Euler de Kato
classique. Ceci nous permet d’utiliser la construction d’un 2-cocycle explicite pour
le systeme d’Euler de Kato classique dans [14], qui est reliée a la construction du sys-
teme d’Euler de Kato. On expose le résultat ci-dessous, et renvoie le lecteur intéressé
a §5.2 dans [14] pour les détails de la construction.

Soient A1, A, deux G-modules a gauche. Si x; € Aj,x; € Areto, Tt € G,on
définit un élément {x1 @ X2}¢,r := (X1 ¥ (10 —0) @ (x2%x (0 —1))) € A1 ® A». Un
cocycle explicite, qui présente I'image de zps, 4 dans H?(Pg,,, S%IT,, Dy, j—2,7),est
donné comme suit :

Théoréme 4.16. Si on note
0,T
log(< ao) bo )

co do
n

= {log ((c? = ((NOG”", G40 T39)) ® log ((d2 = (dNOG”" . G3§ Tu))} g0
Zpm,A peut se représenter par le 2-cocycle

n—>+o0 ao bo
co d() co dO

. —2n (0,7)
(o,t1) > lim p Z ,A(ao bo)uj log( )

la somme portant sur I’ensemble

U™ .= {(ap, by, co. do) € {1,..., Mp"}* | ap = a, by = B,
co =y,dy = 8m0dM}.
4.3.2. Passage a I’algebre de Lie. On utilise les techniques différentielles pour
calculer I'image du 2-cocycle
(o,7)

: —2n
(0.7) > nllr-ll:loop Z Avj*(ao bo) IOg(ao bo)’

co do co do

obtenu dans le théoréme ci-dessus, dans JC;; ® O(#y) par I'application expg,, -
Plus précisément, cela se fait comme suit :

Recette 4.17. Sin; > j + 1, on définit une application resglf;: D — (JC;,}JF @92,,
OMy)/ (qM)k en composant la projection

-~ N /N1 : nN+,11,12 _om
D — D/t —>(1<£nn2D /(Om,1,0m2—p")) @ Qp
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avec I'inverse de I’isomorphisme dans la proposition 4.11. En prenant la limite pro-
jective sur k, on obtient un morphisme res,, ; : D — Koy & ®z, O(#y). Silaclasse
de cohomologie

c= (™) eclim (lim H (PQM,D+ "2) @ Qp)

<—n| <—np

est représenté par une limite de 2-cocycle analytique (o, 7) > c((,"t1 n2) qur Pg,, ava-

leurs dans D172 alors I'image de ¢ sous I’application (5) estres,_; (p~2"§?(c)),
ot §@ est I’application définie dans la proposition 4.5.

Comme le 2-cocycle (0, T) > limy— 400 p72" Y vj % (20 Zg )lo g((a r) ) obtenu
co do

dans le théoreme ci-dessus est la limite de 2-cocycles analytiques a valeurs dans D, on
peut utiliser les techniques différentielles pour calculer son image dans X ;f R0 (#y)
par I’application exponentielle duale expg,, , -

Si f(x1, x2) estune fonction en deux variables, on note D (resp. D5) l’opérateur
X1 % (resp. xzdi). Sin € Neta,b € Z, on pose f(") = f(G"", cjj“’,[CM). Du

développement limité du terme de (u, v) f ™ _ = f(G*", dy I‘f}‘+be )enu et v, on
déduit que :

I [ = LDy (0 et 0@ =, @
ce qui joueront un role dans les démonstrations du lemme 4.18 et 4.20 ci-dessous.

Lemme 4.18 ([14], lemme 5.15). On note

851?)),b0,60,d0 - 3(2)({ log (rc 9‘5 i ) ® log (rd eco do)} z)'

Ona
‘(j))stacOst = %%0)12 - Djlog (rces’;?bo) - D5 log (rd 96( )do)
D’apres le lemme 4.9, on a les formules suivantes pour 1 et dp, 2 Sur zAavj (@ Z) :
Lemme 4.19. On a les formules suivantes :
Bm,l(eAvj*(? 2)) = p"log(l + T)‘A’v_/*(‘; by s

_ ,m(b :
am’Z(‘Avj*(‘c’ 3)) =p"(2log(1+T)— J)Avj*(‘c‘ 3).



860 S. Wang CMH

Démonstration. Ce lemme est une traduction du lemme 4.9. On donne seulement le
calcul pour 9,2 : on note y = (¢ 2) etona

8m,2(<’4’v‘,—*y) + pmJ.‘A’V‘/*V

(Z)k(l + T)T* log(1 + T)).

+
3

= .2 (k"™ (a) det(y) ™/

PoniESE IS

k .
)T )+ P J Avay

S

s I

b

= P (@) det(y)—f(

x~
I

1

b b
b b _
En utilisant la formule k& (”) =5 (“ ) on obtient

k “\k—-1
, b
8m,2('A’vj-*y) +p"j 'A’vj-*y = pmg log(1 + T)Avj-*y- O
Lemme 4.20. Sis > j + 1eta,b,c,d € Z tels que y = (¢ 3) € lo(p), alors,
dans
: : D+
l(lnn1 ((Lﬂlnz(D "2 [(Om,1. 0m2 — P™)) ®2z,, Qp) ,
ond ( d—>b ) s+1
m ) _ (ad —be)t () @)
Aveyt fop 8eq = aM(j + 1—9) 0 Jab "Dag. g
Démonstration. On en déduit que
(@(p™ = Bm.2) + bOm,1) (A, wyt® £ 80
, (ad — be)tst!
= (a(] +1 —S)pmtsfa(’r;)ggz - ’”Tfa(,’}))nggg Ay xy s
est nul dans 1(i£1nl ((l(iiln2(]~)+’”1’”2/(8m,1, Om2—p™) Qz, Qp), pours > j + 1.
O
Corollaire 4.21. Siy = (ﬁg Zg ), alors on a
@ k"™ (ao) ™ . (n)
resy, (’AV./’*VSao,bo,co,do) = -D> log(rceazybo)'Dé log(rg chﬂdo).

al "M —1)!

Démonstration. D’apres le lemme 4.18 et le lemme 4.20, on a

)
e)4")]‘ xy * Sao,bo,C(),do
(aodo — boco) ™!
= Av;_ouy [YE - D3 log (”691521)0) - D3 log (rdQC(Z,)dO)

. (apdy — boco)? 7271 i
1-5 (@odo = boco) Ay, oy - D2 log (rceég)bo) - DI log (rs0

=M
ag ™' (j = D! ’ oo

).
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bo -
D’autre part, on a A, _,xy = (1 + T)“ (apdo — boco)> 7 k"™ (ag). Le corollaire
se déduit de la définition de res,_;. O

On rappelle le fait que D} log (re 9;’3) = ¢?E,(x1, x2) — ¢" Er(x1, X5), noté par

E:.r(x1,x2).Sib =8 mod Metd =8 mod M,ona{ll"l = é’f,l et é’f,f = ZI‘E,I
Donc par le corollaire 4.21 et le calcul que nous avons fait, on obtient :

expl*(ato,v (ZM,A)

M= . 1= " n
= Gondm X KMoy Eeala” dii ) B @ a5
J ’ ap=a[M]
co=y[M]
1<ap,co<Mp"
Enfin, on utilise le lemme suivant pour terminer le calcul :
Lemme 4.22. Sil <reNetc,d € Z;, ona
(1)
Z Ei(qpn’ngé‘gl) = El(,j/g\,l’g/M
co=y[M]
1<co<Mp"
et
> Eai@” a5 = ES) s
;4" -dm M) = Eqyms/mo
co=y[M]
1<co<Mp”
(2)
Tim Y ™ ao)ay  Eeala” d3yhy)
ap=a[M]
1<ap<Mp"
. o Jj-1 . M .
= M7 ord (—) K““‘v(—)F "™, 7).
" ord(a/ M) ca/M.B/M( 7)

Démonstration. Le (1) est montré dans lemme 5.17 de [14]; on ne montre que le
(2) dans la suite. On remarque que la limite dans (2) est une limite p-adique. La
démonstration se divise en deux parties : la premiere consiste a comparer les séries
de Dirichlet formelles associ€es aux g-développements de ces familles de formes
modulaires p-adiques et la deuxiéme consiste a comparer les termes constants de ces
deux familles.

(i) (Comparaison de deux séries de Dirichlet formelles) On se ramene a montrer

(o c N : 1—7 n
que la série formelle associée Alim, o0 Y go=aim] k"™ (a0)ay ' E1(q”" . 45, éfl)
1<ap<Mp"
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et celle associée a M7/ ord(%)j_lK““iV(MW)Fa/M,ﬂ/M(K““iv,j) sont les
mémes.

D’apres la proposition 3.7, on a :

n By _ (D ny (1) n
El(qp JIZ,?CM) = EaO/Mpn’ﬂ/M(qp ) = Fao/Mpn,ﬂ/M(qp )

Donc :
. i 1-j n
nll)n;o Z KumV(aO)aO ]El(qp ,q;’é)é‘]@)
aoE(X[M]
1<ap<Mp"
. i 1—j 1 n

= Jim 37 k"™ @o)ag ! Folapn gy @)
aoEC([M]
1<ap<Mp"

Soit F(I(S}Mp,,,,ﬁ/M (@) = 2 e+ bmq™ etsoit 3, o+ fn—”'s la série de Dirichlet

formelle, a coefficients dans Q%°!, associée a Fa(;} Mpn /M (g). On déduit de la
proposition 3.7 que

bm * n *
S = Gao/ Mp" )5 (B.s) = L(—ao/ Mp" )" (~B.5).
meQ+

Par conséquent, la série de Dirichlet formelle 2 coefficients dans Q<! associée
(1) n . .
F ,ﬁ/M(ql’ ) satisfait :

ag/Mp"
S = T
n S S
megt P meot " (16)

= p "G (ao/Mp", )L™ (B/ M. 5) = L (—ao/ Mp", $){* (=B/ M. 5)).

Soit ZmEQ+ Am nm~° la série de Dirichlet formelle a coefficients dans QY ®
O (W) associée au g-développement de

i 1—j 1 n
Z Kumv(ao)a() ]Fa(o}Mp”,ﬂ/M(qp )
a()EO[[M]
1<ag<Mp"

Alors, de la formule (16), on obtient :

A
X

meQi

pr-1

B o (K" (o + i M) (o +iM)

- Z Z ( (kp™ + aMO)s

K" (—q — i M) (—a — i M)
(kp" — 37 + (p" —1))°

£ (B/M.s)

i=0 k=0

4 KuniV(_l)(_l)Z—j .

"B/ M.5)).
7)
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Dans la suite, on donne les calculs pour le terme umv(“(;; 1:2(‘}5: )’YM i C*(B/ M, s)

ci-dessus, et le terme restant se calcule de la méme maniere :

Z KuniV(aO)aé_jp_nsé'(ao/Mpny $)C*(B/ M. s)

ap=a[M]
1<ap<Mp"
:%;[M] “(ao)ay ! Z(k +M,,n M)
1<ao<Mp"
_ umv(ao)ao
= ) Z 2 +ao)sz(ﬂ/M,s).

ap=a[M] k=0
1<ap<Mp"

En prenant la limite p-adique de la formule (17) et en utilisant le fait (p, @) = 1,
ona:

. m,n
lim
n—o00 s
meQ’j_
] Kuniv(M&)(M&)l—j
= Jim, B
ir=<a<fr+p”
a=4r mod Z
" Kuniv(M&)(M&)l_j
uniY (1) (=1)> 3 = g*(—ﬂ/M,s)).
~ gy <o gy "
d=—4r mod Z

C’est la méme série de Dirichlet formelle associée au g-développement de

1—j a - univ M - univ
M ord 7 K W Foym g/ (€™, ))

(cf. 1a formule (6) pour le g-développement de F, IM.B/M (KM 7).

(i1) (Comparaison de termes constants) On rappelle que la mesure i, sur Z, dont

) . 2 o .
sa transformée d’ Amice est CT — , satisfait les relations :

e
a+7T)c -1

/Z (Xa/a0)¥ 1te = —ord(ar/ M) (czg(%, —k) - c“%(%, —k);

/pnz (Xa/a0)¥ e = —ord(ar/ M) (czg(anM, —k) — cl—kg(%, —k)).

19)
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On constate que le terme constant de la série a gauche de la relation voulue est la
somme de Riemann

. i 1—j( 2 ao {{c)ao
nly_?oo § : Kunlv(ao)ao (C é‘(pnM,O)—Cé'( M 0],
ap=a[M]
1<ap<Mp"

et donc il se traduit en I’intégration p-adique

Ml_jord(i)j_zic““iv(L)/ K" (X 0 ) (Yayma) >~
M ord(a/M)) [z, o/ MI\ e/ ¢

On en déduit que le terme constant de la série a gauche de la relation voulue est

1—j o /=2 univ M 2—j univ
M7/ ord (M) K (W)W(OQ/M) ]ZP,C(K ,Ol/M).

Ceci permet de conclure. O

En appliquant ceci & expy,, ,,(Z0,4), on obtient

* 1 —2j o Jj—1
eXpKato,v(ZM,A) = WM ord M
; M . G
univ univ 7)
“ (ord(a/M))FC’“/M,B/M(K ’J)Ed,y/M,S/M'

Ceci termine la démontration du théoréme 1.4.
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