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Représentations Cristallines et F-Cristaux :
le Cas d’un Corps Résiduel Imparfait.

OLIVIER BRINON (¥) - FABIEN TRIHAN (**)

1. Introduction

Soit K un corps de valuation discréte complet, de caractéristique 0, a
corps résiduel k de caractéristique p. On note Og 'anneau de ses enti-
ers. Soient w une uniformisante de K, K une cloture algébrique de K et
Gx = Gal(K/K).

Supposons k parfait. Soient W = W(k) 'anneau des vecteurs de Witt
a coefficients dans k, o I'endomorphisme de Frobenius sur W et
© = W[ul. On prolonge ¢ a S en posant (1) = u”. On note E(u) € Wlu]
le polynome minimal de w sur Ky = W[p~'], et Mz(p) la catégorie dont
les objets sont les ©-modules libres de rang fini 9){ munis d’'un opérateur
de Frobenius ¢*0t — I de conoyau tué par une puissance de E(u), et
dont les morphismes sont les applications ©-linéaires compatibles aux
Frobenius.

A 1a suite des travaux de Breuil (cf [4], [5]), Kisin prouve (entre autres)
les résultats suivants.

THEOREME 1.1 ([15, Theorem 0.1]). 1l existe un foncteur pleinement
fidele de la catégorie des représentations cristallines de Gg & poids de
Hodge-Tate positifs dans la catégorie Mz(p) @z, Q.

I1 donne en outre une caractérisation de 'image essentielle.
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THEOREME 1.2 ([15, Theorem 0.3]). Toute représentation cristal-
line @ poids de Hodge-Tate dans {0,1} provient dun groupe p-divi-
sible sur Og.

Il donne aussi une classification des groupes p-divisibles a isogénies
pres et des schémas en groupes finis et plats sur Ok en termes ©-modules
munis d’'une structure de Frobenius.

Signalons au passage la conséquence suivante du théoréme 1.2 :

COROLLAIRE 1.3 (¢f [6, Corollaire 5.3.4]). Soient A une variété abéli-
enne définie sur K et V,(A) son module de Tate tensorisé par @,. Alors A
a bonne réduction sur O si et seulement si V,(A) est une représention
cristalline.

Le but de cette note est d’expliquer comment on peut déduire des
résultats de Kisin des énoncés analogues lorsque le corps résiduel k est
seulement supposé avoir une p-base finie. La théorie des représentations
cristallines a été décrite dans [7], et fait 'objet de rappels dans la section
3. On construit des anneaux et des foncteurs analogues a ceux de Kisin.
Dans la plupart des cas, les propriétés de ces derniers peuvent se
prouver en plongeant simplement K dans un corps K de méme uni-
formisante, mais de corps résiduel parfait. Cela est possible grace au fait
quil n’y a pas d’hypothése sur le corps résiduel dans les travaux de
Kedlaya (¢f [13], [14]), qui sont utilisés par Kisin, ainsi que par le fait que
la théorie de Dieudonnée sur un corps admettant une p-base finie
«marche» aussi bien que dans le cas parfait en vertu d’'un résultat de de
Jong (cf [8, Theorem 4.1.1]). Les théoremes 1.1 et 1.2 se généralisent
alors en le corollaire 4.18 et le théoréeme 6.10 respectivement. Re-
marquons que pour le corollaire 4.18, la catégorie Mz (p) doit étre rem-
placée par la catégorie Mz (p, V) (¢f définition 4.16) : la réduction modulo
u des objets est munie d’'une connexion, c’est 1a un phénoméne nouveau
par rapport au cas ou k est parfait.

La rédaction de ce travail a eu lieu a la Graduate School of Mathema-
tical Sciences a 'Université de Tokyo : les auteurs remercient T. Saito de
son accueil. Le premier auteur a en outre bénéficié du soutien du Marie
Curie Resarch Training Network, dans le cadre du Réseau Européen de
Géométrie Algébrique et d’Arithmétique, tandis que le deuxiéme auteur a
bénéficié du soutien du FNRS. Le deuxiéme auteur souhaite enfin re-
mercier Mark Kisin pour avoir bien voulu répondre a quelques questions
concernant son article.
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2. Notations

On suppose que k admet une p-base finie. On note v la valuation de K,
normalisée par v(p) = 1. On note C le complété de K pour la topologie p-
adique. C’est un corps algébriquement clos. La valuation v et 'action de Gx
s’étendent a C par continuité. Pour tout sous-corps /' de C, on note Op
lanneau des entiers de F et Gr = Gal(K/F)si K C F C K.

Choisissons ty, .. .,t; € Ok des reléevements d’'une p-base de k. On note
e € N l'indice de ramification absolu de K : on a v(w) = 1/e.

Soit Ok, le sous-anneau de Ok tel que :

(1) Ok, est un anneau de Cohen pour k;
@) t1,...,tq € OKO-

On pose Ky = Ok, [p~']: on a alors Og = Ok,[w] et le polynéme mini-
mal de w sur Kj est un polyndome d’Eisenstein E(u) € Og,[u] de degré e.
On se donne @ = (™), _\ € OX une suite cohérente de racines p"-iémes
de w:onaw? =wet (@) = o™ pour tout n € N. On pose K, =
= K[@w™], _\- Cest une extension totalement ramifiée de K.

On se fixe un relevement o: Og, — Ok, du Frobenius de k. D’apres [3,
Corollaire 1.2.7 (ii)], cela équivaut a la donnée d’éléments x,...,xq € Ok,
tel que @; = t! mod pOk, pour i € {1,...,d}.

On note Ok, le séparé complété, pour la topologie p-adique, de la limite

inductive du systeme
a

Ok, — Ok, — Ok, — ++-

C’est un anneau isomorphe a 'anneau des vecteurs de Witt a coefficients
dans la cloture radicielle k24 de k. Quitte & changer K, on peut supposer que
Ok, C C.Ondispose de l'inclusion i, : Og, — Ok,, de sorte que I'application
o sur Ok, est induite par le Frobenius des vecteurs de Witt sur Ok, (qu’on
note encore o). On pose Ky = Ok, [p~'] et K = KK,. Ce sont des corps de
valuation discréte complets de caractéristique 0, de mémes uniformisantes
que K et K respectivement, et de corps résiduel k24 parfait. On note K la
cloture algébrique de K dans C. On a donc la situation suivante

~AN— A —Q

— x>
-

/
_—
_—

=

0
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On note @ le module des différentielles continues de Ok, relative-
ment 4 Z :

= lim Qo /Z/p”QOK /Z-
w>0
et d: Og, — Q la différentielle canonique. Le Og,-module Q est libre de
base (d#;)1<i<d-

On note Repq (Gk) la catégorie des représentations p-adiques de Uk,
dont les objets sont les @,-espaces vectoriels de dimension finie, munis
d’une action linéaire et continue de Gk, et dont les morphismes sont les
applications @,-linéaires Gg-équivariantes. On note Rep(Gx) la sous-
catégorie plelne de RepQ (Gk) constituée par les représentations cris-
tallines, et Repcm(gK) la sous-catégorie pleine de RepQ (Gk) constituée par
les représentations cristallines a poids de Hodge-Tate dans {0,1} (cf.
section 3).

Si R est un anneau, on note BT(R) la catégorie des (p-)groupes de
Barsotti-Tate (= groupes p-divisibles) sur Spec(R). Rappelons que ses
objets sont les ind-schémas en groupes G sur Spec(R) tels que G est de p-
torsion, p-divisible et G(1) = Ker(p: G — @) est fini localement libre, et que
ses morphismes sont les homomorphismes de groupes sur Spec(R). Si
n € N-pet G € BT(X), on note G(r) le noyau de la multiplication par p™ sur
G. C’est un schéma en groupes fini et localement libre sur X de rang p™ ol
h est une fonction localement constante sur Spec(R) (la hauteur de G).

Si Ge BT(Og), on note Tp(G) = HomBT(OE)(Qp/va G Koy OE) son
module de Tate. C’est un Z,-module libre de rang % (ou & est la hauteur de
(), muni d’une action linéaire continue de Gg. On définit ainsi un foncteur
de BT(Ok) dans la catégorie des Z,-modules munis d’'une action linéaire
continue de Gg. Comme Ok est un anneau de valuation discrete dont le
corps des fractions est de caractéristique 0, ce foncteur est pleinement
fidele (cf. [19, Corollary 1 of Theorem 4]).

On pose alors V,(G) = @, ®z, T)(G) :onaV,(G) € Repr(gK). D’apres
ce qui précede, on obtient ainsi un foncteur pleinement fidele

V,:BT(Ok) ®z Q — Repr(gK)~

3. Rappels sur les représentations cristallines.

DEFINITION 3.1. Un (¢, V)-module filtré sur K relativement a K, est un
Ky-espace vectoriel de dimension finie D muni des structures supplé-
mentaires suivantes :
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(1) un opérateur de Frobenius ¢,: D — D qui est o-linéaire et dont
le linéarisé ¢*D — D est un isomorphisme;

(2) une connexion intégrable quasi-nilpotente V:D — D ®o,, Q
pour laquelle le Frobenius est horizontal;

(3) une filtration decroissante séparée exhaustive Fil*Dg sur
Dg = K ®g, D telle qu'on a la transversalité de Griffith pour V.

Les (¢, V)-modules filtrés sur K relativement a K, forment une ca-
tégorie additive @,-linéaire qu'on dénote par MF x, (¢, V).

REMARQUE 3.2. Cette catégorie ne dépend pas du choix de ¢ (i.e. de
K)), parce qu’elle est équivalente a la catégorie des F-isocristaux sur k dont
I'évaluation en un (Og,pOk) est munie d’une filtration décroissante sé-
parée exhaustive.

DEFINITION 3.3. Soit D € MFg k (9, V). On dit que D est effectif si
Fil’Dg = Dg. On note MF%K (p,V) la sous-catégorie pleine de
MFx/k,(p, V) constituée des (p, V)-modules filtrés sur K relativement a K|
qui sont effectifs.

On désigne par MFET K/Ko (p, V) la sous-catégorie pleine de MF% &2, V)
constituée des (p, V)- modules D tels que FIIZDK =0.

34. Si D € MFg/k,(p, V) est de dimension 1, on a D = Ky et il existe
o € Ky et i e Z tels que p(x) = ax, Fil Dk = Dk et Fil'"'Dg = 0. On pose
tn(D) =v(o) (cela ne dépend pas du choix de x) et ty(D)=/1.
D € MFg g, (p, V) est de dimension £, on a une structure de (p, V)- module
filtré sur K relativement a K sur le K, espace vectoriel det (D) = /\ D, et
on pose ty(D) = ty(det (D)) et ty(D) = ty(det (D)). On définit ainsi des
fonctions additives sur la catégorie MFg g, (¢, V).

DEFINITION 38.5. Soit D € MFg k,(p, V). On dit que D est faiblement
admissible si

1) tvD) =tuD);
) tn(D") > ty(D') pour tout sous-objet D' de D dans MF g k, (¢, V).

On note MFR . (p,V) (vesp. MFf"/eff((pN) resp. MFf"/BT(go,V)) la
sous- categorle pleine de MFg g (p,V) (resp. MF%ﬁ;K (p, V), resp.
MF K /K (p, V)) constituée des (p, V)-modules filtrés sur K relativement a
K, faiblement admissibles.
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3.6. Rappelons la construction des anneaux A et Besis, et 'équiva-
lence de catégories entre la catégorie des représentations cristallines de
Gk et celle des F-isocristaux filtrés sur K faiblement admissibles.

On note R la limite projective du systéme

les morphismes de transition étant donnés par le Frobenius. On a une
bijection (compatible a la multiplication)

o= (), oy € OF, e N) (@) =) ~ R

donnée par la réduction modulo p. Par exemple, la suite @ = (w(”))% N
définit un élément de R. L’anneau R est une F-algebre parfaite, valuée
par vg(x) = v(¢?) et munie d’une action de Gx.

On dispose d’un homomorphisme surjectif et Gx-équivariant d’anneaux

0:W(R) — O¢
(.%'0,901, R ) — Zp”:)cgl).
n=0

admettant pour noyau l'idéal principal engendré par & = [p]—poup € R
est tel que p© = p. Il induit un homomorphisme de Ok, -algébres

1®0: OKO Rz WR) — Oc¢.

L’anneau A est alors le séparé complété, pour la topologie p-adique, de
I'enveloppe a puissances divisées de Ok, ®z W(R) relativement a I'idéal
Ker(1 ® 6), compatibles aux puissances divisées canoniques sur I'idéal en-
gendré par p. C’est une Og,-algebre munie d’une action de Gg, d'un opér-
ateur de Frobenius ¢ et d’une connexion intégrable quasi-nilpotente
V:Auis — Ais ®oy, Q pour laquelle ¢ est horizontal. Le Frobenius et la
connexion commutent a 'action de Gg. En outre, 1 ® 6 induit un homo-
morphisme surjectif 0: Aqis — O¢ dont le noyau admet des puissances di-
visées. Enfin, on dispose de t = log ([¢]) € A5 ol ¢ € R est tel que ¢® =1
et e £1.0napl) =t et V() = 0.

On pose Buis = Auislt 1], c’est une Ky-algébre munie d’une action de
Gk, dun opérateur de Frobenius ¢ et dune connexion V:Bgis —
— Beis R0y, Q pour laquelle ¢ est horizontal.

On note Ay le séparé complété de Ox @z W(R) pour la topologie
(1 ® 0) 1 (pOc)-adique. L’homomorphisme 1  # induit un homomorphisme
de K-algébres 0:Ay¢[p~'1 — C et on note Bjy le séparé complété de
Aie[p~'1pourlatopologie Ker()-adique. C’est une K-algébre (et méme une
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K-algébre) munie d’une action de Gk, et d’une connexion intégrable
V:Bir — Big ®0x, Q qui commute & Paction de Gg. Si Bix de51gne le sous-
anneau des sections horizontales, on a t € By et Bjy = Byg [u1,. . ., uql
ouu; =t; — [t ] avect € R défini par t(O) =t;. On pose Bgr = dR[t T que
Pon filtre par Fil'Bgg = /B rR[E,... “d “]. L’action de Gk et la connexion
s’étendent a Byg (on a la transversahte de Griffith).

On a une inclusion B € Bqr compatible a l'action de Gk et a la con-
nexion. Il induit un homomorphisme de K-algebres K ®g, Beris — Bar- Ce
dernier est injectif, et on a B = K, et Bj% = K.

3.7.S1V e Rele)(gK), on pose
Dcr‘is(V) = (Bcris ®QP V)gK et DdR(V) = (BdR ®Q[) V)gK

D’apres ce qui précéde, Dgis(V) est un Ky-espace vectoriel muni dun
opérateur de Frobenius o-linéaire et d'une connexion intégrable quasi-
nilpotente, et Dgr(V) est muni dune filtration (décroissante séparée
exhaustive) et d'une connexion intégrable qui vérifie la transversalité de
Griffith. En outre, on a une application K-linéaire injective

K RK, Dcms(v) - DdR(V)

Cela munit Ds(V) d’une structure de (¢, V)-module filtré sur K relative-
ment a Ky (en munissant Dgs(V)g de la filtration induite par celle de
Dar(V)).

On dispose des applications de périodes

fxcris(V): Bcris ®KO Dcris(v) - Bcris ®Qp v
aqr(V): Bar ®k Dar(V) — Bar ®q, V

dont on montre qu’elles sont toujours injectives ([7, Proposition 3.22]), de
sorte que dimg, (Deis(V)) < dime V) et dimg Dgr(V)) < dime (V). On
dit que V est cristalline (resp. de de Rham) lorsque oeis(V) (resp. oqr(V))
est un isomorphisme (i.e. lorsque dimg, (Deis(V)) = dime (V) (resp.
dimg (Dgr(V)) = dime (V))). On peut montrer que la notion de repré-
sentation cristalline ne dépend pas des choix de K et de o ([7, §3.6]). La
sous-catégorie pleine de Repg, (Gx) dont les objets sont les représentations
cristallines (resp. de de Rham) est notée Rep,,is(Gx) (resp. Repgr(Gk)). SiV
est une représentation cristalline, alors V est de de Rham et 'homomor-
phisme K ®g, Dgis(V) — Dgr(V) est un isomorphisme ([7, Proposition
3.30]).

On peut en outre montrer ([7, Proposition 4.27 & Corollaire 4.37]) que si
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V € Repyis(Gk), alors Dgis(V) € MF%/KO(@V), et que la restriction du
foncteur D5 8 Repi(Gx) induit une équivalence de catégories

Dasis: Repeis(Gx) — MFE 1 (9, V),
dont un quasi-inverse est donné par

=1 . .
Veis(D) = Beis @k, D)7 NFil’Byr ©x Dx)¥ ="

ProPoOSITION 3.8 (¢f [15, Corollary 2.1.14]). Le foncteur d’oubli
Rep..;s(Gk) — Rep(Gk_.)

est pleinement fidele.

DEMONSTRATION. Soient V; et Ve deux représentations cristallines de
Gk, et f: V1 — Vz une application @,-linéaire Gx_-équivariante. Il s’agit de
montrer que f est en fait Gx-équivariante.

On dispose des sous-groupes G et Ggx_ de Gg. Comme I’homomor-
phisme K ®@x K, — KK, = K, est un isomorphisme (cela se voit avec la
ramification), on a K N K, = K, et Gk est engendré par Gk et G _. Il suffit
donc de vérifier que f est Gx-équivariante. Les représentations V; et Vs
étant cristallines, leurs restrictions a Gi le sont a fortiori, et comme f est
Gk -équivariante, il suffit d’appliquer [15, Corollary 2.1.14]. O

4. (p, V)-modules filtrés sur K et (p, V)-modules sur S

Soit A (resp. Ag) 'anneau des fonctions holomorphes sur le disque
unité a coefficients dans Ky (resp. Ko) :

n=0

A= {Zanu", a, € Ky, (Vr € R+) nlim nr + v(ay,) = +oo}.

On le munit d’'un opérateur de Frobenius ¢ prolongeant ¢ sur K (resp. Kg)
en posant o(u) = uP. L'injection i,: Ky — K¢ se prolonge alors en une in-
jection i,: A — Ax compatible aux Frobenius.

REMARQUE 4.1. Comme Ok, est un Og,-module libre (de rang p?) via
o, Panneau A est A-module libre (de rang p®*!) via ¢. En particulier, le
morphisme o:.4 — A est plat, si bien que l'extension des scalaires
M-»a* M est exacte, fait qu’on va utiliser implicitement dans la suite.
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DEFINITION 4.2. On note M 4(p, V) (resp. M 4, (p)) la catégorie dont les
objets sont les A-modules (resp. Ax-modules) M libres de rang fini,
munis d’'un opérateur de Frobenius o-linéaire ¢p: M — M tel que
Coker(1 ® ¢: 6* M — M) est tué par une puissance de E(u), et tels que le
Og,-module M /uM est muni d’une connexion intégrable quasi-nilpo-
tente V: M/uM — (M/uM) ®o,, Q pour laquelle 'opérateur induit par
¢ est horizontal (resp. rien).

Les morphismes sont les applications A-linéaires (resp. Ax-linéaires)
compatibles aux Frobenius et aux connexions.

On note M ﬁT((p, V) la sous-catégorie pleine de M 4(p, V) constituée des
M tels que Coker(1 ® ¢:* M — M) est tué par E(u) (et pas seulement
une puissance de E(u)).

4.3. Rappelons qu’on dispose de ’élément
1°—°[ E(uw)
) E(0)
(le produit converge bien dans A car E(u)/E(0) € 1 + uOg,[ul + Og,u’/p
et donc 6" (E(u)/E(0)) € 1+ u”" Ok, [u] + Ok,u" /p. Remarquons en outre
que A = g%‘)) a(/), sibien que a(1) € Efu) A*. En particulier, le Frobenius o se
prolonge & A[/ 1], et on a o(A A= E(lﬁ)' A.
Rappelons par ailleurs que Kisin a construit (cf. [15, 1.2, Theorem
1.2.15]) un foncteur pleinement fidele

Mk MF%f?KO((ﬂ) — M 4, (p)

de la facon suivante. R

Posons W = Ok,, ©x = W[ul et pour » € N, notons &k, le séparé
complété de K[w™] @w Sk en Iidéal (maximal) engendré par u — ™.
On filtre le corps @ML [(u— w(’”)*l} par Fﬂié‘g_’n [(u— w(n))fl] =
= (u— w("’))l@g,n pour i € Z.

On a les inclusions S C Ax C @K,n [(u— w(”“)fl] (la deuxiéme cor-
respondant au developpement de Taylor en @w™).

SiD e MFt K/Ko (p), on dispose d’une application (de localisation)

I Ax ®k, D e Ag ®g, D — @b\w ®x D

ou ow: Ax — Ag est application qui agit par ¢ sur Ky et telle que
aw(u) =u et pp: D — D est Popérateur de Frobenius de D. Comme le
corps résiduel de K est parfait, les applications oy et ¢, sont bijectives, si
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bien que z, est bien définie. Elle se prolonge en une application
e A2 ©x, D — S| (0 — ™) 7] @k Dy
et on pose
My (D)= {x € A2 @k, D, (vn €N) 1,@) € Fil’ (S, [(u— =) ] @k Dx)}

ot le module @M [(uw— ™) ] ®k Di est muni de la filtration du produit
tensoriel, définie par

Fil' (S, [(u—o®) 1] 0k Dk) = Y Fi S, [(u — ™) '] @x FiI' 7Dy
JjeZ

et ot U'opérateur de Frobenius ¢: Mg (D) — Mx(ID) est induit par o ® ¢,
sur Ag[2 @k, D

REMARQUE 4.4.  Soit D € MF{'); (p) et

rp =max {i €N, Fil'Dg # 0}

alors comme

M (D) C {x € Ali @, D, @ € Fil’ (Sxo[(u — @) '] @ Dx)},
on a

Ag ®k, D € Mg (D) C 17 Ag ®k, D.

Cela résulte de ce que a"(1) € Fill@x,o \ Fﬂz@Kﬂo (car £ a une racine
simple en w).

En outre, Coker(1 ® ¢:0* Mx(D) — Mx(D)) est tué par E@w)'™ (cf
[15, Lemma 1.2.2]).

4.5. Par ailleurs, on a un foncteur (¢f [15, 1.2.5])
DM, (p) — MFSS, (g)

défini par Dx(M) = M/uM (cest un Ky-espace vectoriel vu que
Ax /uAx ~ Kp), muni de l'opérateur de Frobenius induit par ¢,, La
filtration de Dx(M)x est plus délicate a construire (¢f [15, 1.2.7]). En
outre, ce foncteur est un «quasi-inverse» a gauche de My (i.e.
Dx o Mg ~ IdMF‘?fKO((ﬂ) ¢f [15, Proposition 1.2.8]).

4.6. Soit D € MF§{x (9, V). On pose Dy, = Ko @, D. Cela définit un
objet de MF [\ (@), le Frobenius étant induit par ¢ ® ¢, et la filtration par
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FiliDK =K®g FiliDK pour ¢ € Z (bien sir, on tue la connexion). On pose

MD) = {xe Al M@k, D, (vneN), 1) € Fil° (Sk, [(u—=™) ] @k Dx)}
= (A @k, D) N Mx(Dx,)
I'intersection étant prise dans Ax[271] ®k, D. Il est clair que M(D) est un .A-

module, car c’est le cas de A[171] @k, D et Mx(Dx,) est un Ag-module.
Notons que si 7p = max{i € N, Fil'Dg # 0}, on a

(*) A RK, DCMDCI™A RK, D

(cf. remarque 4.4).
LEMME 4.7.  Pour tout n € N, la A-algebre @ABM est plate.

DEMONSTRATION.  On écrit 'application A — ©x ,, comme le composé
des homomorphismes

A— K, QK, A— (Kn RK, .A) ad @K,n

(u—wo™)

le premier est plat car libre, le deuxiéme est une localisation et le troisiéme
la complétion d’'un anneau de valuation discrete. O

LEMME 4.8 (¢f [15, Lemma 1.2.1]). Si on considére @Rn comme une A-
algebre via le composé

—n
o =~

alors
1) homomorphisme

Sk ®a (A®g, D) — Sk ®x Dx ~ Sk, @k Di

mduit par v, est un isomorphisme;
(2) lisomorphisme précédent induit un isomorphisme
Sk @AMWD) = Y B!y 7S¢, @k FiV Dy
J>0
3) Uhomomorphisme Ax @ 4 M(D) — Mx(Dx,) déduit de lin-
clusion M(D) C Mx(Dx,) par Ax-linéarité est un isomorphisme.

DEMONSTRATION. L’assertion (1) est évidente. Pour (2), on écrit
MD) == [ M,(D) avec

meN

Mu(D) = {z € Al @k, D, tn(@) € Fil' (S [(w — =) '] @k Dx) }.
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Par platitude de @M sur A (lemme 4.7) et platitude de ow: A — A (re-
marque 4.1), on a
@fK,n @A M(D) = ﬂ @K,n XA Mm(D)
meN
11 suffit donc de voir que
@) Skp @4 MuD) = E@") 'Sk, @k Fi¥ D ;

(b) pour tout m € N a‘;gg m # n, on a
= = -1
Sxn ®a Mu(D) = OKn [(u - w(n)) ] ®k Dg.

R L’égalité (a) résulte de la définition de la ﬁltration de
Sk [(u — ™) 71] ®x Dy, sachant que E(u") € (u — w(”))@gn (car ™
est racine simple de E(u?")). L’égalité (b) résulte du fait que E(u?") € &5 ,
(car ™ n’est pas racine de E(ur")). '

Pour I'assertion (3), on a déja les inclusions (1), qui induisent des in-
clusions

Ax ®g, D C Ax @4 M(D) C Mg(Dx,) C 2" Ax Qx, D.

L’homomorphisme Ax ® 4 M(D) — Mx(Dx,) est donc injectif, de conoyau
tué par une puissance de 1. Pour voir que c’est un isomorphisme, il suffit de
vérifier la surjectivité en localisant en les zéros de A, ce qui résulte de I'as-
sertion (2). O

PROPOSITION 4.9.  On définit ainsi un foncteur
MMFSE (9, V) — M ap, V).

En outre, on a D € MFE}‘KO (p, V) = M(D) € MﬁT((ﬂ, V).

DEMONSTRATION. Posons » = #p € N. On a les inclusions suivantes

Mg (Dg,)—— A" Ak ®k, D

M(D)—\N"T"A®k, D

o l'inclusion Mg (Dx,) C 4" Ax ®k, D est fermée en vertu de [15, Lemma
1.1.4] car Mx (Dx,) est libre de rang fini (cf. [15, Lemma 1.2.2]). Par ailleurs
Iinclusion 2" A ®g, D C 2" Ak ®k, D est fermée parce que A l'est dans
Ax. Il en résulte que M(D) est fermé dans le .A-module libre ™" A ®g, D,
donc libre de rang fini d’apres [15, Lemma 1.1.4] (qui s’applique aussi dans
le cas d’un corps résiduel imparfait).
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Par ailleurs, le A-module M(D) est muni d'un opérateur de Frobenius
o-linéaire, induit par ¢ ® ¢ sur A2 ®k, D. En effet, Mx(Dx,) et
Al ®k, D sont stables par ¢ ® ¢p : il en est de méme de M(D).

On a une application Ag-linéaire

1®¢p:0" (A" Ax ®k, D) — 47" Ax @k, D.

Comme elle est induite par lisomorphisme 1 ® ¢:6*D — D, et comme
J(A_T)AK = E(u)’ﬂxl_’"A-K, elle est injective d’image E(u)’” (/I_T.AK ®K0 D)
On a un énoncé identique aveec 1" A ®g, D. Mais d’apres [15, Lemma
1.2.2], le conoyau de la restriction de 1® ¢ a ¢*Mx(Dx,) — Mx(Dx,)
est tué par Eu)". Si y € M), il existe donec x € o*Mx(Dg,) tel
que 1®@p)x)=Ew"y, et comme yei " A®g D, on a aussi
x €0 (A "A®g, D) par injectivité de 1® ¢: on a en fait & € 6" M(D)
et Coker(l1 ® p:6* M(D) — M(D)) est tué par E(u)".

En particulier, si D € MF]%?KO((p,V), on a r<1, et donc M(D) e
e MB%(p, V).

Finalement, on a les inclusions

(1) A®g, D C MD) C 2 "A®g, D.

L’'image de E(u) dans A/uA ~ K est E(0), de sorte que I'image de Lest1 :
si on tensorise les inclusions (1) par A/uA on a des applications
D — MWD)/uMD) — D dont le composé est lidentité: on a
MD)/uM(D) = D, et ce dernier est muni d’une connexion intégrable
quasi-nilpotente V:D — D ®o, Q pour laquelle 'opérateur induit par
P ) (qui n’est autre que ¢) est horizontal. O

4.10. Si M € M 4(p, V), on pose
D(M) = M/uM.

C’est un Ky-espace vectoriel (on a A/uA=Ky) et on a D(M), :=
=DM) ®g, Ko = MKO/UMKO = Dg(Mg,) ou Mg, = Ax @4 M. Il est
naturellement muni d’un opérateur de Frobenius déduit ¢ ,,: M — M et (par
définition) d’une connexion intégrable quasi-nilpotente telle que le Frobenius
est horizontal. Par ailleurs, on a D(M) @k, K C Dg(Mk,) ®k, K : on munit
D(M) ®k, K de la filtration induite par celle sur Dg(Mk,) ®k, K. La
connexion vérifie la transversalité de Griffith sur D(M) @k, K, et le linéarisé
du Frobenius est un isomorphisme parce que c’est le cas sur Dx (Mx,) ®x, K
(resp. Dx (Mx,)).
On définit ainsi un foncteur

D:M 4(p,V) — MF{{, (9. V)
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(Ie (p,V)-module D(M) est effectif parce que cest le cas de
Dy (Mk,) ®k, K.

PROPOSITION 4.11. Le foncteur D est un quasi-inverse & gauche du
Sfoncteur M, c’est-a-dire

Do M ~ IdMF?ﬁf/KO TAvS

En outre, on a M € MﬁT((p, V)= D(M) e MF%‘KU(% V).
eff

DEMONSTRATION. Soit D € MFy / KO((p, V). On a un homomorphisme de
p-modules sur K

f:DIMD)) — D

déduit de (A2 '1®k, D)/u(AlL "1 @k, D) =D. Mais linclusion D C
C A®g, D C M(D) composée avec la projection sur D(M(D)) fournit un
inverse de f : ce dernier est un isomorphisme. Bien sfir, elle est compa-
tible aux Frobenius et aux connexions. Reste a voir la compatibilité aux
filtrations. Par définition de la filtration sur D(M(D)), cela se vérifie
apres extension des scalaires a K. On a D(M(D))x, = Dx(M(D)x,). Par
ailleurs, l'inclusion M(D) C Mg (Dx,) induit une application M(D)x, —
— Mx(Dg,) qui est un isomorphisme modulo % : on a

DMD)k = Dx(Mx(Dx,))

et par définition, la filtration sur D(M(D))x est celle induite par la fil-
tration sur M (Dx,)x /uMx Dk, )k Mais Dy, = D @, Ko € MF{ (¢) :
d’apres [15, Proposition 1.2.8], on a un isomorphisme naturel de p-mod-
ules filtrés sur K :

f:Dx(Mx(Dx,)) = Dx,

la filtration en question n’est donc autre que la filtration induite par celle
de Dg Viaf ® Idk.

La derniere assertion résulte de ce que si M eM ﬁT(qo, V), alors
My, € M5 (p) et done Dx(My,) € MFYJ (p) (¢f [15, Lemma 12.2 &
Proposition 1.2.13]). Ainsi Fi®Dg (M, )x = 0 et a fortiori Fil?D(M)g = 0
i.e. DIM) € MF§) (9, V). O

REMARQUE 4.12. On peut aussi montrer (¢f [15, Lemma 1.2.6 & Pro-
position 1.2.13]) que pour tout M € M ET(@ V), on a un morphisme naturel

(2) MDM)) — M
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(il faut pour cela réécrire soigneusement [15, Lemma 1.2.6]), qui induit
un isomorphisme lorsqu’on inverse /. L’'image essentielle du foncteur
M est alors constituée par les objets M tels que (2) est un iso-
morphisme. Cela peut aussi étre caractérisée de la facon suivante. Il
existe sur M[27!] un opérateur différentiel canonique Ny, et M est
dans l'image essentielle si et seulement si il est stable par Ny (cf [15,
Lemma 1.3.10]).

4.13. Rappelons (¢f [13, Theorem 6.10]) qu’étant donné un ¢-
module sur 'anneau de Robba (associé a K disons), on dispose d’une
notion de pentes et qu’il existe une filtration canonique (par les
pentes) dont les gradués successifs sont isoclines. On étend la notion
de pente aux g-modules sur A en étendant les scalaires de A a
I'anneau de Robba.

PROPOSITION 4.14 (¢f [15, Theorem 1.3.8]). Soit D € MF, (p, V). Si D
est faiblement admissible alors M(D) est pur de pente 0.

DEMONSTRATION. Rappelons que le choix de ¢ fournit une injection
is: K — K. On choisit K une cloture algébrique de K contenant K. Par
restriction, Gx = Gal(K/K) s’identifie 4 un sous-groupe de Gg. En outre,
I'homomorphisme i, induit un homomorphisme surjectif B — Beis o
Beris est 'anneau de périodes associé a K (idem avec Bgg).

Si D est faiblement admissible (done admissible), il correspond a une
représentation cristalline V de Gg. On a le diagramme

Bcris ®K0D — Bcris ®QPV

| |

IBcris ®]KO DKO — IBCI‘iS ®Qp V

les fleches verticales étant induites par i,. Comme celle de gauche est
surjective, il en est de méme de « : la restriction de V au sous-groupe Gk est
cristalline et le p-module Dy, est faiblement admissible.

D’apres le lemme 4.8 (3), on a un isomorphisme Ax ®4 M(D) —
— Mg (Dxg,). Mais d’apres [15, Theorem 1.3.8], le p-module Mk (Dk,) est
pur de pente 0 si et seulement si Dy, est faiblement admissible. O

4.15. On note M&((p, V) (resp. M&BT(¢, V)) la sous-catégorie pleine de
MOA(gp, V) (resp. MET((p, V)) constituée des objets purs de pente 0. D’apres
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les propositions 4.9, 4.11 et 4.14, le foncteur M induit des foncteurs
MFE % (9, V) — MY(p, V)

MFy 5 (0, V) — M5 (9, V).

IlIs sont pleinement fideles. En effet, comme Do M =1Idy, MFY (0.9)
0

(proposition 4.11), ils sont fideles, et pour voir qu’ils sont pleins, il suffit de
montrer que D est fidele. Mais si M1, M € M 4(p, V), on a le diagramme

Homng 4(p,v) (M1, M2) @ HomMF’;‘ff/Kn(tp,V)(D(/Ml ), D(Mz2))

o) ¢

Homp,, (¢)(AK @4 My, Ax @4 M )‘)>HOIHMF i (¢)(D1K(«41K @4 M), Dr(Ax @4 Ma2))

L’application (2) est injective parce que I'application
Hom 4(M7, Ms) — Homy, (Ax @ 4 M1, Ax® 4 Mea)

Pest (ce qui résulte du fait que M; et My sont libres). L’application (3) est
injective (¢f [15, Propositions 1.2.8 & 1.2.13]). Il en résulte que (1) est in-
jective, ce qu’on voulait.

Posons © = Ok, [, que I'on munit de I'opérateur de Frobenius défini
par o(u) = uP. Remarquons que & est un sous-anneau de A.

DEFINITION 4.16. On note Mz (p, V) la catégorie dont les objets sont les
triplets (¢, gy, Var) ott M est un S-module libre de rang fini, pg;: V¢ — WM
une application o-linéaire dont le linéarisé 1 ® ¢: ¢*W — I a un conoyau
tué par une puissance de E(u), et ot Vy: V/udlt — (0¢/ude) ®oy, Q est
une connexion intégrable quasi-nilpotente pour laquelle 'opérateur induit
par pg; sur le Og,-module ¢/« est horizontal.

Les morphismes sont les applications &-linéaires compatibles aux
Frobenius et aux connexions.

On dénote par MléT(ga,V) la sous-catégorie pleine de Mz(p, V) con-
stituée des objets (M, gy, Vi) tels que Coker(1 ® ¢: " — M) est tué
par E(u) (et pas seulement une puissance de E(u)).

PRrOPOSITION 4.17 (¢f [15, Lemma 1.3.13]). Le foncteur
O:Mz(9p,V) @z, Q, — M)y(p,V)
M= Mg A

est une équivalence de catégories. En outre, © induit une équivalence de
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catégories
M5 (p,V) 27, Q, — M’ (9, V)
M — M @z A.

DEMONSTRATION. Remarquons déja que
@(ﬂﬁ)/u@(*ﬂé) ] (EIR/%}IR) ®OK0 K(),

de sorte que @) /uO(IN) est bien muni d’une connexion intégrable quasi-
nilpotente telle que l'opérateur induit par le Frobenius est horizontal. La
démonstration du fait que c’est une équivalence est la méme que [15,
Lemma 1.8.13] et [15, Theorem 1.3.2], parce que ces énoncés reposent sur
les résultats de [13] et de [14], pour lesquels on a pas d’hypothése sur le
corps résiduel. O

COROLLAIRE 4.18. On a un foncteur pleinement fidele

BTe: MFE (0, V) — Mz(p, V) 2z, Q,

mduisant un foncteur pleinement fidele

BTe: MF} 2 (9, V) — ME"(p, V) &7, @,

DEMONSTRATION. C’est la conjonction des propositions 4.9, 4.11, 4.14
et 4.17. O

5. Classification des groupes de Barsotti-Tate sur Og

5.1 — Un épaississement a puissances divisées de Ok

Soit DoKo[u](E(%)) I'enveloppe a puissances divisées de Og,[u] relative-
ment a l'idéal (%(u)), compatibles aux puissances divisées sur I'idéal (p).

On note S le separe complété de DoK 1(E(w)) pour la topologie p-adi-
que, et on note Fil'S l'adhérence dans S de Tidéal a puissances divisées
engendré par E(u). C’est encore un idéal a puissances divisées et on a un
isomorphisme

S/Fil'S ~ Ok [ul/(E(w)) ~ Ox

induit par u — w.
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REMARQUE 5.2.

(1) L’anneau S est local complet, d’idéal maximal 1 = uS + Fil's.
En effet, on a déja S/m ~ Ok /wOxk = k. Par ailleurs, on a m“*r C pS
(car u®? = plu)? € pS et P = pla?! € pS pour tout « € Fil'S) et S est
complet pour la topologie p-adique.

(2) L’anneau S ne dépend que de Ok, et de l'entier e : comme
E(u) = v’ mod pOg,[ul, on a D@K () = DOK )@?), d’ou I'égalité en
passant aux complétés p-adiques. Par contre, 1’1deal Fil'S dépend bien siir
de E(u).

Notons I, 'adhérence, pour la topologie p-adique, de l'idéal de S en-
gendré par u et les puissances divisées de u°. On a S/I, — Ok,, et l'image
de Fil'S modulo 7, n’est autre que pOk,.

5.3. On munit S d’un opérateur de Frobenius prolongeant ¢ sur Ok,
en posant o(u) = u?. Comme o(E(u)) = E(w)” mod pOg,[u] d’ot o(E(u)) €
€ pDOK (] (E(u)), on a encore c(Ew)™) € pDOK (1 (E(w)) pour tout n € N~
et donc a(FﬂlS) C pS en passant aux completes p-adiques. On pose

o1:Fil'S — §
x+— a(x)/p

DEFINITION 5.4. On note MF?T((p, V) la catégorie dont les objets sont
les S-modules libres de rang fini M munis d’un sous-S-module Fil' M, d'une
application o-linéaire ¢,: Fil'M — M et d’une connexion V:M /I, M —
—M/I, M) ®0x, Q topologiquement quasi-nilpotente (rappelons que
S/I, S ~ Ok,) tels que

(a) Fil'S.M C Fil'M et M/Fil'M est un Og-module libre ;
(b) Papplication linéarisée o"Fil'lM % M est surjective ;
(¢) l'opérateur induit par ¢ sur M /I, M est horizontal pour V;

(les morphismes étant les applications S-linéaires respectant toutes les
structures), ou I'opérateur ¢ est défini par

p(m) = o1(Ew))~" p,(Euym).

REMARQUE 5.5. (1) Cette formule a bien un sens, car o1(E(u)) € S*.
En effet, écrivons

Ew) =pie+ - +phu" +uf
avec Aq,...,4-1 € Og, et 2, € O,X(O. On a alors

o1(BEW)) = 0(Ae) + (oD + -+ -+ 0(A)u® P + (p— DIw)?' € O +m C 8
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(cf. remarque 5.2). En outre, pour m € Fil'M ,ona
p(m) = o1(Ew) "¢y (Ewym) = a1(Ew) " o(BW))p;(m) = pp,(m).

(2) En général, le linéarisé o Fil' M on M r’est pas injectif, comme le
montre déja le cas (S, Fil'S,61,d): on a z=1®Ew)"” — 61(Bw)) ®
@E@)? U0 ¢c S, mais 2 £ 0.

5.6. Soient M € MFg"(p, V) et D = (M /I, M) ®oy, Ko. Alors D est un
Ky-espace vectoriel de dimension le rang de M sur S, il est muni d’'un
opérateur ¢-linéaire ¢, déduit de ¢. Comme l'application linéarisée
o FillM =% M est surjective, il en est de méme de 1 ® ¢p: "D — D, qui
est done un isomorphisme.

ProposITION 5.7 (c¢f [15, Lemma 1.2.6]). Il existe une unique applica-
tion S[p~'1-linéaire

&D @k, Slp™'1— M ®s Slp™]

dont la réduction modulo I,, est lidentité de D et qui est compatible aux
Frobenius. C’est un isomorphisme.

DEMONSTRATION.  Soit sy une application Okg,-linéaire M /I, M — M
dont la réduction modulo I, est I'identité de M /I, M, on note encore s,
Papplication sy: D — M ®g S[p~!] obtenue en inversant p. Le linéarisé
1® ¢p:0*D — D est un isomorphisme. Pour tout j € IV, on dispose donc de
I'application composée

A2pp) 108 B =4
D Ky @k, D2 Slp ', @s M — M.

Montrons que la somme

(8) s=so+y @V olas)oleyp,) V-
=0 . .
—1@pYo(l®s)ol®@pp™
converge en une application Ky-linéaire p-équivariante D — M ®g S[p~'],
et que cette derniere est unique. L’application recherchée se déduit alors de
s par S[p~!]-linéarité.
Il existe ¢ € N tel que (1 ® goD)’l(M/IuM) CpM/I,M. Par ailleurs,
comme sg induit 'identité modulo 7, on a

(@@ o es)od® gy —s0)M/LM) C p~I,M.
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Pour j € NV, on a donc
(A2 ey ol ®@sy) o1 ®pp) Tt —
~A gy oL@ so) o (L@ pp)?)M/1,M) Cp I I M.

Sip/ = ge + r est la division euclidienne de p’ par e, on a w’ = q!(ue)[_q]u’" et
done p=UtDey? ¢ p=tDeglS. Comme on a (u)™Y = pil(w)"™)?1 pour
tout % € N-g, on a p UHDIPM C p=UtegIM. Mais w(p=0tDeql) >
>q/p—1—(j+1c et done v(p~ V) > pi~1/e — (j+ e — 1— + .
La série (3) est bien convergente. L’unicité de s résulte de ce qlie ;CI s’ est
une autre section, on a (s — s')(D) C I, M ®g S[p~']. Pour toutj € N, on a
donc (s — s)(@/(D)) C I M w5 SIp~*] et done (s — s)D) C I’ M @5 S[p~']
vu que p(D) engendre D. Si N € N est tel que s et s’ sont a valeurs dans M
sur pNM /I, M, on a p"(s — )M /I, M) C I” M pour tout j € N. Comme
M est libre sur S et S séparé pour la topologie I,,-adique, on a s = s'.
Les deux S[p~!l-modules D ®g, S[p~'] et M @5 S[p~'] sont libres de
méme rang : soit o € S[p~1] le déterminant de &. Comme & induit 'identité
modulo I,,, on a« = 1mod I, S[p~]. Ecrivons o = p™favecf € Setm e Z.
Modulo 1,, on a p"f =1, ou f € Ok, désigne l'image de f. On a né-
cessairement m = 0 d’olt « € S a une image égale a 1 modulo /,, done a
fortiori modulo 'idéal maximal m de S : on a o € S* et & est bijective. O

5.8 — Construction dun foncteur de Dieudonné

Comme S/Fil'S = O et comme p"S + Fil'S est un idéal & puissances
divisées de S, pour tout n € N, on dispose de I'épaississement a puis-
sances divisées S — Ok /p"Ok.

Soit G € BT(Ok). 11 correspond (¢f [8, Lemma 2.4.4]) a un groupe de
Barsotti-Tate sur Spf(Ok), i.e. a un systeme (Gy,),-o, ot G,, est un groupe
de Barsotti-Tate sur Og/p"Og et G110, /pr0x =~ Gn pour tout n € N-o.
On peut alors évaluer le cristal de Dieudonné D(G,) en I’épaississement
S — Ok /p" Ok, et on pose

M(G) = D(G)(S — O) := lim D(G,,)(S — Ok/p"Ok).

n>0

PRrOPOSITION 5.9. Cela définit un foncteur contravariant
M:BT(Ox)—MF5 (p, V).

DEMONSTRATION. Cela définit déja un foncteur contravariant de la
catégorie BT(Ok) dans la catégorie des S-modules M libres de rang fini (S
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est local) munis d’un opérateur de Frobenius o-linéaire p: M — M. Comme
le foncteur de Dieudonné commute aux changements de base (cf. [2]), pour
tout » € N~g,on a

D(G ®o, k)(Ok,) = D(G,)(S — Ok /p"Ok) ®s Ok,
et done
D(G ®o, k)(Ok,) = M(G) ®s Ok, = M(G)/ [, M(G)

en passant alalimite. Le Og,-module M(G)/I,, M(G) est donc sous-jacent au
cristal D(G ®p, k) : il est naturellement muni d’une connexion intégrable
quasi-nilpotente, pour laquelle 'opérateur de Frobenius est horizontal.
Le seul point délicat pour voir que le foncteur M est a valeurs dans
MF?T(gp, V) est le fait qu’il est muni d’un sous-S-module Fil'M (@) tel que
Fil'S. M(G) C Fil'M(G) et tel que Topérateur ¢ est divisible par p sur
Fil'M(G) induisant ¢, := ¢/p: Fil'M(G) — M(G) dont le linéarisé est sur-
jectif. Cela résulte de [15, Lemma A.2] appliqué a S — Ok /p" Ok pour
n € N+( en passant a la limite. O

Exemples :onaM(Q,/Z,) = (S, Fil'S, 61, d ) et par dualité M (G [p™]) =
(S,8,0,d).

THEOREME 5.10 (cf. Kisin [15, Proposition A.6]). St p > 2, le foncteur
M est une anti-équivalence. Sip = 2, le foncteur M induit une équivalence
entre les catégories a isogénie pres.

DEMONSTRATION. Pour prouver que ¢’est une équivalence, on construit
un quasi-inverse comme le fait Kisin. Seule la premiere étape change. Soit
M € MF§%(p, V). Le quotient My := M /I, M = M @5 O, (o1l S — Ok, est
définie par u—0) est muni d’'une connexion topologiquement quasi-nilpo-
tente V:M; — M; ®0x, Q et d'un opérateur de Frobenius F: M; — M,
(déduit de ¢: M — M) qui est o-linéaire et horizontal.

D’apres [8, Theorem 4.1.1], comme %k admet une p-base, le foncteur de
Dieudonné sur la catégorie BT(k) est une anti-équivalence de catégories
avec la catégorie des cristaux de Dieudonné sur Spec(k) (¢f [8, Definition
2.3.2 & 2.4.2]). Comme O, est un relévement de & en caractéristique 0, la
catégorie des cristaux en “gpecr)/z,-modules quasi-cohérents est équiv-
alente a la catégorie des Og,-modules M séparés et complets pour la
topologie p-adique, munis d’'une connexion intégrable topologiquement
quasi-nilpotente V:M — M ®o,, Q (cf. [3, Proposition 1.3.3]). Cette
équivalence induit une équivalence entre la catégorie des cristaux de
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Dieudonné sur Spec(k) et la catégorie des quadruplets (M,V,F,V) ou M
est un Og,-module libre de rang fini, V:M — M ®o, Q une connexion
intégrable topologiquement quasi-nilpotente, F-M, — M et V:M — M,
sont Og,-linéaires (ou M, =M R0, Ok,), horizontaux tels que
FoV =pldy et Vol = pldy, (cf.[8, 2.3.4]).

On munit M; d’une structure de cristal de Dieudonné sur Spec(k) en
définissant le morphisme de Verschiebung de la facon suivante. On note
Fil'M; Timage de Fil'M dans M;. Remarquons que comme M est libre de
rang fini sur S, il est de méme de M; sur Ok,. Par ailleurs, comme Fil'M;
est inclus dans M, il est lui aussi libre de rang fini, et 2o, (Fil'My) <
< 8ok, (My).

L’homomorphisme surjectif 1® ¢;: o*Fil'M — M induit un homo-
morphisme surjectif 1 ® ¢,:*Fil'M; — M;. En particulier, on a en fait
oy, (Fil' M 1) = 2o, (M) et comme 1 ® ¢;: o FillM 1 — M est surjectif,
c’est un isomorphisme. L’homomorphisme linéarisé du morphisme de
Verschiebung V est alors défini comme le composé

-1
M Y G FIM, C 0" M.
Soit Gy € BT(k) le groupe p-divisible associé a M; par le foncteur D. On a

un isomorphisme N
D(Go)Og,) — M,

de p-modules sur Ok,. Par ailleurs, via cet isomorphisme, VID(Gy) s'identifie
a Fil'M; (cf. [15, Proposition A.2]).

La deuxiéme étape de la preuve consiste a relever Gy en G € BT(Ok) de
sorte que M(G) = M. Elle est identique a celle de [15, Proposition A.6].
Cest un argument de déformation, qui utilise la filtration Fil'M (on ap-
plique le théoréme de Messing, [18, Chapter V, Theorem 1.6] et [17, IT § 9]),
pour relever Gy & Og/w?Ok, Ok /7 Ok, ...,k /O = Ok /pOk (cest
Pétape la plus délicate parce qu'en général, on n’a pas de structure a
puissances divisées sur wOy), puis & Ok /p*Ok, Ok /p> Ok, ete.

6. Groupes de Barsotti-Tate et représentations p-adiques

LEMME 6.1. St G € BT(Ok), alors M(G)[p~t] ne dépend (en tant que
S[p~11-module muni dun opérateur de Frobenius et dume comnexion
modulo 1,,) que de la fibre spéciale Gy, .= G ®o, k, i.e. on a

M(@[p'1= DGOk, R0y, SIp~'1.
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DEMONSTRATION. En effet, on a Ox/pOx =k kT @ --- © kw* !,
avec ¢ = 0), et done aN((’)K/pOK) C k pour N > 0. On a donc

o (D(G1)S — Ok /pOk)) € D(G)(Ok,) ®og, S

pour N > loge/logp (rappelons que pour n€N.y, on a G, =
= G o, (Og/p"Ok)). Mais comme ce sont des cristaux de Dieudonné, le
Frobenius est une isogénie, si bien que

D(G1)(S — Ok /pOR)p~"1 = D(Gi)(Ok,) ®oy, SIp~'1.
Mais comme p a des puissances divisées dans Ok, on a
D(G)(S — Ok /p"Ok) = D(G1)(S — Ok /pOk)
pour tout n € N, et donec M(G) = D(G1)(S — Ok /pOk). O

6.2. Comme Agjs est une Ok, -algebre telle que E([@]) a des puissances
divisées (car O(E([@])) = E(w) = 0 € Oc), on a un plongement naturel

S — Acris

u — [].
Ce dernier est compatible aux filtrations, Frobenius et connexions.
On dispose d’un accouplement
Ty(G) xz, M(G) — Awis

défini de la facon suivante. Si x € T,(G) et m € M(G), alors

x e HomBT(Og)(Qp/Zp, G ®o, Of)
induit

v € Hompro,)(@,/Z),G @0, Oc)

et comme A.is — O¢ est un épaississement a puissances divisées, x induit
une application As-linéaire compatible aux filtrations, Frobenius, con-
nexions et a I'action de Gx

D(%)AmS JFil* .go,V(Acris ®s M(G), Auis)

(on a M@Q,/Z,) = (S, Fil'S, g1,d)), on D(x),,, désigne I'évaluation du
morphisme D(x) en 'épaississement A — O¢ (obtenu par changement de
base S — Aais), et 'image de (x,m) par I'accouplement est D(x)s , (1 ® m).

Cet accouplement donne lieu a une application A.s-linéaire, compatible

€ Homy

cris
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aux filtrations, Frobenius, et aux connexions
Pa: Acris ®s M(G) - Acris ®Zp Tp(G)v

ol TZ,(G)v désigne le Z,-module dual de T,,(G), muni de I'action naturelle de
Gk . Par fonctorialité, cette application est aussi compatible a I'action de Gk
(pas de Gk a priori parce que Gx agit non trivialement sur S, vu que u
correspond a [@]).

PROPOSITION 6.3 ([10, Theorem 7]). Le conoyau de pg est tué par t.

Rappelons I'idée de la preuve. On traite d’abord explicitement le cas ol
G = Gp[p>], pour lequel M(G) = (S,S,0,d) et T,(G) = Z,(1), l'applica-
tion p; n’étant alors autre que I'inclusion Aeis C Aeis(— 1) = 1A i

Le cas général s'en déduit de la facon suivante. Soit y € T,(G)", alors
ty € Ty(@" (1) ~ T,(GP) (ot GP désigne le dual de Cartier de G) correspond
a un morphisme de groupes de Barsotti-Tate @,/Z, — G sur O, donc
(en passant au dual) a un morphisme de groupes de Barsotti-Tate
(ty)°: G — @Q,/Z,)° = CGim[p™], tel que T, ((t)°): Z,t ™! = Ty(Cmlp™ D" —
— T,(G)" envoie t! sur y.

Par ailleurs, comme O est une O-algébre et A un épaississement a
puissances divisées de O¢, on en déduit une application A.s-linéaire

M((ty)°) ., Aaris @5 M(Cn[p™]) = Acis @5 M(G).
On a alors un diagramme commutatif
Acris ®5 M(G) —— = Ao @7, T,(G)Y
M((t9)) A gy T TIdAcm @ Tp((ty)”)
Acris @5 M(Grn[p*]) 25 Acric @z, Tp(Gr[p™])"
de sorte que si x = M((ty)D)Am.s(l ®1) € Awis ®s M(G), on a
pe@) = (Ida,, @ T,(t™) )t @t ) =toy,
ett®y € Im(pg).

COROLLAIRE 64. Si G € BT(Og), alors V,(G) € RepPL(Gy) et
Deis(V p(G)V) = D(Gk)((’)KO)[p‘l] comme (¢, V)-modules sur K.

DEMONSTRATION. En inversant ¢, 'homomorphisme p; induit un
homomorphisme surjectif de Bs-modules

Pc;[t_l]i Bais ®gpp11 M(@G)[p 1 — Beris ®q, Vp(G)v-
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Comme les Bejs-modules Beyis ®gp,-11 M(G)p~'1 et Bays ®q, V,(G)" sont
tous les deux libres de rang % (ou & est la hauteur de G), et comme B, est
intégre, ’homomorphisme pg[t~1] est un isomorphisme. En outre, d’aprés
le lemme 6.1, on a M(G)[p~1] = D(G;,)(Ok,) ®ox, S[p~'1 : on dispose done
d’un isomorphisme Bgs-linéaire, compatible aux filtrations, Frobenius,
connexions et a I'action de Gx _

(xx) Beis K, D(Gk)(OKO)[pil] = Beris ®Qp Vp(G)v

Montrons qu’en fait, cet isomorphisme est Gx-équivariant (et pas
seulement Gk -équivariant). On dispose des sous-groupes Gx et Gx _ de
Gk. Rappelons (¢f preuve de la proposition 3.8) que le groupe Gi est
engendré par G et Gg_. Pour montrer que (x*) est Gg-équivariant, il
s’agit donc de voir qu'il est Gx-équivariant. Il suffit pour cela de vérifier
que I'application

Acris ®(9KO D(Gk)(OKO) - Acris ®Zp Tp(G)v

(qui n’est pas un isomorphisme en général, mais dont (xx) se déduit par
localisation) est Gx-équivariante. Mais A..s est isomorphe (comme an-
neau muni d’'une action de Gg) a anneau Agis{(u1,...,uq)}, séparé
complété, pour la topologie p-adique, de I'anneau des polynomes a
puissances divisées en uq,...,uq (¢f section 3) a coefficients dans I'an-
neau A relatif a K (¢f [7, Proposition 2.39]). Comme w4, ..., %y sont
invariants sous Gg, il suffit de vérifier que 'application

A/L&cris ®OK0 D(Gk)(OKO) - ‘Acris ®Zp Tp(G)v
est Gx-équivariante. Mais cela résulte de la Gg-équivariance de
Bcr'is ®K0 D(Gk)(ol\o)[pil] ;) Bc1ris ®QP Vp(G)V

([15, Corollary 2.1.14] et la preuve de [15, Corollary 2.2.6]).
En prenant les invariants sous Gk, on a done

Dais(Vy(@)") = D(G(Ok,)p "]

et dimg, Deis(Vp(G)") = h = dimg, (Vp(®)") : la représentation V,(G)"
est donc cristalline, et il en est de méme de la représentation V,(G).

Enfin, les poids de Hodge-Tate de V,(G) peuvent se calculer apres le
changement de base O — Ok ou Ox = Og.W(k) : on est alors ramenés
au cas ou k est parfait, et donc a [19]. Notons qu’on peut aussi invoquer [11,
(2.3.3) et (2.5)].
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6.5. Remarquons que & est un sous-anneau de S. En effet, sin € V et
n =eq+ravecq € N et 0 <r < eest division euclidienne de % par e, on a

u" = q!(ue)["]ur €S

et done lim %™ = 0 dans S.
n—00

6.6. Soit (WX, pgr, Vin) € M]éT(go, V). Suivant Breuil (cf. [5]), on pose
M =S,z M

(ou le o signifie quon voit S comme une S-algébre via le composé

L 3cCs)
Fil'M = {m € M, (1 @ py)(m) € Fil'S @z N}
et on définit ¢;: Fil'!M — M comme P'application composée

Fil' M % Fil'S @z 0 25 8,00 M = M.
En outre, ona M /I, M — IR /u est par définition muni d’une connexion
intégrable quasi-nilpotente V:M/I, M — (M /I, M) ®o,, Q.

PropoSITION 6.7. Cela définit un foncteur BT%:M%T(¢,V)—>
— MF"(p, V).

DEMONSTRATION. Reprenons les notations qui précedent. Il ’agit de
vérifier les propriétés (a), (b) et (c) de la définition 5.4.

Siz e Fil'Setm € M,ona( ® py)@m) = 2(1 © pg)(m) € S @z M C
C Fil'S ®z M. D’autre part, par définition de Fil'M, on a un homo-
morphisme injectif

M/Fil'M — (S @z M)/(Fil'S @z M)

induit par 1® @g. Mais comme S/ Fil'S = Ok, le Og-module
S ®s Sﬁ)/(FillS ®g M) ~ Ok @z WM est libre car N est sur ©. Il est done
de méme du Og-module M /FillM (car Ok est un anneau de valuation
discrete), ce qui prouve (a).

Soit m € M. Comme Coker(l ® pg;: ™M — IN) est tué par E(w), il
existe m € S, @z M tel que (1 ® pgp)(m) = E(u)m. On a alors m € M =
=8, ®c M et

(1@ pg)m) =1 Ewym = Ew) @m € S @z M.



Représentations Cristallines et F-Cristaux : ete. 167

On a donc (1 ® py)(m) € Fil'S @z M d’ott m € Fil' M. De plus, on a
p(m) = (01 @ DNEw) @ m) = o1(Ew) @m € M

et comme g1(E(u)) € S* (remarque 5.2),onal®@m e Im(1®¢p;:c*M — M),
ce qui prouve (b).
Si maintenant m € 9, on a

o1 @m) = a1 (BEw) (o1 © 1) o (1 @ pop)E(w) @ m)
= a1(Ew) (o7 @ D(E W) ® pgy(m))
=1® pg(m)

et 'application induite par ¢ sur M /I, M n’est autre que gy : elle commute
a V et la condition (c¢) est vérifiée. O
ProposITION 6.8. Le foncteur BT:% est pleinement fidele.
DEMONSTRATION. Pour i€ {1,2}, soit M € M\ (p,V) et M; =
= BT‘%(W&L-). Il s’agit de prouver que '’homomorphisme
HomMgT(wv)(Wél, Na) — HomMFET(%V)(Ml,MQ)
est un isomorphisme. On a
f € Homg(S, ®z My, S, @z Ma)
(L@ py,) of =f o1 ® pgy,)
fFil'M,) C Fil'Ms
Va, of =f o Vay,

HomMFgT(w’v)(Ml y Mz) =

Il suffit de vérifier que pour tout f € HOmMFBT(q] oM, M), on a
FORY) C My, et on aura f = BTS = (fim,) .e. la bijectivité souhaitée.

Les ©-modules I¢; et PVip étant libres, on en fixe des bases. Les ap-
plications linéarisées de gy, et pyy, sont alors représentées par des ma-
trices @; € M,, (&) et @2 € M,,(©), ol 71 (resp. 1) est le rang de Wi; (resp.
Diz). De méme, 'application f est décrite par une matrice U € M, (S).
Comme (1 ® pgy,) of =f o (1 ® pg ), on a la relation

(4) Dyo(U) = Udy.

Montrons que celaimplique que U € M,, «,, (©) et on aura fini. Remarquons
tout d’abord que comme Coker(1 ® pg,: a*Wy — Wy) est tué par E(u), on a
&, € GL,, (S[Ew)~ Met E(u)tli1 € M,,(©). L’équation (4) se réécrit alors
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Ew)U = ®0(U)E W) Dy 1). Une récurrence immédiate implique alors que
pour tout N € N, il existe des matrices = ”(N ) ¢ M,,(©) et S(ZN ) e M, (&)
telles que

(5) E@NU = 2NV 1)z

OnasS = & + Fil'S, donc o(8) C o(®) + pS = () + p& + pFil'S (car
o(Fil'S) C pS). Pour tout N € N, on a donc

N S) C N @)+ paV @) + -+ pV S + pVFillS

dotaV (S) C & + pV'S. L’égalité (5) implique donce que pour tout N € Nona

1
Uc (S +pVS).
E( )N 7'2 r p

I1 suffit donc de vérifier le lemme suivant :

LEMME 6.9. Si f €S est tel que pour tout N € N, on a E(u)Nf €
€ S +pVS, alorsf € ©.

DEMONSTRATION.  On voit S comme un sous-Og,-module de
(K() OKu®--- P Kgue_l) [[E(u)]] .

On a une écriture unique [ = Z fLEW™  avee f, € Ok, ®

®Og,u® - ®Ogu"l pour tout n € N Par hypothese, pour tout
n,N €N, 11 existe a, n,byn € Ok, ® Og,u @ - - - ® Og,u’"! tels que

E@)Vf =" aunE@)" +pV Y bynE@)™.
n=0 n=0
On a done I'égalité

1 ~N buinn

Fixons n€N et posons N=p"l4p"2+...4+p+1—mn. Alors

vp((n + NI = @ — N et doncv,,(mﬂ—ljv)!) = NZ=2> 0: onaen fait

1
— €Ok ®@O0gu® - & OK0%871
n!

et donef € (Og, ® Og,u @ -+ @ Ogu’ 1) [Ew)]] = ©. O
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THEOREME 6.10 (¢f [15, Theorem 0.3]). Le foncteur V, induit une
équivalence de catégories

BT(Ok) ©z, @, — Repir(Gx)

en particulier toute représentation cristalline de Gk a poids de Hodge-Tate
dans {0,1} provient dun groupe p-divisible sur Ok.

DEMONSTRATION. On sait déja que le foncteur est pleinement fidele.
Soit V € Repliy(Gx), D = Dais(V) € MF (9, V) et M =BTS o BTz (D) €
eEM ?T((p, V) ®z, Q, (¢f corollaire 4.18 et proposition 6.7). Comme le foncteur

M est une équivalence de catégories
BT(Ox) ®z, Q, — MS" (p,V) 2z, Q,

il existe G € BT(O) tel que M ~ M(GP) dans M§ " (p, V) @z, Q,. D’aprés
le corollaire 6.4 appliqué & GP, la représentation V,(GP) est eristalline et on
a Deyis(V,(GP)") = D(GR)(Og,)[p~11. On a done un isomorphisme

Buis @k, D(GP)(Ok,)[p 1 — Buis ®q, Vp(G°)” ~

~ Beris ®Qp Vp(G)( —1) ~ Beis ®Q7] Vp(G)
qui est Bgis-linéaire Gg-équivariant, compatible avec 'action de Gk, les
Frobenius, les connexions et les filtrations. Par ailleurs, on a M(GP)[p~!] =
= D(GP)(Ok,) ®oy, SIp~'1 d’aprés le lemme 6.1. On en déduit un iso-
morphisme Bis ®q, V(G) ~ Beis ®s M, compatible avec I'action de Gg_,

les Frobenius, les connexions et les filtrations. Par ailleurs, d’apres les
propositions 4.11 et 5.7, on a un homomorphisme naturel

(6) D ®g, Slp~'1 = M @5 S[p~]

qui est un isomorphisme de S[p~!]-modules, compatible aux Frobenius et
aux connexions. Il est en fait aussi compatible aux filtrations apres ten-
sorisation par K. En effet, on a

Fil'M = {x e M, (1 ® p)@) € Fil'S ®5 M}
ou It = BTz (D), d’ou
Sro@s Fil'M = { € Gxp 05 M, (1® p)x) € Ew)Sx o @5 M}

= S0 O (1 ® p)(Fil'e* My (Dy, ).
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Mais d’apres [15, Lemma 1.2.12 (4)], on a un isomorphisme
Sxo @, (1@ 9)Fil'e" My (Dy,)) — E@)Sx o ®x D + Sx o 9k Fil'Dg

et done S @5 Fil'M ~ Ew)Sxo ©x Dg + Sk Fil'lDg  dou
K ®g Fil'M ~ Fil'Dg en quotientant par E(u)Sx .

On a donc un isomorphisme de Bg;s-modules compatible a ’action de
Gk, aux Frobenius, aux connexions et aux filtrations :

Beris ®Qp Vp(G) ~ Beris ®5 M ~ Byis K, D ~ Bis ®Qp V.

En prenant les invariants sous ¢, les sections horizontales dans le Filo, on
en déduit un isomorphisme Gg -équivariant V' = V,(G). Comme V et
V,(G) sont cristallines, on a en fait V ~ V,(G) comme représentations de
Gk en vertu de la proposition 3.8. O
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