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Motifs Génériques.

FREDERIC DEGLISE (*)

RESUME - Cet article a pour but de montrer que tout motif mixte triangulé au sens de
V. Voevodsky définit canoniquement un module de cycles au sens de M. Rost.
Notre méthode consiste a interpréter géométriquement les axiomes des mo-
dules de cycles dans une catégorie de pro-motifs, dits “motifs génériques”. Elle
est suffisamment générale pour montrer que toute théorie cohomologique qui
induit une réalisation des motifs mixtes triangulés définit canoniquement un
module de cycles, ce qui s’applique notamment a la cohomologie de De Rham ou a
la cohomologie rigide.

ABSTRACT - The aim of the article is to show that every mixed triangulated
motive in the sense of V. Voevodsky determines a canonical cycle module in
the sense of M. Rost. Our method consists of interpreting geometrically the
axioms of cycle modules in a category of pro-motives called “generic mo-
tives”. It is general enough to show at the same time that every cohomolo-
gical theory which induces a realisation of triangulated mixed motives de-
fines a canonical cycle module. This is in particular applicable to De Rham
and rigid cohomology.
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Notations

On fixe un corps parfait k. Les schémas que I'on considere sans plus de
précision sont supposés munis d’une structure de k-schéma séparé de type
fini. On dit simplement qu'un schéma est lisse lorsqu’il est lisse sur k, et on
note £ la catégorie des schémas lisses.

Nous appellerons corps de fonctions tout corps E qui est une extension
de type fini de k. Nous noterons &’ la catégorie des corps de fonctions. Si £
est un corps de fonctions, nous appellerons valuation géométrique toute
valuation discréte de E nulle sur k dont 'anneau de valuation est une k-
algebre essentiellement de type fini (cf section 3.2 et exemple 3.2.3). Si X
est un schéma integre, nous noterons x(X) son corps de fonctions.

— V. Voevodsky a défini dans [VoeOOb] la catégorie triangulée des
motifs mixtes géométriques sur k, notée DM (k). D’une maniere générale,
nous adoptons les notations de loc. cit. sauf en ce qui concerne les points
suivants:

— Le symbole 3" désigne la catégorie additive des schémas lisses
munis des correspondances finies.

— Le symbole ./ % (resp. H/¥") désigne la catégorie abélienne des
faisceaux Nisnevich avec transferts (resp. et invariant par homotopie), que
nous appelons simplement faisceaux avec transferts (resp. faisceaux
homotopiques).

— Pour X un schéma lisse, L[X] désigne le faisceau avec transferts
représenté par X.

— Pour les complexes de faisceaux avec transferts, nous adoptons la
convention cohomologique. Ainsi, pour un faisceau avec tranferts ¥, C*(F')
désigne le complexe des co-chaines singuliéres associé a F', obtenu apres
réindexation a partir du complexe des chaines singulieres associé a F' (cf.
[Voe00b, 3.2]).

— Pour un morphisme f : X — Y de schémas lisses, nous notons sim-
plement f. pour les morphismes Mg (X) — My(Y) et M(X) — M(Y) in-
duits par f.

— Pour un complexe motivique M, et pour un entier naturel n, nous
posons:

M) = 7Z(n) @ M
M{n} = Zn)n]l @ M
M(n)) = Zn)[2n] @ M.

Nous utiliserons aussi les définitions et notations de la théorie des
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modules de cycles définie par M. Rost dans [Ros96]. Le lecteur trouvera
un rappel de cet théorie dans la section 4.

Introduction

Cet article est le troisieme d’une série de quatre (voir [Dég07] et
[Dég06] pour les deux premiers) qui vise a établir une équivalence de ca-
tégories entre les modules de cycles (cf. [Ros96]) et une variante non ef-
fective des faisceaux homotopiques (i.e. faisceaux invariants par homotopie
avec transferts suivant [Voe0OOb]). Nous nous occupons ici de montrer
comment associer a un complexe motivique un module de cycles. Nous
donnons notamment une interprétation géométrique des axiomes D1 a D4
des pré-modules de cycles dans la catégorie triangulée des motifs mixtes,
en vérifiant en outre les relations R1a a R3e de la théorie de Rost. Ceci
nous a mené a étudier finement la fonctorialité du triangle de Gysin défini
par Voevodsky, la remarque fondamentale étant que les résidus des
modules de cycles sont induits par les morphismes bords de ce triangle.

La théorie de Rost fait intervenir des corps de fonctions. C’est pourquoi
I'interprétation mentionnée ci-dessus nous améne a introduire les motifs
génériques. Pour un corps de fonction £, le motif générique de E, noté
M (), est le pro-objet formé par tous les schémas lisses dont le corps des
fonctions est égal 4 E - un tel schéma lisse sera appelé un modele de E dans
ce qui suit (cf. définition 3.3.1). La classe des modeles de £ contient un
ensemble final remarquable formé par les sous-k-algebres de type fini A de
E telle que Spec(A) est lisse. On le note MR /k). Notons que les pro-
objets du type M, (E) ont aussi été considérés par A. Beilinson dans
[Bei02] pour caractériser la t-structure motivique sur DM%(IC). Toutefois,
nous sommes conduits & considérer non seulement les motifs génériques
définis ci-dessus mais aussi leur twist par une puissance de 7Z(1)[1] quel-
conque.

Une autre maniere d’interpréter ces motifs génériques, qui a été un
guide tout au long de ce travail, est de les considérer comme des foncteurs
fibres. En effet, a 1a base de 1a théorie de Voevodsky se trouve la notion de
faisceaux Nisnevich avec transferts invariants par homotopie. Or on peut
définir ’évaluation d’un tel faisceau F' sur un corps de fonction E: si X est
un modele de E, cette évaluation n’est autre que la fibre du faisceau F' au
point générique du site Nisnevich de X. Plus généralement, I'évaluation de
F en un motif générique M, (E){n} pour n > 0 définit un foncteur exact
qui commute aux sommes directes quelconques (cf. 3.4.6), autrement dit un
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foncteur fibre. Notons par ailleurs que ces foncteurs fibres forment une
famille conservative. Les morphismes de motifs génériques correspondant
aux données D1 a D4 des modules de cycles s'interpretent donc comme des
foncteurs de spécialisation (i.e. des transformations naturelles de fone-
teurs fibres).

Une fois ce travail accompli et 1a théorie des motifs génériques en place,
nous donnons la conséquence principale de cette théorie constituée par le
théoréme 6.2.1:

THEOREME. Soit ¢ : DM, (k)" — 7b un foncteur additif.
Pour tout (i,7) € 72 et tout corps de fonctions E, on pose:
K!'"(E) = lim ¢(M(Spec(A){—i})(—1)).
Aemlis (&)

Alors, pour tout r € 7, K" admet une structure canonique de module de
cycles (voir définitions 4.1.1 et 4.2.2).

Dans le cas ol ¢ est le foncteur induit par un faisceau homotopique F,
nous poserons encore ¥, = K?°. Ceci définit un foncteur des faisceaux
homotopiques vers les modules de cycles. Dans le dernier article de la série
annoncée en début d’introduction, nous montrerons que ce foncteur est
pleinement fidele et qu’il induit une équivalence de catégories entre la
catégorie stable des faisceaux homotopiques et la catégorie des modules de
cycles (cf. [Dég03]).

Par ailleurs, si une théorie cohomologique H* : ¥\ — 7b s'étend
en un foncteur Ry : DMy (k)" — #b de telle sorte que H(X) =
= Ry(My,(X)[ — 1]), elle induit d’apres le théoreme ci-dessus un module
de cycles. Une telle extension a été construite par A. Huber pour la co-
homologie de De Rham, ce qui constitue déja un exemple non trivial. De
plus, dans un travail en préparation, on construira de telles réalisations et
ceci pour la plupart des théories cohomologiques en géométrie algébrique.
La cohomologie rigide est notre motivation premiére. L’existence d'une
structure de module de cycles sur la cohomologie rigide des corps de
fonctions est entierement nouvelle dans ce domaine et ne résulte pas de
calculs élémentaires.

Dans chaque cas, le théoréme ci-dessus s’applique et relie le module de
cycles ainsi obtenu avec la suite spectrale de coniveau (cf. partie II, section
6.3).

Terminons cette introduction par les développements indépendants du
théoreme principal de [Dég03] auxquels mene cet article.
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L’étude du triangle de Gysin est complétée dans [Dég05] qui s’appuie
abondamment sur les résultats obtenus ici. Dans cette pré-publication,
nous établissons par ailleurs un isomorphisme canonique de complexes
entre le complexe de Gersten associé a la réalisation d’'une théorie coho-
mologique au sens précédent, et le complexe a coefficients dans le module
de cycles associé (complexe de Cousin).

Soulignons enfin que le travail d’interprétation géométrique des
axiomes de Rost effectué dans la premiere partie nous permettra de
construire un analogue de la suite spectrale de Serre de la topologie
algébrique, associée dans notre cas a un morphisme lisse et une théorie
cohomologique qui induit une réalisation. Cette suite spectrale constitue
également une extension au cas de la cohomologie motivique de la suite
spectrale définie par Rost pour les modules de cycles (cf. [Ros96]).

PLAN DETAILLE. L’article est naturellement divisé en deux parties.

La premiere partie peut-étre lue indépendamment de la deuxieme. Elle
est constituée d’'une étude de la fonctorialité des motifs mixtes triangulés
qui sera exploitée dans la deuxiéme partie.

La premiere section montre comment les correspondances finies
permettent de définir un transfert sur les motifs mixtes géométriques
pour un morphisme fini équidimensionnel de schémas lisses qui n’est
autre que sa transposée. Nous prouvons une formule de projection qui
fait intervenir les transferts mais aussi une formule de compatibilité
avec la fonctorialité naturelle des motifs dans un cas non transverse (cf.
proposition 1.1.4).

La deuxiéme section est constituée par 'étude du triangle de Gysin déja
défini dans [Voe00b]. Cette étude vient raffiner la note [Dég04] avec no-
tamment une compatibilité entre le triangle de Gysin et la transposée d'un
morphisme fini équidimensionnel (cf. proposition 2.5.2). Par ailleurs, con-
trairement a cette note, nous n’admettons pas le fait que I'isomorphisme
entre cohomologie motivique de bidegré (2n, n) avec le groupe de Chow des
cycles de codimension % est compatible avec le pullback et le pushout. Nous
donnons une preuve élémentaire de ces deux propriétés pour la cohomo-
logie motivique de poids 1 dans 2.2.4 et 2.2.6. Notons que la compatibilité de
cet isomorphisme avec le pushtout est un des points clés de 2.5.2. La fin de
cette section montre une compatibilité facile entre le triangle de Gysin et le
produit tensoriel (cf. 2.6.1) qui toutefois cache le signe de la formule R3e
(cf. remarque 2.6.2 pour plus de précisions). La formule de la proposition
2.6.5 illustre clairement ce que l'on entend par une interprétation géo-
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métrique des axiomes des modules de cycles au vu de sa contrepartie dans
la deuxiéme partie (formule R3d du lemme 5.4.8).

La deuxiéme partie exploite la premiére partie dans le but de dé-
montrer le théoréme central de Particle (cf. théoréme 6.2.1).

Dans la troisieme section, nous introduisons la catégorie des motifs
génériques (cf. définition 3.3.1) notée DM;%(k). Notre définition s’appuie
sur la notion de pro-objets pour laquelle nous faisons quelques rappels au
début de cette section. La fin de cette section est consacrée a l'interpré-
tation des motifs génériques en tant que “points” ou plus précisément
foncteurs fibres pour les faisceaux homotopiques. Cette interprétation fait
intervenir naturellement la t-structure homotopique sur la catégorie des
complexes motiviques. Ici se trouve le point de départ du théoreme 6.2.1.
D’un point de vue conceptuel, si F' est un faisceau homotopique, le module
de cycles F est la restriction du faisceau F & une catégorie conservative de
points, la catégorie des motifs génériques.

La quatrieme section contient quelques rappels sur les modules de
cycles ainsi que l'introduction de la catégorie £ (cf. 5.1) qui décrit les
morphismes structuraux des modules de cycles par générateurs et rela-
tions. La cinquiéme section constitue le coeur technique du théoreme 6.2.1.
Nous construisons un foncteur M@ : 7, — DM;%(k) (cf. théoréme 5.1.1)
qui joue le role de “module de cycles universel”. Le reste de cette section se
concentre sur cette construction qui s’appuie sur la premiere partie de
Particle. La méthode consiste & construire chacun des morphismes de £,
sur des modeles des corps de fonctions en jeu, a montrer que la con-
struction se localise aux points génériques des modeles et a montrer I'in-
dépendance de la définition par rapport aux modeles choisis. Les relations
des morphismes de 7, se déduisent directement des résultats de la pre-
miére partie.

La sixieme section permet d’appliquer les résultats obtenus. On notera
qu’'on déduit immédiatement de 5.1.1 le fait que K?" est un pré-module de
cycles. Il nous faut utiliser un résultat supplémentaire pour obtenir le fait
que c’est un module de cycles et 'argument nécessite I'hypothése que I'on
travaille sur un corps parfait. Ce résultat nécessite le théoreme (2.3) de
[Ros96] et le calcul du motif générique d’une extension transcendante pure
d’un corps de fonction (cf. corollaire 6.1.3). La fin de cette section permet
de relier les motifs génériques et le module de cycles K?" avec les suites
spectrales obtenues a partir de la filtration par coniveau. Ce lien est par-
ticulierement éclairé et approfondi dans [Dég05]. Enfin, nous citons en
remarque une réduction facile de la conjecture de Beilinson-Soulé qui
exploite le fait que la cohomologie motivique est un module de cycles.
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Morphismes dans la catégorie des motifs

1. Transferts

Pour alléger les notations, on pose XY = X x;. Y pour tous schémas X
etY.

1.1 — Transposée dans les correspondances finies

Soient X et Y deux schémas lisses. Rappelons qu'une correspondance
finie de X vers Y est un cycle de XY dont le support est fini équidi-
mensionnel sur X.

Si f est un morphisme de schémas de X vers Y, le cycle associé a son
graphe I'y définit une correspondance finie de X vers Y que I'on désignera
encore par f. Notons que si f est fini équidimensionnel, I’ est fini équi-
dimensionnel sur Y. Ceci nous permet d’adopter la définition suivante:

DEFINITION 1.1.1. Soient X et Y deux schémas lisses et f : X — Y un
morphisme fini équidimensionnel.

On appelle transposée de f, notée 'f, la correspondance finie de Y vers
X dont le eycle est associé au graphe de f vu comme sous-schéma fermé de
YX via I'isomorphisme de permutation des facteurs.

On note aussi f* : M(Y) — M(X) le morphisme de DM/ (k) qui s’en
déduit.

La transposée vérifie les propriétés élémentaires suivantes dont on
laisse la démonstration au lecteur:

LEmMME 1.1.2. Soit f:Y — X un morphisme fini équidimensionnel
dans Z}. Alors, on a les relations suivantes:

(1)Si o € c(Y,)Z est une correspondance finie, o.o'f = (f x 1z).().
2)Si g : Z — Y est un morphisme fini équidimensionnel, '(f o g) =
=!golf.
On termine cette section par une formule de projection généralisée.
Pour la formuler, on introduit la définition suivante:

. . q . . .
DEFINITION 1.1.3. Soit Y/ — Y un carré de morphismes de schémas.

o,

X =X
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Nous dirons qu’il est quasi-cartésien si il est commutatif et cartésien sur les
espaces topologiques sous-jacents.

Considérons un carré quasi-cartésien comme ci-dessus tel que X, X', Y
et Y’ sont lisses, f est fini équidimensionnel et g est dominant. Alors
R = k(YY) ®,xx) 1k(X’) est 'anneau total des fractions de Y’. Ainsi, Spec(R)
est en bijection avec 'ensemble des composantes connexes de Y. Pour tout
x € Spec(R), on note Y'(x) 'adhérence de x dans Y’ vu comme un sous-
schéma réduit et on pose q: = qly), Pr = qlyr)-

ProposITION 1.1.4. Considérons les hypotheses et notations qui pré-
cedent. Alors la formule suivante est satisfaite:

fog= > lggp(Ry).q.0'ps
xeSpec(R)

PREUVE: Soit I’y (resp. I'y) le graphe de f (resp. g).

Considérons I'intersection schématique W de ;Y et X'I'y dans X'XY.
Le schéma W est isomorphe a X’ xx Y et son image dans X'Y est égale a
l'image du morphisme X’ xx Y — X'Y. Par ailleurs, chaque composante
de cette intersection est propre et 'ensemble de ces componsantes est en
bijection avec Spec(R). Par hypothese, W,,; = Y’ est lisse. Il en résulte que
pour tout & € Spec(R), vu comme un point générique de W, (Ow 4)eq €St un
anneau local de Cohen-Macaulay — i.e. de profondeur égale a sa dimension ;
cf. [Ful98], A.7. Done 'anneau Ow ,, est de Cohen-Macaulay. Dés lors, par
application de la proposition 7.1 de [Ful98], la multiplicité d’intersection de
x dans W est égale a la longueur de 'anneau artinien Oy ;.

Ainsi, la correspondance finie !f o g est le cycle associé au sous-schéma
W dans X'Y:

Fog= Y 1gOw) Y @lxy.

xeSpec(R)

Comme on I'a déja dit, R est isomorphe a 'anneau total des fractions de W.
Done pour tout « € Spec(R), 1g(Ow ) = 1g(R,). Enfin, un calcul immédiat
montre que pour x € Spec(R), ¢, o 'py = [Y'(@)]yy- O

1.2 — Cup-produit externe

Pour un schéma lisse X, on note Ay : X — X x; X 'immersion diago-
nale associée.
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DEFINITION 1.2.1. Soient M et A/ des objets de DM (k) et o : M(X) —
— M, f: M(X) — N des morphismes de DM (k).

On appelle cup-produit externe de « et ff au-dessus de X la composée de
morphismes

Ax.

M) 2 M) o MX) ZE MaN.

On le note o [X]y f ou simplement o [X] 5.

ExemMpPLE 1.2.2. Considérons o € ¢(X,)Y et f € c(X,)Z. Un calcul
élémentaire montre alors: M(x) [XI M () = M(pXy, (@).p5%," (B).

1.2.3. On considerera particulierement ce cup-produit dans le cas
ou, étant donnés deux entiers naturels n et m, M = Z(m)2m] et
N = Z®)[2n].

Or 7Z(*)[2x*] est muni d'une structure d’anneau canonique pour le
produit tensoriel de DM (k). En effet, pour tous entiers naturels » et m,
on dispose d'un isomorphisme canonique e¢: Z(m)2m]® Z(n)2n] —
— Zn +m)[2(m +n)]. Sio: MX) — Z(m)[2m] et B : M(X) — Z(n)[2n]
sont deux morphismes, on définit le cup-produit interne associé a ¢ de o et f8
comme le morphisme

o — f=¢co(@[X}p).

Ce morphisme correspond a une classe de cohomologie motivique qui n’est
autre que le cup-produit de o et S.

Les formules suivantes résultent facilement de la théorie classi-
que d’intersection des cycles et nous laissons leur démonstration au
lecteur:

ProposiTION 1.24. Soit f : Y — X un morphisme de schémas lisses.
Considérons o: MX) —- M, B:MX)—N, y: MX)— P des mor-
phismes de DM (k). Alors, les velations suivantes sont vérifiées:

1) XXy =oaXBXy.
@) (@Xx p) ofi = (o f)Xly (B of)

St de plus f est fini équidimensionnel,

@) (fiXly Iy of " = Iy Klx f.
@) Ay Ky fo of* =1 Kx lux)-
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2. Triangle de Gysin

2.1 — Motifs relatifs

DEFINITION 2.1.1. Soient X un schéma lisse et Y un sous-schéma lisse
de X.

On note L[X/Y] le conoyau dans la catégorie ./} du morphisme
induit par linclusion canonique L[Y]— L[X]. On note aussi
MX/Y = C'L[X/Y)] le complexe motivique correspondant.

On appelle paire fermée tout couple (X, Z) formé d’'un schéma lisse X et
d’'un sous-schéma fermé Z de X. Nous dirons simplement que (X, Z) est
lisse si Z est lisse et que (X, Z) est de codimension n si Z est de codi-
mension pure 7 dans X.

Si (X, Z) est une paire fermée, on désigne encore le motif M(X/X — Z)
par la notation Mz(X) (suivant Voevodsky) ou encore M(X,Z) suivant la
clarté de I’écriture. On 'appelle le motif relatif associé a la paire fermée
(X, Z). Ce motif s’inscrit dans le triangle distingué canonique suivant:

(A) MX - 7) 25 M) — Myx) 25

Un morphisme de paires fermées (f,g): (Y,T) — (X, Z) est un carré
commutatif de morphismes de schémas

T—Y

oo

7~ X
qui est quasi-cartésien (cf. définition 1.1.3). On dit que ce morphisme est
cartésien si le carré ci-dessus est cartésien dans la catégorie des schémas.
Si P est une propriété des morphismes de schémas, on dira que (f,g)
vérifie P si f vérifie P. Un tel morphisme induit un morphisme
(f,9). : Mp(Y) — Mz(X) dans DM (k).

2.1.2. Soit (f,g) : (Y,T) — (X, Z) un morphisme de paires fermées fini
et équidimensionnel. Par définition, le carré suivant

Y -TSY
hv \Lf
X -7 X

est cartésien. Done, d’apres le corollaire 1.1.3, on en déduit un unique
morphisme induit, dessiné en pointillé dans le diagramme suivant de la
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catégorie des faisceaux avec transferts:
0 —>L[X — Z] —= L[X] —= L[X, Z] —> 0

1*h] J/ 1]t f] ¢ 'va
0—L[Y -T] —L[Y] —= L[V, T] —0.

DEFINITION 2.1.3. Avec les notations qui précédent, on pose
(f,9)" = C*(«) qui définit donc un morphisme Mz(X) — Mp(Y).

Par définition, ce morphisme s’inscrit dans le morphisme de triangle
distingué suivant:

+1

MX-2Z)— M(X) — Mz(X) —

e ) V(£9)

+1

M(Y =T) —> M(Y) — Mp(Y) —> .

On déduit facilement de la proposition 1.1.4 la formule suivante:

ProposiTION 2.1.4.  Considérons un carré commutatif
(v, 1) "0 (v, )
(.9 >/¢ o) v (£:9)
(X ’ zZ ) - (X’ Z)

de paires fermées tel que (f,g) est fini équidimensionnel et (p,q) domi-
nant. On suppose que X, X' et Y sont connexes et que le carré induit sur X,
X, Y, Y est quasi-cartésien.

Soit R = k(X") ®ux) k(Y). Pour tout x € Spec(R), on note (f,g.,) et
(P, q.) les restrictions respectives de (f',g') et (p,q’) correspondant a la
composante connexe de Y' de point générique x.

Alors,

9@ = > lgpR). (0l q).(fl. 0" .

xeSpec(R)

2.2 — Théoreme de pureté

Soit, (X, Z) une paire fermée lisse. On considére 'espace de déformation
au cone normal Dz X = BZ(A§() — BzX ou BZ(A}() (resp. BzX) désigne
Péclatement de A}( en 0 x Z (resp. X en Z), BzX étant vu comme un sous-
schéma fermé de B Z(A}() par 'immersion évidente. Alors DX est plat sur
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Al et sa fibre en 1 (resp. 0) est isomorphe a X (resp. au fibré normal N,X
de Z dans X). Notons pour finir que DzZ = A}, est un sous-schéma fermé
de DzX. On en déduit donc des morphismes de paires fermées

X,2) L (DX, AL <L (N,X, 2).

11 résulte de [Dég04, prop. 2.4] que les morphismes induits

My(X) % M(DyX, AL) <& M, X0

sont des isomorphismes. Notons que les morphismes d et d’ sont naturels
par rapport aux morphismes cartésiens de paires fermées.

2.2.1 - Motif de Thom

DEFINITION 2.2.1. Soient X un schéma lisse, et £//X un fibré vectoriel.

On considére la paire fermée (£, X) ot X est vu comme un sous-schéma
fermé a travers la section nulle. On pose M Th(E/X = M(E,X)), et on
appelle ce motif relatif le motif de Thom de £/X.

On notera souvent abusivement M Th(&) = M Th(E/X).

Comme les motifs relatifs, le motif de Thom est fonctoriel par rapport
aux morphismes de paires fermées (f,g) : (F,Y) - (K, X)ou E/X et F/Y
sont des fibrés vectoriels. On notera en particulier que f peut trés bien ne
pas étre un morphisme de fibrés vectoriels. Toutefois, lorsqu'on s’est
donné un monomorphisme ¢ : £ — F' de fibrés vectoriels sur X, on notera
simplement M Th(¢) le morphisme sur les espaces de Thom associés.

Notons par ailleurs que le motif de Thom est contravariant par rapport
aux morphismes finis équidimensionnels de paires fermées (cf. 2.1.2).

2.2.2. Soient £/X (resp. F'/Y) un fibré vectoriel et £ (resp. F) le dual
de son faisceau des sections. On note £ F le fibré vectoriel - appelé
somme directe extérieure de E et F' - sur X x; Y associé a 'Oxy-module
localement libre (p%;)*€ @ (p¥y)* F. Alors,

MTh(EFHEF) ~ M ThE) ® M Th(F.)

Considérons le morphisme de paires fermées 4:(E,X)—
— (FHEE, X x; X) donné par les morphismes diagonaux évidents. Nous
associons a tous morphismes o : M Th(E) — M et f: M Th(E) — N un



Motifs Génériques 185

cup-produit externe:
OCE/Xﬁ: (OC®/)))OA*

On déduit facilement de la proposition 1.2.4 les propriétés analogues sui-
vantes:

LEMME 2.2.3. Soient X, Y des schémas et E/X, F/Y des fibrés vec-
toriels. On considere un morphisme (f,g) : (F,Y) — (£, X) et les mor-
phismes suivants dans DM (k): o : M Th(E) — M, f: M Th(E) — N et
y: MTh(E) — P.

Alors,

1) XXy =oaxBXy.
@) @XIp)o(f.g). = (xo(f,9).) X (Bo(f.9).)

St de plus f est fini équidimensionnel,

@) ((f, 9 X 1yme) o (f,9)" = Lyrmne X (f, 9)"
@ Ly XIS, 9) o (F,9)" = (f, 9" X Lyrmne).-

2.2.2 — Motif de Tate et transferts

Soit X un schéma lisse. Si p: X — Spec(k) désigne le morphisme
structural de X, on note L[X] le complexe de faisceaux avec transferts
Cone(p,)l — 1]. Suivant Voevodsky, on pose aussi MX) = C* (ﬂ[X]), ap-
pelé motif réduit de X, qui s’inscrit dans le triangle distingué

MX) — MX) — 7 — M(X[1].)

Si X admet un point rationnel «, le triangle ci-dessus est scindé et on obtient
un isomorphisme canonique M (X) ~ M(X /{x}) avec la notation de 2.1.1.
Suivant [Voe00b], on pose 7(1) = M (]P,lc[ —2]). Ce motif est appelé le
motif de Tate.
Dans ce qui suit, nous reprenons le calcul du motif de Tate dii a Suslin et
Voevodsky afin de déterminer 'action de la transposée d’'un morphisme
fini équidimensionnel sur sa cohomologie.

PrOPOSITION 2.2.4.  Le complexe motivique 7.(1) est concentré en degré
1 et HY(Z1) ~ G, en tant que faisceau sur £,.

Soit ey : H'(X; 7(1)) — 05 X) lisomorphisme naturel qui s’en dédwit
pour un schéma lisse X.
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Soient X et Y deux schémas lisses connexes de corps des fonctions
respectifs K et Let f : Y — X un morphisme fini surjectif. Notons Ny, g la
norme de L/E. Alors, le diagramme suivant est commutatif:

HY(Y;Z(1) == O3 (V) L*
¢n | ¥
HY(X;Z(1)) 2> 0% (X)) EX.

PREUVE: On obtient facilement I'isomorphisme 7(1) ~ M(G,,/{1})[ — 1]
ce qui montre que Z(1)[1] est un facteur direct de M(Gy,).

Notons k%(C*) le i-éme préfaisceau de cohomologie d’un complexe mo-
tivique C*. Si U est un ouvert de A,lc et X un schéma lisse, rappelons que
par définition: I'(X;R'(M(U))) = HI"™(X x U/X), ou H;" désigne I'ho-
mologie singuliere de Suslin définie dans [SV96]. Dés lors, il résulte de
loc.cit., th. 3.1 que le complexe M(Ci,,) est concentré en degré 0 et done
7(1) est concentré en degré 1.

Or, d’apres I'isomorphisme canonique Z(1)[1] ~ M (A}C /Gyy,), on obtient
une suite exacte courte scindée

0 — I'(X; B (Z(1)) — HI™(X x G, /X) 5 HI™X x AL/X) — 0.

Par ailleurs, d’apres le théoreme cité plus haut, pour tout ouvert U de A}C, il
existe un isomorphisme HS"(X x U/X) =5 Pie(X x PL X x (P} — U)).
Cet isomorphisme est construit par le procédé suivant: si o est un cycle de
X x U qui est fini équidimensionnel sur X, il définit encore un cycle de
X x Py (puisque son support est propre sur X) qui lui-méme définit un
faisceau inversible sur X x P,lc. Comme son support est inclus dans X x U, il
est canoniquement trivialisé sur X x (P}C — U) et définit donc une classe
dans le groupe de Picard relatif.

Le morphisme (1) est induit par 'immersion opverte évidente. 11 cor-
respond donc au morphisme Pic(P}(,Xl UXs) @ Pic(P}(,Xoo) qui a un
faisceau inversible muni d’une trivialisation sur X; LI X, associe le méme
faisceau inversible muni de la trivialisation restreinte a X...

Or, utilisant la suite exacte longue du groupe de Picard relatif, le noyau
du morphisme précédent est isomorphe a G,,(X). Cet isomorphisme est
construit comme suit: soit f une fonction inversible sur X.; on peut
I'étendre en une fonction f sur A}( ; le diviseur de f , vu comme fonction
rationnelle de P, correspond donc & un fibré inversible qui est canoni-
quement trivialisé sur X;UX.; ceci définit une classe dans
Pic(Py, X; U X..) qui ne dépend pas du choix effectué - et qui tombe dans le
noyau de (1) puisque f est inversible sur X..
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On en déduit done un isomorphisme I"(X;2'(7Z(1))) X Gp(X). Ceci
montre que k'(7Z(1)) est le premier faisceau de cohomologie de 7(1), et t
est 'isomorphisme cherché. D’apres sa description, le morphisme ex ;7 est
compatible au pullback sur X, ce qui nous permet de conclure que l'iso-
morphisme ty est naturel en X.

Sif:Y — X est un morphisme fini équidimensionnel, le morphisme
induit par la transposée de f sur Hy"(X x U/X), quotient du groupe
¢(X, U), correspond au morphisme image directe d’apres le lemme 1.1.2. 11
résulte de la définition de ex ;7 que ce morphisme correspond au morphisme
image directe sur le groupe de Picard relatif. Des lors, par définition de ce
dernier, le morphisme correspondant sur G,,(X,,) est bien induit par la
norme (cf. [Ful98], prop. 1.4), ce qui conclut la derniere assertion. O

REMARQUE 2.2.5. Au cours de la démonstration, nous avons au pas-
sage obtenu l'isomorphisme canonique M Th(A,lc) = 7Q)[2]. D’apres la
proposition précédente, le groupe des endomorphismes du motif de Tate
est donc égal a:

End 0 y(7(1) = Endyyy gy (M Th(Ap) = 7.

Cet isomorphisme peut se décrire simplement: pour un morphisme de
paires fermées (f,g) : (A}, {0}) — (A,lc, {0}), 'endomorphisme M Th(fg)
est envoyé sur le degré de f.

Nous verrons toujours G,, comme un faisceau avec transferts avec la
structure qui découle de la proposition précédente. Notons que 'on obtient
done 7(1) = Gy,[ — 1]. Suivant [MV99], le faisceau avec transferts G,, est
appelé la sphere de Tate.

COROLLAIRE 2.2.6. Pour tout schéma lisse X, il existe un isomor-
phisme canonique

Hom pygorref M(X), Z(D[2]) = Pic(X),

qui est naturel par rapport aux morphismes de schémas.
Sif Y — X est un morphisme fini équidimensionnel, le diagramme
sutvant est commutatif:

Homp, yrer5 (Y, Z(1)[2]) 25 Pic (V)

“Hy 2
Hom py ers) (X, Z(1)[2]) X Pic (X).
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PREUVE: D’apres ce qui précede et suivant [Voe00b, 3.2.3], on obtient un
isomorphisme canonique

M(X), Z(1)[2]) ~ Ext’

DM (k)( Lt (LIXT, Gy

Hom
qui est naturel en X par rapport aux correspondances finies. D’apres
[Dég07, 2.9] et le fait que la cohomologie Zariski et Nisnevich du faisceau
Gy, coincident, on obtient un isomorphisme

EXtﬂl,f/f ir(L[X]a { }m) =~ H% (X, Grm)

ar

Ces deux isomorphismes induisent I'isomorphisme de I'énoncé tx.

Pour vérifier le second point du corollaire, on introduit la construction
suivante: soit X un schéma lisse et &/ = (U;);—; un recouvrement ouvert fini
de X; on note L[1/] le complexe de faisceaux avec transferts ala Cech induit
par U:

LUl = € LU, N..0 T, ],

aelntl

les différentielles étant données par la somme alternée habituelle. Pour
tout entier i € N, on pose H: .(X; F) = lim H' (Homﬂ,,,,Ag(L[L{],F)).

u/x
On en déduit un morphisme canonique

T}( : Htly-(X§ Gip) — EXt}/, ;CI(L [Xa (}m])v

qui est un isomorphisme d’apres I'isomorphisme obtenu précédemment.

La transposée d’un morphisme fini équidimensionnel définit une fonc-
torialité covariante sur le groupe de droite. Or on peut construire une fone-
torialité covariante sur le groupe de gauche comme suit: soit f : ¥ — X un
morphisme fini équidimensionnel entre schémas lisses, et I// X’ un recouvre-
ment ouvert. On considére le recouvrement f~1(1/) de Y ainsi que le mor-
phisme induit de recouvrements f : f~1(1/) — U dont chaque composante est
finie équidimensionnelle. On en déduit d’apres 1.1.3 un morphisme de com-
plexes de Cech L[] : L{2/] — L[f~1@)]. Comme les recouvrements ouverts
de la forme (/) forment une partie cofinale parmi les recouvrements ou-
verts de Y, on obtient par passage a la limite la fonctorialité attendue. Une
nouvelle application de 1.1.3 montre que 'isomorphisme 7% est naturel par
rapport aux fonctorialités covariantes que nous venons d’introduire.

I1 résulte trivialement de la définition de I:I%,,(X ; Giy,) en termes de co-
cycles que ce groupe est isomorphe au groupe de Picard. Par ailleurs,
d’apres la proposition précédente, la fonctorialité covariante sur ce groupe
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est induite par des applications norme convenablement choisies. Il résulte
enfin de [Ful98, 1.4] que cette fonctorialité coincide avec le pushout clas-
sique sur le groupe de Picard, ce qui permet de conclure. O

Nous terminons ce paragraphe par la définition de la classe de Chern
motivique qui découle du calcul précédent.

DEFINITION 2.2.7. On note
¢; : Pie()) — HomDMgﬁ»(k)(M(.), 72D

I'isomorphisme naturel de préfaisceau sur %) défini dans le corollaire
précédent. Si X est un schéma lisse, et 1 € Pic(X) la classe d’'un fibré in-
versible sur X, on note

a) : MX) — Z)2]

I'image de la transformation naturelle ci-dessus appliquée en X et en 4, et on
I'appelle la classe de Chern motivique de 4.

Il résulte de I'étude précédente qu'on dispose des relations suivantes
pour X et Y deux schémas lisses et A la classe d’un fibré inversible sur X:

(2.2.8) Sif:Y — X est un morphisme quelconque, c{(f*1) = c(4) o f..
(2.2.9) Sif:X — Y est un morphisme fini équidimensionnel,

c(fid) = c(A) o f.

2.2.3 — Motif d’un fibré projectif

Suivant V.Voevodsky, on associe a tout fibré projectif le morphisme
suivant:

DEFINITION 2.2.10. Considérons X un schéma lisse, et £/X un fibré
vectoriel sur X de rang n. On note P(¥) I'espace projectif induit par £, Az le
fibré inversible canonique de P(¥) et p : P(E) — X la projection canonique.

Pour tout entier naturel r, on définit le morphisme suivant:

L(E) = ¢(Zp)" Ko@) p« : MPE)) — MX)(r)[2r]

oll ¢(Ag)" désigne la puissance r-iéme du morphisme c¢y(Ag) pour le cup-
produit défini dans la remarque 1.2.3.
On posera de plus: [(E) = Zf;é [ ().

La proposition suivante résume la fonctorialité de ce morphisme:
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LEMME 2.2.11.  Soient X un schéma lisse et E /X un fibré vectoriel.

(1) Soient F'/X un fibré vectoriel et o : E — F un isomorphisme de
fibrés sur X. Alors, notant ¢ : P(E) — P(F) lisomorphisme induit par o,
[(E)og, =[(F).

(2) Sotent Y un schéma lisse et f : Y — X un morphisme de sché-
mas. Posons By = E xx Y et notons]’ : P(Ey) — P(E) le morphisme in-
duit par f. Alors, pour tout r € N, [,.(E) o g, = f.(")[2r] o [,(Ey).

(8) Considérons les hypotheéses du numéro précédent et supposons
que f est fini équidimensionnel. Alors, [.(Ey) o g* = f*(r)[2r] o [.(E).

PREUVE: Pour les deux premieres assertions, il nous suffit d’appliquer
la formule 2.2.8 pour la compatibilité des classes de Chern au pullback et le
deuxieme point de 1.2.4 pour celle du cup-produit.

Pour la derniere assertion, on note A (resp. Ay) le fibré en droite ca-
nonique sur P(E) (resp. P(Ey)), et 4 (resp. 4') le morphisme diagonal de
P(E) (resp. P(Ey)).

On trace le diagramme suivant:

*

g

M(PE) M(PEy)
Ay 1) VAL
M(PE) @ M(PE) 1g,- o1 M(PEY) ® M(PEy)
K Sl
cl()\)"®p*l/ M(PE) ® ]Vf(IPEy) itlv\y)r(@m/*
M)W __ @ ey, @ MY) ()]

1O M(Y) (r)f2r]

Le diagramme (1) est commutatif d’apres 1.2.4, le diagramme (2) est com-
mutatif d’apres 1.1.4 et le diagramme (3) est commutatif d’apres 2.2.8. O

La motivation pour introduire la définition précédente est la proposi-
tion suivante (cf. [Voe00b, 3.5.1]):

PROPOSITION 2.2.12 [Voevodsky]. Soient X un schéma algébrique lisse
et E/X un fibré vectoriel de rang n > 0.

Alors, le morphisme [(E) : M(P(E)) — Zf;(} MX)(r)[2r] de la défini-
tion 2.2.10 est un isomorphisme.

REMARQUE 2.2.13. Suivant la méthode classique en cohomologie, on
peut déduire de cet isomorphisme des classes de Chern motiviques - vues
comme morphismes entre motifs - qui prolongent les classes de la forme
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¢1(A) définies en 2.2.7. On déduit du lemme 2.2.11 la fonctorialité standard
de ces classes de Chern. Toutefois, nous ne les utiliserons pas.

224 — Isomorphisme de Thom

Soient X un schéma lisse et £//X un fibré vectoriel de rang n. Dans ce
qui suit, nous exphcltons le motif de Thom de E/X.

Posons £ = E xx AL muni de sa structure de fibré vectoriel sur X.
Alors, on obtient les isomorphismes suivants:

MTh(E) = ME, X)= M@, X)
:M(]P(E‘)/]P(E‘) ) M(P(E)/P(E))

Le premier isomorphisme est induit par 'immersion ouverte £ — P(E)

d’apres la propriété d’excision de la topologie de Nisnevich (cf. [Dég04, 2.3])

et le deuxieme résulte du fait que P(E) — X est un fibré vectoriel sur P(E).
On déduit de cet isomorphisme un triangle distingué canonique

B) M(P(E)) - M(P(E)) = M Th(E) —

ol le morphisme ¢ est I'immersion fermée correspondant a ’hyperplan a
Pinfini.

Or, d’apres le deuxiéme point du lemme 2.2.11, le morphisme i, cor-
respond a travers les isomorphismes [(£) et (E)a 'injection canonique des
n premiers facteurs de @,_, M(X)(r)[2r]. 11 en résulte que le triangle ci-
dessus est scindé et que le morphisme suivant

(&

MX)m)2n]— @M X)@)2r] = M(PE)) = M Th(E)

r=0

est un isomorphisme.

DEFINITION 2.2.14. Avec les notations et hypotheses qui précédent, on
appelle isomorphisme de Thom et on note O(F) la réciproque de I'isomor-
phisme ci-dessus.

L’étude détaillée du motif de Tate qui précede et de la classe de Chern
motivique d’ordre 1 se justifie dans la mesure ot 'on prouve la fonctorialité
suivante de I'isomorphisme de Thom:
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LEMME 2.2.15.  Soient X un schéma lisse et E /X un fibré vectoriel de
rang n.

(1) Soit F'/X est un fibré vectoriel sur X et o: E — F un iso-
morphisme de fibrés sur X. Alors, O(E) o (0,1x), = O(F).

(2) SoientY un schémalisseetf : Y — X un morphisme de schémas.
Posons Ey = E xx Y et notons fz : Ey — E le morphisme induit par f.

Alors, OE) o (fg,f)« =f.(n)[2n] o OEYy).

(8) Considérons les hypotheéses ci-dessus et supposons que f est fini
équidimensionnel. Alors, 0 Ey) o (f5,f)" =f*(n)[2n] o O(F).

PrREUVE: Dans chaque cas, on se ramene en utilisant le triangle distingué
(B) a montrer I'assertion analogue ot 'on remplace (F) (resp. (Ey)) par
[(E) (resp. [(Ey)). Des lors, on est ramené au lemme 2.2.11. O

Soient X un schéma lisse, £/X un fibré vectoriel de rang 1 et 7 un entier
naturel. On considere le dual £ du faisceau des sections de £/X.

Notons S.(€) l'algebre symétrique de £. Le morphisme d’inclusion ca-
nonique £ — 8.(€) induit un morphisme homogene de degré » de Ox-al-
gebres graduées S.(E") — S.(&).

On pose E™ = Specy(S(EY)), et on note u: E — E™ le spectre du
morphisme précédent; ¢’est done un morphisme homogene de degré » de
fibrés vectoriels sur X.

On a ainsi obtenu un morphisme fini équidimensionnel de paires
fermées (u,1y) : (E,X) — (E™,X) (ce morphisme n’est pas cartésien si
r>1).

PROPOSITION 2.2.16.  On adopte les hypotheses et notations introduites
ci-dessus.
Alors, les diagmmmes sutvants sont commutatifs:

( (1,1x)"

MTh(E) — MTh(E )) MTh (E) MTh (E(™)
o) Jot=) BN e
M(X)(1)[2] 1 M (X)(1)[2] M(X) (1)[2].

APREUVE: pn note A et A les fibr:és inver§ibles canoniques respectifs sur
P(E) et P(E™). On note v:PE) — PE™) le morphisme induit par
jt: B — K7, obtenu suivant le procédé décrit ci-dessus.
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On ¢’intéresse tout d’abord au diagramme de gauche. On pose
F = £ @ Ox[t]. Tout d’abord, on a le calcul facile suivant:

D7 osnDF =D D 7

i>0 >0 i>0 0<j<r

Autrement dit, v*(1') = 1", ce qui implique v*¢;(1') = r.c1(A).
Dés lors, utilisant la formule 2.2.8, le morphisme

o =LE)ov, o [(E): MX) & MX)D[2] — MX) & MX)(D)[2]

a pour matrice ( , ce qui permet de conclure par définition de

0
0 r.Id)
I'isomorphisme de Thom.
Considérons maintenant l'autre diagramme. On note p et p’ les pro-
jections respectives de P(E) et P(E™) sur X.
Alors, on obtient 'égalité suivante de morphismes de complexes moti-

viques: p.v* = plv.v* @ p.(deg(v).Id) = r.p,. L’égalité (1) résulte de la

formule de projection de 1.1.4.

Par ailleurs, v est égal a I'identité sur ’hyperplan a I'infini de P(E) et
PE™) lorsquon I'a identifié & X. Cela implique v,(c1(2')) = ¢;(A) dans le
groupe de Picard, ce qui se traduit grace a la formule 2.2.9 par 1'égalité
¢i(2") o v* = ¢4(A) concernant les classes de Chern motiviques. Appliquant
enfin la formule de projection 1.2.4, on obtient (p, [X] ¢i(4)) o v = p’ [X] cy(A).

On en déduit que la matrice du morphisme

y=E) ov o (EM) ™ : MX) & MX)(DI2] — MX) & MX)(1)[2]
est égale a la matrice diagonale (T'ld 0 )

0 Id
De nouveau, le diagramme commutatif suivant permet donc de con-
clure

M(X)(1)[2] —= M(X) ® M(X)(1)[2] = MP(E®)) —22> MTh (E)
| P T

M(X)(1)[2] —= M(X) ® M(X) (1)[2] <—— M(P(E)) —> MTh (E)).

La commutativité du carré (1) résulte de la définition de I'isomorphisme qui
sert a construire le triangle distingué (B) et de la formule de 1.1.4. O
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2.2.5 — Conclusion

Soit (X, Z) une paire lisse de codimension n.
Considérons les morphismes de déformation au cone normal:

(X, 2) 5 (D4X, AY) < (N4X, 2).
Nous associons a (X, Z) 'isomorphisme de pureté:

@y ON7zX)
—

bxz:  MX,Z) 2, MDzX, Aé) — M Th(NzX) M(Z)n)[2n].

REMARQUE 2.2.17. Nous dégageons explicitement cet isomorphisme
car c’est en élucidant sa fonctorialité que nous obtenons les résultats de la
section suivante.

2.3 — Définition

On introduit maintenant le triangle de Gysin qui apparait déja dans
[VSFO00], chap. 5:

DEFINITION 2.3.1. Soit (X, Z) une paire lisse de codimension d. On note
1:Z —Xetj: X —Z — X les immersions canoniques.

On définit a partir du triangle distingué (A) et grice a I'isomorphisme
2.2.5 le triangle distingué

MX - 2) - M) - M@)@2d) 22 Mx - 2]
appelé triangle de Gysin. On dit que * est le morphisme de Gysin associé a

1 et que Ox z est le résidu associé a la paire (X, Z).

REMARQUE 2.3.2. La terminologie «résidu» est particuliérement mo-
tivée par la définition 5.4.6.

2.4 — Fonctorialité covariante

Dans ce qui suit, on étudie la fonctorialité du triangle de Gysin. Rap-
pelons en effet que 'on a associé a un morphisme (f,g) : (Y, T) — (X, Z) de
paires fermées, le morphisme de motifs relatifs

(9« : Mp(Y) — Mz(X)
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de telle maniere que ce morphisme s’insére dans un morphisme évident de
triangles distingués du type (A).

DEFINITION 2.4.1. Soit (f,g) : (Y,T) — (X, Z) un morphisme de paires
fermées. On suppose que Z (resp. T) est connexe et lisse sur k de codi-
mension 7 dans X (resp. m dans Y).

On définit alors un morphisme (f,g) par le diagramme commutatif
suivant:

Mr(Y) 225 M (T)(m)[2m)]
(1.9)- | o0
My (X) 2% M(Z)(n)[2n).

Reprenons les notations de cette définition. Considérons les immer-
sions canoniques i: Z — X, j: X-Z—-X, k:T—-Y et l:Y-T—T.
Par définition, le morphisme (f, g), fait done partie du morphisme suivant
de triangles de Gysin:

E* Oy, 1]

MY —T) —2 = MY) —" = M(T)(m)[2m] 225 M(Y —T) [1]

n| | (1) |y [
- (

M(X Z)T>JW(X) = M(Z) n)[Qn}mM(X—Z) [1].

REMARQUE 2.4.2. La commutativité du carré (1) justifie notre choix de
notation pour le morphisme (f,g), que 'on considere comme un analogue
du morphisme de Gysin raffiné suivant la terminologie de [Ful98], §6.2
(voir aussi th. 6.2 (a)). Plus précisément, dans le cas ou (f, g) est cartésien,
on peut voir que le morphisme (f, g), induit en cohomologie motivique de
degré 2n et de poids n — qui est isomorphe au groupe de Chow des cycles de
codimension n — le morphisme de Gysin raffiné défini par Fulton re-
lativement au carré cartésien (f,g).

2.4.1 - Transversalité

Rappelons avant d’énoncer la proposition qui nous intéresse la défini-
tion suivante (cf. [EGA4], 17.13.3):

DEFINITION 2.4.3. Soit (X, Z) une paire fermée lisse de codimension 7.

Soient Y un schéma lisse et f : ¥ — X un morphisme de schémas. On
dit que f est transverse a Z si le schéma Z xx Y est lisse purement de
codimension 7 dans Y.
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PropoSITION 2.4.4. Soit (X, Z) une paire lisse de codimension n.

Soit f:Y — X un morphisme. On pose T =7 xxY et on note
g : T — Z le morphisme induit par f.

Alors, sif est transverse a Z, (f,g) = g.(n)[2n].

PREUVE: Par fonctorialité de la déformation au cone normal, le mor-
phisme (f,g), correspond a travers les isomorphismes de déformation au
cone normal, au morphisme (N, f, ), : M Th(N7Y) — M Th(NzX) ou N, f
est défini comme la composée des morphismes du diagramme ci-dessous:

Ny f

/—R\
NTY %Z g*NZX -0 NZX

\ \L g i/
g
T——Z7.
Le morphisme ¢ est en général une immersion fermée, mais comme f est
transverse a Z, codimyZ = codimy7'. On en déduit que le monomorphisme

de fibrés vectoriels ¢ : N7Y — g*(NzX) est en fait un isomorphisme.
Deés lors, le diagramme suivant est commutatif:

(Ng f,9)
/’ﬁ—\
MTh (NpY) === MTh (g" Nz X) ————= MTh(NzX)
21X )« 9 9)x*
oY)W 9" Nz X) @ |owax)
M(T) (n)[2n] ——— M(T) (n)[20] ———— M(2) (n)[20],
d’apres les deux premiers points du lemme 2.2.15. O

2.4.2 — Ramification en codimension 1

Rappelons qu’un épaississement de schémas est une immersion fermée
qui est un homéomorphisme sur les espaces topologiques sous-jacents.

DEFINITION 2.4.5. Considérons un diagramme commutatif dans la ca-
tégorie des schémas

Z—L»_Z/

? X 2

dans lequel chaque morphisme est une immersion fermée et : est un
épaississement. Notons Z (resp. Z') 'idéal de ¢ (resp. 7).
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(1) Soit o un entier naturel. On dira que ’épaississement : est exact
d’ordre « dans X si 7' = Z*.

(2) Plus généralement, on dira que ’épaississement : est exact dans
X si pour toute composante irréductible Z’, de Z’, notant Z, la composante
irréductible de Z qui correspond a Z’, il existe un entier o, tel que le
morphisme induit par restriction 1, : Z, — Z', soit exact d’ordre o; dans X.

REMARQUE 2.4.6. Dans la deuxiéme partie de la définition, la suite
d’entiers o, ou A parcourt les composantes irréductibles de Z’ est unique.
En effet, pour toute composante irréductible Z’, de Z’ de point générique
2, sil'on note Z; la composante irréductible de Z qui lui correspond ainsi
que z, son point générique, on a o; = lg(OZ; 2 )—1g(0z,,,) + 1.

Munis de cette définition, nous pouvons introduire la condition voulue
sur les morphismes de paires fermées:

DEFINITION 2.4.7. Soit (f,g) : (Y, T) — (X, Z) un morphisme de paires
fermées.

On dit que (f, g) est exact si le morphisme canonique 7' — Z xy X est
un épaississement exact dans Y. Si 7', est une composante irréductible de
T, on appellera ordre de (f,g) en T 'ordre de 'épaississement corres-
pondant en T';.

REMARQUE 2.4.8. Cette propriété des morphismes de paires fermées
est stable par changement de base mais pas par composition.

24.9. Soit (f,9): (Y,T) — (X, Z) un morphisme exact de paires fer-
mées ol T est réunion disjointe de ses composantes connexes. On cherche a
définir un morphisme de paires fermées

(Dyf,1x g): (DrY, A}) — (DzX, Ay)

qui coincide avec (f,g) sur la fibre au-dessus de 1.
Si l'on pose 7" =Z xx Y, on a par définition une décomposition du
morphisme (f,g) en le diagramme

T
gl T Y
\ Vo i

Z—X

oll ¢ est un épaississement exact par rapport a Y.
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Le morphisme (f,¢’) étant cartésien, il nous reste a construire un
morphisme sur les espaces de déformation pour le triangle du haut. On est
done réduit au morphisme exact (1y,2) : (Y, T) — (Y, T").

Commencons par supposer que T est irréductible. On note Z (resp. Z')
l'idéal de T (resp. T") dans Y, et on note o 'ordre de I’épaississement exact 1.
Par définition, c’est 'unique entier « tel que Z' = Z*.

Rappelons que 'espace de déformation D7Y est le spectre de la Oy-
algebre cohérente @, (Z)".t . Des lors, on peut définir simplement un
morphisme sur les espaces de déformation:

@ne% (I,)n'tin - @me‘/, (I)m'tim
xt™ = xtT

puisque toute section x de (Z')" est aussi une section de (Z)*". En particu-

lier, ce morphisme est I'élévation a la puissance « sur le parametre de la
déformation, et il définit un morphisme D, : DyY — Dy Y. Il en résulte que
D, induit un morphisme D/ : A} — A}, égal & t* x 10l *: A} — A} est
I’élévation a la puissance o.

Ainsi, on en déduit un morphisme exact d’ordre « (D,, D)) : (DrY, AlT) —
— (DpY, Ap).

On calcule par ailleurs les fibres en 0 et 1 de cette construction pour
arriver au diagramme de paires fermées suivant:

(Y,T) — (DrY, AL) < (C7Y,T)
(v | @00 jew
(Y, T/) . (DT/Y, A,_lr,) D — (CT/Y7 T/)

dans lequel les morphismes horizontaux sont les morphismes de dé-
formation au céne normal — tous cartésiens fermés — et les morphismes
verticaux sont exacts d’ordre o; le morphisme C, est par définition le
spectre du morphisme

@ (I/)n/(z/)n-&-l — @Ian/zmw-(x ﬂ) @Iom,/zan—o—l

nelN nelN nelN

ﬂ :Z’-*/n/:z-rrb-&-l7

meN

ot le morphisme (1) est ’épimorphisme canonique, et (2) est le mono-
morphisme canonique correspondant a l'inclusion du facteur direct.

Autrement dit, d'un point de vue géométrique, le morphisme C, se
factorise comme ci-dessous
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C.
/I_—‘\
CTY # L*CT/Y _—> _(];NzX
| oo
T ——=1T - T,

ol le carré (x) est cartésien, et le morphisme u est dominant de degré o.
Ce calcul montre enfin que le morphisme canonique 7" x¢,,y CrY — T’
est un isomorphisme, et donc que (C,, 1) est bien un morphisme exact.
Dans le cas général, comme 7" est réunion disjointe de ses composantes
irréductibles notées (7%);, on pose D, =, D,, ol 1; est 'épaississement
canonique correspondant a T%.
Ceci nous permet donc de définir le morphisme annoncé a partir du
morphisme exact (f,9) en considérant le diagramme commutatif

’

(Y, T) —— (DrY,A}) (CrY,T)
(o) (DL,DL)L (€.
© 9 (Y, T") —— (DY, A}.)) <— (Cp Y, T") (Cyfr9)
g @, flxg’)J/ (Cy 0]
(X,2) —— (DzX,A}) <— (C2X, 2)
Z

et en posant: Dyf =Dy foD, et Cyf =Cyf oC,.

Ayant ainsi étendu la fonctorialité de la déformation au cone normal
pour les morphismes exacts, nous pouvons aborder la démonstration du
théoréme suivant:

THEOREME 2.4.10. Soient (X, Z) et (Y, T) deux paires fermées lisses de
codimension 1 telles que Z est connexe. Soit (f,9): (Y, T) — (X, Z) un
morphisme exact.

Posons T' = Z xx Y. Pour tout t € T, on pose ry =1g(Op ) +1 ol t
est considéré comme un point de T', et on note g; la restriction de ¢ a la
composante rréductible de T de point générique t.

Alors, (f, 9 = 2 iero 9. (DI2]:

REMARQUE 2.4.11. Si T est irréductible, I'entier » est I'indice de ra-
mification de 'idéal maximal de Oy r dans I'extension x(7')/x(Z) au sens de
[Ser68], ot 'anneau de valuation discrete Ox z (resp. Oy r) est 'anneau des
entiers de x(Z) (resp. x(T)).
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PREUVE: On peut supposer que T est connexe et on pose r = 7; ou ¢
désigne 'unique point générique de 7.

On utilise la fonctorialité construite avant 1’énoncé du théoreme.
Adoptant les notations introduites dans cette construction, (f,g). est iso-
morphe a travers les morphismes de déformation au cone normal au
morphisme (N,f,g).. Rappelons que le morphisme N, f est défini par le
diagramme suivant:

Ny f
NTYWNZX
| . b

T:T%T’:T/%Z7

dans lequel les carrés () sont cartésiens.

Or, le morphisme v est une immersion fermée entre fibrés vectoriels de
rang 1. C’est donc un isomorphisme.

Par ailleurs, notant 7 I'idéal de T dans Y,

"(NpY) = Specy (EB m /I”M)

nelN

et le morphisme g est induit par le morphisme de Op-modules cohérents

I’r’rL/IWl+1 N Im/Ierl
® ®
qui est l'inclusion canonique.
On peut done lui appliquer la proposition 2.2.16; on en déduit que le
diagramme suivant est commutatif’

M(p,17)
MTh (N7Y) 22D 0 rTh (0 N Y)

O(N1Y)y VO Ny Y)
M(T) (1)[2] "= M(T) (1)[2],

ce qui termine la démonstration d’apres les deux premiers points du lemme
2.2.15. O

2.5 — Fonctorialité contravariante
Soit (f,g9): (Y,T) — (X,Z) un morphisme fini équidimensionnel de

paires fermées lisses de codimension n. Dans 2.1.2, on a défini un mor-
phisme (f,9)" : M(X,Z) — M(Y,T). A travers les isomorphismes de
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pureté 2.2.5, ce morphisme correspond a un morphisme noté
(f,9) : MZ)w)I2n] — M(T)(m)[2n].

Par définition, ce dernier s’inscrit dans le morphisme de triangles dis-
tingués:

MX — Z) —2 o M(X) — o M (2) (n)2n] 222 ar(x — 2y

| B | Ji

MY —-T) — M(Y) — M(T) (n)[2n] m MY —T)[1]

ou g et h sont les morphismes induits par f.

REMARQUE 2.5.1.  Le morphisme (f,g)' est compatible au produit de
composition des morphismes de paires fermées. Plus généralement, soit
(X, Z) une paire fermée lisse. Alors Z = U;c;Z; ou Z; parcourt les compo-
santes irréductibles de Z. Pour tout ¢ € I, notons n; la codimension de Z;
dans X. Nous avons associé a (X, Z) le motif ®;c;M(Z;)(n;)[2n;]. D’apres ce
qui précede, cette association est fonctorielle contravariante par rapport
aux morphismes de paires fermées finis équidimensionnels. D’apres la
sous-section précédente, elle est aussi fonctorielle covariante par rapport
aux morphismes de paires fermées.

De plus, la proposition 2.1.4 montre que ces deux types de morphismes
satisfont une formule de projection généralisée. Il suffit de remplacer les
symboles x qui apparaissent dans 2.1.4 par des symboles ! pour obtenir le
bon énoncé. La démonstration est évidente.

ProposiTION 2.5.2. Soient (X,Z) et (Y, T) deux paires fermées lisses
de codimension n, et (f,g): (Y, T) — (X, Z) un morphisme fini équidi-
mensionmnel.

On suppose l'une des deux conditions suivantes vérifiée:

(1) Le morphisme (f,g) est cartésien.
(2) Le morphisme (f,g) est exact, et n = 1.

Alors, (f, g)! = g*(m)[2n].

PREUVE: On se place dans le cas de la premiére hypothése. Tout
d’abord, le morphisme D, f (resp. N, f) est fini équidimensionnel. Dés lors,
utilisant la fonctorialité naturelle de la déformation au ecéne normal par
rapport aux morphismes cartésiens de paires fermées, la proposition 2.1.4
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entraine que le morphisme (f,g)" est isomorphe par déformation au céne
normal au morphisme (N, f,9)".

Comme on 'a déja vu, le morphisme canonique ¢ : NyY — ¢g*NzX est
un isomorphisme. Si on note p : g*N;X — N;X le morphisme induit par g,
on obtient le diagramme commutatif suivant

(Ngf,y)*
/ﬂm\
MTh (N X) s MTh (g" (N7X)) — > MTh (N7Y)
b,g vl

0<NZX>i (1) 9(9*NZX)l 2) lewﬂ)

M(Z) (d)[2d] M(T) (d)[2d)] =——— M(T) (d)[2d).

g (d)[2d]

En effet, la partie (1) est commutative d’apres le dernier point du lemme
2.2.15. Lapartie (2) est de méme commutative d’apres le premier point de ce
lemme, puisqu’on déduit I'égalité (i,17)" = (i, lT);1 de la proposition 2.1.4
et du fait que ¢ est un isomorphisme. Ceci conclut la proposition dans le cas
de la premiére hypothese.

Placons nous dans le cas de la seconde hypothese. Tout d’abord, comme
précédemment, le morphisme (f,g)" est isomorphe par déformation au
cone normal au morphisme (N, f,¢)" ot le morphisme N, f : NyY — NzX
a été défini dans 2.4.9 (il apparaitra dans ce qui suit que ce dernier mor-
phisme est effectivement fini équidimensionnel).
santes irréductibles de T (resp. 7”), de telle maniere que pour tout A,
(T")yeq = T. Pour tout 4, on note r; l'ordre de I'épaississement exact
T, — T'. On note enfin g, : T, — Z la restriction de g a T';.

On peut alors factoriser le morphisme N, f comme suit:

Nyf
/’Jﬁm\
NyY = > ¢*NzX ————= N, X
y ; y
T z

o le morphisme v se décompose en la somme de morphismes
v, : N7,Y — g;NzX pour tout entier 4 dans [1,%].
Pour tout 4, notons Z, I'idéal de T, dans Y. On pose

N§Y = Specy, (@ Iy /I}f’““)

neN
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Comme T est régulierement immergé dans Y de codimension 1, N %)Y est
un fibré vectoriel de rang 1 sur 7';. ‘

Revenant a la construction de 2.4.9, on peut décrire le morphisme v, par
la factorisation suivante:

Ux

/-—‘-‘\
NTAY o er(“:\A) o g’;\NzX.
dans laquelle le morphisme 7, est une immersion fermée et le morphisme 1,
est induit par le morphisme de Op,-modules

@Izn /IZ?‘;Hrl N @ IT/IZHI.

neN meN

Nous sommes donc dans les conditions d’application de la proposition

2.2.16 pour le morphisme 7;. Comme par ailleurs, le morphisme 7, est un
isomorphisme de fibrés vectoriels (car les deux fibrés sont de rang 1), on
déduit de cette proposition que la partie (2) du diagramme suivant est
commutative:

(r.9)" (Ox;17y)
— &

MTh (NzX) )\]\/[Th (g‘ANzX) H@AJ\IT}I (NT/\Y)

e(NZX)l 1) lZA 0(gx Nz X) (2) lZA O(Nr,Y)
T

M(2) (1)[2] ——= exM (D)) (1)[2] ———= &\ M (T3) (1)[2].

g
Comme la partie (1) est commutative d’apres le troisieme cas du lemme
2.2.15, on peut conclure. O

2.6 — Propriétés supplémentaires
2.6.1 — Structure monoidale et triangle de Gysin

ProposITION 2.6.1.  Sotent (X, Z) une paive fermée lisse de codimen-
sion n et Y un schéma lisse. Notons 1t : Z — X l'immersion fermée associée
(X,Z) et posons U =X — Z.

Alors, le diagramme suivant est commutatif

(1y><’i>* ayx_’yz[l}

M(YZ)l (n)[2n] MYU)[1]

MY)® M(X) 222 M(Y) @ (M(Z) (n)20]) =220 vrevy o M) 1],
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ayant noté ¢ 'isomorphisme de permutation
Zm)2n] @ M(Y) @ M(Z) ~ M(Y) ® Z(n)[2n] @ M(Z.)

REMARQUE 2.6.2. Nous avons dégagé l'isomorphisme ¢ dans cette
proposition car celui-ci explique le signe dans la relation R3e des motifs
génériques (cf. lemme 5.4.8 dans la deuxiéme partie).

PREUVE: Remarquons tout d’abord que, puisque le foncteur L[Y] @ (.)
est exact a droite, on obtient un isomorphisme canonique noté ¢ dans le
diagramme suivant de Q/I/”}f, dont les lignes sont des suites exactes courtes:

0—=LYX -YZ] LYX] ——=LYX/YX -YZ] —0
(D) H H b
0—=>L[Y]®" L[X — Z] > L[Y] ®" L[X] > L[Y] " L[X/X — Z] > 0.

Puisque le morphisme de projection YX — X est plat, on obtient des iso-
morphismes canoniques Dyz(YX) ~ Y(DzX) et Nyz(YX) ~ Y(N;X) qui
sont compatibles aux morphismes de déformation au cone normal. Ainsi, on
obtient le diagramme commutatif suivant, dont tous les morphismes sont
des isomorphismes:
MYX,YZ)—2 > M(Y)® M(X, 2)
(dyz(YX)m)*i \L(ldezX,sl)*
M(Y(DZX)7 Y(Alz)) z MY)® M(DZX7 Alz)
(£ X),50). | fayxy x.s0).
MTh(Y(NzX)) —Z—> M(Y)® MTh (NzX).
On anoté o pour tous les isomorphismes obtenus comme indiqué en début de
preuve (qui sont tous compatibles). Compte tenu du diagramme (D), il nous
suffit done de montrer que le morphisme ¢ de la derniére ligne est égal, a

travers les isomorphismes canoniques des motifs de Thom, au morphisme e.
D’aprés la définition de ces isomorphismes (cf. 2.2.14), cela résulte du lemme:

LEMME 2.6.3.  Soient Z et Y des schémas lisses, et E un fibré vectoriel sur
Z. Alors, pour tout entier naturel v, le diagramme suivant est commutatif:

(Y B)

M(P(YE))

M(Y)® M(P(E))

M(Y Z) (n)[2n]

N%

Or ce lemme est un simple corollaire de 2.2.8. O



Motifs Génériques 205

2.6.2 — Action des unités et résidu (spécialisation)

Au début de la preuve de la proposition 2.2.4, nous avons construit un
isomorphisme canonique

741} ~ M(Gy, /{1})

Autrement dit, si7: {1} — G, désigne I'immersion canonique, on dispose
d’un triangle distingué canonique

7 MGy 2 741y L

Mais par ailleurs, le triangle de Gysin associé a la paire fermée (A}, {0})
s'écrit

741} L M(Gyy) 25 M(AYy 2L,

ol j: Gy, — A} désigne I'immersion ouverte canonique. Soit p : A,lc —
— Spec(k) la projection canonique. Comme le morphisme (ip), est une
section de j,, on en déduit que le morphisme O est une section de p.

Soit X un schéma lisse. A I'aide de ces notations, 'isomorphisme de la
proposition 2.2.4 est donné par la formule suivante

Hom(X, G,,) — HOmDMiﬂ(k)(M(X), 7{1}),x— . 0 p.

DEFINITION 2.6.4. Soit X un schéma lisse.
Pour toute unité x : X — G,,, on pose avec les notations qui précedent
et celles de la définition 1.2.1: y, = (. 0 p) X] 1x : M(X) — M(X){1}.

Dans la deuxieme partie, nous aurons a considérer ce cup-produit avec
une unité.

ProposiTION 2.6.5.  Soit (X, Z) une paire fermée lisse de codimension
1. On note i : Z — X Uimmersion fermée et j: X — Z — X l'immersion
ouverte canonique.

Supposons qu’il existe une fonction régulicre n : X — A,lc telle que Z est
défini par Uéquation {n = 0}. On en déduit une unité de X — Z, encore
notée n : X — 7 — Gy,. Alors, le diagramme sutvant est commutatif:

M(Z) {1} 22 M(X = 2) — e M(X — Z) {1}

i {1} J«{1}

M(X) {1}
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PREUVE: On doit démontrer que le diagramme suivant est commutatif:

MX,2)[-1]|———— s MX-2)— = > M(X - 2){1}

I o T

M(2) {1} = M(X) {1}

ol 7 est 'isomorphisme de pureté associé a (X, Z) (cf. 2.2.5).

Or, puisque 7 est une paramétrisation de Z, elle se releve en une
fonction réguliére = : Dz X — A}C, qui est inversible sur DzX — AIZ. Des
lors, le diagramme ci-dessus se déforme a travers le morphisme
dzX : X — DzX en

M(DzX,AL) [-1] ——= M (DzX — AY) — "= M(DzX — A}) {1}

R o O

M(AL) {1} T M(DzX) {1}
ou l'on a noté par abus ¢ et j les immersions canoniques associées a la paire
fermée (DX, AIZ). L’isomorphisme 7’ est obtenu par la composée des iso-
morphismes
1, @Xs0 ! 0N, X)
MWDzX,A;) — MThiNzX) — MZ)D)I2]

B M)

ol s; désigne I'immersion fermée unité de AJ,.

Or le morphisme (dzX), : M(X) — M(DzX) est scindé. Sil'on considére
la projection canonique p : Dx — A}(, cela résulte du diagramme com-
mutatif ci-dessous, puisque (s1), est un isomorphisme:

(dzX)«

T
M(X) T M(A%) <—— M(DzX).

On en déduit que la commutativité du diagramme (1) est équivalente a celle
du diagramme (2). Or le diagramme (2) est aussi la déformation de

T

MTh(NzX)[-1] ——= M(NzX — Z) — =~ M(N,X — Z){1}

9(NZX)m & %{1}

M(2) (1} ——— M(N2X) {1}
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ol 7 et j désignent par un nouvel abus les immersions canoniques associées
a la paire fermée (NzX,Z), et n: Nz X — A,lc la fonction réguliere induite
par 7. Notons que l'on a utilisé le fait que, dans la catégorie DM (k),
(80). = (s1), ou sg et s; désignent respectivement la section nulle et la
section unité de A}

Ainsi, du fait que le morphisme (d7,X, s¢),. est un isomorphisme, la com-
mutativité du diagramme (3) implique la commutativité du diagramme (2).

Soit p : NzX — Z le morphisme de projection canonique. Puisque 7
est une paramétrisation de Z, le morphisme 7z x p : NzX — A}, est un
isomorphisme. Celui-c¢i induit un isomorphisme de paires fermées
(NzX,Z) — (A%,Z). Par ailleurs, par définition, I'isomorphisme 7 x p
envoie la fonction réguliere 7 : Nz X — Allc sur la fonction réguliere tri-
viale 7: Ay — Aj}. Il en résulte que la commutativité du diagramme (3)
est finalement équivalente a la commutativité de

Yr

MTh (AL) [-1] ————— M (G, 2) M(Gn2) {1}

~ 4
9(%% @ AM/(j){l}

M(Z){1} YOI M(AYL) {1}

otll, par un dernier abus, ¢ désigne la section nulle de AIZ, et j 'immersion

ouverte complémentaire. Pour la compatibilité des isomorphismes des

espaces de Thom, on a utilisé la premiére assertion du lemme 2.2.15.
Or, H(AIZ) = H(A}C) x 1z =1, et d’apres la proposition 2.6.1,

a(A},Z) = Yt {op ®1z.

D’apres I'étude qui précede la définition 2.6.4, le morphisme résidu as-
socié a la paire fermée (A}C,{O}) est une section de I’épimorphisme
p: M(Gy,) — 7{1}. Donc la commutativité du diagramme (4) se réduit a
la commutativité du diagramme

PG, z

M((r% %1, z)0Ac,, z) M(G,GnZ) M(G,,Z) {1}
Aj \LM(lg;m x4)
q 1
M(sz)m@m xz‘)M(G’”AZ ) PRLL M(j){1}
ﬂ®1zl/
M(Z) {1} ST M (A7) {1}

Le probleme est donc réduit a la commutativité de la partie (5) de ce
diagramme, qui est évidente (et déja vraie dans la catégorie des sché-
mas). O
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Catégorie des motifs génériques

3. Définition

3.1 — Pro-objets

Soit .7~ une catégorie. Rappelons qu'un pro-objet de .7 est un foncteur
7 — .7 ,X — X; pour Z une catégorie cofiltrante essentiellement petite.

Nous utiliserons la notation suggestive

X, =limX;
i€l

pour noter les pro-objets. Cette notation est justifiée puisque X est la
limite projective dans la catégorie des pro-objets des X; vus comme pro-
objets constants. Le tilde permet de différencier cette limite projective
formelle de la limite projective calculée dans.7".

Un morphisme de pro-objets liinXi — liin Y; est la donnée d'un fone-

teur F: J— 7 et une transformation naturelle Xr@) — Y,. Ces mor-
phismes sont soumis a une relation d’équivalence qui fait que
Homproff(X-; Y-) = hl‘ﬂ hln Hom.’/ Xia Y])
jeg ierop
On note pro—7" la catégorie des pro-objets de .7".

Lorsque .7 est abélienne, pro—7 est naturellement une catégorie
abélienne.

Par contre dans le cas ou.7” est triangulée, pro—7 n’est en général pas
triangulée a moins que .7~ soit semi-simple.

La catégorie pro—7 est seulement additive, munie d’'un endofoncteur
induit par la suspension de.7". Si X, — Y, — Z, — X,.[1] est une suite de
morphismes de pro—.7~, nous dirons que c’est un triangle pro-distingué s’il
est isomorphe a la limite projective formelle d'un systéme filtrant de tri-
angles distingués de .7".

Notons enfin que si.7” est une catégorie symétrique monoidale, il existe
une unique structure symétrique monoidale sur pro—7 dont le produit
tensoriel commute aux limites projectives formelles.

3.2 — Algebres essentiellement lisses et modeles

Rappelons la définition classique suivante:
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DEFINITION 3.2.1. Soit O une k-algébre. Nous dirons que O est essen-
tiellement de type fini (resp. essentiellement lisse) sur ¥ si il existe une k-
algebre A de type fini (resp. lisse), un idéal premier x de A et un iso-
morphisme O ~ A,.

REMARQUE 3.2.2. Puisque k est parfait, une k-algébre est essentiel-
lement lisse si et seulement si elle est réguliére et essentiellement de type
fini.

ExeMPLE 3.2.3. Les k-algébres essentiellement lisses de dimension 0
sont les corps de fonctions. Les k-algébres essentiellement lisses de
dimension 1 sont les anneaux de valuation discréte essentiellement de
type fini sur k. Si £ est un corps de fonctions, et v une valuation sur E,
rappelons que v est dite géométrique si elle est de rang 1 et son anneau de
valuation est essentiellement de type fini sur k. Ceci implique que v est une
valuation discréte.

Plus généralement les anneaux essentiellement lisses correspondent
aux anneaux locaux des schémas lisses. Dans cet esprit, nous adoptons la
définition suivante:

DEFINITION 3.2.4. Soit O une k-algebre essentiellement lisse.

Un modeéle de O est un couple (X, ) formé d’'un schéma lisse X et d’'un
morphisme % : Spec(0) — X tel que, sil’on confond x avec 'image du point
fermé de Spec(0) dans X, le morphisme induit #* : Ox, — O est un iso-
morphisme.

On note M"(0/k) 'ensemble ordonné par inclusion des sous-k-algébres
A C O telles que Spec(A), muni du O-point évident, est un modele de O.

Puisque k est supposé parfait, 'ensemble /\/l”s(C’)/k) est non vide et
filtrant pour I'ordre induit par I'inclusion.

DEFINITION 3.2.5. On considére les pro-objets de schémas lisses sui-
vants:

(1) Soit O une k-algebre essentiellement lisse. On lui associe un pro-

schéma R
(O)= lim Spec(A.)

AeMlis0/koP)

(2) SiX estun schéma lisse, et « un point de X, on définit le localisé
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de X en x comme le pro-schéma

X,= lim U
UcXaelU

ou U parcourt 'ensemble ordonné cofiltrant des voisinages ouverts de «
dans X.

Si F est un préfaisceau sur %, et X = (X;);er un pro-objet de schémas
lisses, on pose

F(X) = lim F(X;).
i€ZP

3.2.6. Les pro-objets du type (A) (resp. X,) pour une k-algebre
essentiellement lisse A (resp. un schéma pointé lisse (X, x)) sont essen-
tiellements affines sur k au sens de [EGA4, 8.13.4]. De plus Spec(A) (resp.
Spec(Ox ) est la limite projective de (A) (resp. X,). On déduit donc de
[EGA4, 8.13.2] les assertions suivantes:

(1) Soit A et B deux k-algebres essentiellement lisses. Alors il existe
un isomorphisme canonique Homy,,_ +,((B), (A)) ~ Homy( A, B)

(2) Soit O une k-algeébre essentiellement lisse et (X, x) un modele de
O. Alors le morphisme « induit un isomorphisme canonique (O) — X,.

REMARQUE 3.2.7. Si O est une k-algebre essentiellement lisse, on
dit suivant une terminologie courante que le foncteur F — F(O) est
pro-représenté par (O) — vu comme pro-objet de faisceaux re-
présentables. D’apres la deuxieme propriété ci-dessus, ¢’est un fone-
teur fibre pour la topologie de Zariski sur #}. Par ailleurs, puisque
pour tout schéma lisse X, et tout point x € X, la k-algebre Ox, est
essentiellement lisse, la famille formée par les foncteurs fibres asso-
ciés aux k-algebres essentiellement lisses est conservative pour la
topologie de Zariski. Suivant [SGA4], on appelle morphisme de spé-
ctalisation toute transformation naturelle entre deux foncteurs fibres;
cela revient a considérer les morphismes des pro-objets qui les pro-
représentent.

3.3 — Définition et propriété fondamentale

DEFINITION 3.3.1. Soient £ un corps de fonctions et n € Z un entier.
On définit le motif générique de E en poids n, noté My, (E){n}, comme
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le pro-objet de DM (k)
My (E){n} = lim M,(Spec(Ad){n}.

Aemlis B /1yop

Sin > 0, on dit que ce motif générique est effectif.

On note DM “”(k) (resp. DM;JZ;(O)(IC)) la sous-catégorie de pro—DM,,(k)
(resp. de pro— DMZ’ZL(IC)) formée des objets My, (E){n} ou E est un corps de
fonctions, et # un entier relatif (resp. un entier naturel). On 'appelle la
catégorie des motifs génériques (resp. motifs génériques effectifs).

D’apres le théoreme de simplification de Voevodsky [Voe02], 4.10, le
foncteur canonique

DM ) — DMO(k)

est pleinement fidéle.

3.4 — Liens avec la t-structure homotopique

Cette sous-section vise a éclaircir 'interprétation des motifs génériques
en tant que points pour les faisceaux homotopiques.

Si M est un complexe motivique, on note H” (M) son p-iéme groupe de
cohomologie calculé dans la catégorie des faisceaux avec transferts. Rap-
pelons que par définition, ce faisceau est invariant par homotopie. La ca-
tégorie DM (k) porte ainsi une t-structure, dite homotopique, telle que le
foncteur

O DM (k) - H
est le foncteur cohomologique associé. La catégorie H./ " est le coeur de
DM (k) pour la t-structure homotopique.
ProposiTiON 3.4.1. Le foncteur
Ho™ b7
F — (Elk—FE))
est exact, conservatif et commute aux limites inductives.

PRrREUVE: Soit £ un corps de fonctions. Puisque E est un anneau local
hensélien, le pro-objet (£) pro-représente en fait un foncteur fibre pour la
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topologie de Nisnevich. L’assertion sur 'exactitude et la commutation aux
limites inductives résulte du fait que le foncteur d’oubli de H./%" dans la
catégorie des faisceaux Nisnevich est exact et commute aux limites inductives
(cf. [Dég07, 4.4.15)). La conservativité résulte de [Dég07, 4.4.8]. O

Suivant Voevodsky, on introduit la construction suivante:

DEFINITION 3.4.2. Soient F' un faisceau homotopique et X un schéma
lisse. On définit le groupe abélien F'_;(X) par la suite exacte courte

0 — F(A' x X) o, F(GypxX)—F_1X)—0

ol j: Gy x X — Al x X désigne 'immersion ouverte canonique.

On a ainsi associé a F' un faisceau F'_; pour la topologie de Nisnevich sur
71 puisque la suite exacte courte qui intervient dans la définition ci-dessus
est scindée. Le préfaisceau F'_; est un faisceau pour la topologie de Nis-
nevich. Il est bien slir invariant par homotopie et muni de transferts. On
obtient done un endofoncteur de H./¥" qui posséde la propriété re-
marquable suivante:

PRrOPOSITION 3.4.3. L’endofoncteur
H ¥ =AY, FoF oy

est exact.

PREUVE: On fixe une suite exacte 0 — F' — G — H — 0 de faisceaux
homotopiques et on montre que la suite 0 - F_; - G_1 — H_; — 0 est
encore exacte.

Puis, d’apres la proposition 3.4.1, ayant fixé un corps de fonctions £, il
suffit de montrer que la suite de groupes abéliens

0—F (&) — GaE) — HA(E)—0

est finie.

0— F(Gm X (E)) - G(Gm X (E)) - H(‘Gm X (E)) - 07

obtenue comme limite inductive filtrante suivant M"(E /k°?). Cette suite
est exacte, puisque d’apres [Dég07, 4.4.10], HY(G,, x (B);F)=0. O
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On rappelle que d’apres [Voe00b, 3.2.6], il existe un morphisme plei-
nement fidele canonique

1 DMk — DM (k).

Ceci nous permet de voir par abus les motifs géométriques comme des
complexes motiviques. De plus pour tout couple (4, B) d’objets de DM (k)
tel que A appartienne a l'image essentielle de i, la catégorie DM (k)
posséde un hom interne (cf. [Voe00b, 3.2.8]) évalué en (A, B) que I'on note
simplement Hom(A4, B).

ProposITION 3.4.4.  Sotent E un corps de fonctions, et M un complexe
motivique.

Alors, pour tout entier n € N, il existe un isomorphisme canonique
naturel en M:

Hom - 5ot gof Myl E){m}, M) ~ H'(M)_,(B).

PREUVE: Le cas n = 0 est une simple application de la suite spectrale
d’hypercohomologie

EY? = HP(E; HY(M)) = HPTU(E; M)

obtenue par limite inductive filtrante des suites spectrales d’hypercoho-
mologie associées aux k-algebres A € M"(E /k).
Pour n > 0, on en déduit donc

Hom(M,,,(E){p}, M) = H*Hom(Z{p}, M))(E).

LemME 3.4.5. Soit F' un faiscean homotopique.
Alors, 1l existe un isomorphisme canonique Hom(7Z{1},F) ~ F_;.

PREUVE: On commence par montrer que le complexe motivique
Hom(7{1},F) est concentré en degré 0. Soit p € 7*. D’apres la proposi-
tion 3.4.1, il s’agit de montrer que pour tout corps de fonctions &,

HP(Hom(7{1}, F))(E) = 0.
Or, d’apres le premier point de cette preuve,
HP(Hom(7{1}, F))(E) = Hom(M,,(E){1}, F[p)).

Par ailleurs, M, (E){1} est facteur direct de My, G,) ® Mg{E). Done,
Hom(Mgm(E’){1}7 F[P]) - Hom(Mgm(Lgm) & Mgm(E)7 F[p]) = HP(G‘m X (H); F),
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ou l'on a appliqué [Voe0OOb, 3.2.3] pour le dernier isomorphisme. Or ce
dernier groupe est nul pour p # 0 d’apres [Dég07, 4.4.10].

Considérons maintenant un schéma lisse X. Comme le foncteur
Hom(., F) est triangulé, en 'appliquant au triangle distingué

Mgm(X){ 1} - Mgm(‘Gm) by Mgm(X) - gm(ﬁ\]lc) ® Mgm(X) +—1>
on obtient par définition de F'_; la suite exacte

0— F_1(X) 2 r(X; Hom(Z{1},F)) — HY(AL x X; F).

Il reste a montrer que le morphisme de faisceaux # est un isomorphisme.
Pour cela, il suffit par une nouvelle application de 3.4.1 de montrer que pour
tout corps de fonctions £, le morphisme 55 est un isomorphisme. On
considere alors la limite inductive de la suite exacte ci-dessus pour
X = Spec(A), oit A parcourt I'ensemble filtrant M"(E /k) et on remarque
que d’apres le théoréme fondamental de Voevodsky (ef. [Dég07, 5.1]),
HY(A} x (B); F) = 0. O

Comme 7Z{1} est concentré en degré 0, le foncteur Hom(Z{1},.) est t-
exact a gauche pour la t-structure homotopique. Puisqu’il induit d’apres le
lemme précédent un foncteur exact sur le coeur homotopique de DM (k),
on en déduit qu'il est méme t-exact ce qui permet de conclure. O

3.4.6. Si E est un corps de fonctions et » € IN un entier naturel, le
foncteur

HJ ¥ — b, FHomy, e (Myn BN}, F) = F_, (B)

est donc exact. Il commute par ailleurs aux sommes directes quelconques
et définit donc un “foncteur fibre” sur H./ |’ par extension de la termino-
logie de [SGA4] hors du cadre des topos.

On notera par ailleurs que la famille formée par ces points est con-
servative, en vertu de la proposition 3.4.1.

COROLLAIRE 3.4.7. Le foncteur

DMETOXk) — pro—H/’f’"}f, M(E)Y{n}— H° (M(E){n})

gm

est pleinement fidele. De plus, pour tout corps de fonctions E et tout
(n,7) € N x N*, H'(M(E){n}) = 0.



Motifs Génériques 215

Ainsi, la catégorie DM;JZ;’(O)(k) est canoniquement une sous-catégorie

pleine de la catégorie abélienne pro—H./ ', bien qu’elle soit construite &

partir d’'une catégorie triangulée.

4. Rappels sur les modules de cycles

Dans [R0s96], Rost a introduit 1a notion de module de cycles de maniére a
pouvoir construire un complexe de Gersten analogue a celui obtenu par Kato
avec la K-théorie de Milnor (cf. [Kat86]). Pour la commodité du lecteur, nous
rappelons maintenant cette théorie dans le cas particulier ou la base est le
corps parfait k. Par convention, tous les pré-modules de cycles considérés
seront des pré-modules de cycles sur k et nous ne précisons done plus la base.

4.1 — Pré-modules de cycles

On peut décrire les modules de cycles comme des foncteurs a valeur
dans les groupes abéliens sur une catégorie (voir aussi [Dég06, 1.1]) que
nous décrivons maintenant.

Nous noterons £, la catégorie dont les objets sont les couples (E, n) tel
que E est un corps de fonctions 7 € 7 un entier. Les morphismes de &,
sont définis par les générateurs et relations suivants - ci-dessous, nous
appelons corps valué tout corps de fonctions muni d’'une valuation géo-
métrique (voir les notations en début d’article):

Générateurs:
D1: (2 (E’an) - (Lan) pour ¢ : K — L, n e 7.
D2: ¢* : (L,n) — (E,n), pour ¢ : E — L fini, n € 7.
D3: y,: (E,n) — (E,n +7), pour x € KM(E), n € 7.
D4: 9, : (E,n) — ((v),n — 1), pour (E,v) corps valué, n € 7.

Relations:
R0:  Pour tous @ € KM(E), y € KM(E), 7,07, = sy
Rla: (yop). =y, 00,
R1b: (yo @) = ¢* oy
Rlc: Soit ¢ : K — E, w : K — L fini. Pour z € Spec(E ®x L), notons
¢, L—-E®gL/zety,: E — E Qg L/z les morphismes induits:

Wt = ZzeSpec(E@KL) lg(E Je Lz)(@)*(l/_lz)*’

ol pour un anneau artinien A, I'entier 1g(4) désigne la longueur de A.
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R2a: Pour tous ¢ : E — L, x € KM(E), ¢, 07, =7, @) © 0.

R2b: Pour tous ¢ : E — L fini, x € KM(E), ¢* 0y, () = 7. 0 9"

R2c: Pour tous ¢ : E — L fini, y € KX(L), 9" 09,00, =y,

R3a: Soit ¢ : £ — L, v valuation sur L, w valuation sur £ telles que

V|« = e.w avec e > 0. Notons ¢ : k(w) — x(v) le morphisme induit:

av 0P, = €.¢* © aw

R3b: Soit ¢ : £ — L fini, v valuation sur E. Si w est une extension de v
a L, on note ¢,, le morphisme induit par ¢ sur les corps résiduels:

av o (p* = Zw/v @Z{) o aw

R3e: Soit ¢ : E — L, v valuation sur L nulle sur £*: 9,0 ¢, = 0.
R3d: Pour (&, v) corps valué, 7 uniformisante de v: 9, o y(_5y © ¢, = ..
R3e: Pour (E,v) corps valué, u unité de v: 9, o y,,, = (@} © Ob-

La définition suivante est trivialement équivalente a celle de [Ro0s96,

1.1)]:

DEFINITION 4.1.1. Un pré-module de cycles est un foncteur
M : & — #b. Un morphisme de pré-modules de cycles est une transfor-
mation naturelle.

4.2 — Modules de cycles

Dans le but de construire, a 'aide d’'un pré-module de cycles, un com-
plexe du type complexe de Gersten, nous définissons suivant Rost les dif-
férentielles de ce complexe. La théorie de Rost nécessite de considérer des
k-schémas qui ne sont pas nécessairement de type fini. Done, jusqu’a la fin
de ces rappels, nous changeons la convention de I'article: tous les schémas
considérés sont supposés munis d’une structure de k-schéma essentielle-
ment de type fini.

DEFINITION 4.2.1. Soient M un pré-module de cycles, et X un schéma.

(1) Pour tout point x de X, on pose M(x) = M(x(x)).

(2) Supposons X normal. Soit # son point générique et z un point de
codimension 1. Alors z correspond a une valuation discrete v, sur le corps
des fonctions x(y) de X. D’apres 'axiome D4, on définit done

O = 0y, : M(p) — M@).
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(8) Soient x et y des points de X. On note Z ’'adhérence réduite de x
dans X. On note Z le normalisé de Z; le morphisme canoniquef : Z — Z est
fini.

Supposons que y € ZP, et notons Zy la fibre de f au-dessus de y. Alors,
tout point z € Zy est de codimension 1 dans Z. Pour un tel point z, on note
@, : k(y) — Kk(z) le morphisme induit par f sur les corps résiduels; ¢’est un
morphisme fini.

On pose alors:

S piod? siyez®
8;” = { z€eZ, : M(x) — M(y).

0 sinon

Avec ces notations, nous pouvons introduire les deux axiomes suivants
sur les pré-modules de cycles:

DEFINITION 4.2.2.  Soit M un pré-module de cycles. On dit que M est un
module de cycles si et seulement si les conditions suivantes sont vérifiées:

(FD) Pour tout schéma normal X de point générique 7, et pour tout

p € M(), Vensemble {x € XD | 9l(p) # 0} est fini.
(C) Pour tout schéma X integre, local et de dimension 2, dont on

note 7 le point générique et xy le point fermé, on a

> 9,00 =0.
weX®

Comme annoncé, on obtient finalement le complexe de (co)cycles a
coefficients dans M:

DEFINITION 4.2.3. Soient M un module de cycles, et X un schéma.
Pour tout entier p € IN, on pose:

CPX; M) = ) M@).

reX®

Pour tout entier p € N, on définit un morphisme

dyy= >,

(gc?y)eX(p) x X®+D
D’apres les axiomes des modules de cycles, C*(X; M), muni de ces
morphismes, est un complexe. On définit le p-ieme groupe de Chow a
coefficients dans M, noté AP(X; M), comme le p-iéme groupe de cohomo-

logie du complexe de cocycles a coefficients dans M.
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Notons que pour tout pré-module de cycles M et tout schéma integre X
de point générique 7, le groupe A°%(X; M) = N,y ker (37 est bien défini.
Nous aurons besoin de la caractérisation suivante, due a M. Rost (cf. loc.
cit. 2.3), des modules de cycles sur un corps parfait:

THEOREME 4.2.4 [Rost]. Soit M un pré-module de cycles. Alors, M est
unmodule de cycles st et seulement si les conditions suivantes sont vérifiées:

(FDL) Pour tout corps de fonctions L et pour tout p € L(t), l'ensemble
{v valuation géométrique sur L(t)/L | 0,(p) # 0}
est fini.
(WR) Pour tout corps de fonctions L, notant O, le résidu associé a la
valuation a Uinfinid de L(t),
3o (A%AL; M) = 0.

La référence pour la démonstration de ce théoreme est [Ros96, (2.3)].

4.2.5. Pour vérifier les axiomes d’'un module de cycles, nous n’utilise-
rons pas directement le théoreme précédent mais nous passerons par la
propriété suivante:

Soit M un pré-module de cycles qui satisfait la propriété (FDL). On
introduit la propriété suivante:

(H) Pour tout corps de fonctions L, notant ¢ : L — L(t) I'inclusion

canonique, la suite
d°

0 — ML) 2 ML) = P Me@) -0
ze(AHY

est un complexe exact.
Remarquons que la propriété (FDL) signifie exactement que le mor-
phisme do\1 oy est bien défini. De plus, (WR) est immédiatement con-
AL

séquence de (H) d’apres la formule R3c. Donc un pré-module de cycles
vérifiant (FDL) et (H) est un module de cycles.

5. Morphismes et relations

5.1 — Le foncteur canonique M

De maniere frappante, il apparait que la catégorie £, permet de décrire
les morphismes de motifs génériques par générateurs et relations comme
le montre le théoréme suivant:
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THEOREME 5.1.1. Il existe un foncteur canonique
MO (Z)” — DMk

qui & un objet (E,n) de ), associe le motif générique My (E){—n}.

PreEUVE: 1l s’agit de définir les morphismes D1 a D4 entrant dans la
définition de £ et de vérifier les relations numérotées R**. Notons que
puisque Z{1} est inversible pour le produit tensoriel de DM_,(k), il suffit
de définir les morphismes de D1, D2, D3 et D4 pour un twist donné sur la
source, le reste des morphismes s’en déduisant par produit tensoriel avec
741} ou Z{-1}.

(donnée D1) Si ¢ : E — L est un morphisme de corps de fonctions, il lui
correspond d’apres le premier point de 3.2.6 un unique morphisme
(p) : (L) — (E) qui induit le morphisme ¢* : M, gndL) — Mgn(E). La relation
R1a est immédiate.

Notons au passage que le méme isomorphisme obtenu dans 3.2.6
montre 'existence de modéles respectifs (X,x) et (Y,y) de E/k et L/k et
d’un morphisme dominant f : ¥ — X tel que le diagramme suivant com-
mute:

Spec (L) Specle) Spec (E)

Y ——X.
Dans cette situation, on dira que f : (Y, ) — (X, x) est un modele de ¢.

La méthode générale pour construire les morphismes des données D2,
D3, D4 est de les construire sur des modeles des corps de fonctions con-
sidérés, de vérifier que cette construction se localise aux points génériques
et de montrer 'indépendance de la définition par rapport au modeéle choisi.
La démonstration complete s’étend sur le reste de cette sous-section. La
table des matiéres précise 'endroit ot chaque donnée et chaque relation
est prouvée.

REMARQUE 5.1.2.  On ne perdra pas de vue que le foncteur a construire
dans la proposition précédente est contravariant. C’est pour clarifier la
situation que 'on a choisi de noter par un symbole # en exposant ou en
indice, les morphismes correspondant aux données D1 et D2.
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5.2 — Transferts (D2, R1b, Rlc)
5.2.1 — Situation générique

LEMME 5.2.1. Soitf : X — Y un morphisme fini équidimensionnel.
Alors pour tout ouvert dense U de X, Uouvert f~2(Y — f(X — U)) est
dense et inclus dans U.

PREUVE: L’ensemble Z = X — U est un fermé de codimension supér-
ieure a 1 dans X, puisque U est dense. En particulier, f(7) est un fermé de
codimension supérieure a 1 dans Y, puisque f est fini. Dés lors, Y — f(2)
est un ouvert de Y, dense dans f(X). Son image réciproque est donc un
ouvert dense de X, qui est bien contenue dans U. O

COROLLAIRE 5.2.2. Soit f : X — Y un morphisme fint dominant entre
schémas irréductibles. Soit x (resp. y) le point générique de X (resp. Y).

Alors le morphisme canonique de pro-objets X, — X xy Y, est un
isomorphisme.

PREUVE: En effet, le lemme précédent montre que 'ensemble des ou-
verts X xy V de X, pour V parcourant les ouverts non vides de Y est
cofinal dans V,(X). O

5.2.3. Soit f: X — Y un morphisme fini dominant de schémas lisses
irréductibles. Soit x (resp. y) le point générique de X (resp. Y).

Considérons V et V' deux ouverts non vides de Y, tels que V' C V.
D’apres 1.1.4, on obtient un diagramme commutatif:

My (V') L My (X x4 V)
Vo |
JV

My (V) = My (X xy V)

ou les morphismes verticaux sont induits par les immersions ouvertes et fy
(resp. fy+) désigne le morphisme évident induit par V. On peut alors définir
le morphisme suivant de pro—DM (k)

<ff — lim V25 X xy V)) : MyY,) — My (X xy Y,).

Vevy)
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DEFINITION 5.2.4. Soit f : X — Y un morphisme fini dominant, ou X et
Y sont des schémas lisses et irréductibles. Soit « (resp. y) le point générique
de X (resp. Y) ; on note f : X;; — Y, le morphisme induit par f.

On définit un mogphisme My(Y,) j—*>Mgm(Xx) dans pro—DM,(k),
appelé transposée de f en considérant la composée

Myn(Yy) R MydX xy Yy) 2 MyX,)

ot (1) est induit par 'isomorphisme réciproque de 5.2.2.

LEMME 5.2.5. Soient f: X — Y et g:Y — Z des morphismes finis
équidimensionnels avec X,Y,Z des schémas lisses irjﬂédugtibles, de points
génériques respectifs x,y,z. Posons h = g o f. Alors, h* = f* o g*.

PrREUVE: Considérons tout d’abord un ouvert non vide U (resp. V)
de Z (resp. Y) vérifiant V.C Y xx U. Soit fy =f xz U, gu =g xz U et
fv =f xy V. Daprés la proposition 1.1.4, on obtient le diagramme
commutatif suivant:

AJQW(U) i> ]\{gm(y Xz U) L> Afgm(X Xz U)
t Iv t

My (V) ——— My, (X xy V).

D’apres la méme proposition, ce diagramme est naturel par rapport aux
ouverts U et V. On peut done considérer sa limite projective par rapport a U
et V pour obtenir le diagramme commutatif suivant:

g

Mg'm,(Zz) —_— ]L[g'm,(y Xz Zz) L Mg’m,(X Xz Zz)

fx ~t i t~
My (Yy) —— = My (X xy V)
gx /PN

Mym(Xg).

Mais par ailleurs, d’apres le lemme 1.1.2, f{; o g7, = (9 o fy)". Comme
gu ofu = hy, on en déduit que ¢ o ’g = *h, ce qui permet de conclure. [

LEMME 5.2.6. Considérons un carvé cartésien dans la catégorie des
schémas
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damns lequel p, q sont dominants, f, ' sont finis dominants, et X, Y, Y’ sont
lisses et irréductibles.

Pour tout point z dans X', le pro-objet X, a pour limite un schéma
artinien local, et on a un diagramme commutatif

9= /
)'r'ed > Yy’

VP

Gz

(X

z

Alors, dans pro—DM ;,(k),

frope=Y 180x2).Gu oG-

2ex'©®

PrREUVE: Comme k est parfait, il existe un ouvert dense 2 de X’ tel que
Q,.q est lisse sur k.

Soit V un ouvert dense de Y tel que ¢ '(f~1(V)) C Q. Posons
U=XxyVetV' =Y xyV;ona donc un carré cartésien

U xy V' 25y

qui J/l)v
fv

V.

Alors, par définition, U xy V' C , et donc (U xy V'), est lisse sur k.
On peut donc appliquer la formule 1.1.4 pour le carré cartésien pré-
cédent:

fipve = > 180u.v.)qul)gv )",
2e(UxyV)©®

ce qui permet de conclure puisque (U xy V' YO = x'O ot (U xy V), =X/

2

O

5.2.2 —Modeles et définition

DEFINITION 5.2.7. Soient £ et L des corps de fonctions et ¢ : & — L un
morphisme fini. On appelle modéle de L/E tout morphisme f : (X,x) —
— (Y, y) de schémas pointés tel que (Y,y) est un modele de £, (X,x) un
modele de L, et f est un morphisme fini dominant tel que le diagramme
suivant commute
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Spec(yp)
_——

Spec (L) Spec (F)
’I‘J/ ; J/!/
X Y.

LEMME 5.2.8. Soient E un corps de fonctions et L/E une extension fi-
nie. Alors il existe un modele de L/E.

PRENUVE: Soit Yy un modele de E et Yy le normalisé de Y, dans L /E.
Alors Y) est de type fini sur k et Yy est muni d’'un L-point qui induit un

isomorphisme x(Yy) — L. On a un morphisme fini canonique Y, N Yo,

compatible avec les points canoniques de ces schémas. Enfin, Y, est gén-
ériquement lisse. Soit U un ouvert lisse non vide de Y. On pose
Y=Y)—f(Yy—U)et X =f1(Y). Le lemme 5.2.1 montre que X est non

vide et donc f|y : X I, Y convient. O

DEFINITION 5.2.9. [D2] Soient £ un corps de fonctions et L/E une ex-
tension finie; on note ¢ : £ — L le morphisme structural de L/E.

Soit (X, x) 7, (Y,y) un modéle de L/E.
On définit le morphisme ¢, de type D2 comme la composée

MyB) = MylY,) 1 Myl X) = ML),

les deux isomorphismes étant les isomorphismes canoniques attachés aux
modeéles (cf. 3.2.6).

5.2.10. On montre que cette définition est indépendante du modele
choisi. Pour cela, on utilise le lemme suivant:

LEMME 5.2.11. Sotent E un corps de fonctions et L/E une extension
finie. Considérons X — Y et X' — Y’ deux modeles de L /E. Alors il existe
un modele X" — Y" de L/E et un diagramme commutatif

¢ f// ,ﬁ
XII > Y//
Vo
X ——Y

tel que les fleches verticales sont compatibles avec les points génériques des
modeles considérés.
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PREUVE: On se ramene au cas affine: soit X = Spec(B), X’ = Spec(B’),
Y = Spec(A4), Y’ = Spec(4’). Puisque X — Y et X’ — Y’ sont des modeles
de L/E, les isomorphismes canoniques sont compatibles:

K(X) —k(Y)
~¢/ \l/w
E——1L
~A I3
k(X)) = r(Y').

Soient X = Spec(4), X’ = Spec(4’). On peut supposer que A et A’ sont
inclus dans L, et B, B’ inclus dans E. Considérons les sous-k-algebres
A" =KkAUA']CFE et B"=k[BUB'] C L. Tout élément de BUB’' est
entier sur A”, ce qui implique que B”/A” est intégrale. En particu-
lier, la cléture normale de A” dans L/E contient B”, donc elle con-
tient B et B’. Notant X" son spectre, et Y’ = Spec(4”), on obtient un
morphisme fini dominant X” — Y”, avec le diagramme attendu dans
I’énoncé, les morphismes dominants étant donnés par les inclusions

canoniques.
I1 suffit maintenant de considérer des ouverts de lissité de X” et Y”
pour obtenir les modeles désirés. O

Done, d’apres ce lemme, ayant fixé deux modeéles f: X — Y et
f X' — Y de L/E, on peut supposer qu'il existe un carré cartésien:

X’];/Y’
ay ; VP
X—=Y

ol p (resp. q) est un morphisme du modele de L/k (resp. E/k). Or, d’apres le
lemme 5.2.6 appliqué a ce carré cartésien, on obtient le diagramme com-
mutatif de pro—DM,, (k) suivant

CDN

Mo (V) o My (X2.)

ey V-

My (¥y) — My (Xz).

Ceci permet de conclure puisque p et ¢ sont compatibles aux isomorphismes
canoniques des modeles choisis.

Deés lors, la formule R1b est un corollaire du lemme 5.2.5 et la formule
Rle résulte du lemme 5.2.6.
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5.3 — K-théorie (D3, R2a, R2b, R2¢)
5.3.1 — Cup-produit générique

Soit £ un corps de fonctions. Le morphisme diagonal Spec(&) —
— Spec(E) x;, Spec(E) induit un morphisme dans pro—DM (k)

Ag : M, gm(E ) — gm(E Y@M gm(E ).

Comme dans la définition 1.2.1 (voir aussi la remarque 1.2.3), on en
déduit un cup-produit externe sur les morphismes de source M, (E):

DEFINITION 5.3.1. Soient K, L et K des corps de fonctions.

Soient o : My (E) — My (K){p} et f: My (E) — My,(L){q} des mor-
phismes dans DM;%(k).

On définit le cup-produit de « par f au-dessus £ comme le morphisme

1R B+ Myn() 22> M) @ My E) 222 M) © ML) {p + )

Puisque la permutation des facteurs sur 7Z{1} ® Z{1} est égale a
(= 1).1d (cf. [Voe02], 4.8), on en déduit que o Xz f = —f Xlg «.

ProposiTION 5.3.2. Soient E et L des corps de fonctions, et ¢ : B — L
un morphisme fini.

Alors, on obtient les égalités entre morphismes de pro—DM,, k) sui-
vantes:

(0" X1, 12) 0 9, = 12 Xg (9,),
1K, ¢ 0 9, = 9, Ky 18-
PrREUVE: Soit f : (X, 2) — (Y, %) un modeéle de ¢. Soit V un ouvert dense

de Y, et U = X xy V. D’apres la proposition 1.2.4 appliquée au morphisme
fini fyy : U — V induit par V, on obtient:

(v Ko Iy o fy = I Xy fy7,
Uyan Ko fve) o fy = 1 Ky luery

On en déduit les formules attendues en considérant la limite projective de
ces égalités suivant les ouverts denses V de Y, en utilisant 'isomorphisme
du corollaire 5.2.2 et les isomorphismes canoniques attachés aux modéles
X,x) et (Y,y). O
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5.3.2 - Cohomologie motivique

On a déja vu dans la section 2.6.2 que I'on dispose d’un triangle dis-
tingué canonique

7 — MydG) = 241} 5

Par définition du produit tensoriel de DM, (k), on en déduit donc un
triangle distingué dans DM (k)

@Mgmw Y = MyGl) 2 Z{n} —

ou le premier morphisme est la somme des morphismes induits par les »

immersions fermées consistant a fixer une des coordonnées a 1.
Considérons x = (x1, ...,%,) un élément de (E*)", ot n € N. Il corre-

spond a un unique morphisme Spec(E) — G que l'on peut voir aussi

comme un morphisme de pro-objets (&) — G, , encore noté . On en déduit

un morphisme dans pro—DM,(k), o, : gm(E) i (S LN 7{n}.
On obtient ainsi une application

(EX)@,% — HomDM;%(k)(Mgm(E’)’ Z{?’L}), X 0y

puisqu’on vérifie que o, dépend multi-linéairement de x. Pour x € (B*)*"
et y € (B*)®"™, par définition du cup-produit, oe, = o, [Xlz o,. On a done

défini un morphisme d’algébre
S(E*) — HomDM;%(k)(Mgm(E), 74%})
Le théoreme suivant se déduit aisément du théoréme 3.4 de [SV00]:

THEOREME 5.3.3 [Suslin-Voevodskyl. Le morphisme d’algebre définit
ci-dessus se factorise et induit un isomorphisme

REMARQUE 5.3.4. L’analogue du lemme 3.4.4 de loc.cit. tel qu’il est
décrit dans la démonstration ci-dessus affirme que pour tout corps de
fonctions £ et toute extension finie ¢ : £ — L, le morphisme induit par ¢,
sur H(Z{x}) coincide & travers I'isomorphisme ci-dessus avec le mor-
phisme norme en K-théorie de Milnor.
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DEFINITION 5.3.5. [D3] Soient £ un corps de fonctions, # un entier
naturel et x € K%(E’). On considere o, : My, (E) — Z{n} le morphisme
associé a « par le théoréme précédent et on pose: y, = o, Xlg 15.

LEMME 5.3.6. Sotent E, L des corps de fonctions, et ¢ : E — L un
morphisme. Alors, pour tout x € KM(E) et tout y € KM(L):

R2a: 7,0 0" = ¢% 0y, -
R2b: Si ¢ est fini, y, 10 03 = 05 09,
R2c: Si g est fini, ¢* 0y, 0 ¢y = -

Dans ces formules, p,x désigne limage directe de x dans KM(L) et ¢*y
la norme de y dans KM(E).

PREUVE: Notons que par définition, «, , = o, o ¢*. Par ailleurs, d’apres
la remarque 5.3.4, on a aussi o, = o, o ¢,. Dés lors, les trois propriétés
énoncées résultent des propriétés analogues (2), (3) et (4) de la proposition
1.24. O

5.4 — Résidu (D4, R3a, b, ¢, d, e)
54.1 —Modeles et définitions

Soient £ un corps de fonctions, et v une valuation géométrique de E.
Rappelons que par définition 'anneau de v, que I'on note O, est une k-
algebre essentiellement lisse.

DEFINITION 5.4.1. Soient £ un corps de fonctions, et v une valuation
géométrique de E. Considérons O, 'anneau de valuation de v, et (X, t) un
modele de O,. On appelle point spécial de (X, t) I'image du point fermé de
Spec(O,) par t, noté s. On dit que (X,?) est un modele strict de O, si I'ad-
hérence réduite de {s} dans X est un schéma lisse.

REMARQUE 5.4.2. Par la suite, nous confondrons simplement le mor-
phisme ¢ et le point s du modéle X dans la situation de la définition pré-
cédente.

LEMME 5.4.3. Tout anneau de valuation discrete O, essentiellement de
type fini sur k admet un modele strict.
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PRrREUVE: Considérons un modele (X, s) de 'anneau local-lisse O,. Soit Z
I'adhérence réduite de {s} dans X. Alors, Z est un schéma intégre géné-
riquement lisse sur k puisque k est parfait. Il existe donc un ouvert U de X
contenant s tel que Z N U est lisse sur k; (U, s) convient. O

5.4.4. Reprenons la situation d'un corps de fonctions £ et d’une
valuation géométrique de £ d’anneau O,. Soient (X,s) un modele strict
de O, et Z 'adhérence réduite de s dans X. On peut considérer la paire
fermée (X, Z) lisse de codimension 1. On lui a associé dans 2.3.1 le triangle
de Gysin

MydZ)(1} 22 MylX — 2) 2 M) 5 .

Par ailleurs, d’apres le théoreme 2.4.4, ce triangle est naturel par rapport
aux inclusions entre les ouverts de X. On en déduit done en considérant le
systeme cofiltrant des voisinages ouverts de s dans X le pro-triangle dis-
tingué
Ox; 2 ™ 1
My Z){1} =2 MyuX, — Z) > MyuX,) — .

Puisque (X, s) est un modele de O,, le morphisme s : Spec(0,) — X induit
un isomorphisme de pro-objet (O0,) — X;; on en déduit done un pro-triangle
distingué isomorphe au précédent

104 s 4 1

My drc@){1} 22 My B) - MpfOy) —

ol E (resp. x(v)) est le corps des fractions (resp. résiduel) de v, i : O, — £
est le morphisme d’inclusion canonique, et i* se déduit de i comme dans la
construction du morphisme D1.

Avant d’arriver a la définition finale, nous utilisons le lemme suivant:

LEMME 5.4.5. Sotent E un corps de fonctions et v une valuation géo-
métrique de E d’anneau O, et de corps résiduel x(v).

Alors, adoptant les notations qui précedent, si (X, s) et (Y, t) sont deux
modeles stricts de O,, notant Z (resp. T) Uadhérence réduite de {s} dans X
(resp. {t} dans Y),

/ _ o
XS)ZS - ayt-,Tt'

PREUVE: On commence par dominer les modéles en jeu:
On peut supposer tout d’abord que X et Y sont affines quitte a les rem-
placer par des voisinages ouverts du point spécial. On note A et B les
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anneaux respectifs de X et Y. On identifie A et B; 4 O,. Doncona A C O,
et B C O,. Alors, si 'on choisit 7 une uniformisante de O,, s (resp. t) cor-
respond a I'idéal engendré par z dans A (resp. B), et 1 € AN B ; dapres
I'identification ci-dessus, A, = O, = B;.

Soit C = k[A U B], vue comme sous-k-algébre de O,. Alors C, = O,
done Spec(C) est formellement lisse sur k£ au point correspondant a I'idéal
7C. Comme C/k est de type fini, on en déduit un élément / € C non divi-
sible par =« tel que Cj, est lisse sur k.

Il ne reste plus qu'a poser 2 = Spec(C}). On a donc par définition des
morphismes dominants Q — X et Q 2, Y. L’élément = engendre un
idéal de k[C];, (non nul) qui correspond a un point w de Q de codimension 1.
Enfin, on a encore Q,, = X; = Y; (modulo notre identification).

Ainsi, on peut donc supposer qu'il existe un morphisme (Y,t) — (X, s)
de modeles de O,. Quitte de nouveau a remplacer X et Y par des voisinages
du point spécial, on peut supposer que f (%) = T. Autrement dit, f définit
un morphisme cartésien de paires fermées lisses (f,9): (Y, T) — (X, 2).
Notons & : Y — T — X — Z le morphisme induit par f. Soit V/U un voi-
sinage ouvert de t/s dans Y /X. D’apres le théoreme 2.4.4 appliqué au
morphisme cartésien (f |€,] , g|€,]), on en déduit un morphisme de triangles

v, v +1

MTﬁV){l} MV -TNV)—— M(V)

M(ZmU){l} QI MU~ 20 U) —— MU) — s

Par passage ala limite, on en déduit donc un diagramme commutatif de pro-
objets

M) {1} 225 My, - T3)
9f¢ ¢/ht
M(Z) {1} 2% (X, - 2,)

qui permet de conclure puisque le morphisme ¢ : (T',t) — (Z,s) et le mor-
phisme % : (Y — T',t) — (X — Z, s) sont des morphismes entre modeéles de
k() et K. O

DEFINITION 5.4.6. [D4] Soit £ un corps de fonctions, et v une valuation
géométrique de E.

On définit le morphisme résidu associé a v, noté 9,, en considérant un
modele strict (X,s) de 'anneau de valuation de v et en posant avec les
notations précédentes 9, = Jx_y ).
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On dispose done d’un pro-triangle distingué

E) Mgy(rc){1} ngm(E) = kO .

5.4.2 — Relations

On en déduit tout d’abord les relations suivantes qui concernent le
résidu et les données D1 et D2:

LEMME 5.4.7. Sotent E un corps de fonctions et v une valuation géo-
métrique de E.

R3a: Sotent L un corps de fonctions et ¢ : L — E un morphisme tel
que v est nulle sur E. Alors, ¢* 0 9, = 0.

R3b: Soient L un corps de fonctions et ¢ : L — E un morphisme tel
que V|« = e.w ou w est une valuation sur L, et e > 0 un entier. Alors,

9" 09y = e.(0p{1}) 0 §*

ou ¢ : k(w) — K(v) est le morphisme induit.

R3c: Soient L un corps de fonctions et ¢ : E — L un morphisme fini.
ramification ébéﬁtuel), et p; : k(w;) — k) les morphismes induits sur les
corps résiduels. Alors,

@y 0 0y = Zaw, © ((@z)t{l})

1=1

PrREUVE: Compte tenu du triangle distingué (E), la premiere relation
est évidente puisque ¢ se factorise par le morphisme 7 : O, — E.

Pour la deuxiéme relation, on considere (X,s) et (Y,t) des modeles
respectifs de (L,w) et (£, v) ; on note Z (resp. T) 'adhérence réduite de s
dans X (resp. t dans Y). Quitte & réduire X et Y, le morphisme ¢ corres-
pond & un morphisme f:Y — X tel que (Y xx Z)yq = T ; il induit un
morphisme de paires fermées f : (Y, T) — (X, Z). Quitte a réduire X et Y,
ce morphisme est exact d’ordre e. Le théoréme 2.4.10 permet donc de
conclure.

Pour la derniére relation, on procede de méme en imposant de plus que
f est fini (grace au lemme 5.2.1). C’est alors la proposition 2.5.2 qui permet
de conclure. O
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On obtient finalement les deux derniéres relations:

LEMME 5.4.8. Soient E un corps de fonctions et v une valuation géo-
métrique de E.

R3d: Soient n une uniformisante de v, L un corps de fonctions, et
¢ : L — E un morphisme tel que v est nul sur L. Alors, si ¢ : L — x(v)
désigne le morphisme induit par g,

(@{1}) 0y 00y = p*{1}.

R3e: Pour tout u € E tel que v(u) = 0, notant u la classe de u dans le
corps résiduel de v,

V{uy © 9 =—(0yo V{a}){l}

ou ¢ : k(w) — Kk(v) est le morphisme induit.

PRrREUVE: On fixe (X, s) un modele strict de (£,v), de point générique «,
et on note Z 'adhérence réduite de s dans X.

Pour la premiére relation, on considére un modele (Y, y) de L. Quitte a
réduire X au voisinage de s et Y au voisinage de y, il existe un morphisme
f:X —Y qui est un modéle de ¢. Alors, le morphisme g = f|, est un
modele de ¢. Quitte a réduire a nouveau X au voisinage de s, (— ) cor-
respond & une fonction réguliére 7 : X — A} et Ion peut supposer qu'elle
paramétrise Z dans X. Deés lors, il ne reste plus qu’a appliquer la propo-
sition 2.6.5 a la paire fermée (X,Z) et a la fonction z. En composant la
relation que donne cette proposition avec f* a gauche, et en considérant la
limite projective formelle de ces relations suivant les voisinages de s dans
X, on obtient la relation attendue.

Pour la deuxieme relation, on suppose cette fois que u se reléve en une
fonction réguliere % : X — G,. On peut alors considérer le diagramme
commutatif suivant:

Ox,z

Z{1} ® M(Z) M(X - Z)
| |
Z{1} ® M(GpZ) — X2 A H(Go(X — Z))
| ” i
(10081 { M(Gr) ® Z{1} ® M(Z) —2%%2 41(G,0) @ M(X — 2)
p®1®1\L i/p@l
Z{1} @ Z{1} @ M(Z) Z{1} @ M(X - Z).

ax)z{l}
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La partie (1) est commutative d’apres le théoreme 2.4.4. Pour la portion (2),
on a noté ¢ 'isomorphisme de permutation des facteurs, et on a appliqué la
proposition 2.6.1. Le signe résulte du fait que la permutation des facteurs
sur 7{1} ® 7Z{1} est égale a —1 (et du fait que Z{1} est facteur direct de
M(G,y,)). En considérant la limite projective formelle par rapport aux
voisinages ouverts de s dans X, on obtient la relation attendue. O

6. Structures de module de cycles
6.1 — Extensions transcendantes pures

A T'aide des morphismes de la section précédente, on peut construire le
pro-triangle distingué suivant, qui est en quelque sorte une loi de ré-
ciprocité faible pour les motifs génériques:

ProPoOSITION 6.1.1. Sotent L un corps de fonctions et ¢ : L — L(t)
Uinclusion canonique.

Tout point fermé x € Ai correspond a une valuation géométrique sur
L(t) notée v,. Alors la famille de morphismes

avx : Mgm(K(x)){l} - Mgm(L(t))

mduit un morphisme bien défini

Oy [] Moy — MydLiD).

1
TEAL )

De plus, les morphismes suivants définissent un pro-triangle dis-
tingué de DM\)(k) qui est de plus scindé
. O ;
IT Motocn{ty ™ ML) = ML) = .

'xe(»r\})(o)

PRrREUVE: Soit (X,#) un k-modele irréductible de L. On considere la
catégorie cofiltrante 7 ayant

(1) pour objets les paires fermées lisses de codimension 1 qui sont
de la forme (Ab,z) telle que U est un ouvert dense de X, Z est integre et
Z /U est fini surjectif,

(2) pour morphismes les morphismes cartésiens de paires fermées
qui sont des immersions ouvertes.
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Soit (A}]_ 7 € Z. On considere le triangle de Gysin associé a cette paire
fermée

My Z{1}) — My AL, — Z) — My (AL) =5 .

D’apres 2.4.4, ce triangle est naturel par rapport aux morphismes de Z.
Considérant la limite projective formelle de ces triangles distingués, on
obtient done un pro-triangle distingué

lim My (2){1} % lim My(AL —2) -2 lim ML) 2.

(;\}’,,Z)ez (‘\}’.AZ)ez (‘\}’.AZ)ez

Or, 'ensemble des ouverts de zé\}( de la forme A%] — Z pour (ﬁ\%], 2)eTl
est cofinal dans I'ensemble des ouverts non vides de Ay (c’est en effet
évident pour les ouverts principaux). Ce fait joint a l'invariance par
homotopie montre que le morphisme (2) est isomorphe au morphisme
(Du : Mgm(L(t)) - Mgm(L)-

Soit (A%],Z) €Z. On pose Z;, = Z xy Spec(L). Comme Z/U est fini
surjectif, Z;, /L est fini surjectif; c’est donc un fermé non vide de f=\i de
dimension nulle. Il est de plus régulier et irréductible, donc réduit a un
point de Ai(o).

Pour tout x € AI{(O)’ on considére 7, la sous-catégorie pleine de 7

formée des objets (A}, Z) € T tels que Zz, = {x}. On remarquera que
I == |—|x€4’\i<0) Ix-
Or, le morphisme suivant

lim  (My2){1} — Mol Af_)

A Zyery
U

est isomorphe au morphisme 0,, : Mg (r(x)){1} — Mg (L(®)). En effet,
pour tout (Ab, AR (A%], Z) est un k-modele strict de (L(t), v,), et 7, est
une partie cofinale des k-modeles stricts de (L(%), vy).

Enfin, le morphisme composé

im M1y~ [ lim Mpd2)(1} — ] Meulocnil}

17 1Al Zer, AL
( \U'y)EI JCEJ&L(O) ( \1/'7)€I*‘ mE;XL(O)

est un isomorphisme. Ceci nous permet d’identifier le morphisme (1) au
morphisme 9,7, de I'énoncé et démontre que ce morphisme est bien dé-
fini.

Pour conclure, on remarque que le morphisme 0, admet une ré-
traction: soit # € A} un point fermé, t, : L(t) — x@)(t) et ¢, : x(x) —
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— k(x)(t) les inclusions canoniques. Puisque t — x est un élément inversible
de x(x)(t), on peut considérer a partir des morphismes de type D1, D2 et D3
le morphisme suivant:

¢, = @ {1 oo (Ta);-

Posons ¢ = 1:[ ¢,.. Alors, d’apres les relations R3b-R3e, on obtient:

xzeAl
k)

é 0 Oty = 1. O

REMARQUE 6.1.2.

(1) Compte tenu de I'équivalence de catégorie de 3.4.7, on peut
reformuler le résultat de la proposition précédente comme suit: la suite
courte suivante de la catégorie abélienne pro—H./ '}f

L(t)/L

0— H HO gm(K(m)){l}) HOMgm(L(t)) —> HOMgm(L) -0

1
reA
L)

est exacte et scindée.

(2) En utilisant 'homologie singuliere définie par Suslin et les
méthodes de [Voe00al, on peut définir une section du morphisme ¢* en
terme de correspondances finies «a& homotopie pres». Cette construction
peut se substituer a la définition du morphisme ¢ dont la formule est tirée
de [Ros96], §2, «Step 2», et fournit une deuxiéme démonstration de la
proposition précédente.

On en déduit le calcul suivant du motif générique d’'une extension
transcendante pure de degré 1:

COROLLAIRE 6.1.3. Soient L un corps de fonctions et ¢ : L — L(t)
Uinclusion canonique. Alors le morphisme

0"« My (L(#) — M, (L)
admet une section o telle que le morphisme
(o’, H 0,,_,7)
ze(Al)g ~
ML) MuDED [] Madr@){1}

2€(AD o)

est un isomorphisme.
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REMARQUE 6.1.4. Ce corollaire illustre le fait intuitif que les motifs
génériques sont en quelque sorte les motifs les «plus mixtes possibles».
Notons au passage qu’on obtient aussi le résultat suivant:

COROLLAIRE 6.1.5. Soient E, L des corps de fonctionset ¢ : L — E un
morphisme tel que l'extension E/L soit transcendante pure.

Alors, le morphisme ¢* : MgndE) — My,(L) admet une section dans
DM k).

gm

PrREUVE: On l'obtient par récurrence a partir du cas ou le degré de
transcendance est égal a 1. O

6.2 — Théoreme principal
6.2.1 - Enoncé général

THEOREME 6.2.1.  Soit ¢ : DM, (k)" — . 7b un foncteur additif.
Pour tout (i,7) € 7% et tout corps de fonctions E, on pose:
K!(E) = lim ¢(M(Spec(A)){—i}(—17).
Aemlis &)

Alors, pour tout r € 7, K?" admet une structure canonique de module de
cycles.

PrEUVE: 11 suffit de considérer le cas » = 0.
On commence par prolonger ¢ en un foncteur ¢ : pro—DMy, (k)" — 7b
en associant a un pro-objet (M,);c7 le groupe abélien
lim p(M;).

i€

On en déduit un foncteur 3 : DM{)(k)™ — .Zb. Ainsi, par composition
avec le foncteur M© du théoréme 5.1.1, on en déduit un pré-module de
cycles, K#? sur k.

Mais par ailleurs, puisque ¢ est additif, il en est de méme de @. Dés lors,
les propriétés (FDL) et (H) (cf. 4.2.4 et 4.2.5) pour le pré-module de cycles

K70 résultent de la proposition 6.1.3. |

ExeMPLE 6.2.2. On applique en premier lieu cette proposition dans le
cas ot le foncteur ¢ est le préfaisceau abélien sur DM, (k) représenté par
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un motif mixte géométrique M. Dans ce cas, on posera simplement
K¢ = KM,

Notons que pour tout » € 7, KM" ~ KM®"0 On remarquera aussi que
le module de cycles KM dépend fonctoriellement de M.

PROPOSITION 6.2.3. Les isomorphismes de 5.3.3 induisent un isomor-
phisme de modules de cycles:

M 7,0
K" — K.

PREUVE: Il §’agit de vérifier la compatibilité des isomorphismes de 5.3.3
avec les données D1 a D4. La compatibilité par rapport a D1 et D4 résulte
de la définition. La compatibilité par rapport a D2 résulte de la remarque
5.3.4. Enfin, le fait que le résidu de K”° coincide avec le résidu de la K-
théorie de Milnor résulte des formules R3d et R3e. O

6.2.2 — Complexes motiviques

Soit C un complexe motivique. Il induit done un foncteur

Ve : DM (k) — .7b

gm
tel que pour tout schéma lisse X, pour tout (n,p) € 7 x N,
YeMgn(X)(p)n]) = Homy, e (M X)), C[ — n])
On prolonge ce foncteur en posant, pour tout (M, p) € DM,.(k),
TeM.p) = lim  Homp (M(p +17),C0)).

r>max (p,0)

Des lors, par application de la proposition 6.2.1, on peut associer a 7,
une famille de modules de cycles, que I'on note K¢". D’apreés la proposition
3.4.4, pour tout corps de fonctions E, pour tout entier (i,7) € 72 tel que
1+ 7 < 0, on obtient

K" (B) = H(O) (B

Notons que le théoreme de simplification de Voevodsky (cf. [Voe02],
4.10) nous permet d’exprimer facilement les autres termes de ces modules
de cycles: pour tout corps de fonctions E et tout (i,7) € 7% tel que i +r > 0,
on obtient

KY"(B) = H'(C{i + r}(E).
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6.2.3 — Réalisations

La proposition 6.2.1 est faite plus généralement pour s’appliquer a tout
foncteur de réalisation triangulé associé a une théorie cohomologique
donnée.

Une théorie cohomologique a coefficients dans .Zb est pour nous un
foncteur contravariant H* : 7" — #b" & valeur dans les objets N-gra-
dués de . Zb. Nous ne précisons pas les axiomes exigés sur cette théorie.

Une réalisation triangulée de H* est un foncteur triangulé

Ry : DMy, (k)™ — D" (.2b)

tel que pour tout schéma lisse X, pour tout i € N, H'(X) = H'(Ry(X)).
Notons que l'existence de ce foncteur impose déja un grand nombre de
propriétés a la théorie cohomologique H*. Notamment, elle devient alors
une théorie bigraduée: on pose pour tout couple d’entiers (n,?) € N x Z et
pour tout schéma lisse X: H"(X, 1) = H" (Ry(M(X)(?))).

La proposition précédente nous permet d’associer a une telle théorie
cohomologique une famille de modules de cycles K" telle que pour tout
corps de fonctions F,

K?'"(B)= lim H'(Spec(A),r + i) = H(E,r + ).

AeMlis g /k)

Si X est un schéma lisse connexe, on obtient donc d’apres [Ros96] le
groupe de Chow des 0-cycles de X a coefficients dans K7

A'X KTy € @i H (16(X), v +19).

Suivant une terminologie classique, on peut qualifier ces groupes de partie
non ramifiée de la théorie cohomologique twistée H"(.,1).

ExXEMPLE 6.2.4. On appliquera particulierement cette construction
aux foncteurs de réalisation construits par A. Huber dans [Hub00] (voir
aussi [Hub04]). Plus précisément, on peut appliquer cette construction a la
cohomologie étale continue a coefficients rationnels (cf. [Eke90]) ainsi qu’a
la cohomologie absolue de Hodge définie par Beilinson (cf. [Bei86] et
[Bei8T7]).

Par ailleurs, dans un travail en préparation, nous montrerons comment
construire une réalisation attachée a la cohomologie rigide des schémas de
caractéristique p. La structure de module de cycles sur la cohomologie
rigide non ramifiée est entierement nouvelle et 'existence d’une action
canonique de la K-théorie de Milnor sur la cohomologie rigide non rami-
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fiée est un prolongement naturel des travaux de Kato concernant la co-
homologie cristalline.

6.3 — Filtration par contveau

Considérons un foncteur cohomologique
Ry : DMy, (k)" — 7b,
et posons pour tout schéma lisse X, et tout (n,m) € ZZ,
H"(X,m) = Ry(M g X)(— m)[ — n]).

Ci-dessous, nous fixons des notations pour la définition de la filtration
par coniveau et la suite spectrale qui s’en déduit pour le foncteur Ry. Nous
rappelons par ailleurs le calcul du terme Ky puisqu’il s’insére particu-
lierement dans la problématique de cet article.

DEFINITION 6.3.1. Soit X un schéma. On appelle drapeau de X toute
suite (Z%);c, telle que:
(1) Pour tout i, Z' est un sous-schéma fermé de X.
(2) Pour tout i, Z¢ > Zi*1,
() Sii<0, 7 =X.
(4) Sii>0, codimy(Z?) > 1.

On notera D(X) 'ensemble des drapeaux de X, ordonné par la relation
d’inclusion termes a termes.

L’ensemble D(X) est donc filtrant, et trivialement non vide. Si X est
lisse, pour tout drapeau (Z%);.,, de X, et pour tout entier 7, on peut con-
sidérer les triangles distingués de DM,y,(k):

Mgm(X _ Zn) _ Mgm(X _ Z7l+1) N Mgm(X _ Zn+17zn _ Z?’L+1) +_1> )

Ces triangles distingués nous permettent de définir un couple exact qui
induit une suite spectrale convergente (car X est de dimension de Krull finie)

EY = Ry(Mgn(X — ZP1, 2P — ZPNp + q1) = Ru(Myu(X)lp + q1) = HH(X),

la filtration sur 'aboutissement de la suite spectrale étant donnée par le noyau
des morphismes

HP (X)) — HPM(X — Z™).
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En considérant la limite inductive suivant le systeme filtrant des dra-
peaux de X, on en déduit ainsi une suite spectrale convergente

EY'= lim RyMyX — 2", 2" — 2" lp + q))

(ZD);7,€DX)OP
= HPM(X).

Pour expliciter ce terme £, on introduit la condition suivante:

DEFINITION 6.3.2. Soit X un schéma lisse et (Z);c,, un drapeau de X.

On dit que (Z;); est quasi-lisse si pour tout entier p, le schéma Z? — ZP+!
est lisse.

Dans le cas d’un drapeau quasi-lisse (Z);, I'isomorphisme de pureté
2.2.5 montre que le triangle utilisé ci-dessus est isomorphe au triangle de
Gysin

n
T

MyX — Z") 25 MypX — 270 =5 My (2" — Z7 ) m)2n]

a(x,zﬂ%rl zn ,ZnJrl)[l]

Mgn(X — Z")[1]

ayant adopté les notations X — Z" Tox gt B _ gt pour les
immersions canoniques.

Par ailleurs, si k est parfait, 'ensemble des drapeaux quasi-lisses est
cofinal dans I'ensemble des drapeaux de X. Utilisant finalement le théoreme
2.4.4, on déduit que la suite spectrale par coniveau possede la forme suivante:

Y = P HI (), —p) = HPT(X),

reX®

ou XP désigne 'ensemble des points de codimension p de X.
Finalement, avec la notation introduite dans la sous-section précédente,
on en déduit:

ProposITION 6.3.3. St H est une théorie cohomologique a valeur dans
les groupes abéliens munie d'une réalisation triangulée Ry, pour tout twist
n € 7, la suite spectrale associée a la filtration par coniveau a la forme

EN = CP(X; K79 q) = HPM(X,n) .

() Nous avons adopté la notation de [Ros96], §5, concernant la bi-graduation
naturelle du complexe de cycles a coefficients.
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REMARQUE 6.3.4. Une question en suspens est I'identification des différ-
entielles de cette suite spectrale avec les différentielles du complexe de
cycles A coefficients dans K¢ définies par Rost. Cette question est résolue
dans Particle [Dég05].

6.4 — Remarques sur la conjecture de Beilinson-Soulé

Dans cette sous-section, on fixe un anneau de coefficients A. On note
DM y,(k, A) (resp. DMk, A)) la catégorie des motifs mixtes géométriques
(resp. complexes motiviques) a coefficients dans A. La plupart des con-
jectures introduites ci-dessous sont généralment admises dans le cas
A = Q. Le cas A = 7 semble plus litigieux, et nous laissons le choix de A
au lecteur.

Les résultats que 'on a obtenus jusqu'a présent sont valables avec des
motifs mixtes géométriques ou complexes motiviques a coefficients dans A,
compte tenu du foncteur DMg,(k) — DMk, A). On les utilise ici dans ce
cadre.

Rappelons la conjecture de Beilinson-Soulé:

(BS) pour tout schéma lisse X, pour tout (n,m) € N* x 7,
Extg}f,,gm(k’ 1M (X)), Am)) = 0.

Le fait que la cohomologie motivique forme un module de cycles? per-
met de déduire aisément la réduction suivante:

PROPOSITION 6.4.1. Les conditions suivantes sont équivalentes:

(1) La conjecture (BS) est vraie.
(2) Pour tout r € 7, KA est concentré en degré positif.
(3) Pour tout r € 7, le module de cycles K‘f’l’" est nul.

PREUVE: D’apres la proposition 6.3.3 appliquée au foncteur cohomolo-
gique de DM, (k) représenté par A(m), on obtient la suite spectrale

B! = @D K@) = Extlyd ) (My(X), Am).

reX®

() C’est plus précisément la proposition 6.1.1 qui est le point clé.
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Le fait que 1 = 2 est évident. Cette suite spectrale permet de déduire
la réciproque.

Pour I'équivalence de 2 et 3, il nous suffit de remarquer que d’apres la
propriété (H) des modules de cycles (cf. [Ros96], 2.2), si un module de
cycles M, est nul en degré r, il est nul en tout degré inférieur a 7. O

La formulation de cette conjecture en termes de complexes motiviques
est plus satisfaisante. Pour cela, on a besoin du théoréme de simplification
de Voevodsky (cf. [Voe02]). En effet, celui-ci implique que pour tout
(n,m) € 72,

H"(X;A(m)) sim >0,

EXt%MW(kA)(Mgm(X);A(m)) = { 0 sinon
On déduit d’abord de ce calcul le fait que pour tout » < 0, K4" = 0. Par
ailleurs, on obtient encore les formulations équivalentes suivantes de la
conjecture de Beilinson-Soulé:

COROLLAIRE 6.4.2. Les conditions suivantes sont équivalentes:

(1) La conjecture (BS) est vraie.
2) Pour tout (n,v) € N* x N, H(A(r)) = 0.
8) Pour tout r € IV, K‘i‘f =0.

PREUVE: Cela résulte simplement du calcul de K4 effectué dans 6.2.2
par application du théoréme de simplification. O

REMARQUE 6.4.3. On peut aussi déduire cette proposition du théoréme
de simplification et de la proposition 3.4.4. Notons tout d’abord que
I'équivalence des deux premiéres conditions résulte de la suite spectrale
d’hypercohomologie. Par ailleurs, rappelons que la démonstration de 3.4.4
implique que le foncteur Hom,), o (A{1},.) est exact. Des lors, si I'on
pose A(x) = P, o, A(n), on en déduit

H"(A(%))_; = H" (Hom,) o, (A{1},A(+))) = H" {(A(x)),

la deuxieme égalité résultant du théoreme de simplification. Ceci entraine
facilement I’équivalence des conditions 2 et 3, grace a la proposition 3.4.1.
On voit plus généralement que les groupes

HY (85 A) = Homy o e (M B), AGm)[n])
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pour E un corps de fonctions variable, s’organisent de la maniere suivante:

m
A A0
K

KA

7

n

TR

Dans ce graphique les 0 indiquent les parties dont on sait qu’elles sont
nulles. Les éléments situés sur la droite désignée K4 dans ce graphique
s’organisent dans le module de cycles qui a un corps de fonctions £ associe
@,., HY"(E; A). Rappelons que K4° = KM @ A. Par ailleurs, pour tout
couple d’entiers (r, s), le cup-produit en cohomologie motivique induit un
«pairing» (cf. [Ros96], 1.2) de modules de cycles K4 x K45 — KA+, La
conjecture de Beilinson-Soulé signifie done que la partie hachurée du
dessin est nulle. On a obtenu dans la démonstration de la premiére pro-
position que §’il y a un 0 en coordonnée (n,m), il y a des 0 partout sur la
demi-droite (n + ¢, m + %) pour ¢ > 0.

B. Kahn nous a signalé que l'on conjecture méme l'annulation des
groupes situés sur la demi-droite m = 0 et n > 0. L’argument que nous
avons dégagé montre que cette annulation entraine la conjecture de Bei-
linson-Soulé. Par ailleurs, les mémes méthodes montrent que cette con-
jecture est encore impliquée par la conjecture de «rigidité» suivante que
nous avons apprise de B. Kahn:

CONJECTURE DE RIGIDITE: Pour tout corps £ de corps des constantes
E\, pour tout entier n > 1, le morphisme canonique

H(Eo; A) — HY[(E; A)

est un isomorphisme.
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