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Etude du Spectre Pour Certains Noyaux sur un Arbre.

FERDAOUS KELLIL(*) - GUY ROUSSEAU(**)

ABSTRACT - We study in this paper the spectrum of some kernels acting on a locally
finite tree, in particular those associated to an anisotropic random walk on the
tree with jumps of length 0, 1 or 2. Such a kernel is a function Ron S x S where S
is the set of vertices of the tree, it acts on ¢(S). We always assume the kernel R to
be invariant under the action of a group A of automorphisms almost transitive on
S. This work generalizes results of A. Figa Talamanca and T. Steger who deal
with homogeneous trees and a fixed group 4, simply transitive on S; it shows the
diversity of the spectrum depending on the invariance group.

RESUME - L’objectif de cet article est 'étude du spectre de certains noyaux agissant
sur un arbre localement fini, en particulier ceux associés 3 une marche aléatoire
sur I'arbre a sauts de longueur 0, 1 ou 2. Un tel noyau est une fonction Rsur S x S
ou S désigne 'ensemble des sommets de 'arbre; il agit sur ¢(S). Nous suppo-
serons toujours le noyau R invariant par un groupe A d’automorphismes presque
transitif sur I'arbre. Ce travail généralise des résultats de A. Figa Talamanca
and T. Steger qui étudient le cas des arbres homogenes et d’un groupe A fixé,
simplement transitif sur S; il fait ressortir la diversité du spectre selon la nature
du groupe d’invariance.

Introduction.

A. Figa-Talamanca, T. Steger ([St] ou [F't-S]) et K. Aomoto [A] ont les
premiers étudié la résolvante d’un noyau anisotrope sur un arbre. Les ré-
sultats de [F't-S] sur le spectre sont obtenus pour un noyau symétrique sur
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un arbre homogene, invariant par un groupe particulier simplement tran-
sitif sur les sommets. Nous continuons cette étude pour un arbre localement
fini plus général, et faisons en particulier apparaitre des phénomenes
nouveaux liés aux différentes possibilités pour le groupe d’invariance du
noyau considéré.

On se donne un arbre localement fini X, et la décomposition de son
ensemble S de sommets en deux parties S’ et S” selon la parité de la dis-
tance. Pour s € S on note X(s, n) la sphére de centre s et de rayon »n formée
des sommets a distance » de s.

On considére un sous groupe A de Aut (X) qui stabilise S’ et S” et qui est
transitif sur S’. Alors tout sommet de S’ a un nombre fixe ¢ + 1 de voisins.
On dit que I'arbre est semi-homogeéne (resp. homogene) si tout sommet de
S” a un nombre fixe £ + 1 de voisins (resp. et si ¢ = £).

Un noyau complexe sur 'arbre (ou sur S’) est une application Rde S x S
(ou 8" x 8 dans C. La formule R *f(s) = > R(s, t)f (t) permet de faire

opérer ce noyau sur certaines classes de fonctfigons sur S (ou S").

Le noyau R est supposé inwvariant par A; i.e. R(A(s), () = R(s,1),
Vs,t € S etV € A. Si R est invariant par un groupe 4 simplement transitif,
(cf.[F't-S]) on peut identifier R a une fonction sur A qui opére par convolution.

Pour étudier le spectre d’'un tel noyau on suppose soit R(s,t) = 0 pour
d(s,t) # 1 (noyau a sauts de longueur 1) soit R(s,t) = 0 pour d(s, t) # 0 ou 2
(noyau a sauts de longueur 0 ou 2); ce dernier cas nous permet d’étudier le
carré R2(s,t) = > R(s,u)R(u,t) d'un noyau du type précédent.

Pour montre# que certains complexes sont hors du spectre, on utilise
une généralisation du théoréme de Haagerup prouvée en [K-R.1] sous une
condition technique (U) sur A toujours vérifiée si A est discret. Plus pré-
cisément dans le cas ou A est fermé dans Aut(X) la condition (U) est
équivalente a 'unimodularité de 4, (cf. [B.K; 3.1]).

Pour un tel noyau, le spectre formel (sans condition de convergence) n’a
pas grande signification. En effet on montre au debut du premier para-
graphe comment construire des fonctions z-harmoniques sur S a partir de
n’importe quelle fonction harmonique. On généralise ainsi un résultat de J.
M. Cohen et F. Colonna [C-C].

On g’intéresse dans la suite du paragraphe 1 au spectre ¢, (1 < r < 2)
d’un noyau R sur S a sauts de longueur 1 invariant par un groupe A transitif
sur S’. On suppose connexe le complémentaire du spectre ¢" de R, ce qui
permet d’affirmer que 'expression générique de la résolvante (déterminée
en [K-R.2]) est valable partout en dehors du spectre. Si 0 est hors du spectre
¢" de R, on montre alors en 1.7 que A stabilise un ensemble d’arétes dites
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spéciales (tel que tout sommet de S soit dans une et une seule aréte spé-
ciale), 'arbre est semi-homogene et le noyau R est fortement anisotrope :

|R(s,t1)|" > > |R(s,t)|" si s €8,2(s,1) = {t1,---,t,} et {s,t1} spéciale.
i=2

Sous la condition (/) on a en fait équivalence et 'arbre est alors forcément
homogéne. On généralise ainsi des résultats de A. Figa Talamanca et Tim
Steger [Ft-S] qui traitent le cas d'un noyau R symétrique et d'un groupe
d’invariance A particulier.

Au second paragraphe on étudie les mémes questions pour un noyau R’
sur S’ a sauts de longueur 0 ou 2, et avec un groupe d’'invariance A (transitif
sur S’) tel que le fixateur de tout sommet s € S” est doublement transitif sur
I’ensemble de ses voisins. Sous les mémes conditions (U) et de connexité du
complémentaire du spectre, on obtient au théoreme 2.6 une condition né-
cessaire et suffisante pour que yy(yy # 0) vérifiant K (s,s) = 0 soit en de-
hors du spectre ¢ de R’. On explique aussi en 2.13 un procédé de dé-
termination générale du spectre ¢ de R'.

Soit R un noyau a valeurs toutes réelles ou toutes imaginaires pures, a
sauts de longueur 1 et invariant par le méme groupe A qu’a l'alinéa pré-
cédent. Alors la restriction R’ de R? & S’ vérifie les conditions précédentes
(pour » = 2) et on en déduit des précisions sur le spectre /2 de ce noyau; en
particulier 0 est toujours dans le spectre /2 et méme le spectre /7,1 < r < 2
sous ’hypothese de connexité du complémentaire du spectre ¢".

1. Etude du spectre pour certains noyaux sur S.

1.1. Un premier résultat consiste a généraliser les travaux de J. M.
Cohen et F. Colonna [C-C] qui concernent les arbres homogenes avec un
noyau isotrope a sauts de longueur 1:

Soit R un noyau a sauts de longueur 1 sur S xS, on dit quune
fonction f sur S est harmonique (resp. z-harmonique pour z € C) si
Af =R — 1) «f =0 (resp. si Bf = zf).

Pour sy fixé dans S et v, a distance m de s, on note
[so = vo, V1,2, ..., U] la géodésique joignant sy a v,. Pour m > 2, on
note R*(Vp—1) = > R(Wy_1,4) ou la somme porte sur les u tels que

u
AWp—1,u) = 1,% # vy,_2; on suppose R*(vy,,_1) jamais nul (par exemple
R(s,t) > 0 si d(s,t) = 1). Pour z € C*, on définit par récurrence la suite
(m(wm));, (0 7 (vy,) ne dépend que de k,z et vy,_1) par:

’7m(vm) =1, 77117,_1(7-)7;@) =0, 77m—2(vm) = (1 - Z_Z)R(vmflavm72)[R*('Um—1)]_l
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et

nk(vm) = [_ZizR(vmflv vmfz)nk(vmfZ) + ﬂk(vmfl)} [R*(Umfl)]_ly 0<k<m-3.

k=m
On pose alors H, f(vy,) = 2™ > n,(wm) f(v;), pour m > 0. Par un simple
calcul on vérifie que: k=0

R« H.f(s) = 2209 gf () + zH, f(s); Vs € S.

En particulier f est harmonique si et seulement si H,f est z-harmo-
nique. L’opérateur H, est inversible, son inverse est donné par:

k=m

H'gw,) =Y Okwn)z gy ; ¥m >0
k=0

Oﬁ Hm(vm) = 17 Hm—l(vm) = 0, Hm—Z(Um) = _nm_Z(vm) etpouro S k S m — 37
Or(vn) = [Hk(vmfl) — Ry, 7)m72)9k(7)m72)] [R*(vmfl)]il-

Ce résultat concerne ce que I'on peut appeler le spectre formel de R,
puisque I'on n’impose aucune condition de convergence af ou H, f. I1n’a pas
d’intérét pour ce qui va nous préocuper maintenant c’est a dire 'étude du
spectre /2 de R. En effet lorsque f est dans ¢2(S) , H, f n’est presque jamais
dans £2(S).

Néanmoins pour z = _17 (H—If)(vm) = (H:%f)(vm) = ( - 1)mf(vm)7 ainsi
H _; est un opérateur ¢2 (ou plus généralement ¢") involutif et on vérifie fa-
cilement qu'il transforme une fonction propre de R pour la valeur propre y en
une autre fonction propre pour la valeur propre —y.

1.2. On considére dans ce paragraphe un groupe A d’automorphismes
de larbre transitif sur S’ et un noyau R a sauts de longueur 1 (plus
précisément R(s,t) # 0 < d(s,t) = 1). On suppose de plus la condition
suivante:

IM>0/vueS; > |RGsuw)| <M.

sesS

On montre alors [K-R.2] (voir aussi [A]), que R définit pour » > 1 un
opérateur linéaire borné sur ¢(S) et que pour y € C, |y| > ||R|,,, I'opéra-
teur B, = (y — R) ™! est défini, plus précisément cet opérateur est donné par
le noyau suivant:

1

R,(s,s) = m pour s € S,
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1
2w,(s)
[t,s]=[xg =1t,21---,2, = s] est la géodésique de t a s;

ouw,(s) est une fonction complexe sur S et &, (s, t) une fonction complexe
sur {(s,t) e Sx S / d(s,t) =1}.

Ces fonctions vérifient en outre les relations suivantes:

) vteS, y=2w,®+ > &EwRw,1).
w/d(ut)=1

R,(s,t) = &y = 8,20-1) - &y, w0 = 1) si d(s,t) =n>1 et si

i w,(t)
(1bis) VteS, y=2w,(t) + y
u/d(%,:t):l w,(u)

) Vs,te S/ d(s,)=1; &(s, ) — &t 8) =

& (u, R, w).

2w,(t)
R(s,t)’

3) R,(s,0) = (= DR (s,0).

Autrement dit les fonctions w, et £, sont impaires en j.

1.3. En supposant de plus la condition:

(Cy) Le complémentaire du spectre ¢" de R est connexe (pour un
r,1 <r < 2), les relations de 1.2 s’étendent par prolongement analytique
sur C privé du spectre ¢" de R. Les fonctions R, (s, ?) sont holomorphes en

.. . 1
y; ainsi les fonctions w,(s) = m et, pour d(s,?) =1,¢,(s,1) =
= 2w,(s)R,(s,t) sont méromorphes avec un pole en y si et seulement si

R.,(s,s) =0.
Si 0 n’est pas dans le spectre ¢" de R, on a d’apres 1.2 (3) Ry(s,s) = 0;
done, pour tout s € S, w,(s) a un pole en y = 0.

ProposITION 1.4.  Sous la condition (C,) de 1.3, soient s,t € S tels que
d(s,t) = 1 et que w,(s) et w,(t) atent un pole en y, n'appartenant pas au
spectre ¢ de R. Alors:

1) ou &,(s,t) et (L, s) ont tous les deux un pole en y = y,
ou &,(s,1) et () tendent tous les deux vers 0 quand y tend
vers Y.
2) Dans le cas d'un pole on a Uéquivalence suivante:
—2w,(8) —2w,(t)
(s 1) ~ — ey
D~ pa g R, 1)

3) Dans le cas d'un zéro, on a l'équivalence suivante:

R(s,t) R(,s)
fy(&t) ~ m et é}'(t7 8) ~ m

et &, s)~
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4) Siu e S vérifie d(s,u) = 2,d(t,u) =1 et w,(u) a un pole en y,,
alors &,(s,1) et &,(t,u) ne peuvent tous les deux avoir un pole en y,.
5) Sous les hypotheses de 4), si &,(s,t) tend vers 0 et &,(t,u) a un
—R(s,t)
R(u,t)
6) Sous les hypotheses de 4), st fy(s, t) aun pole et &,(t, u) tend vers 0,
—R(t,u) i) w,(8)
R, s) — w,(w)
7 Si w,) a un pole en yy, pour tout v, alors y, =0 et
Vs € S,¢&,(s,1) a un pole pour un et un seul voisin t de s.

pole alors &,(s,1)E,(t, u) tend vers ———= quand y tend vers y,.

alors (s, t)E,(t, u) est équivalent a quand y tend vers v, .

DEMONSTRATION. D’apres les formules (1), (1 bis) et (2) de 1.2, il existe
&= =+1 tel que:

Cw) | R(s,DR(,s) |
& (s,t) = Rt | 1+e4/1 +7w,,(s)wy(t) |

Cw® | R(s,DR(,5) |
f},(t,S)—R(Svt) —1+e¢ 1+W

Le comportement de ces fonctions en y = y, ne dépend que de ¢, et on en
déduit facilement les résultats 1), 2) et 3).

4) Supposons qu’il y ait deux poles, alors:

—¢&,(t, u)
R(t,s)

Ry(s,u) = ( )f (s, D¢, u) ~
}

c’est contradictoire avec le fait que R,(s,u) est bornée.
5) et 6) se prouvent simplement a partir de 2) et 3).
7) Dapres 1.2.1, y = 2w,(s) + > &, (s,DR(, ).

teX(s,1)
Comme w,(s) a un pole, la fonction &,(s,t) a un pdle pour au moins un
t € X(s,1) et en fait un seul d’apres 4), notons le .
D’aprés 1.2.2, 2w,(s) = R(ty, )[&,(to, s — &,(s,tp)]. Done:

y=Rito,9)|&(t0,8) " = &6, t0)] + 3 &5, ORE,9)
t

= R(to, 9)&,(to,9) 1 + 3 &5, DR, 9)
t#to

et le membre de droite tend vers 0 quand y tend vers y,, donc y, =0. O
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REMARQUE 1.5. 1) Si R? est symétrique réel (sur S’ ou S”) alors le
spectre de R? agissant sur /2(S’) ou £2(S”) est réel (borné). D’aprés [K-R.2;
7.2] le spectre /2 de R est borné et contenu dans la réunion des axes réel et
imaginaire. Ainsi la condition (Cz) de 1.3 est vérifiée.

2) Supposons que R est a valeurs réelles ou imaginaires pures et que le
groupe A vérifie la condition suivante, (cf. [K-R.2; 5]):

(M) vs,t € §'/d(s,t) =2,ilexiste A € Afixant lemilieu de [s, t] tel que A(s) =t,

alors le noyau R? est réel symétrique sur S’ carsis € S” ett,t' € 2(s,1)ona
R(t,s) = R(,s) et R(s,t) = R(s,t') donc R%(t,t') = R*(t,1).

De plus 0 est dans le spectre ¢ de R (et méme le spectre ¢ sila condition
(C,) est vérifiée): sinon, on avu en 1.3 que w,(s) aunpoleeny =0 , Vs € S;
d’apres 1.4.7, pour s € 8", il existe t € X(s,1) tel que &,(s,t) a un pdle en
7 = 0; il en est de méme de &,(s,t') VI’ € X(s,1) d’apres (M) et aussi de
&,(t',s) d’apres 1.4.1; ce qui contredit le résultat 1.4.4.

1.6. Calcul du noyau de Green en 0: (0 supposé hors du spectre ¢").

D’apres ce qui précéde tout sommet s € S a un unique sommet voisin s’
tel que &, (s, s') ait un pole en 0, alors &,(s', s) a aussi un pole et done (s’ Y =s.
On dit que l'aréte {s,s'} est spéciale.

On choisit sp € §’, on note s; = s et s, - - -, 5441 les autres voisins de so.
Les voisins de s; sont s}, 1 <j < ¢; + 1. On suppose encore sll = (s;), done
st =soets! #sopour2<i<g+1.

Sis,t €S aveed(s,t) =n, on note [t,s] = (kg = ¢, -+, 2%, = s) et alors :

R}’(Sv t) = éy(xn; xn—l) ce éy('%'lv .')CO).

1
2w,(s)

D’apres 1.4.4 dans le produit des &,(x;, #;_1) deux poles ne peuvent se
suivre. On peut donc considérer que R, est le produit des quantités suivantes:

1
1) ou m qui tend vers zéro

1
ou 20.(3) &,(s, ;1) qui tend vers une constante car &,(s, 2, 1) a

un pole;

2) puis des facteurs de la forme:
ou &,(x;,x;_1) qui tend vers zéro
ou &,(w;, 2;—1)¢,(—1, %;—2) qui tend vers une constante non nulle
car &,(x;, ;1) tend vers zéro et &,(x;_1,2;_2) a un pole.
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Ainsi la limite de R, (s, ) est nulle sauf si n = 2p + 1, ,(w2p41, ¥2p) a un
pole, &, (xzj, x2j_1) tend vers zéro et &, (w1, %2j_2) a un pole Vj,1 <j < p.
Autrement dit les arétes (xs_1, ¥2j_2) sont spéciales Vj,1 <j < p + 1etles
autres non.

Dans ce cas d’apres 1.4.5, on obtient a la limite:

(— P Lo Riaay, 1)

Ry(s,t) = .
L e £ Rz, w2 1)

PROPOSITION 1.7.  On suppose vérifiée la condition (C..) et que 0 n’est
pas dans le spectre £"(1 < r < oo) de R, alors:

1) Le groupe A laisse invariant U'ensemble d’arétes spéciales, en
particulier X est semi-homogene et A est transitif sur S’ et S”.
2) Fixons une aréte spéciale {s',s"} avec s’ dans S' et on note:

28,1 = {s] =", sy} 26" D) = {s; = ¢, ,8,,} et pour
s, t € S/d(s,t) = 1:
R(s,t) =p;sit € 8, s € §" et {s,t} A-conjuguée a {s,s'}
R(s,t) =p/sit € S",s € S et {s,t} A-conjuguée a {s},s"}.

On a alors:
/41 q+1

T = A Y/
=2 =2

DEMONSTRATION. 1) D’apres 1.6 des arétes spéciales sont bien définies
intrinséquement par R, leur ensemble est donc stable par A et la transi-
tivité de A sur S” découle de celle sur S’; en particulier 'arbre est semi-
homogeéne.

2) Cela résulte des calculs de [K-R.1; 3.5]. O

REMARQUE 1.8. Si A vérifie la condition 1.7.1 et la condition (U) de
[B.K] ou [K-R.1] suivante:

(U) 11 existe un sous-ensemble Ao de 4, tel que l'application A+—— Asg
induise des bijections de Ay sur 2(sy,2) et de A5 Lsur X (s0,2),

on peut montrer que 'arbre est nécessairement homogéne; alors on a vu en
[K-R.1; 3.6] que le noyau Ry donné par 'expression de 1.6 définit un opé-
rateur ¢" si et seulement si les deux conditions finales de 1.7.2 sont vérifiées.
Sous ces hypotheses sur A, il y a donc équivalence entre ces deux conditions
de 1.7.2 et 1a non appartenance de 0 au spectre ¢" de R.
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2. Etude du spectre pour certains noyaux sur S’.

2.1. On consideére dans tout ce paragraphe un noyau réel R’ a sauts de
longueur 0 ou 2 sur la partie S’ de 'ensemble des sommets d'un arbre
localement fini, on impose en fait que:

Vs, t €S, d(s,t) =2 = R'(s,t) # 0.

On suppose de plus R’ invariant par un groupe A transitif sur S’ et sa-
tisfaisant a la condition suivante, (cf. [K.R.2; 6]):

(M Vs e 8", le fixateur A; de s dans A est doublement transitif sur
2(s, 1).

D’apres [K-R.2; 6] le noyau R’ est symétrique, son spectre /2 est donc
réel borné. En particulier le complémentaire de ce spectre est connexe.

Les résultats qui suivent sont encore valables pour le spectre
", (1 < r < oo) sous la condition suivante:

(C}) Le complémentaire du spectre ¢" de R’ est connexe.

2.2. Sous ces conditions et pour y € C, |y| > ||R'||,,,, (* > 1), on a donné
en [K-R.2;6] 'expression de 'opérateur (y — RH! = R;,:

et Ri(s,t) = 1@y = 8,2y-1) - 1,(®1,%0 = 1), si

, 1 1

Ri(s,s) = 52.5) 52.5)
d(s,t) = 2n, n > 1 et sila géodésique joignant ¢ a s formée d’élements de
S géerit [t,s] = (t,s1NS) = (wo =t,@1---, @, =5); oll a(s) est une
fonction complexe sur S’ et n},(s,t) une fonction complexe sur
{(s,t) € §' x §'/d(s,t) = 2}.

Ces expressions se prolongent analytiquement en y sur C privé du
spectre ¢ de R’'. Les fonctions R;,(s,t) sont holomorphes en y; ainsi les

et pour d(s,t) = 2,7,(s,t) = 2o,,(s)R (s, ?) sont

fonctions o,(s) = 2R§,(87 s)

méromorphes avec un pole en y seulement si R;(s, s)=0.

On rappelle qu'en [K-R.2] on a montré que les fonctions o,(s) ne dé-
pendent pas de s et que 77,(s, ©) = 7,(¢, s) ne dépendent que de u € [s,t] N S".
On a choisi speS et noté 2(sp,1)= {s1,---,5441} et 2(s,2) =
={s;; /1<1<q+1, 1<j<4;} avee d(s;,s;j) =1 et d(sg,s;j) =2. On
pose alors:

o(y) = 0,(5) Vs €S et ;(y) = 11,(si4, S0) = 1,(S0, 1,7), de plus fi = R'(s0, 50)
et B =R/(so, si;) = R/(s;, s0).
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On a alors obtenu les relations suivantes:

)] Y= 20‘(7) + ﬁo + Z fﬂ?z(l’)ﬁ

@ 170) ) = 2"[‘),(” (- D) — D).
—2a) + (4 = D & /122) — (6= DRF + b
Zglﬁ

PRrOPOSITION 2.3.  Soit y, € C non dans le spectre ¢" de R. On suppose
que Rf/,ﬂ(so, $0) =0 d.e. aly) aun pole en y,. Alors
—20(y)
giﬂg ' ﬁ/_
ou n;(y) tend vers 0 quand y tend vers y, et alors n;(y) ~ Zoc(ly)'
2) Pour i # j,m;(y) et n;(y) ne peuvent simutanément avoir des
poles et n;(y)n;(y) tend vers 0 ou une constante.
3) Il existe 19 (unique) tel que mo(y) ait un pole.
4 7 = By + &, — D,

N.B: Dans la suite on numérote de facon que iy = 1.

@) m() =

1) ou n;(y) @ un pole en y, et alors n;(y) ~

DEMONSTRATION. 1) D’apres 2.2 (3) on a:

—2a(y) + (4 = D; ( /f; )2
(y) = 1+4/1+44; —————
1) 20 [ \/ T\ - g

Selon le signe on obtient bien les résultats annoncés.

1 ;i ()
2) R (Sik,Sjm) = 2—()777(& e SO, (80, 8.m) = 12 (]) . Siop(y) et
nj(y) ont un pole, R/ (sl;m Sjm) ~ 2—@ Ceci contredit le fait que R’ est
elgjﬂiﬁ]
bornée.

3) On a d’apres 2.2 (1) y = 2a(y) + f, + > €im;(p)f;. Comme () a

un pdle en y,, il en est de méme de I'un des ;77;()/)? L’unicité découle de 2).
4) De 2.2 (2) on tire 2u(y) =, (B; — Lim;(»B; + (&; — DB; done
7 =B+ W, — l)ﬁl0 + 1, 1(y)ﬂ10 + Z £in;()P;. Les derniers termes tendent

vers 0 quand y tend vers y,, donc yO Bo+ Wiy — )ﬂlo O

2.4. Calcul du noyau de Green.

On se place en y, non dans le spectre ¢" de R’ et tel que R;U(So, sp) = 0. Le
noyau de Green est déterminé par la fonction de Green gf’,o(s) = R;O (s, s0).
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On vient de voir qu’il existe une classe de sommets “spéciaux” dans S”,
chaque sommet sy € S’ a un et un seul voisin spécial noté s;.
On calcule facilement g, a partir de 2.3 (cf. 1.6):

- gf/o(s) est nul sis € 8 et d(s, sp) est multiple de 4.

— Sid(s,sg) = 4n + 2, on note (g = Sg, %1, - -, Xayr2 = S) la géodésique
de sg a s, alors g;n (s) est nul sauf si les sommets (x4x11)o<k<n SONt Spéciaux;
dans ce cas pour 0 < k < n — 1, on choisit 1; € 4 tel que A;(x4; 2) = So et
alors A;(ta43) = 85, avec 2 < ji, < g+ 1letlona:

/ o -1 %2 _ﬁ],'k
9.0 =75 11 (elﬁ’l)'

k=0

LEMME 2.5.  On suppose qu’il existe une classe de sommets spéciaux dans
S”, stable par A et telle que tout sommet sq € S' a un et un seul voisin spécial
s1. On définit une fonction g, sur S par les formules ci-dessus et alors:

ﬂ,')’n
oo g6l = Wl lzﬁ” ]

SEX(s0,4n+2) j>2 by
DEMONSTRATION. C’estlaméme démonstration que celle de[K-R.1;3.5]
en tenant compte de ce que pour s € S"ily a¢; (resp. ¢;) sommets ¢t € 2(s,2)
tels que le milieu de [s, t] soit spécial (resp. non spécial «de type j»). O

En particulier g € S0 > Zzéﬂ/};\’”,
=

THEOREME 2.6. On suppose 1 < r < 2. Soit y, € C.
1) Siyy¢ spr(R')et R;O(so, s9) = 0; 1l existe un (unique) voisin sy de
so tel que
o =PFo+ =Dy et GBI > G
Jj>2
et le noyau R (s, so) est donné par les formules de 2.4.
2) Réciproquement, si €7 |" > > ¢|fi|" et si le groupe A d’in-
>2

j>
variance vérifie la condition (U) de 1.8, alors yy = B + (41 — 1B} ¢ sp(R)
et R;O (80,80) = 0.

REMARQUE. Pour ¢; =1, Vi et f, = 0, on retrouve une partie des ré-
sultats du § 1 (pour l'arbre formé des sommets de S’); la condition d’inva-
riance du noyau est alors exactement celle de [Ft-S].
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DEMONSTRATION.  Cela résulte des résultats précédents et de raisonne-
ments exactement analogues a ceux de 1.7 et 1.8. Il faut juste noter que,
comme 1 <7< 2, (|| > £;7"|;|" et donc'inégalité £; "5 > > 4|/} ne

J#i
peut avoir lieu que pour un seul i (1 <7 < g+ 1) quel'on note i = 1. O

2.7. On se propose maintenant de déterminer des conditions sous
lesquelles un complexe y n’est pas dans sp,.(R'); s'il existe i tel que

BT > SO on suppose y # 5y = f + (i = D
1

D’aprésj ce qui précéde pour y¢ sp,(R') et y # y,, il existe des nombres
complexes o # 0, (1;(7)1<i<¢+1 tels que R; est le noyau H'(s, t) invariant par
4, tel que

H'(s,t) = gm oemy, sid(s,t) = 2n et pour [s,t] =@y, =s,---, 20 =1)
quand 4; € A vérifie Z;(x;_1) = s alors le milieu de [4;(x;_1), 4;j(x;)] est
Si; a Sl] <qg+1.

On peut noter que forcément les #; sont les mémes pour les 7 corres-
pondant a une orbite du fixateur A4y de so dans {si,---,Sq+1}.

LEMME 2.8.  Pourun noyau H sur S’ x S, invariant par A, on définit la
norme drotte de classe v, || H|| ;. de H par:
I, = 3 Hs, 0l
ses’
On peut calculer la norme droite du noyau H' abstraitement défini par
les formules ci-dessus:

1
20

-1

" “ | ; ; iti
(1 -3 LT) si cette expression est positive,

|H'[|g, =
ar ) S AUN

|\H'||;, = oo sinon.

DEMONSTRATION. On voit facilement sur la définition ci-dessus de H’ que:

A
T = ff S bl ] =
ol la seconde somme porte sur les (iy,---,i,) € {1,---,q +1}" tels que

Ty 7 Ima1 pour 1 <m < n.
On refait le méme raisonnement que T. Steger dans [St] ou [F't.S] sur
I'expression abstraite de A, on montre que A est fini si et seulement si

L gl ol Gl
Z”,<1etqueA<1zl> . O
a1+ bl B AT
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LEMME 2.9. On suppose que 1 < r < 2 et que le groupe A d’invariance

satisfait a la condition (U) de 1.8 alors le noyau H' de 2.7 est un opérateur

! i|7]1|7’

borné sur £"(S") st et seulement st Z AP <1.
;

DEMONSTRATION.  Si H' est un opérateur borné ¢", H' x J,, € £'(S’) or
|H' * 05, || = || H'||;, par définition donc d’apres le lemme 2.8 on a bien

@ il
% < 1.
i:Z:1 L+ Li|n;]

Réciproquement supposons que cette condition est vérifiée. Pour
z € C / |z| < 1, on définit (avec les notations de 2.8):

- -1
% 20|n;|"
— 14 220|n,|"

Mais par hypothése F'(z) n’a pas de pole dans {z € C / |z| < 1}, le rayon de
convergence de la série définissant F'(z) est strictement plus grand que 1.

Ainsi Y |H'(s,s0)|" décroit en exponentielle en 7. L'hypothése du
s€X(sg,2n)
théoreme 2.3 [K-R.1] est donc vérifiée et H' est un opérateur borné sur

' (Sh. O

f(5)=2"|H (s, 50)|" et F(z) =Y _fi(s) = ‘

seS’

LEMME 2.10. Le noyau H' abstraitement défini en 2.7 est un inverse
Sformel de y — R’ si et seulement si:

q+1
y =20+, + Y limfiet
i-1
2;: —in; + 17{1 + (¢; — 1), pour tout 7, 1 <7 <q+1).
i

DEMONSTRATION. Cela résulte des équations obtenues dans [K-R.2;6],
car dans le cas présent (1) et (1)bis équivalent a la premiére relation et (2)
et (2bis) a la seconde. O

REMARQUE 2.11. Supposons que pour 1<i#j5<g+1, ;=14 et
B = /3;, alors si n; # n;, n;7; est entierement déterminé par la seconde
équation de 2.10: on a ;7; = donc Gl "Gl = €7 qui est supérieur

alsir < 2. Ledébutdes calculs de 2.8 montre alors que |H'||;, = co. Ainsi
d’apres 2.8, 2.9 et 2.10 si H' est un opérateur borné inverse de y — R’ et si,

pour ) 7&.7’ (glaﬁg) = (£77ﬁ;) alors n, = 7/7
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PROPOSITION 2.12.  On suppose que A vérifie la condition (U) de 1.8 et
que 1 < r < 2. Alors le complémentaire du spectre ¢" de R' éventuellement

privé de y, = By + (b1 — DB} (si W YA > Z 4 |ﬁ |") est Uimage par Uap-

plication y(a, (7)) = 200+ By + E i B de lensemble des (x,();) € CIH2
vérifiant:

2 . .
a) —fmi-Fm_l+(&'—1)=—?C,pourtout@,1gzgq—i-l.

" g blal” g
114 4i|n;l"
DEMONSTRATION. Cela résulte aussitot de 2.7, 2.9 et 2.10. O

COROLLAIRE 2.13. Sous les conditions de 2.12 et pour r =2, un
71 € R (y; # ) est hors du spectre > de R, si et seulement si il existe
&= (e)1<icqr1 € {£1}7" et ay € R tels que y, = y(o) pour:

Ll =20+ (4 — DB} + e\ /120 — (0 = DET + 46,
o § b 6\/205 8 p
i=1

avec les conditions:

1) (dOC)\o:0> 0.
i) Si;,p) = (éj,ﬁj’-) alors ¢ = ¢;.

DEMONSTRATION. Par unicité de l'inverse de y — R’ et comme R’ est
réel, si y est réel, I'inverse de y — R’ est a coefficients réels et donc « et les
n;(y) sont réels. L’expression de y équivaut au a) ci-dessus ([K-R.2; 6]). On a
vu que ii) résulte de a) et b) (Remarque 2.11), il reste done a voir que,
modulo ii), i) est équivalent a b).

Pour y réel, positif, grand, alors o est réel positif et les #; sont réels
positifs et petits donc les ¢; sont tous égaux a 1. On va considérer un nombre
y* analogue a y et noter ot ;7;r (1 <1 < g+ 1)les nombres correspondants.

Posons g’y = R;, * 05, € £"(S'); on a:

YHG1g,) = (779, 19,) = (R + g + 05,9,
=(R'xg..|9,) + g,(s0) = (¢,-|R' g} + g.(s0)
= (g, 179, = s,) + 9,(80) = (¢4 19,) — &+ (50) + g,(s0)-

9, (s0) —g(s0) ot —u " 1
yr—y oyt —y  2a0t

Pour y* # y on obtient (g).|g;) = —
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Par comparaison avec 2.8 (généralisé de facon a caleuler (g).g;)), on

obtient ol .
L r=r_, i
27 gt — o —~ 1+ i

Cette expression se généralise par prolongement analytique pour des
nombres complexes hors du spectre. On obtient tous les sighes possi-

1
bles pour les ¢ en tournant autour des nombres complexes é(ﬁi —Dp;

V-1 xBiG [si (4, f) =, ﬁ}) on doit tourner autour du méme
nombre complexe, on garde donc ¢ = ¢; si (¢;, f;) # (¢, /)’]{) on vérifie que
les nombres complexes en question sont différents]. A la limite pour y
réel hors du spectre et pour ¢ vérifiant ii) on obtient:

1d & bl .
&1 Z L‘z’ d’oll le résultat. O
2 do = 1+ bl

REMARQUE 2.14. 1) Le corollaire 2.13 ramene la détermination du
spectre /2 & 'étude des variations des fonctions réelles y(«) pour les dif-
férents signes des ¢;. Cette étude n’est pas bien difficile mais il n’y a pas de
résultat trés marquant sans hypothése plus précise sur les ¢; et f;.

2) Pour ¢; = 1,Vi et B, = 0, on retrouve les résultats de A. Figa-Tala-
manca et T. Steger pour 'arbre formé des sommets de S'.

2.15. Application a des noyaux sur S.

On considére un noyau R a valeurs toutes réelles ou toutes ima-
ginaires pures a sauts de longueur 1 sur S (plus précisément
R(s,t) # 0 < d(s,t) = 1), invariant par un groupe A transitif sur S’ et
vérifiant la condition (') de 2.1. On pose R’ = R et on reprend les

notations précédentes (voir aussi [K-R.2; 7]. On a:
, , q+1 q+1 ,
fi = R(so,s)R(s;,80) # 0 et fy = > R(so,8:)R(si,50) = > p; -
i=1 i=1

Supposons que le groupe A satisfait a la conditon (U) et que

élﬂ’ > Z flﬁz , alors d’aprés 2.6 y, = f, + (&1 — 1B} n'est pas dans le
=2

spectre /% de R’ et R, (s0,80) = 0. Alors (") aun pble eny = & /5y et on a

des estimations des 7; en y = + /7 :

/

etnlw’g—pour2<z<q+1

e~ 2

51ﬂ1
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En utilisant [K-R.2; 7.2] £, /7 n’est pas dans le spectre 2 de R si 70 # 0.
Les relations de [K-R.2; 7.5] se prolongent analytiquement a tout le com-
plémentaire du spectre 2 de R et on peut les utiliser pour estimer le
comportement des fonctions w et &, en &, /7. On obtient les équivalences
suivantes quand j? tend vers .

i) donnew,(s;) ~ —7 , Wy(s;) ~ % pour2 <t < q+1et wyis) = %.

20,
x et é;r(807 Si) ~ M # 0

ii) donne &,(sg,81) ~ ———
) 50, 51 7R(s1, 80) Y

pour2 <i<q+1
7R(s;, s0)

et iii) donne &,(s1,s0) ~ %

pour2 <i<q-+1.

b4
—— et &(si,80) ~
4 R(s0,81) /(8 %0)

En particulier en +, /7, les fonctions w,(s) pour s € S” n’ont pas de pole,
tandis que pour s € S’,w,(s) a un péle. De plus tout sommet s € §’ a un
voisin s; (unique si y # 0) dans S” tel que &, (s, s1) a un péle tandis que pour
s€ S8 sp € X(s,1), &,(s2,5) n'a jamais de pole. On peut en fait calculer
explicitement Ri\/;,wo (s,0) Vs, teS,siy, #0.

On notera la différence de comportement avec ce que I'on a observé au
§ 1. En particulier si y,=0, 0 est dans le spectre /2 de R mais pas dans celui
de R' =R?

lsr*
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