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0. Introduction.

Cet article qui fait suite a [Et 1] en étend les résultats.

Pour faciliter 'exposé, on supposera dans cette introduction que V est
un anneau excellent de caractéristique 0, ¢V un idéal et A est une V-
algebre lisse.

Au § 1 on développe un formalisme qui aboutira au § 2:

e A préciser les liens entre le complété faible AT de A et le séparé
complété I-adique A de A ;

e et & généraliser 'équivalence de catégories de [Et 1] entre Af-sché-
mas finis étales et A-schémas finis étales.

Par exemple, en s’appuyant sur le caractére hensélien du copple
(AT, IA"), on montre [théo (2.2)] que A est intégralement fermé dans A, ce
qui est 'analogue d’'un théoreme de Bosch, Dwork et Robba [Bo-Dw-Ro].

(*) Indirizzo dell’A.: (CNRS - IRMAR, Université de Rennes 1, Campus de
Beaulieu - 35042 Rennes Cedex France).
E-mail : Jean-Yves.Etesse@univ-rennes1.fr
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Parmi les généralisations de [Et 1] citons les suivantes:

e On étend la pleine fidélité du foncteur naturel {A'-schémas
étales} — {A-schémas étales} du cas A normal, de dimension <1 de [Et
1, théo 15] au cas d’une V-algebre A de type fini quelconque [théo (2.4)]
grice encore au caractére hensélien du couple (Af, IAT);

e par restriction, le foncteur précédent induit une équivalence de ca-
tégories {Af-schémas finis étales} — {A-schémas finis étales} prouvée
dans [Et 1, théo 15]. Ici nous explicitons un foncteur quasi-inverse : si C est
une A—algébre finie étale il suffit, grace au [théo (2.2)] précédent, de pre-
ndre la fermeture intégrale de A" dans C [théo (2.4)];

e lorsque V est normal et que (V, V) est un couple hensélien, on étend
entre autres [cor (3.1.4)] cette derniére équivalence de catégories a une
équivalence de catégories {Af-schémas finis et formellement lisses sur
V} — {A-schémas finis et formellement lisses sur V}.

Le § 3 rassemble des résultats de relevements de schémas, de la car-
actéristique p > 0 ala caractéristique 0. Sur une base affine, les cas les plus
importants pour les applications (cf plus bas) seront celui d’un morphisme
fini [théo (8.1.3)], d’'un morphisme fini étale [théo (8.1.1)] (resp. et galoisien
[cor (3.1.6)]), d'un morphisme projectif lisse [théo (3.2.1)] et son corollaire
[cor (3.2.6)] pour les intersections completes.

En plus des généralisations de [Et 1] mentionnées ci-dessus, les re-
levements du § 3 nous servent dans deux contextes :

e les relevements de morphismes projectifs lisses dans le cas des in-
tersections complétes [cor (3.2.6)] permettent d’établir la surconvergence
d’images directes en cohomologie rigide [Et 3] (cf [Et 6, chap IT]);

e les relévements de morphismes finis permettent de relever le Fro-
benius pour les F-isocristaux surconvergents et de prouver la surconver-
gence d'images directes de ceux-ci [Et 5] (cf [Et 6, chap IV]).

1. Généralités.

1.0. Notations.

Tous les anneaux considérés dans cet article sont (sauf mention du
contraire) commutatifs et unitaires.

Soient V un anneau noethérien, I ¢ )V unidéal, A une V-algebre telle que
Panneau A soit noethérien et A # A. On note A le séparé complété I-
adique de 4, A,, = A/I""1A et AT C A le complété faible de A au-dessus de
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la paire (V,I) [M-W, § 1]: on désignera toujours par un indice ( ), la ré-
duction mod I d’'une V-algebre ou d'un V-morphisme.

Si B est une V-algebre, on dit que B est faiblement compléte de type fini
(f.c.t.f. en abrégé) si B est la complétée faible d’une V-algebre de type fini;
une telle algebre B est appelée “w.c.f.g.” dans la terminologie de [M-W, § 2].

Considérons la partie multiplicative 7 =1+ 1A de A ; notons Ay = T'A
et (A D) le hensélisé de (A, IA)ausensde Raynaud [R, def 4p.24]: rappelons
qu’on a supposé IA # A, sibien que 0 € T'; sinon les anneaux Ay, A, A et At
seraient égaux a {0}.

On rappelle [Et 1] que si A est une V-algébre de type fini, alors il existe
des morphismes canoniques Ay — A — At — A tous fidélement plats et
que tous ces anneaux ont méme séparé complété I-adique égal & A.

ProposITION (1.1). Soient A, A, B des anneaux noethériens mumnis de
morphismes

AL A pBBaA
avec g5 fidelement plat. On suppose que Spec A — Spec A est un mor-

phisme normal (vesp. régulier) [EGA IV, (6.8.1)] : cette derniere hypotheése
est vérifiée si A est excellent. Alors:

(1) Le morphisme
h = Spec (g5 0 ¢;) : Spec B — Spec A

est mormal (vesp. végulier).
(2) Side plus ¢y est plat, alors
f = Spec (p,) : Spec B — Spec A
est un morphisme normal. o
(3) St g, est plat et (A, IA) est un couple hensélien tel que A ~ A, alors
f : Spec B— Spec A
est un morphisme normal o fibres géométriquement integres.

(4) Si gy est plat, (A, 1A) est un couple hensélien tel que A~ le et Aest
réduit, alors A est intégralement fermé dans B et dans A.

DEMONSTRATION. Le (1) résulte de [EGA IV, (6.5.4) (i) (resp. (6.5.2) (1))].
Pour le (2) notons g = Spec ¢, : Spec A — Spee A. Soit q € Spec A et
k' une extension finie du corps résiduel k(q): il s’agit de montrer que

F (@) = Spec (K ©4 B)
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est normal [EGA IV, (6.8.1)]. Comme Spec k' est normal et 2 un morphisme
normal, on sait par [EGA IV, (6.14.1)] que Spec (k' ®4 B) est normal.
Considérons les applications

KeoiB -5 kK oiBak @4(A @4B) — k' @4 B
rRb  — t®(14®Db)
r® (a®Db) — & ® (po(a).b) ;

clairement pow =1Id. Pour p € Spec (k¥ @48B), m:=¢(p) on a
p =y He () = y1(n) et y et ¢ induisent des morphismes

K @4 B)y ~= (K ©4 By — (' @4 B),

dont le composé est encore I'identité.

Par hypothese D := (k' ®4 B),; est intégralement clos, de corps des
fractions noté L ; en particulier C := (k' ® 4 B), est intégre : notons K son
corps des fractions. Il s’agit de montrer que C est intégralement clos:

soit x € K un élément entier sur C, annulé par le polynome R(X) =
n—1

=X"+ Y a; X, a; € C. L’injection v induit une injection :
i=0
v K—L,;

puisque D est intégralement clos on a y"(x) € D et x; := ¢'(y"(x)) € C est
racine de R(X): en effet y” induit ¢ : K[X] — L[X], RX)—R(X) €
€ DIX] et ¢ induit ¢ :D[X]— C[X], RX)—RX). Doa RX)=
=X — xR (X) avec R1(X) € C[X]. Si x = x; on a terminé, sinon x est
racine de R;(X) et on itere: finalement x € C, donc C est intégralement
clos, i.e. f71(q). est normal.

Pour le (3), on sait par le (2) que le morphisme ¢ : Spec A = Speec A —
— Spec A est normal, donc ses fibres sont géométriquement intégres par
un théoréme de Raynaud [R, théo 3, p. 126]. Or A est une B-algebre fi-
delement plate, donc les fibres de f sont aussi géométriquement integres.

Pour le (4), le théoreme de Raynaud [loc. cit.] prouve que A est in-
tégralement fermé dans A: comme ¢ est injectif, A est aussi intégrale-
ment fermé dans B. O

Pour la commodité des références nous avons rassemblé ci-apres
quelques lemmes qui résultent des EGA.

LEMME (1.2). Soient A et B deux anneaux noethériens tels que B soit
une A-algebre. Les propriétés (i) et (i1) ci-apres sont équivalentes :
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(i) Spec B — Spec A est un morphisme régulier.

(i) Pour tout q € Spec A et tout p € Spec B au-dessus de q, le
morphisme A, — By est formellement lisse pour les topologies
préadiques respectives (i.e. définies par q A, et p By re-
spectivement).

DEMONSTRATION. En utilisant la définition d'un morphisme régulier
[EGATV, (6.8.1)], 'équivalence résulte de [EGA Oy, (22.5.8) et (19.7.1)]. O

LEMME (1.3). Soient A et B deux anneaux noethériens tels que B soit
une A-algebre. St Spec B — Spec A est formellement lisse pour les topol-
ogies discretes, alors c’est un morphisme régulier.

DEMONSTRATION. Si B est une A-algebre formellement lisse pour les
topologies discretes [EGA Oyy, (19.3.1)], alors pour tout g € Spee A et tout
p € Spec B au-dessus de , le morphisme

Aq—>Bp

est formellement lisse pour les topologies discréetes [EGA Oyy, (19.3.5)(@v)],
donc aussi pour les topologies préadiques sur A, et B, [EGA Oyy, (19.3.8)];
d’oui 1a conclusion par le lemme (1.2). O

LemME (1.4). Soient A un anneau, B une A-algebre et J C Aun idéal.
St Spec B — Spec A est formellement lisse pour les topologies discretes,
alors c’est un morphisme formellement lisse pour les topologies J-adiques
sur Aet B.

DEMONSTRATION. Via [EGA Oyy, (19.3.8)]. O

LeEMME (1.5). Soient A un anneau et S C A une partie multiplicative.
Alors
(i) Le morphisme f:X = Spec (STA) — Spec A=Y est for-
mellement étale pour les topologies discretes.
(i) En particulier f est régulier st A est noethérien.
(iii) De plus:
xsiyc Y\ fX), alors f1(y) = ¢
x 81y € f(X), alors f induit un isomophisme

fy) = Spec k().
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DEMONSTRATION. La premiere assertion n’est autre que [EGA Oyy,
(19.10.3) (ii)]; la deuxieme en résulte grace au lemme (1.3). La derniére
assertion est conséquence de [Bour, AC II, § 2, n° 5, prop 11]. O

LEMME (1.6). Soient A et B deux anneaux noethériens tels que B soit
une A-algebre ; notons

f : Spec B — Spec A
le morphisme canonique. Alors:

(1) On a les implications:
@) f est réduit et A réduit = B réduat.
(i) f normal et A normal = B normal.
(iii) f régulier et A régulier = B régulier.
(2) Sif est fidelement plat, on a les implications :
(1) B réduit = A réduat.
(ii)) B normal = A normal.
(iii) B régulier = A régulier.

DEMONSTRATION. (1) (i) On utilise la définition d’un morphisme réduit
[EGATV, (6.8.1)] et la caractérisation des schémas noethériens réduits de
[EGA IV, (5.8.5)] via les propriétés < Ry et S; > : comme A vérifie < Ry
et 81 >, il en est de méme de Bvia [EGA IV, (6.5.3) (ii) et (6.4.2)], donc B
est réduit.

Pour (ii) (resp. (iii)) on utilise [EGA 1V, (6.5.4) (ii)] (resp. [EGA 1V,
(6.5.2) @i)]).

(2) (i) Le fait qu'un schéma X est réduit s’exprime via les anneaux lo-
caux Ox , [EGA 07, (4.1.4)]: le (i) résulte de [EGA 1V, (2.1.13)].

Le (i), c’est [EGA IV, (6.5.4) ()] et le (ii) c’est [EGA IV, (6.5.2) ()]. O

La proposition suivante généralise des assertions de [Et 1, prop 2,
prop 11].

PropoSITION (1.7). Soient A une V-algebre (vesp. une V-algebre de
type fini) telle que A soit un anneau noethérien. Notons B lun des
anneaux A, A (resp. AY). Alors

(1) Ag et B sont des anneaux de Zariskr.

(2) On a les implications :
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() A réduit = Ay véduit < A réduit.
(i) A normal = Ar normal & A normal.
(il) A régulier = A régulier (vesp. = AT régulier) = A régulier =
= A7p régulier.
(iv) A intégralement clos = Ay intégralement clos.
(3) Si fr : Spec A — Spec Ay est le morphisme canonique et f le com-
posé f : Spec A f—> Spec A — Spec A, on a Uimplication : f réduit (resp.
T

normal; resp. régulier) = fp réduit (resp. normal; resp. régulier).
@) G) Sif estréduit on a les implications:

A réduit = Ay réduit < B réduit.

(ii) St f est normal on a les implications :
A normal = Ar normal < B normal.

(ii) Sif est régulier on a les implications :
A régulier = Ar régulier < B régulier.

(iv) Sif est normal on a les implications:
A intégralement clos = Ar intégralement clos < B intégrale-
ment clos.

DEMONSTRATION.

(1) A7 est noethérien [Bour, AC II, § 2, n° 4, cor 2 de prop 10], de
méme que A [R, p. 125] et A [Bour, AC III, § 3, n° 4, prop 8]. De
plus si A est de type fini sur V, alors Af est noethérien [M-W, theo
2. 1] De plus par [Et 1, § 1] on a les inclusions A7 C Rad AT,
IA c Rad A, IAt ¢ Rad AT, IA c Rad A ; donc les anneaux Ar, A,
At et A sont de Zariski.

(2) Grace aux lemmes (1.5) et (1.3), 'implication

A réduit (resp. normal ; resp. régulier) = Ay de méme,
résulte du [lemme (1.6), (1)] et 'équivalence
A7 réduit (resp. normal) < A de méme,

cest [R, p. 125].
Si A est régulier, alors A Test [EGA Oy, (17.3.8.1)]: par fidele
platitude de A sur At A et Arp, ces derniers sont aussi réguliers
[EGA IV, (6.5.2)()].
SiA estintégralement clos, rappelons que 0 ¢ 7', donc Ay est intégre
de méme corps des fractions que A, par suite Ay est intégralement
clos [Bour, ACV, § 1, n° 5, prop 16].

(3) Résulte du [lemme (1.5) (iii)] et de [EGA 1V, (6.8.1)].
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(4) D’apres le (2) et le (3) on est ramené a prouver le (4) en remplacant
A par Ay et f par le morphisme fidelement plat f7.

Les assertions (i) a (iii) sont fournies par le lemme (1.6).

Pour le (iv) supposons d’abord B intégralement clos: par fidele plati-
tude de B sur A7 on en déduit que Spec Ay est connexe, normal [EGA TV,
(2.1.13)] et noethérien, donec Ar est integre [EGA I, (4.5.6)] et intégrale-
ment clos par [Bour, ACII, § 3,n° 3,cor4duthéolet ACV,§ 1,n° 2, cor
de prop 8].

Rec1proquement supposons A :=Ap 1nteg'ralement clos: par fidele
platitude de A sur B il nous suffit de montrer que A = A est intégralement
clos. Puisque A est intégre, 'idéal 1.4 est sans torsion, par suite A = r;Ap

et IA= QIAD ou p parcourt 'ensemble M des idéaux maximaux de A

[Bour, AC 1II, § 3, n° 3, cor 4 du théo 1]; comme A/I A~ A/IA # {0} par
hypothese, il existe donc p € M tel que 1A, CAp Soit p € M tel que

I Ay Ay :lideal A, est contenu dans le seul idéal maximal pA, de Ap Or
llncluswn A — A, donne l'inclusion ¢ : A (Ap) = l@m Ay /1" Ay, ol (Ap)

est local d’idéal maximal p(Ap) [Bour, ACIIL § 3,n°4, prop 8 (i))] : le schéma
Spec (Ay) est connexe et son image par le morphisme dominant
Spec ¢ : Spec (74;) — Spec A

est un connexe dense, done Spec A est connexe ; comme A est noethérien (cf
(1)) et normal (cf (4) (ii)), il en résulte que A est integre [EGA 1, (4.5.6)] et
intégralement clos. O

2. Des équivalences de catégories.

THEOREME (2.1). Soit A une V-algebre telle que Uanneau A soit noe-
thérien. On suppose que le morphisme canonique Spec A — Spec A est
normal (vrai par exemple st A est excellent). Alors

(1) Le morphisme canonique
f : Spec A — Spec A

est normal, fidelement plat, a fibres géométriquement integres.
@) @) Si A est véduit alors A est mtégralement fermé dans A.
(ii) Le (i) est vérifié st A est réduat.
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(iii) Qn a les équivalences :
A integre (resp. intégralement clos)
< A integre (resp. intégralement clos).

DEMONSTRATION. Pour le (1), A est le séparé complété I-adique de A,
et A est de Zariski [prop (1.7) (1)], donc f est fidelement plat [Bour, AC I1I,
§ 3, n° 5, prop 9]. L’hypothése entraine alors que f est normal a fibres
géométriquement intégres via [prop (1.1) (3)], car (A,i) est un couple
hensélien [R, théo 3, p. 126].

Le (2) (i) résulte de [prop (1.1) (4)], car (A, I ) est un couple hensélien, et
le (2) (ii) provient de [prop (1.7) (2) ()].

Dans le (2) (iii) I'assertion dans le cas “intégralement clos” est prouvée
dans [prop (1.7), (4) (iv)]. Pour le cas “integre”, comme A< A est fidéle-
ment plat, il suffit de prouver que si A est intégre, alors A l'est : supposons
A integre, alors A est réduit [prop (1.7) (4) ()]; or les fibres de f sont
géométriquement intégres, ainsi Spec A est irréductible [EGA 1V, (2.3.5)
(iii)] et réduit, donc A est integre. O

THEOREME (2.2). Soit A une V-algebre de type fini; on suppose que le
morphisme canonique Spec A — Spec A est normal (vrai par exemple si )V
est excellent). Alors:

(1) Les morphismes canoniques
g : Spec A— Spec A" | h: Spec A" — Spec A

sont normau, fidelement plats, a fibres géométriquement mtegres
2) @) S? A est reduit, A est mtegmlement fermé dans A' et dans A.
(i) Si AT est réduit, Al (resp. A} x) est intégralement fermé dans A
(resp. dans AK)
(iii) Les hypotheses (i) et (ii) sont satisfaites si A est réduit.
(iv) On a les équivalences:
A intégre (resp. intégralement clos)
T
Al integre (resp. intégralement clos)
T

A integre (resp. intégralement clos).

DEMONSTRATION.
(1) La preuve pour ¢ est identique a celle du théoreme précédent en
remarquant que (A', IAT) est un couple hensélien [Et 1, théo 3].
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Le cas de h a été traité dans [prop (1.1) (3)].

(2) Le (i) et le (ii) ont été vus dans le (4) de [prop (1.1)].
Le (iii) provient du (4) (i) de [prop (1.7)].
Dans le (iv) I'assertion dans le cas “intégralement clos” est prouvée
dans [prop (1.7) 4) @v)]. Pour le cas “intéegre” les inclusions
A c A" ¢ A raménent la preuve au (2) (iii) du théoreme (2.1). O

REMARQUE (2.2.1). Lorsque V est un anneau de valuation discrete
complet et A une V-algébre de type fini, A est excellent [EGA 1V, (7.8.3)].
Si Af est réduit, le (2) (ii) du théoréme (2.2) prouve que A’ est intégrale-
ment fermé dans A : on retrouve ainsi I'analogue du théoréme 2 de Bosch,
Dwork, Robba de [Bo-Dw-R] lorsque la valuation de K de [loc. cit.] est
discrete ; cf. aussi [Bo].

Nous sommes maintenant en mesure de prouver les théoremes (2.3) et
(2.4) qui suivent, et qui améliorent le théoreme 15 de [Et 1].

THEOREME (2.3). Soit A une A-algebre telle que Uanneau A soit noe-
thérien. On suppose que le morphisme canonique Spec A — Spec A est
normal (vrar st A est excellent). Alors

1) Le fqncteur & de la catégorie des A-schémas étales dans la catégorie
des A-schémas étales défini par

f : Spec A— SpecA

est pleinement fidele.

(2) () Le foncteur F : B~ B ® AA de la catégorie des A-algébres fi-
nies étales dans la catégorie des A-algébres finies étales défini
par f est une équivalence de catégories.

(i) Si A est véduit (Cest le cas par exemple si A est réduat), le
foncteur G qui & une A-algébre finie étale C associe la fermeture
mtégrale de A dans C est un fonctewr quasi-inverse de F.

DEMONSTRATION. Le (1) et le (2) (i) se démontrent comme le (1) du
théoréme 15 de [Et 1].

Pour (2) (ii) il suffit, grace au fait que F est une équivalence de caté-
gories, de prouver que si B est une A- algebre finie étale, alors B est la
fermeture intégrale de A dans B®; 4 A~B.

Supposons A réduit et soit B une A- algebre finie étale : alors (B, IB) est
un couple hensélien [R, prop 2 (1) p. 124], B est réduit par le (1) (i) du
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[lemme (1.6)] et Spec B — Spec B est un morphisme normal [EGA IV,
(6.8.3) (iii)] ; par le (4) de la [prop (1.1)] on en déduit que B est intégrale-
ment fermé dans B. Comme B est fini sur A, B est bien la fermeture in-
tégrale de A dans B. O

THEOREME (2.4). Soit A une V-algeébre de type fini; on suppose que le
morphisme canonique Spec A — Spec A est normal (vrai par eacemple stV
est excellent) et on désigne par (A, B) U'un des couples (A, A"), (AT, A). Alors

(1) Lefoncteur £ de la catégorie des A-schémas étales dans la catégorie
des B-schémas étales défini par

f: Spec B — Spec A

est pleinement fidele.

@) () Le foncteur: F : B— B ®4 B de la catégorie des A-algebres fi-
nies étales dans la catégorie des B-algebres finies étales défini
par [ est une équivalence de catégories.

(i) Si A est réduit (c’est le cas par exemple si A est réduit), le
Sfoncteur G qui a une B-algebre finie étale C associe la fermeture
mtégrale de A dans C est un foncteur quasi-inverse de F.

DEMONSTRATION.

(1) Ici f est fidelement plat et quasi-compact, donc universellement
submersif [EGA I, (3.9.4) (ii) et (7.3.5)]; de plus les fibres de f sont
géométriquement integres [théo (2.2)]. En vertu de [SGA 1, IX, cor
3.4] le foncteur £ défini par f est pleinement fidéle.

(2) Le (i) se montre comme [Et 1, théo 15, 2 (i) et (ii)]. La preuve du (ii)
est la méme que celle du (2) (ii) du [théoreme (2.3)] si 'on rappelle
que toute Af-algébre finie B est “f.c.t.f” [Et 1, prop 1] et que (B, IB)
est un couple hensélien [loc. cit, théo 3]. O

REMARQUE (2.4.1). Lapartie (1) des théoremes (2.3) et (2.4) précédents
est une généralisation de [EGA IV, (18.9.5)].

3. Schémas formels et relévements de schémas.

3.1 — Cas des morphismes finis.

THEOREME (3.1.1). Soit A une V-algebre normale de caractéristique
zéro telle que A soit un anneau noethérien; on suppose A excellent et
0¢ T :=1+IA. On note Ay = A/IA. Alors
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1) Sip:8 — Spec Ay =: S est un morphisme fini étale, il existe un
morphisme fini

w : Spec B — Spec A

relevant g, ou B est normal (resp. B est intégralement clos st A Uest)
et tel que

wrp - Spec By — Spec Ay

soit un relevement fini étale de ¢.
(2) De plus il existe gy € Ag et g € A relevant gy tels que

w, : Spec By — Spec A,
soit un relevement fini étale de
Py S;O — Spec (Aoyo)'

(3) Supposons de plus V excellent, A de type fini sur V et fixons une
présentation

A=Vt ... .t.))(frs... ).

Notons P la fermeture projective de Spec A dans P}, P’ le normalisé de
P et P’ la fermeture intégrale de P dans Uannean R (Spec B) des fonctions
rationnelles sur Spec B. Les morphismes structuraux P — P' et P' — P
sont finis, leur composé 0 : P — P aussi, et on a des carrés cartésiens

Spec B —— p” Spec B —— p”
I
Spec A ——p Spec A & p!

ou les fleches horizontales sont des 1mmersions ouvertes fournissant par
passage aux séparés complétés des carrés cartésiens

!

S = SpfB J, o pr=s Spf B — P'=8

bl R bl s

§:=5pfA — P=S§ Spf A <T> P =S8
J

0L i est un relévement fini étale de ¢,0 et 0 sont finis, P’ est normal et les
fleches horizontales sont des immersions ouvertes.
De plus Oﬁ/ est la fermeture intégrale de (’); (resp. de (’)};) dans Og

[EGA 11, (6.3.2)].
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Enfin, 0 (resp.@’) est plat si et seulement st sa réduction modulo I est
plate.

Donnons tout de suite un corollaire et sa démonstration avant de
prouver le théoreme.

COROLLAIRE (3.1.2). SoitV un anneau de valuation discrete complet de
caractéristique zéro, d’idéal maximal I et de corps résiduel k. Si Ay est une
k-algebre lisse et ¢ : Spec By — Spec Ay est un morphisme fini étale, alors
1l existe une V-algebre lisse A et un morphisme fint y : Spec B — Spec A
relevant ¢ et satisfaisant aux propriétés du théoreme (3.1.1).

DEMONSTRATION DU COROLLAIRE (3.1.2). L’existence d'une V-algébre
lisse A relevant A résulte du théoréme 6 de Elkik [E/]. Le V du corollaire
est régulier [EGA Ojy, (17.1.4) (ii)] et excellent [EGA 1V, (7.8.3)]: comme A
est lisse sur V, A est régulier [EGA IV, (17.5.8)] et excellent [EGA TV,
(7.8.3)]. 11 suffit alors d’appliquer le théoreme (3.1.1). O

Démonstration du théoreme (3.1.1).

(1) et (2). D’apres [EGA IV, (18.3.2)] il existe une A—algébre finie étale C
telle que Spec C — Spec A reléve . Puisque A est noethérien normal on
peut décomposer Spec A en somme de ses composantes connexes
11 Spec A;, avec A; intégralement clos, et [ [ Spec A; est une décomposition

dLe Spec A en somme de ses composantes éonnexes, avec A; intégralement
clos [prop (1.7) (4) (iv)]: C est aussi normal noethérien et on le décompose
de méme. Comme Spec C — Spec A est fini et plat, on est ramené au cas
oil ce morphisme est surjectif avec C et A intégralement clos.

Soient L le corps des fractions de A et L celui de C: d’apres [EGA
II, (6.1.8)] L — L; est une extension finie de corps de caractéristique
nulle (done I'extension est séparable) et C est la fermeture intégrale de
A dans L. Par le théoréme de 'élément primitif il existe x € L; tel que
Ly = L[x] : x est séparable sur L [Bour, AV, prop 6 p. 38], son polynéme
minimal f(X) € L[X] est séparable [Bour, A V, prop 5 p. 38], donc
fAf' =1 dans L[X] [Bour, A V, prop 3 p. 36]; appliquant Bézout dans
L[X], il existe ¢; € A tel que f, f'e (121)91 [X] et tel qu’il existe
u,v € (A),[X] vérifiant identité uf +vf' =1 dans (A),[X]. Ainsi le
morphisme canonique

e (A)gl — (A)gl [X1/(f)
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est fini étale [Mi, I, 3.4] et s’inseére dans le carré cocartésien
A Iz A ,
(A)gl (A)gl [X]/(f) =D

| |

Frac(A), =L —— Li= LIX]/(f) = L@, D

par suite u est fidélement plat puisqu’il est injectif. La platitude de u
fournit I'injectivité de D — L, done D est intégre (de corps des fractions
L) et normal [EGA 1V, (17.5.7)], donc intégralement clos ; donc D est la
fermeture intégrale de (121)91 dans L. Par changement de base, x fournit
le morphisme fini étale fidélement plat

p: @1 A, [X1/ (P,

ol f est I'image de f dans (A)g1 [X].

Soit g2 € A un relevement de (g; mod I) € Ay : comme (A)g1 est une A-
algebre formellement étale par les topologies I-adiques il existe un unique
A- morphisme (en fait un A—morphisme)

v (AA)g1 — (Ay)

relevant I'identité de A,, / IA,, et v est un isomorphisme [EGA Oy, (6.6.21)].
Notons fi1(X) € A, [X] un polynéme unitaire relevant

FXOmodI € (A),, [X1/1(A),[X] ~A,[X]/IA,[X];

alors, si f; désigne 'image de f; dans (A,,)[X], (4,,)[X]/ (f1) est fini et plat
sur (4,,) car fi est unitaire [Mi, I, 2.6 (a)]. Comrﬂe\ p est fini étale, que D et

A\gz[X 1/( f1) ont méme réduction mod 7 et que (A)g1 s’identifie éfgz via v, il
existe un unique A,-morphisme

AL IX1/ () — AgIX1/ ()

qui est un isomorphisme [EGA Oy, (6.6.21)] relevant l'identité de D/ID.
Puisqu’on a des injections

@A)y, = Ay 1= Ay 1) = (A)y,),
Ay, = Agr— Ay, 1) = A,
et que f et f; sont unitaires on en déduit que

V(f‘) :fL
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i.e. que dans I'écriture Ly = L[X]/(f) on peut supposer ' = f; € A,,[X]:
ainsi il existe g3 € A tel que f,f" € A, [X] et tel qu'il existe u,v € Ay [X]
vérifiant I'identité uf + vf” = 1 dans A,,[X]. En particulier le morphisme
canonique

n:Ag — AglX1/ ()

est fini étale et s'insere dans le diagramme commutatif

Ag [X]/(f) — (A),,[X]/(f) —= L

d ]

Agy© (A)gs( L )

par suite 7 est injectif, donc fidélement plat. Par le méme raisonnement que
ci-dessus pour D = (A),,[X1/ (f) on montre que (A),,[X]/ (f) est intégre et
intégralement clos de corps des fractions L. La platitude de # fournit
I'injectivité de z: done A, [X]/(f) est integre de corps des fractions noté
K ;onnotera K le corps des fractions de A. On sait par [EGA IV, (18.10.12)]
que K; est une extension finie étale de K et que A, [X]/ (f) est la fermeture
intégrale de Ay, dans K; : comme f est irréductible dans L[X], il 'est aussi
dans K[X] C LIX], dou K1 = K[X]/ (f).

Comme A est excellent, il est universellement japonais [EGA IV, (7.8.3)
(vi)] : 1a fermeture intégrale B de A dans K5 = K[X]/ (f) est une A-algéebre
finie, Spec B — Spec A est surjectif et By, = Ag[X]/(f); B est aussi la
fermeture intégrale de A dans A, [X]/(f), By est la fermeture intégrale
de Ar dans Ay, [X]/(f), et le corps des fractions de B est K; (donc B est
intégralement clos). Comme Spec A — Spec A est un morphisme régulier
[EGA IV, (7.8.3) (v)], donc normal, la fermeture intégrale de A dans
(A)gs[X]/(f) est égale & B =B 4 A [EGA IV, (6.14.4)]: or (A)g;[X]/(f)
est intégralement clos; donc B est la fermeture intégrale de A dans Ly,
d’ott B=C. On en déduit que B et C ont méme réduction mod I, d’out
I'existence du morphisme fini

v : Spec B — Spec A

relevant ¢ et il suffit de prendre g = g3, 90 = g mod /.

De plus Spec A = Spec AT—>Spec Ar est un morphisme normal
puisque Ay est excellent: par suite la fermeture intégrale de A=A,
dans (A)gg[X]/( f), quon sait étre égale a C = B est aussi égale a
By ®ATA BT - B [EGA 1V, (6.14.4)]. Par passage aux séparés com-
plétés w induit

W = Spec B— Spec A
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qui s’identifie a4 notre morphisme fini étale
Spec C — Spec A
par fidéle platitude de A sur A7 le morphisme
wp = Spec By — Spec Ar

est donc fini étale et c’est clairement un relevement de ¢ : S' — Spec Ay.

(3) On se ramene a A et B intégralement clos comme en (1) dont on
reprend les notations. Le schéma P est intégre, car on a supposé A integre
[EGA 1, (6.10.5)], d’oit R(P) =R (Spec A) = Frac A = K est un corps
[EGA I, (8.1.5)]. Le schéma P est excellent, donc pour chaque ouvert
U = Spec R C P, R est japonais [EGA 1V, (7.8.3)]: ainsi la fermeture
intégrale P’ (resp. P”) de P dans R (Spec A)=K (resp. dans
R (Spec B) = K; = K[X]/(f)) est un P-schéma fini et on a R(P) =K
(resp. R(P") = K1) [EGATI, (6.3.7)] : évidemment P” est aussi la fermeture
intégrale de P’ dans K; et P” — P’ est fini. De plus P’ est intégralement
clos car noethérien normal et integre [EGA II, (6.3.8)]; comme A est in-
tégralement clos, P’ est aussi la fermeture intégrale de P dans Spec A : on
a donc une immersion ouverte

Spec A— P’

[R, cor 2, p. 42]. Par [EGA II, Rq entre (6.3.4) et (6.3.5)] ou [EGA 1V,
(6.14.4)] les carrés

Spec B —— p” Spec B & p
wi \LG wl le’
Spec A —— P Spec A ——— p!

sont cartésiens.

On conclut la démonstration du théoréeme (3.1.1) par passage aux
séparés complétés: que O~ soit la fermeture intégrale de O (resp OA)
dans Og résulte de [EGA IV (6.14.4)] compte tenu du fait que PP est
un morphisme normal, car P est excellent. De méme P’ — P’ est normal :
ainsi P’ est normal car P’ est [prop 1.7].

II nous reste a montrer que si 0 mod I (resp. 0 mod I ) est plat, alors 0
(resp. 0) est plat : faisons la démonstration pour 0. Comme ci-dessus on
peut supposer P intégre et se limiter a un ouvert affine V = Spec R de P:
alors I'ensemble U des points de V tels que la restriction de 6 4 6~(U) soit
plate est un ouvert non vide de V [EGA IV, (11.1.1), (2.4.6), (6.9.1)] et U
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contient la réduction Vy de V modulo I par hypothese. En posant:
U :=U xy Spec Ret P := U xp P", soit § : P" — U limage inverse de 0
par le changement de base U — P : 0 est plat. Or U est un ouvert de
Spec R qui contient Vj, donc U= Spec R via [EGA 1V, (18.5.4.3)] car
(Spec R Vo) est un couple hensélien [Et 1, théo 3]. Par passage aux com-
plétés formels, 0 : P’ — Pest plat. O

Dans le théoréme qui suit on particularise les hypothéses faites sur
I'anneau V dans le théoréme (3.1.1) ce qui permet d’étendre celui-ci du cas
“fini étale” au cas “fini”:

THEOREME (3.1.3). Sotent V un anneau excellent normal de car-
actéristique zéro, I C V un idéal et Vo = V/I tel que (V,V,) soit un couple
hensélien au sens de [EGA 1V, (18.5.5)]. Soient Ay et Cy deux Vy-algebres

lisses et
0y : Ao — C

un Vo-morphisme fini (resp. fini et plat; resp. fini et fidelement plat ; resp.
fini étale); fixons dewx V-algebres lisses A et C relevant respectivement Ao

et Cy et notons A C leurs séparés complétés I-adiques.
Alors

(1) 11 existe un V-morphisme
®: A—C

fini (resp. fini et plat; resp. fini et fidelement plat; resp. fini étale)
relevant ;.
(2) () Il existe une V-algebre de type fini B normale (resp. intégra-
lement close st A Uest) relevant Cy, un V-morphisme fini

v:A—B

relevant ¢, et un V-isomorphisme C ~ B s’insérant dans un
triangle commutatif

o

A

¥
e
\

(i) De plus les V-morphismes

-~

o

wp:Ap — Bretyl =y, AT:A" - B'~B®, A
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sont finis (resp. finis et plats; resp. finis et fidelement plats;
resp. finis étales) et relévent ¢,; les morphismes Wy et y'
s’identifient a .

(3) Fixons de plus une présentation de la V-algebre A

A :V[t],»n,tn]/(flwuvf;“)

et reprenons les notations du (3) du théoreme (3.1.1). On a les
memes carrés cartésiens, mais o cette fois y est un relevement fini
(resp. fini et plat; resp. fini et fidelement plat; resp. fini étale) de ¢,
et o 0,0,0,0 sont finis. De plus 0 (resp. 0) est plat si et seulement
st sa réduction modulo I est plate.

DEMONSTRATION DE 3.1.3.

(1) L’existence de A et C résulte du théoréme 6 de Elkik [E/] et celle de
¢ se déduit de la lissité formelle de A sur V: donc ¢ est un mor-
phisme fini [Bour, AC III, § 2, n° 11, prop 14].

On conclut comme dans le théoréme 17 de [Et 1].

(2) et (3) Décomposant les schémas normaux Spec A, Spec C en somme
de leurs composantes connexes, on peut supposer A et C in-
tégralement clos : alors A et C sont aussi intégralement clos [prop
(1.7) 4) (iv)], car A et C sont excellents. Le théoreme de platitude
générique [EGA 1V, (6.9.1)] prouve alors la surjectivité du mor-
phisme fini Spec(yp) : Spec C— Spec A.

Soient L le corps des fractions de A et Ly celui de C: la suite de la
démonstration est alors identique a celle du théoreme (3.1.1). O

COROLLAIRE (3.1.4). Awec V comme dans le théoreme (3. 1 3) fixons
une V-algebre lisse A. Notons CT (resp. CT ; Tesp. CT resp. ) la ca-
tégorie des Af-algébres finies B (resp fzmes et plates resp. fmzes et fi-
delement plates; resp. finies étales) telles que B soit formellement lisse sur
V pour la topologie I-adique : on notera C (resp. C resp. C) les catégories
analogues obtenues en remplacant A pm"A (resp. pm"A resp. par Ay);
1ct on a omis les indices “f”, “fp” .... Alors

(1) Le foncteur
F:B—B @4 A (resp. F: B—B ®; A"

est une équivalence de catégories de la catégorie CT (resp. Cf) dans
la catégorie Cf (resp. C ) on a les mémes resultats avec les indices

Sp.fip et feét.
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2) Un fonctem" quasi-inverse de F est fourni par le foncteur G qui a
une A-algébre (resp. Af-algébre) finie D associe la fermeture in-
tégrale de A' (resp. A) dans D.

3) () Le foncteur

H (vesp. H'; resp. H") : B— B/IB

est un foncteur plem et essentiellement surjectif de la catégorie
Cr (resp. C resp. Cr) dans la catégorie Cf on a les mémes ré-
sultats avec les indices fp et ffp.

(ii) Le foncteur

My : BB /1B

est une équivalence de catégories de la catégorie éfét (resp. C. et
resp. éfét) dans la catégorie Cry.

DEMONSTRATION. Le (3) (ii) est ici pour mémoire car montré dans
[théo 2.4].

(1) et (2). On fait la démonstration pour l'indice “f”, et F : C} — f?f, les
autres étant analogues.

Le foncteur F est fidele d’apres [EGA IV (2.2.16)].

Prouvons que F est essentiellement surjectif. Soit: ¢ : A — C un objet
de C} la réduction mod I, Cy, de C est une Vy-algebre lisse que I'on reléve
par le théoréme de Elkik en une V—algebre lisse D : par lissité formelle de C
sur V il existe un V-morphisme 1 : C — D et c’est un isomorphisme;
comme le diagramme suivant commute :

C

i

D=<--A

AN

V

on peut voir 0; comme un A-isomorphisme au moyen de la fléche en pointillé
010¢.Le théoréme (3.1.3) fournit alors une A-algebre finie B,y : A — B, et
un A-isomorphisme

0::D>B

s’insérant dans le diagramme commutatif
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done ¢ = F(y'! : At — Bf) et F est essentiellement surjectif.

Prouvons que F est plein. Soient ¢ : A — C et ¢/ : A — C' deux objets
de C} et 4 : C — C' un A-morphisme. On vient de montrer qu'il existe des
morphismes finis w: A — B,y : A — B’ s’insérant dans le diagramme
commutatif

ol Ton a posé /' =0 oo 1. Il gagit de trouver un Af-morphisme
A': Bt — B’ induisant /' par passage aux complétés.

Comme dans le théoréme (3.1.3) on se rameéne au cas ou A,A, Cet(C
sont intégralement clos. On a vu dans la démonstration du théoréme (3.1.3)
(semblable a celle de (3.1.1)) qu'il existe a € A et f,g € A,[X]tels que y,, et
y,, soient finis étales et s'identifient aux morphismes canoniques:

Ve Aa — Bo = AJX1/ ()
Va1 Aa — B, = AdX1/ () ;
Was 1/}3 sont finis étales et s’identifient a
@ : Dy = B)a = A)IX1/ (f)
W : Ay — (B)y = (A)[X]/ ()
et font commuter le triangle dont les fleches sont finies étales

— = (($)a) ——

(Aa) - ((A)a

—

(B)a) = (Ba)

It
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Par I'équivalence de (3) (ii) il existe un morphisme p fini étale, qui releve (ZL)
et fait commuter le triangle

, VT
(At Wa)? (Bt

<M l’

(B!
D’aprés la proposition 2 de [Et 2] on a les égalités
AT=U)' nA, B'=®B.)' nB , B'=®B) nB;

comme p et A/I' induisent tous deux (/IA;), la restriction de p et A 2
B = (B,)' N B fournit le Af-morphisme cherché

b Bt — BT

(2) Se démontre comme le (2) (ii) du théoréme (2.4).
(8) (i) 11 suffit de le prouver pour H".

On prouve que H" est essentiellement surjectif par une méthode ana-
logue a celle utilisée pour F dans le (1) : étant donnée une Aj-algebre finie
By, on trouve une A-algebre finie B relevant By et donc Bestune A—algébre
finie répondant a la question.

Pour montrer que H" est plein on part d’'un Ap-morphisme /g : By — By ;
avec B et B' comme ci-dessus et lissité formelle de B sur V' on en déduit un V-
morphisme (en fait un A-morphisme) 4 : B — B’ qui reléve . O

COROLLAIRE (3.1.5). Awec les hypotheses et notations du (3) du théo-
reme (3.1.3), supposons de plus donné un carré cartésien de V-schémas
formels

-

=
=|

>

-~

-~
=

)

-
J

%]

on h est propre. Alors le V-schéma formel X' défini par le produit fibré

X —X

| |

S’ HS

[
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admet une compactification X' définie par le cube o faces cartésiennes

e

S>3
J

010 est fini. )
De plus on a les mémes résultats en remplacant S par S.

DEMONSTRATION. Comme j’ est une immersion ouverte il en est de
méme de X' — X’. De plus X’ — X est fini puisque 0 'est [théo (3.1.3) (3)];
d’ou le corollaire. O

COROLLAIRE (3.1.6). Awec les hypotheses et notations du théoreme
(3.1.3), supposons de plus ¢, fini étale galoisien de groupe G. Alors

(1) y: 8 =8Spf B— S =8Spf A est fini étale galoisien de groupe G.
2) On a un carré cartésien

Jo =
So —= S

h,ol |

So CJ—())?O

ot hy = Spec gy =y mod I, S, et S_() sont propres sur Vo et nor-
maoux, ho est fini, et jo, j, sont des immersions ouvertes dom-
inantes. De plus G agit sur Sj, par So-automorphismes et on a un
isomorphisme

05, = (ho (O,

DEMONSTRATION. Le (1) est classique.

Dans le (2) on prend pour Sy le normalisé de P mod I, et pour S la
fermeture intégrale de Sy dans Sj ; d’oti le carré cartésien ci-dessus, et un
carré commutatif
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JoxhoOsy = EO*.%)*OS{J <—>h0*(’)%

]

5 - > __
JO* OSO j§ OSO

a fleches horizontales injectives.

Pour l’action de G on peut supposer Sy connexe, donc intégralement
clos puisqu’il est lisse sur Vy: alors Sy est intégre et normal, donc Os,
est un faisceau d’anneaux intégralement clos, de corps des fractions
celui de Og,.

Considérons g € G et une section x de hO*O : alors g(x) est une section
de jo*ho*osa qui est entiere sur (9 , donc g(ac) est en fait une section de

ho. Og- car g est la fermeture integrale de Sy dans S).
0
Sil'on suppose de plus « fixe par G, alors « est une section de jo.Og, car
@, est galoisien de groupe G; or x est entiere sur (’)50, donc « est une
section de Ogo puisque O§o est intégralement clos. D’oul le corollaire. [

3.2 — Cas des morphismes projectifs et des intersections complétes.

THEOREME (3.2.1). Soient V un anneau excellent normal, I CV un
idéal et Vo = V/I tel que (V, Vo) soit un couple hensélien au sens de [EGA
1V, (18.5.5)]; on suppose Vy normal. Soient Sy = Spec Ay un Vy-schéma
affine et lisse, A = V[t1, . .., tql/J une V-algebre lisse relevant A, et dont on
a fixé une présentation et S = Spec A : on note A le séparé complété de A
pour la topologie I-adique, Al son complété faible, A Uhensélisé de A au
sens de Raynaud et S = Spec A, St = Spec AT, S = Spec A. On désigne

par S Uadhérence schématique de S dans P4, et par S (resp. S) le complété
formel I-adique de S (vesp. de S).
Soit f: Xo — So un Vo-morphisme projectif. Alors

(1) Il existe un carré cartésien
X—X
(3.2.1.1) hl lﬁ
S——3¢g

dans lequel I est projectif. h est un relévement projectif de f et les
fleches horizontales sont des immersions ouvertes.
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(2) Considérons le diagramme commutatif a carrés cartésiens déduit

de (3.2.1.1)
Xg Xt Xg X X
(3.2.1.2) hgl hsfl hsl h‘/ I3
S St S SC S

dans lequel h, hg, hgi, hg sont des relevements projectifs de f.
Alors on a équivalence entre les propriétés suivantes :
() X est plat surV et f est plat.
(i) hg est plat.
(iii) hgi est plat.
(iv) hg est plat.
3) On a équivalence entre les propriétés survantes :
(1) X est plat surV et f est lisse.
(i) hg est lisse.
(iii) hgi est lisse.
(iv) hg est lisse.
(4) Le carré cartésien (3.2.1.1) fournit par passage aux complétés
formels un carré cartésien de V-schémas formels

XX
(3.2.1.4) ,;l lg
S——=3

dans lequel h est un relévement projectif de f, h est projectif et les
fleches horizontales sont des immersions ouvertes.

De plus on a équivalence entre les propriétés suivantes :

(i) X est plat sur V et f est plat (vesp. f est lisse).

(i) h est plat (resp. h est lisse).

DEMONSTRATION. Quitte a décomposer les schémas normaux noe-
thériens Spec V et Sy en somme de leurs composantes connexes on sup-
posera dans toute la suite que Spec V et Sy sont connexes, donc in-
tégralement clos.

Pourle(1). Le morphisme projectif f se factoriseenf : XO & P X Sy =
= Spec Ay ol iy est une immersion fermée et s( est le morphisme canonique
Soient (g, %1, . . . , 2,) les coordonnées prOJectlves sur Py (resp. sur Pg): alors
X est isomorphe a Proj(Aolxo, a1, . . ., 2]/ J9 pour un certaln idéal homo-
géne J° de 'anneau noethérien A()[OC(), x1,...,2,]: J° est engendré par un
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nombre fini de polynémes homogenesfy, ..., f. Poura € {1,...,r} relevons
/¢ en un polynéme homogene f* € Alxy, 21, ..., x,] de méme degré en re-
levant coefficient par coefficient de Ay a A, et soit 7 I'idéal (homogene) en-
gendré par f1,..., f"
j:(fl7~"7f/r) CA[x07x17"'Jx’n] .
Désignons par
1: X = Proj(Alxg, a1, ..., 2,1/ T) — Py

I'immersion fermée et par pg : P’g — S = Spec A la projection canonique.
Alors le morphisme composé

h=psoi:X— S8

est un relevement projectif de f. Notons pg : Pg — S la projection canoni-
que, X la fermeture intégrale de I’ dans X, i : X — g liimmersion fermée
et h = pgoi: h est projectif. On dispose ainsi d’un carré cartésien

X=X
3.2.1.1) hl J{E
S—=3

Js

ot les fleches horizontales sont des immersions ouvertes.
Pour le (2). On a le lemme suivant :

LEMME (8.2.2). On a léquivalence:
X est plat sur V <= Xg est plat sur V.

DEMONSTRATION DU LEMME. Notons v le morphisme composé X s
— Spec V et w le composé de v avec le morphisme plat Xg — X. Si v est
plat, w 'est. Supposons que w soit plat : d’apres le critere de platitude par
fibres [EGA 1V,(11.3.10)] v est plat sur sa fibre spéciale X, donc au-
dessus de V. Or par le théoreme de platitude générique [EGA IV, (6.9.1)]
il existe un ouvert non vide V de Spec V au-dessus duquel v est lisse;
comme cet ouvert V contient Spec Vy d’apres le raisonnement fait ci-
dessus, il résulte de [EGA 1V, (18.5.4.3)] que V = Spec V puisque (V, V)
est un couple hensélien. D’ou le lemme. O
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On montre de la méme fagon le lemme suivant:

LEMME (3.2.3). Awvec V comme dans le théoreme (3.2.1), soit B une
V-algebre de type fini, de séparé complété I-adique noté B. Alors on a
léquivalence :

B est plat sur V<=B est plat sur V .

Par fidéle platitude des morphismes S — St et ST — S les propriétés
(1), (121), (2w) sont équivalentes.

Supposons (i) vérifié : alors Xg est plat sur V, donc par le lemme (3.2.2)
X est plat sur V et (7) est clair. Il nous reste a prouver que () = (i7).
Supposons la propriété (¢) vérifiée. Puisque X est plat sur V' (car X est
plat sur V) et f est plat, le critére de platitude par fibres [EGA 1V,(11.3.10)]
prouve que hg est plat en tous les points au-dessus de Sy. Or Spec A est
connexe car Sy = Spec Ay 'est [Et 1, cor 2 du théo 3] ; comme A est normal
et que le morphisme A — Aest normal, car régulier [EGA IV, (7.8.3) (v)], il
résulte de la [prop (1.7) 4 (i))] que A est normal, donc que A est in-
tégralement clos. Par le théoréme de platitude générique [EGA IV, (6.9.1)]
il existe un ouvert non vide V de Spec A tel que la restriction
Sl(V) — V de hg soit plate. Or V' contient Spec Ay d’apres le rai-
sonnement fait ci- dessus done V = Spec A = : S puisque (S,So) est un
couple hensélien [EGA 1V, (18.5.4.3)].

Pourle (3). Par fidéle platitude des morphismes S — St et ST — S les
propriétés (i7), (i12), (iv) sont équivalentes. Comme (i7) = (i) est clair, il
nous reste a prouver que (¢) = (47).

Supposons la propriété (¢) vérifiée. D’apres le (2) &g est plat. Appliquons
[EGA IV, (12.2.4)] au morphisme projectif et plat &g : ouvert W des s € S
ou ks : (Xg)s — s est lisse contient Spec Ay puisque f est lisse, done W = S
lIa encore en utilisant le caractere hensélien du couple (S Sop). Ainsi on a
obtenu un relevement projectif et lisse /g : X — S de f.

Pour le (4). 11 suffit de prendre le complété formel du carré (3.2.1.1):
on obtient un carré cartésien de V-schémas formels

=|

-
=

(3.2.1.4) EL
S

%]



Relevements de schémas et algebres de Monsky-Washnitzer : ecc. 231

dans lequel h et I sont projectifs. Puisque A est un anneau de Zariski et
que hest le complété de h, hy, il résulte de [Bour, A/}C II1, § 5; n° 4, prop 2,
et n° 2, théo 1] que la platitude (resp. la lissité) de & équivaut a celle de hg ;
d’ou 'équivalence des propriétés () et (¢7) . O

REMARQUES (3.2.4). Supposons que V est un anneau de valuation
discréte complet, I son idéal maximal, k son corps résiduel et 7 une uni-
formisante.

(i) L’hypothese de platitude de X sur V dans [(3.2.1) (2), (8) et (4)]
équivaut a Oy sans z-torsion.

(ii) Lorsque S = Spec V, un exemple de Serre [S 1] prouve qu’il existe
des cas ot X n’est pas plat sur V : dans ce cas & n’est pas plat. Nous allons
voir ci-dessous en (3.2.6) une condition suffisante de platitude de %, celle ou
le morphisme projectif f identifie X a une intersection compléete dans un
espace projectif (cf. définition (3.2.5)).

En nous inspirant de la définition donnée par Deligne des intersections
completes dans un fibré projectif [SGA 7, 11, exp.XI, 1.4] on adoptera la
définition suivante :

DEFINITION (3.2.5). Soit f : X — S un morphisme de schémas. On
dira que X est une intersection compléte relativement a S dans des
espaces projectifs sur S st il existe un recouvrement de S par des ou-
verts de Zariski Sy, S= S, et, en désignant par f,: X, — S, le

o
morphisme déduit de f par le changement de base S, — S, il existe,
pour chaque o, un couple (ny,r,) € N* x N et une S,-immersion fermée
1, qui factorise f,

C ia Mo
X o PSQ

(3.2.5.1) N lpa

Sa

ou p, désigne la projection canonique, telle que :

() fibre a fibre, 1, est de codimension v, i.e pour tout
s = Spec k(s) € S,, 81 iy : X, 5— Py désigne la fibre de i, au-
dessus de s, on a r,= codim (X, s, Py*)

(i) 4l existe un recouvvement de S, par des ouverts de Zariski S, g,
Sy = S, tels que, en désignant par

14
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ia,ﬁ Ny
Xap =Py,

3.2.52) \ lpu‘,s
fa,,ﬁ

Sa,p

le diagramme déduit de (3.2.5.1) par le changement de base
S.p — S, chaque X, 5 = Proj(Os, 20,21, .., 24,1/ Tsp) est Uin-
tersection de v, hypersurfaces (de certains degrés) au sens sché-
matique, i.e. lidéal T,z est engendré par r, éléments homogenes.

On dit alors que X, est une intersection complete relativement a S,
dans Pg de codimension r,.

Nous allons établir le corollaire suivant du théoréeme (3.2.1):

COROLLAIRE (3.2.6). Sotent V un anneaw local mormal didéal
maximal I C 'V, complet pour la topologie I-adique, de corps résiduel
k=V/I. Soient Sy un k-schéma lisse et séparé, f : Xo — So un k-mor-
phisme projectif et lisse tel que Xy est une intersection complete, re-
lativement a Sy, dans des espaces projectifs sur So, S, g = Spec Ay un k-
schéma affine et lisse tel qu'en (3.2.5.2), A = Vlty,...,tql/J une V-algebre
lisse relevant Ay, dont on a fixé une présentation, et S = Spec A : on note
A le séparé complété de A pour la topologie I-adique, A son complété
faible, A Uhensélisé de A auw sens de Raynaud et S = Spec A,
St = Spec Af, S = Spec A. On désigne par S Uadhérence schématique de
S dans P‘{l,, et par S (resp. S) le complété formel I-adique de S (vesp. de S).

Alors le X construit en [(3.2.1)(1)] est plat sur V et les morphismes
hg, hsi, kg de (3.2.1.2) sont des reléevements projectifs et lisses du morphisme
Jup i Xy p — S p déduit de f par le changement de base S, 3 — So. De plus
on dispose d’un diagramme tel que (3.2.1.4) dans lequel h est un relévement
projectif et lisse de f.

DEMONSTRATION. IL’anneau V est excellent [EGA 1V, (7.8.3)(ii)].
Quitte a faire le changement de base S, s — Sy on supposera dans la suite
de la démonstration que f, s = f. Quitte a décomposer les schémas nor-
maux noethériens Spec V, Sy et Xy en somme de leurs composantes con-
nexes on supposera dans toute la suite que Spec V, Sj et X, sont connexes,
donc intégralement clos. En utilisant alors les notations de la preuve de
(3.2.1), avec Xy = Proj(Aolag, 1, .- - ,xn]/jo), on dispose du diagramme
commutatif
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Xy P,

x lm

So

Comme f est plat et Sy connexe, pour tout s € Sy, la dimension de
Xos = f1(s) est constante [H, III, cor 9.10], donc la codimension
Codim (Xo,s,PZ(s)) aussi : notons r cette derniére. Puisque Xy est une
intersection complete, relativement a S, dans Py, I'idéal 7 0 posséde
une famille génératrice constituée de r éléments homogenes : notons
ceux-ci fol, ..., fy» que T'on reléve comme dans la preuve de (3.2.1) en
fL.. f7 ; dot un diagramme tel que (3.2.1.1). Notons Ag;,
j€ 0,71, chacun des espaces affines qui recouvrent Pg et X; =
= Spec (Alwxo, . .., 2,1/ (x; — 1.f1,...,f") le schéma induit sur Ag(j)
par X. Il s’agit de montrer que, pour tout j, X est plat sur S.
Pour je[0,n], notons Xo (resp Ag ;) la réduction de X
(resp Ag;) mod I et f(f(j)(xo, 1 B, - En) = [ (o, Ty, X =
=1,2;1,...,%,), £ € [1,7]l. Pour prouver la platitude de X(; sur S, il
suffit d’apres [Mi, I, Rk 2.6 (d)] de prouver que ( fol,( o2 Joj) est une
suite réguliere, ce qui équivaut ici [EGA Opy, (15.2.2) et (15.2.3)] a
prouver qu’elle est quasi-réguliére. Or i, est une immersion fermée
réguliere d’apres [EGA 1V, (17.12.1)], i.e., pour tout j € [0, I, I'idéal
J, (Oj) = ( ]i){(j),..., f({ (_;‘>) est régulier [EGA IV, (16.9.2)] : done, d’apres
[EGA Opy, (15.2.2)] et [EGA 1V, (16.1.2.2)], ’homomorphisme (i) de
[EGA 1V, (16.9.3)] est bijectif. Comme iy est réguliere, donc quasi-rég-
uliere, le faisceau conormal Ay /‘[)" est localement libre [EGA 1V,

(16.9.8)], i.e. pour tout j € 10,71 7 ) /(j ( ]))2 est localement libre : or ici,
fibre a fibre au-dessus de chaque point s € Sy, il est de rang égal a rg
7 27')/ J 87'))2) = Codim Xy, P’k’(s)) =r. Done, pour tout jel[0,n],
J (0]-) /(T ?j))z est localement libre de rang r. Or les images de f& e Jo)
dans J{;/(J{;)* I'engendrent en tant que Oy, /J(;-module: étant au
nombre de 7 c’en est une base [Bour, AC II, § 3, cor 5 du théo 1]; ainsi
[EGA 1V, (16.9.3)] la suite (f&(j), - ,f&(j)) est quasi-réguliere. Ceci
achéve la preuve du corollaire. O
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