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Sur la compatibilité a Frobenius de I'isomorphisme
de dualité relative

DANIEL Caro (*) ()

RESUME - Let V be a mixed characteristic complete discrete valuation ring, let X and
Y be two smooth formal V-schemes, let fy : X — Y be a projective morphism
between their special fibers, let T be a divisor of ¥ such that Ty := fofl(T) isa
divisor of X and let M € DP (D;(TTX)Q). We construct the relative duality

coh
isomorphism fyr, o Dx 7, (M) — Dy r o for, (M). This generalizes the known
case when there exists a lifting f : X — Y of fy. Moreover, when fj is a closed
immersion, we prove that this isomorphism commutes with Frobenius.

Introduction.

Soient V un anneau de valuation discréte complet d’inégales caracté-
ristiques (0, p), X et ) deux V-schémas formels lisses, X et Y les fibres
spéciales correspondantes, #y : X — Y un morphisme propre, 7' un divi-
seur de Y tel que T’y :=u; 1(T) soit un diviseur de X. Les modules sont par
défaut a droite. Dans cette introduction, on désigne par F' la puissance s-
eme du Frobenius absolu de X ou de Y, avec s un entier fixé.

On désigne par D;(TTX)Q, Pannean des opérateurs différentiels de
niveau fini a singularités surconvergentes le long de Tx (voir [Ber96b,
4.255). On note Db, (DL(ITx)%), la catégorie dérivée des complexes de
D;«(TTX)Q—modules a droite a cohomologie cohérente et bornée, I'indice d
précisant qu’il s’agit de modules a droite. De méme en remplacant X par Y
et Tx par 7. On note Dy 7 (ou Dr) le foncteur dual D;,(TT)Q-linéaire, YT+
(resp. ugT) I'image directe (resp. 'image inverse extraordinaire) par ug a
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singularités surconvergentes le long de 7. Lorsque uy se reléve en un
morphisme % : X — ) de V-schémas formels, on les désigne respective-
ment par ur, et uj.

Supposons dans ce paragraphe que uy se releve en un morphisme
u . X — Y de V-schémas formels lisses. Pour tout M &€ Dcoh(D;(TTX)‘é),

on dispose de l'isomorphisme de dualité relative y : up, o Dy p (M) —
= Dy 7 o up (M)fonctoriel en M (voir [Car06b, 1.2.7]). Lorsque le diviseur
T est vide, on retrouve par construction I'isomorphisme de Virrion de [Vir04]
(en effet, on vérifie dans ce cas que les catégories notées D), et utilisées
dans [Vir04] correspondent aux complexes a cohomologie bornée et cohér-
ente). Pour tout complexe N € Dcoh(D (*T)e), l'isomorphisme de dualité
relative induit I'isomorphisme d’adjonction Home( ), (up  M),N) —

— Hom " (M, uN). 11 en découle des morphlsmes d’adjonction

DT( Ty
entre image directe et image inverse extraordinaire. Ceux-ci constituent un
ingrédient dans la preuve de la cohérence différentielle des F-isocristaux
surconvergents unités ([Car04a]). Plus précisément, ceux-ci permettent de
faire de la descente propre, génériquement finie et étale au niveau des
schémas. De telles descentes propres génériquement finies et étales appa-
raissent sion utilise par exemple le théoreme de désingularisation de de Jong
([dJ96]), le théoréme de monodromie génériquement finie et étale de Tsu-
zuki pour les F-isocristaux surconvergents unités ([Tsu02, 1.3.1]) ou encore
plus généralement le théoréme de la réduction semistable de Kedlaya (voir
[Ked07, Ked08, Ked09, Kedb]).

Donnons a présent deux maniéres d’étendre cet isomorphisme de
dualité relative :

1°) Commutation o Frobenius. Berthelot définit la catégorie
F- Db h(D%(TTX)Q) de la fagon suivante : les objets sont les couples M, @),
ol ./\/t est un obJet de Dcoh(D' (ITx)o) et ¢ est un isomorphisme D' (Tx)o-
linéaire M — F*M. Les fléches (M, $) — (M, ¢') sont les morphlsmes
D;(TTX)Q—linéaires M — M’ commutant & Frobenius. Les objets de cette
catégorie sont par définition les « F-complexes » ou « complexes munis
d’une structure de Frobenius ». Pour l'instant, quelques théorémes parmi
les plus importants nécessitent une structure de Frobenius. Par exemple,
le théoréme de pleine fidélité de Kedlaya du foncteur restriction de la
catégorie des F-isocristaux surconvergents dans celle des F-isocristaux
convergents sur les k-variétés lisses (voir [Ked04] ou [Ked08] pour une
version relative), théoreme fréquemment utilisé dans [Car06a] et [Car07],
n’est a Pheure actuelle prouvé qu'avec des structures de Frobenius (on
conjecture néanmoins cette pleine fidélité sans structure de Frobenius).
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Dot notre intérét concernant lextension de DEOh(D;(TTX)Q) a

F—D'goh(D;(TTX)Q) de l'isomorphisme y, i.e., sa compatibilité a Frobenius.

2°) Cas non relevable. 11 est naturel (voir aussi la fin de lintroduction)
de s’intéresser au cas non relevable, ie., a l'établissement dun iso-
morphisme de la forme ugr; o D 1, (M) — Dy.r o uer, (M) redonnant y
lorsque u se reléve.

Cet article s’attaque a ces deux extensions. En dégageant ses résultats
principaux, détaillons les deux parties qui le composent.

Dans une premiere partie, nous travaillons au niveau des schémas.
Dans le cas d’'un morphisme non relevable, quasi-séparé et quasi-compact
de schémas lisses sur une base noethérienne de dimension de Krull finie,
nous construisons, sauf pour le morphisme trace, des analogues de tous les
morphismes intervenant dans la construction de I'isomorphisme de dualité
relative de Virrion ([Vir04]). Surtout, on prouve leur compatibilité a Fro-
benius et, dans le cas d’'une immersion fermée, au changement de niveau.
Rappelons que, par construction de la théorie des D-modules arithmé-
tiques de Berthelot, les propriétés formelles, i.e., au niveau des schémas
formels, se déduisent (notamment par complétion puis passage a la limite
sur le niveau) de celles au niveau des schémas.

Passons maintenant a la seconde partie. Soient dy la dimension de X,
wx = Q‘ff le faisceau des formes différentielles de degré maximum re-
latives 4 X — Spf V, Ox(Tx)o le faisceau des fonctions sur X a singularités
surconvergentes le long de Tx et wx((Tx)o := wx ®o, Ox((Tx)o. De
méme en changeant X par ) et T'x par T.

(a) Supposons dans ce paragraphe que uy est une immersion
fermée. Nous construisons dans ce papier un morphisme trace
Trry : wuors(wx((Tx)oldx]) — wy((T)oldy] compatible & Frobenius
(voir 2.3.3.2). Lorsque le diviseur est vide et que uy se reléve, on
retrouve le morphisme trace de Virrion ([Vir0O4]). En utilisant la
premiére partie de ce travail, ce morphisme trace permet de con-
struire l'isomorphisme de dualité relative y : wuory o Dy p (M) —
= Dy 7 o uor (M) fonctoriel en M e D]é’oh(Dge(T Tx)o) et vérifiant la
condition de transitivité pour le composé de deux immersions fermées. On
établit de plus la compatibilité a Frobenius de cet isomorphisme y (2.4.4).

(b) Supposons dans ce paragraphe que ug est projectif ou que X est
quasi-projectif. Dans ce cas, on construit I'isomorphisme canonique de
dualité relative y : wor, o Dy, (M) — Dy ougr (M) fonctoriel en
M € Db, (DL(1Tx)) (voir 2.6.3).

coh
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Dans les situations (a) ou (b), il en résulte des morphismes d’adjonction
entre image directe et image inverse extraordinaire. Dans le cas (@), ceux-
ci sont compatibles a Frobenius.

Terminons cette introduction par une application, qui a d’ailleurs été la
source de motivation de cet article. Revenons a la situation ou ¢ est une
immersion fermée. Sans supposer que X se reléve en un V-schéma formel
lisse X, nous avons construit dans [Car09] (et [Car04a]) un foncteur, noté
SPx .y + associant, aux isocristaux sur X \ Tx surconvergents le long de
Tx, des Dy(TT)Q-modules a gauche cohérents et a support dans X. Or, la
construction de 'isomorphisme de dualité relative dans le cas non relevable
(et donc son indépendance par rapport au relevement choisi) permet de
vérifier que ce foncteur spy. .y 7, (construit par recollement via des choix
de relévements d’'immersions fermées) commute aux foncteurs duaux re-
spectifs (voir la preuve de [Car09, 2.4.3], ce qui permet d’établir [Car09,
4.3.1]). De plus, afin d’établir la compatibilité a Frobenius de l'isomor-
phisme de commutation de spy .,y 7 , aux foncteurs duaux respectifs, par
construction de spy ..y 7, qui utilise les images directes, la compatibilité a
Frobenius des isomorphismes de dualité relative par une immersion fer-
mée de 2.4.4 est requise. Rappelons que les foncteurs de la forme sp,
fournissent le lien entre les F-isocristaux surconvergents et les F-D-
modules arithmétiques. Ces foncteurs nous ont ainsi permis d’établir que
la catégorie des F-isocristaux surconvergents sur les schémas séparés,
lisses (sur le corps résiduel de V) est incluse dans celle des D-modules
arithmétiques (pour plus de détails, voir [Car06a] et [Car07])).

Conventions.

e Les fibres spéciales des V-schémas formels lisses seront désignées
par les lettres romanes correspondantes. De plus, si % est un morphisme de
V-schémas formels lisses, le morphisme induit au niveau des fibres spé-
ciales sera noté ug. Si X — S est un morphisme lisse de schémas, on note
dy la dimension de Krull de X, dx/s := dx —dg la dimension relative,
wx/8 = QX s ou plus simplement wy le faisceau des formes différentielles
de degré maximum relative a X — S.

e Les indices qc, tdf, coh et parf signifient respectivement quasi-co-
hérent, de Tor-dimension finie, cohérent et parfait tandis que D°, D* et
D~ désignent respectivement les catégories dérivées des complexes a co-
homologie bornée, bornée inférieurement et bornée supérieurement. En-
fin, si A est un faisceau d’anneaux, les symboles YA, A? ou * A se traduisent
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respectivement par A-module « a gauche », « a droite » ou « a droite ou a
gauche » (par exemple, D¢ A) indique la catégorie dérivée des complexes
de A-modules a gauche). Si A et B sont deux faisceaux d’anneaux, par abus
de notations, on désignera par D(*A,* B) la catégorie des complexes ré-
solubles (voir [Car05a, 2.1.9]) de (A, B)-bimodules (ou (A, B)-bimodules a
droite ou (A, B)-bimodules a gauche selon la valeur des étoiles). De plus, on
notera D 4("A,* B), la sous catégorie pleine de D(*A,* B) formée des
complexes quasi-cohérents pour la structure de B-module induite. De
méme en mettant le point a droite et en remplacant « structure de B-
module » par « structure de A-module » ; en remplacant respectivement
« qe » et « quasi-cohérent » par « tdf » et « de Tor-dimension finie » ete.
Comme les catégories de complexes sont par défaut les catégories déri-
vées, on écrit sans ambiguité Hom 4(—, —) pour Homp4(—, —).

e Nous travaillerons de préférence avec des modules a droite. Tous les
théoremes démontrés dans cet article sont valables par passage de droite a
gauche, e.g. on dispose d’'un isomorphisme de dualité relative pour les
modules a gauche.

e L’isomorphisme canonique de commutation a Frobenius de I'image
directe que nous utiliserons dans ce papier sera, par passage de gauche a
droite, celui construit par Berthelot (voir [Ber00, 3.4.4] pour la version « a
gauche »).

Cependant, comme cela est expliqué dans la remarque 2.5.3, dans le cas
d’une immersion fermée, la compatibilité a Frobenius de 'isomorphisme
de dualité relative de 2.4.4 implique que l'isomorphisme de commutation a
Frobenius de I'image directe de [Ber00, 3.4.4] est identique a celui con-
struit dans [Car06b, 1.2.12]. Cela fournit done une unification de ces deux
constructions.

1. Préliminaire sur la construction de l'isomorphisme de dualité
relative d’'un morphisme non relevable de schémas et sa compatibilité
a Frobenius.

Soient deux entiers m, s > 0, S un schéma noethérien de dimension de
Krull finie et muni d’'un m-PD-idéal quasi-cohérent (a, b, o) et m-PD-nil-
potent, Sy = V(a) et uy : Xo — Yy un morphisme quasi-séparé et quasi-
compact de Sp-schémas lisses. On suppose de plus que p € a et p est nil-
potent sur S (I'idéal a est ainsi un nilidéal). On notera Fg, So — Sy la
puissance s-eme du morphisme de Frobenius absolu, uf : X’ — Y le
morphisme déduite de uy par le changement de base de Fy, F§(O /s
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Xy — X(()s) le morphisme de Frobenius relatif (de méme en remplacant X
par Y).
Considérons les deux hypotheses suivantes.

e Cas général : On suppose qu’il existe respectivement des relevements
X, X', Y et Y’ de Xy, X, Yo et Y.

e Cas relevable : On suppose qu’il existe respectivement des reléve-
mentsu: X - Y, u: X —-Y Fx: X -XetFy:Y — Y’deuo,u{),F§(0/SO
et Fy, /5o tels que F'y ou = %' o Fy. On remarque que comme a est un ni-

lidéal, les foncteurs u., u/ et wuo. sont égaux.

Nous nous placons ici dans le « cas général ». Si aucune confusion n’est
a craindre, on notera F pour F, +/S, O F3 +/So" Nous disposons du foncteur
ug (construit par recollement et localement canoniquement isomorphe a
u*) de la catégorie des D(;”)-modules a gauche dans celle des DS}'“—modules
4 gauche ainsi que du foncteur F* (resp. F”) de la catégorie des DV-
modules a gauche (resp. a droite) dans celle des Dg?”s)—modules a gauche
(resp. a droite).

Pour tout entier m, soient B({],” une Oy-algébre munie d'une structure
compatible de D(’”) -module a gauche tels que, pour tout m' > m, le
morphisme canonique B({,’?) Bg’f/) soit un morphisme Dg’,”-linéaire. On
pose B(m“) F*(B(}’,‘)) BYY = i (By), B(”“s) F*(B(’”)) On note
g = Bg’g,” R0, wx, Dy = = By ®0, wx, de méme en remplacant X
par Y. Pour alléger les notations (les faisceaux de la forme B étant fixés
dans tout ce chapitre), pour tout M’ € D(Bg??) ®0y D;’f’)d), le foncteur dual
de niveau m de M’ se note simplement

DM == & Do RHOM o, pi (M, BYY @0, DEDdx].

De plus, le foncteur image directe (relatlvement a BS?,“) de niveau m de
M e D(Bg?,”) R0y D@d) par u, se note simplement :

/(m)(M ) - ]R%O* (M, B(m)® D(m) (B;?;]) ®(9X/ Df)?flyr))

ott DY o, := uiDYY est, par passage de gauche & droite de la remarque
[BerOO, 3.4.3], de Tor-dimension finie comme Dé}’f)—module.

RESUME DU CHAPITRE. Pour tout M’ € D~(B%” ®o,, DYY), nous
construisons le morphisme canonique

(1.0.0.1) u'(m) o ]D(m)(M/)
— RH0m g i 1ty (MO, 0 @) @ (B @0, DY),
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Nous vérifions de plus sa commutation a Frobenius (voir 1.5.1) et au
changement de niveaux (voir 1.6.12).

Pour déduire de 1.0.0.1 la construction du morphisme (qui est un
isomorphisme si M est un complexe parfait) de dualité relative
u()(ff) o D™ (M) — D™ ou()(f/)(M’), il ne reste plus qu'a construire le
morphisme trace u " (@y)[dx] — (@y)[dy], ce que nous traiterons dans le

0+
prochain chapitre dans le cas d’'une immersion fermée.

1.1 — Rappels et notations.

Jusqu’a la section 1.5 incluse, le niveau est égal a m sur X' ou Y’ et a
m+s sur X ou Y. Nous noterons alors dans toutes ces sections,
D, := BY @0, DI, Dy = By R0y, D™, ott DY et DI sont re-
spectivement des faisceaux sur X et sur X’. De méme, en remplagant X par
Y. De plus, comme le niveau est fixé, on omettra de I'indiquer et on notera
simplement u_, w4, D, Bx/, Bx ete.

La construction du morphisme 1.0.0.1 et sa compatibilité a Frobenius se
décomposent en trois parties (voir 1.2.2, 1.3.5 et 1.4.10).

1.1.1 (Convention). Soient M’ € D~ (Dx9), N’ € D*(Dx9, Dx%). Pour
caleuler RHomp,,(M’', ) on utilisera la structure gauche (de complexe
de Dy -modules & droite) de N

Par exemple, 'isomorphisme de transposition de [Ber00, 1.3.3] induit
fonctoriellement le suivant D(M') — RHomp,, WM, wox ®s,, Dx)ldx](la
structure gauche de wy ®gz,, Dy est par convention la structure induite
par le produit tensoriel).

1.1.2. Nous utiliserons fréquemment, pour tous M’ € D~ (Dx.?) et £ €
€ D~ (¥Dy), les isomorphismes Dy — F*F’"Dy (cas relevable : [Ber00,
2.5.2.1], le cas non relevable découle de [Ber00, 3.4.2.(ii)] appliqué a
lidentité), g : ox ®p F*&— F(ox ®5,&) (Ber00, 24.5.1]) et
M @p, F*& — M ®p,, € ([Ber00, 2.5.7] reste valable dans le cas

non relevable).

Pour tout N’ € D(ug'Dy: 9), on pose F*(N') =N’ ®y:1Dy, ug 'F Dy
(de méme avec des tildes). On obtient lisomorphisme Dy_y —
= uSF*Fb(Dy/) = F*F"Dy_y (voir [Ber00, 3.4.2.3]).

Pour tous F' € Dygr (" Dy) (resp. F' € Dgc(g Dy)) et NV € D(uw 1Dy 9
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(resp. N/ € D~ (w 1Dy %)), on notera « proj » I'isomorphisme de projection
induit par « (ou ceux qui s’en déduisent par fonctorialité) :

@izD  proj : RupN' @p, ' — Ruo.(N' @, 4" F),

dont la construction est analogue a [Har66, I11.5.6]. Et de méme au ni-
veau supérieur, i.e., en substituant Dy a Dy. Par exemple, en re-
mplacant respectivement A’ par M’ ®p,, Dx—y et F' par F’Dy, on
obtient I'isomorphisme en bas a droite de 1.1.3.1 (de maniére analogue a
[Ber00, 2.4], le foncteur F” est exact et Dy_y @, ug'F Dy =
— F'Dy_y). v

On désignera encore par proj, le morphisme de projection
proj : RugN’ ®}§W F = Rug (N ®L’;;1 By Y0 LEh,
qui sera notamment utilisé dans 1.4.1.1.
1.1.3. Berthelot a construit 'isomorphisme de commutation a Frobenius

de limage directe par ug de M’ € D(Dx9) (voir [Ber00, 3.4.4] pour la
version « a gauche ») via le composé :

U (F*M') ——— Rug, (F"M' ®%, F*F*Dys_y1)

: ~y
(1.1.3.1) -~ Ruo (M @, F*Dxr_yr)
V proM\N
F7M6+ (M/) S Rbl()* (M/ ®]be/ Dxl*}yl) ®DY’ FbDW_

1.1.4. Rappelons la construction de Virrion (voir [Vir00, 11.3.2.ii)]) de
l'isomorphisme de commutation a Frobenius du foncteur dual. Pour tout
M’ € D(Dx'9), on définit d’abord, par commutativité du diagramme

]Rf}{omg;.x (FbM/, Wy RBy 'Dx) —_— R:}COWLDX (FbM’,Fg’Ff((TJX/ ®Bx’ ®X’))
1.1.4.1) v P~

F’RHomp,, (M, 0y @3, Dy') <—— RHomp , (M, F}(®x ®s,, Dx)),
ol les symboles « d » et « g » signifient que l'on utilise respective-
ment la structure droite et la structure gauche du Dyx-bimodule a
droite @y ®p,, Dy, lisomorphisme RHomp,(F’M' wx ®p, Dx) —
AN F’RHomp,, M, oy ®s,, Dx). 11 en dérive, via les isomorphismes
de transposition de [Ber00, 1.3.3], DF*(M") — F’D(M)).
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1.2 — Premiere partie de la construction de 'tsomorphisme de dualité et sa
compatibilité a Frobenius.

1.2.1. Par 1.1.3 et 1.1.4.1, pour tout M’ e D(Dx9), on dispose par
construction du diagramme commutatif :

I,t()_,_]D)(FbM/) A Rugs (R}Comgx (Fbj\/[/, Oy Rpy Dx) ®]If_‘DX @xﬂy) [dx]

- -

uo+FbD(M/) — Rug, (F’Rf}f()mpx, (Ml, Oy ®BX, ‘DX/) ®H@X Dxﬂy) [dx]
I -

Fuy, D(M') —— F’Ru. (Rﬂ{omrpx/ (M, 0x' ®3,, Dx) ®H@X, DX/*)Y/) [dx],

1.21.1)

dont les isomorphismes horizontaux sont induits par les isomorphismes de
transposition de wy ®p, Dx ou de wx ®p,, Dx.

PROPOSITION 1.2.2. Pour tout M' € D(DL)), on bénéficie du dia-
gramme commutatif suivant :

Rutg. (RHomp, (F°M, @y @5, Dx) ®Ti)x Dx_y)

Rug.RHomp, (FPM',dx @5, Dx_y)

v~ I~
L » b ~
Ruo*(R}C%T(F’M’,Fd’Fg’(‘DX/)) ] FF' Dy y) — Ruo*Rﬂf%nXKF M, FF)("Dxr) 2 F*F*Dyr_yr)
~4 ~

Rug.(RHomsp , (W,"Dy) @ , F*Dyr_y1) Rug.RHomp_, (M, Dy @, F*Dyr_y)
~hproj ~ 1\ proj
F’Rugs (RFHomap,, (M, "Dy ) ®,be/ Dyr_yr) ————— FbRuo*RJ{omrDM (M,'Dyr @p,, Dyr_yr),

(1.2.2.1)
ot "Dy est le Dx-bimodule @ droite wx @p,, Dxr.
DEMONSTRATION. Pour tous M’ € D(Dx %), N' € D*(Dx 4, Dx?) et

& € Dy(8Dy), il résulte de [Car05a, 2.1.12(iii)] la commutativité du dia-
gramme ci-dessous :

RHomp, (FPM FJFgN') @%  F*&' —— RHomp, (F°M',FJFyN' &% F*€')

A~ v
RHomyp,, (M, FyN') &%, F*€' RHomp, (F?M', FgN' ®% , €')
= FA~

RHomp,, (M',N') ®H95X/ !
(1.2.2.2)

RHomyp,, (M, N’ ®H95X/ &h.
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La commutativité de 1.2.2.2 entraine celle du carré du milieu de 1.2.2.1.
Celle du carré du haut de 1.2.2.1 s’acquiert par fonctorialité tandis que celle
du carré du bas se vérifie par fonctorialité et transitivité des morphismes de
la forme de ceux horizontaux de 1.2.2.2. O

REMARQUES 1.2.3. Le morphisme de droite de 1.2.1.1 est (au décalage
[dx] pres) le composé de gauche de 1.2.2.1. On pourra donc composer les
contours de ces deux diagrammes.

1.3 — Deuxieme partie de la construction de lisomorphisme de dualité et

cpep s N

1.3.1. Soient M’ € D~ (Dx%) et NV € DT (Dx%). Comme Dy _y est de
Tor-dimension finie sur Dy, on définit en résolvant platement Dy _y,
injectivement N, via Homualpw(—, -) — RHom%lDY,(—, —), la fléche :
RHomp,, M N — ]RHomualpy, M’ ®§5X, Dxy, N’ ®1D‘X, Dx_y). On
note p, lapplication définie via le diagramme commutatif :

Ruo.RHomqp, , (M, N') —— RMO*RH"mualfDW (M @%W Dxr_yr, N ®]i)x/ Dyxr_yr) |
p2> WKH()*

. RHomqp,, (g (M), uq, (N'))

ou Rug,.désigne le foncteur Ruo. RHom . 1p,, (=, =) — RHomp,, (Rug.—,
Ratg. — ) construit de maniere analogue a [Har66, I1.5.5]. De méme en re-
mplacant Dx par Dy, Dx_y: par Dx_.y etc.

Afin de prouver la proposition 1.3.5, nous aurons besoin des lemmes
1.3.2 et 1.3.4 ci-apres.

LEMME 1.3.2.  Awec les notations de 1.3.1, le diagramme canonique

Rug. RHomqp, (F°M', F°N') LN RFHomap, (ug+ (F*M'), ug (F*N'))
y~

1.3.2.1) P~ R omp, (Fup (M), Fup, (N'))
A~

P2 RHomap,, (ug, (M), 1y, (N'))

Rup.RHomp , (M, N)

est commutatif.
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DEMONSTRATION. Via I'isomorphisme canonique
PM ®IDX Dx_y = PM ®TDX F*Fb'DX/_)Y/ = M ®%X, FbDX/_,Y/
L
=FP\M ®p,, Dxr—y),

de méme pour N a1a place de M’, on obtient la fleche de droite du haut du
diagramme :

Rug. R omp, (F*M, F'N') — Rug.RHom, 1.0, (F"M @5, Dx .y, PN ®% Dy .y)
v~
F |~ Ruo*Rj’me“bl Dy (Fb (M/ ®]I’JIDX;DX’—>Y’)7F|7 (N, ®%X/DX’—>Y’))
A~
Rup, RIHomop,, M, N) — Ruo*Rﬂ{om%pr (m’ ®193X, Dyr_yr, N @%)X/ Dyr_yr).
1.3.2.2)

Celui-ci est commutatif. En effet, il suffit de ’établir sans Ru,.. Résolvons
injectivement N’ et platement Dy _y. Via I'isomorphisme canonique
Dx_y — F*F’Dy_y, il en résulte une résolution plate de Dyx_y (les
foncteurs F* et F* préservent la platitude). Par construction et comme F”
préserve l'injectivité (on s’en sert notamment pour obtenir la commutation
AP de Hom,1p,, (=, =) — RHom,p (=, —)), on se ramene a le vérifier
sans les R ni L, ce qui est immédiat. En notant ¢ le foncteur — ®1D'X, Dx .y,
considérons le diagramme suivant :

L L L L
Rug.RH om (F*M D® Dy, PPN’ J‘j@ Dx_y) Rug. RIomn, (Rug.(F"M & Dx_y),Rug.(F°N' ® Dx_y))
Dx Dx Dy Dx

ug! Dy
= I~
b b L Rug+
RM()ij'fugl’gy(F OO), FPo(N)) B RHomp, (Rug.F* (M), Rug. F’¢(N"))
F%N pijN

Rug RH om (¢(M),0(N"))

-1
uy Dy

RIHoma, (F*Rugd(M'), F*Rug.H(N'))

* F)/TN

(1.3.2.3) RIomap,, (Rugd (M), Rug.d(N')).

On obtient par fonctorialité la commutativité du carré (en haut) de
1.3.2.3. En résolvant ¢(N") par des u,'Dy-modules injectifs et ¢(M")
par des wuy'Dy-modules wg.-acycliques, on résout le complexe
Ruo*RHom%lDW(gﬁ(M’),¢(./\/ ")). Comme F’ préserve linjectivité et la
up-acyclicité, il en est de méme du deuxiéme terme de gauche du
trapéze de 1.3.2.3. Comme ce trapéze est commutatif sans les symboles
R et L, on vérifie alors sa commutativité. Le diagramme 1.3.2.3 est
donc commutatif. Comme le composé de 1.3.2.2 et 1.3.2.3 donne 1.3.2.1,
on conclut la preuve. |
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1.3.3. Soit N € D*(Dx?us'Dy?). Par fonctorialité N’ @p , Dy .y €
€ D*(ungy/d, ualDyrd) et u6+(./\/,) = Rug. (N ®Iﬁx, Dy _y)eDT(Dyd, Dy d).
On dispose des isomorphismes canoniques :

Fjup, (N') == Rug.(N' ®H:TJX, Dxr_yr) 95%/ F" Dy
-
(1.33.1) Ruo*((j\f/ ®]1® ,DX’HY’) é ME)IF7®Y’>
X uy Dy
v ~¥
fy, (FyN') = Rup. (F{(N') @5, Dyr_y’),

l'indice « d » au-dessus du symbole ® signifiant que, pour calculer le
produit tensoriel, on choisit la structure « droite » de respectivement
Rug. (W' @f5 , Dxy) et N @f5 , Dxr .y,

LEMME 1.3.4. Soient M' € D~(DxY) et N € D*(Dx9,uy' Dy ). On
dispose du diagramme commutatif sutvant :

Rug.RHoma , (W, FJN') —— > RHoma,, (uy, (M), uy, F2(N)
A~ 133,14~

Ru. (Rﬂ-{omgx, (M, N') Ry Dy, MblFbDy/) RHomp,, (ufy, (W), Fyup, (N))
. ) "

F*Rug,RHomyp , (M, N)
(1.3.4.1)

Fb]Rj'COln'Dy, (up (M), up, (N')),

o la fleche en haut & droite dérive par fonctorialité de 1.3.3.1.

DEMONSTRATION. Considérons le diagramme ci-dessous :

Rug.RFComp , (M, F{N') —> Rug.RHom, 1, (W @5 Dyryr, FgN' @5y Dyr_yr)

t~ A~
Ruo*FbRﬂfom(DX, (M/,\N') — RMO*F7R9{0W!%I Dy (v ®1')L)X,DX’—>Y’ N @lrLbX/'DX/_)y/)
proj¢\~ pmM\N

FbRMO*R}COWVDX, (Ml, N/) —_— FbRMO*RfHOm“bl DY’ (M, ®"®X’DXI*}Y,7N/ ®H®X,gxlﬂy/).
(1.34.2)

Le carré du bas est commutatif par fonctorialité. Pour s’assurer de celle du
carré du haut, il suffit par fonctorialité de I'établir sans Ru.. On vérifie que
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le carré du haut est commutatif sans les symboles R et .. On obtient alors sa
commutativité en résolvant N par des (Dxr, uy 1Dy.)-bimodules & droite
injectifs et via une résolution finie de Dy .y par des (Dx', u; 1'Dy)-bimo-
dules plats.

Considérons a présent le diagramme ci-apres :

Ruoy
Ruo.RHom .15, , (v’ X)%X, Dyr_yr, FgN' ®H@X, Dy yr) —r RIomp,, (ug, (M), uq, Fj(N'))

A 13304~
Rug. FPRHom, .11, , (o’ @%X, Dyr—yr, N’ ®H@X/ Dyr_yr) RIomsp,, (ug, (M), Foup, (N))
projp~ . A~
10
F'RugRHom, 10, (M &5, Dyryr, N'®% | Dyr_yr) —> F'RHomp,, (uh, (M), uf, (N')).

(1.3.4.3)

Pour calculer le terme en bas a gauche, il ’agit de résoudre N ®D Dxi_y
par des uolDy/—blmodules a droite injectifs et M’ ®D Dx_y par des
Uy IDy-modules a droite ug.-acycliques. Comme le foncteur P preserve
la uolDy/—anect1V1te et la wug.-acyclicité, comme Fg(./\/' ®DX, Dxr_y) —
— FyN' ®p, Dy .y, on vérifie que les autres termes de gauche de
1.3.4.3 se calculent de méme via ces résolutions. Par construction des
foncteurs horizontaux Ruy., pour vérifier que ce diagramme est com-
mutatif, il suffit de 'établir sans les symboles R et I, ce qui s’obtient a
la main.

Comme 1.3.4.1 est le composé des diagrammes commutatifs 1.3.4.2 et
1.3.4.3, on termine la preuve. |

PROPOSITION 1.3.5. Pour tout M’ € D~ (Dx%), on bénéficie du dia-
gramme commutatif suivant :

Rug.RHomp (FP M, 0 %’9 Dx—y) P2 Rf}fz}m@y(u0+(FbM’).u0+((Nox ,§ Dx_y))

X 2X

v v
Rug. RHomp, (F*M', FyF} (@y 2 Dyyr)) P2 RHomp, (uos (F* M), uor (Fy 3 (@xr 2 Dyryr)))
X! X'
P~ A~
Ruo.RIHomn,, (M, F} (@ ;@ Dy _yr)) P2 RHomap,, (ugy, (M), ug, (Ff (0x: & Dyr_yr)))

X/ X/

A~ A~

F Rug. RIomp , (M, 0xr 73® Dyr_yr) P2 F'RHomop,, (ug, (M), uy, (@ g@ Dyxr_yr))-
x! By
(1.3.5.1)
DEMONSTRATION. Par 1.3.2, on obtient la commutativité du carré du

milieu. Celle du haut se vérifie par fonctorialité tandis que celle du bas
résulte de 1.3.4.1. O
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1.4 — Troisieme partie de la construction de lisomorphisme de dualité et

cpeyp s N

14.1.  Posons Laug :=ujl —dy,y]. Pour tous F'e Dy ((Dy),
M' € D~ (Dx9), de maniére analogue a [Car04b, 1.2.27], on bénéficie de
Pisomorphisme canonique 2, (M’ ®};’X, Lag (F) — ugy, (M) ®};’Y, F'via
le composé :

1411 Rug(M' @F, Lug(F) @5 Dxy)
— Rug.(M' @5, (Lug (F) @5, Dx—y)

G Ruo (M @5, Dx—y @05, 45 F) Gy %o, (M) @5, F,
ou le premier isomorphisme se vérifie de fagon analogue a [Car04b, 1.2.23]
et oll, modulo les isomorphismes canoniques La (F') ®};X, Dx_y —
AN L’Mg(f/ ®%/Y/ DY’) et Lui)*('Dyr ®}3;Y’ .7:/) AN Dxr_y ®;1;13Y' ualj—", VF
désigne I'image par Rug. (M’ ®%X, Ly (=) de I'isomorphisme de trans-

position d'une résolution plate de F'.

1.4.2. Pour tout M’ € D~ (Dx%), nous prouvons dans cette sous-section la
commutation a Frobenius de I'isomorphisme canonique :

RHomp,, (uy, (M), uq, (@x @p,, Dxr—y1))
— RHomp,, (uy, (M), uy, (@x) ®p,, Dy)

(i.e., le diagramme 1.4.10.1 est commutatif). Pour cela, nous établirons que
lisomorphisme uf, (Wy ®p,, Dx—y) — Uy, (Ox) ®p,, Dy commute 2
Frobenius (voir 1.4.10.2). Celui-ci est le composé de trois isomorphismes
(voir 1.4.1.1). Via 1.4.5.1, 1.4.6.2 et 1.4.8.4, nous allons successivement
vérifier leur commutation a Frobenius.

1.4.3. Afin de valider la commutativité de 1.4.5.1, nous aurons besoin de
celle de 1.4.4.4. A cette fin, établissons d’abord celle des diagrammes 1.4.3.1
et 1.4.34 ci-dessous.

Soient M’ un Dy-module 3 droite et £& un Dx-module & gauche. Par
passage de gauche a droite du rectangle du haut de [Car05a, 1.4.15.1], on
obtient la commutativité du diagramme suivant

F'M' ©p, Dx ——> F’M' ©p, F*F* Dy
A~ ~Y
P = M ®@p,, F*Dy.
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En lui appliquant — @z, F*&', il arrive le carré du haut de :

oM Dy Dy Dpy Fre! _ FbM/ ®py F*FbDX/ Qpy Fre!
t ~¥
F’M’@BX F*e = JW(@'DX, F"Dy By F*¢&
~y ~y
(M ®s, &) F'(M @p,, Dy ®p,, &) <——— M ®0p, F’(Dy ®s,, &).

(1.4.3.1)

La commutativité du rectangle du bas découle d’un calcul local immédiat.
Le diagramme 1.4.3.1 est donc commutatif.

Enfin, pour tous Dy-modules & gauche &£ et F', on dispose du dia-
gramme commutatif :

F*¢ @5y F*F*Dy @p, F*F F*& @y Dx @y F*F
~V I
F*& @py F* Dy @p,, F' - F*& @py F*F
A~ A~

F*(& QB s Dyr) XDy, F <= F*& XBy Dy XDy F)<——F*(& By F).
1.4.3.2)

En effet, par application de F*&' ®p, — au rectangle du haut de [Car05a,
1.4.15.1] (utilisé pour F'), on parvient au rectangle du haut de 1.4.3.2. De
plus, soit ¢’,f’,a des sections locales respectives de &, F, Bx. Le mor-
phisme composé F*(&' ®g,, F') — F*& ®p, F*Dy ®p,, F' durectangle du
bas passant par le haut envoie a ® (¢ ®f") sur (a®e)® 1 ®f') puis
@)1 ®1)®f. Via le chemin du bas, on calcule a ® (¢ @ f)—
—HoRE1fN—axE)ef—@®d)®(1®1)®f. Dol lacom-
mutativité du carré du bas.

Dans le diagramme ci-dessous, on vérifie la commutativité du carré du
bas par fonctorialité:

F*€ @p, F*F" Dy @, F*F == F*&' @3, F*F* Dy @p, F*F
A~ ~¥
(1.433) F'F’ (&' @3, Dx) @y F*F — F(F*& @5, F*Dyr) @y F*F
~Y ~¥

F* (& ®@s,, Dy') ®@p,, I ———— F*& @, F* Dy @p,, I

Comme les foncteurs F* et F” commutent canoniquement, le carré carré du
haut est commutatif par définition. Or, le composé de droite de 1.4.3.3,
F*& @p, F*F'Dy ®@p, F*F' — F*€ ®p, F*Dx ®p, F', est aussi la
fleche de gauche du haut de 1.4.3.2. En composant les contours de 1.4.3.3 et
1.4.3.2, on obtient alors le diagramme commutatif suivant dont la partie
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droite est celle de 1.4.3.2 et la partie gauche est celle de 1.4.3.3 :
F*E/ ®3X F*Fng/ ®'DX F*:‘F/ -~ F*gl ®{Bx DX ®DX F*Sr/

A~ b~
(1434)  F'F(& @s, Dy) @y F*F F& @5, F*F
N¢ :ﬁw

~

F*(S, ®3X/ DX/) ®‘DX/ F F*(gl ®‘BX/ ‘3:/)

1.4.4. Soient & et F' deux Dy-modules & gauche et M’ un Dy-module 2
droite. Considérons le diagramme ci-dessous :

(FPM &g, F*€') @py F*F —— F°"M @, (Dx @5, F*E') @p, F*F

FPM @, (F*F@;/ggx F*&) @p, F*F'
i FPM @y F*F’(:l;j/ ®p,, &) @py F*F'
F/(M @, &) @y F*F ———— M ®n,, F"(ij éﬁx/ &) @ny F*5
(M ®3X,N<i,’) @p, F ———————= M @p,, (DX/;!BX, &) @op,, I

(1.44.1)

En appliquant le foncteur — ®p, F*F' au contour de 1.4.3.1, on obtient le
rectangle du haut de 1.4.4.1. De plus, modulo

F'(M' @p,, Dy @5, £) @p, F*F' «— M @p, F'(Dy @3, £) @p, F*F,

on obtient par fonctorialité la commutativité du carré du bas de 1.4.4.1. Le
diagramme 1.4.4.1 est done commutatif.

En appliquant F? M’ ®py (—) ®@py F*F' au diagramme signifiant que
I'isomorphisme de transposition de &, noté y., (voir [Ber00, 1.3.1]) est
compatible a Frobenius ([Car05a, 2.1.8.1]), on obtient le rectangle du haut
du diagramme :

Yrxel
FbM/(@DX (DX QBy F*EI) QDy F*3 F4f> FbM,(X‘DX (F*€,®fgx Dx) QDy F*g'

~y ~y
F7M/®’Dx (F*Fb‘Dx/ ®’Bx F*((,'/) ®'Dx F*F FbM/@D;{ (F*EI(X’BX F*Fb'DX/) ®‘Dx F*5
~y ~y
Y, .
FPM @, F*F (D @3, &) Opy F*F ———> F'M @, F*F (€' @3, Dyr) @, F*F
~y ~y
M ®DX’ Fb(DXr ®BX, E/) Dy F*3’ F'M Rpy F*(EI ®BX’ DX’) ®DX’ F7
~y ~y

Yer
M ®,, (Dyr OB, & ®,, F! j

(144.2)

M ep, (E'®s, Dy)@p, I'.
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Le rectangle du bas de 1.4.4.2 est commutatif par fonctorialité. D’ou la
commutativité de 1.4.4.2.

En appliquant F°’M’ ®@p, — au diagramme commutatif 1.4.3.4, on
obtient le rectangle du haut de :

FPM @, (F*E @5y, Dx) @py F*F <——— F°M @, (F & @5, F*F)
FPM ®@p, (F*€' ®;j F*F’Dx/) @ny F*F
FPM @, F*F(€ 2;5,(, Dy1) @py F*F N
F'M @, F* (€' iagx, Dyx1) @p,, I’ FPM ®0py F* (&' ®p, F)
M ®p,, (& <§;ng, Dxr) @p,, F' - M @p,, ng @3, I').
(1.4.4.3)

~

Puisque le carré du bas est commutatif, il en dérive celle de 1.4.4.3.
En composant 1.4.4.1, 1.4.4.2 et 1.4.4.3, on obtient le diagramme com-
mutatif :

(FJM/ ®'BX F*E/) ®DX F*sr/ — Fbm/ ®DX (F*((:/ ®BX Fxg:/)
(1.4.4.4) ~ ~
(M/ ®‘BX/ 8/) ®DX’ 3:/ Ml ®'DX/ (8/ ®'BX/ 3:/)

~

1.4.5. On bénéficie du diagramme commutatif suivant :

Rug: ((0Ox @By Dx—y) @%‘)X Dx_y)

Rug. (0x ®%, (Dx—y @3y Dx—y))

~¥ ~y
Ru, (F*®y @5y F*F*Dyr_yr) @, F*F Dyr_yr) —= Rug. (F* Gy @, (F*F*Dyr_y @5, F*F*Dyr_y))

~V ~y

Rug. ((Ox' @5, F*Dxr_yr) ®%3x’ F'Dyr_yr) Rug. (@y @H@X, (F"Dxr_y @3y, F'Dyi_y1))
~V ~y

Rut, Fg Fy (0 @5, Dyryr) @5, Dyryr) Ruo FgFy (O @5, , (Dxr—y' @3, Dxry))

ok proj
FF{Rug, (B @2, Dxr—y') €, Dyr—yr) FF{Rug. (@x ®% , (Dxr—y ©5y Dxry)).

(1.45.1)

En effet, on obtient par fonctorialité la commutativité des carrés du haut et
du bas. Pour vérifier celle des deux autres carrés, il suffit de I’établir sans le
foncteur Rug,. En résolvant @y par des Dxy-modules a droite plats,
F’Dy _y par des (Dxr,uy IDy)-bimodules plats, la commutativité du
deuxieme carré en partant du haut découle alors de celle de 1.4.4.4. En
résolvant wyx par des Dx-modules a droite plats, Dy _y par des



252 Daniel Caro

(Dxr, uy I'Dy.)-bimodules plats, on se raméne & vérifier la commutativité du
deuxiéme carré du bas sans le symbole L. Cette commutativité se vérifie
alors par un calcul (voir le calcul des fleches horizontales donné dans le
début de la preuve de 1.6.10.1).

1.4.6. Considérons le diagrame suivant :

gg ~ d
Dy @3, Dy 1Dy Dy ®‘)3‘~gy Dy
~y ~y
d
F*F*Dy @, Dy o Dy ®5, F*F'"Dy
Nv Y/ ~y
(1.4.6.1) F*F*Dy &% F*F'Dy: F*F'*Dy & F*F* Dy,
~¥ ~v
F*F;(FbDy/ ®%Y/ Dyl) # F*ng(gy/ ®%gy, Fb'Dyl)
NV Y’ Nv

F*EJF)(Dy &% Dy) ﬁ F*FJF](Dy @5 D),

ou Dy ®gi Dy (resp. Dy ®%%/ Dy) signifie que, pour calculer le produit
tensoriel, on utilise la structure de Dy:-module a gauche (resp. a droite) du
terme Dy de gauche et la structure de Dy,-module a gauche du terme Dy
de droite ; de méme pour les termes analogues. On remarque que
Dy ®j;, Dy (resp. Dy ®d8%, Dy) est un (Dy:4,2 Dy:, Dy:9)-trimodule (resp.
un (¢Dy, Dy, Dy Y)-trimodule), la structure « du milieu » étant la strue-
ture « produit tensoriel » et les deux autres, structure gauche et structure
droite, sont induites par fonctorialité.

Le diagramme 1.4.6.1 est commutatif. En effet, on établit par fonctor-
ialité la commutativité du carré du haut de 1.4.6.1. De plus, le diagramme
[Car05a, 2.1.8.1] signifiant la compatibilité a Frobenius de 'isomorphisme
de transposition du Dy-module & gauche F’ Dy, noté YPDys correspond au
rectangle (du milieu) du diagramme 1.4.6.1. Enfin, pour vérifier la com-
mutativité du carré du bas, par fonctorialité et comme cela est local, il suffit
de le calculer dans le cas relevable et sans les foncteurs « F*Ffi » (pour les
termes de gauche) ou « F*Fg » (pour les termes de droite): Soient ¢, P’ des
sections locales respectives de Hom g, (By, By), Dy.. Par Dy-linéarité,
il suffit de vérifier que 1® P ®¢) senvoie via les deux fleches
Dy ®dB’i/ F'Dy = FQ(DY/ ®§i Dy)) sur le méme élément. Or, par le
chemin du haut, 1P ®¢—P @9 1—FP ®@1)®¢ (le premier
calcul est la caractérisation de VP Dy, donnée dans [Ber00, 1.3.1]). Le second
chemin donne 1@ (PP @ ¢9)—1RP)R¢— (P ®1)®¢. D’ou la commu-
tativité de 1.4.6.1.



Sur la compatibilité a Frobenius de 'isomorphisme ete. 253

Déduisons-en a présent la commutativité du diagramme ci-dessous :

Rug, (Ox ®%3x (Dx—y @5y Dx—y)) =——— Rug.(0x ®]'])3X (Dx_y Oy lmy uy ' Dy))

I A~
Rug. (@x @1, uf(Dy @5, Dy)) o, Ruo. (Ox ®%,, uy(Dy @%gy Dy))
~Y ~y
~ ~ ~ * d;
Rugs (®x ® ugF*FyFy (Dy @ , Dyr)) o Rug. (@x @, ugF*FyFy (Dy @5, Dyr))
~Y ~y
o N _ de
Ruo. Fy Fy (Ox @', ugF* (Dy @15, Dyr)) o Rug. FF (@x ®'%, ugF*(Dy @5 , Dyr))
proj A~ proj A~
My & K 3 ~ e £y nl d
FyFJRug. (0x @ uiF*(Dy: ®%, D)) o FyFyRuo. (Ox ©F, ujF* (Dy: ®1§yl Dyr))
~V ~Y
F;F;Ruo*(a)x/ @%X/ u()*(‘Dy/ ®g§)’/ Dy/)) Y‘;y/ ngFd’RMO* (E)x/ ®]‘IJ‘DX/ ub*(‘Dyr ®ngy/ Dy/))
~¥ ~V

F{FJRug. Oy @ (Dxr—y @2, Dy _yr)) <— FJF{Rug. (Oy ®% (Dxry Duc15,, uy Dyr)).

(1.4.6.2)

Le deuxieme carré en partant du haut est commutatif car il est 'image par le
foncteur Rug.(wy ®]ﬁx Lag(—)) de 1.4.6.1 (il n’y a pas d’ambiguité pour
calculer u; car Dy ®d3’i . Dy etDy ®dB% Dy sont munis d’une unique structure
de Dy-module a gauche). La commutativité des carrés du haut et du bas
s’obtient par définition (des morphismes du haut et du bas) tandis que celle des
deux autres s’établit par fonctorialité. Pour obtenir celle du troisiéme carré du
haut, il suffit de 'établir sans le foncteur Ru,. En résolvant platement wy, on
seramene ale vérifier sans le symbole I, ce qui découle d’un calcul local (en se
ramenant au cas relevable: voir 1). Le diagramme 1.4.6.2 est donc commutatif.

1.4.7. Vérifions a présent que le morphisme composé de droite de 1.4.5.1
est égal a celui de gauche de 1.4.6.2. On bénéficie du diagramme commu-
tatif ci-apres :

Dx_y @8y Dx_y = MS(DY ®ngY Dy)

~ ~y

UyF*F Dy @y ugF*F* Dy <——— ul(F*F* Dy @5 F*F*Dyr)
~Y ~

(1.4.7.1) F{F(ugF* Dy @py ujF* Dyr) <—— F{FJug(F* Dy @5 F*Dy)
~y ~

FJF)(F*Dyr_yr @5y F*Dyr_y1) FiFjuyF*(Dy @5, Dyr)

~Y ~

F{RF (Dxr oy @3, Dyryr) =—— F{FFug (Dy @ Dy).
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En effet, la commutativité du rectangle (en bas) et du carré du milieu
s’établit par un calcul local (en se ramenant au cas relevable: voir 1)
tandis que celle du carré du haut est fonctorielle. En appliquant le
foncteur Rug.(ox ®§5X —) au diagramme commutatif 1.4.7.1, on vérifie
par fonctorialité 'égalité entre le composé de droite de 1.4.5.1 et celui de
gauche de 1.4.6.2.

1.4.8. Soient M € D~ (uy'Dy?) et F € D (¥Dy). On calcule que le dia-
gramme canonique

RMO*(M® ug ' By 613r> T Rug. (M) ®Hf5y F
~y ~
Ruo- (M@ 1, 1y (Dy @5y F)) < Ruo (M) @5, (Dy @3, F),

(14.8.1)

ou les fleches horizontales sont les isomorphismes de projection, est com-
mutatif. De méme en remplacant Dy par Dy et By par By.. On remarque
que la commutativité de 1.4.8.1 implique que le morphisme du haut est Dy-
linéaire.

Considérons le diagramme :

Rutg. (0x ®D Dx_y Bl my uy ' Dy) <T Rug. (0 ®D Dx_y) s, Dy

~Y ~
Rutg, (Dx ®]f]f;x Dx_y By lpy uy ' DY) p;)j Rug. (0x ®UJ‘3X Dx_y) @n, D}
~y N¢
. L
Rug. (0x ® F*F'Dyi_ys © iy | F*F{FyD})) Rug. (Ox @ F*F*Dyr_y) @ F*dengD%/
il Dy Dy Dy
projf~ ~¢
(Ruo*(wx XJ F*F’Dyi_ys éﬂ@) Uy F*D2,)) <7Fd 2 (Rugy (Dy @ F*F*Dxr_yr) @ F*D2)),
ll(] % Dy

(14.8.2)

ou Dy, := Dy ®d3i Dy et D%, =Dy ®ng Dy. Par 1.4.8.1, le carré du haut
est commutatif, tandis que celui du milieu I'est par fonctorialité et celui du
bas par transitivité des morphismes de projection.

Etudions le diagramme ci-dessous :
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L
Rutg. (@x ® F*F*Dyr_yr ® Uy F*DY) = Rug,(@x ® F*F*Dyr_yr) @ F D2,
Dy Dy

140 Dy proj
h P
Rug. (0x ® F*Dyr_yr ® U F’Dyr @ ug' F*D3,) (;Ru()*((x)x ® F*Dyi_y ® MOIF)DW) ® F*D3,
g Dy ugl Dy proj Ul Dy
~¥ proj } ~
~ L . L
Rug,(®x @ F*Dyr_yr @ up (F'Dyr @ F*D32)) Rug. (@x @ F*Dyr_yr) @ (F*Dyr © F*D3,)
Dx 1y Dy Dy ] Dy Dyr Dy
% -4
. L
Ruo*(mx/ >9 Dyr_y X u D /) ~ Rup«(@yr @ Dyr_yr) @ @3,,
Dyr g Dy proj Dy Dy
~ ~
. L
]Ru[)*((l)x’ @ Dyryr @ uy ‘Dy) = Rugp.(0xr @ Dyr_yr) @ Dyr.
ug By proj Dyr Byr

(1.4.8.3)

Le deuxieme carré du haut de 1.4.8.3 est commutatif par transitivité des
morphismes de projection, tandis que celui du bas I'est par 1.4.8.1 et les
deux autres le sont par fonctorialité. Le diagramme 1.4.8.3 est donc com-
mutatif. En lui appliquant FEFE; puis en le composant avec 1.4.8.2, on par-
vient au diagramme commutatif :

Ruo. (@x @, Dx -y By By uy ' Dy) -~ up+ (@x) @5, Dy
~ ~
deng (Rugs (@x ®](]bx’ Dyr_yr ®ME)]'BY ubl Dy1)) <P:T deng(u6+ (G)X’) ®B,, Dyr).

(1.4.84)

1.4.9. Etablissons maintenant que le morphisme composé de droite de
1.4.6.2 est égal au morphisme de gauche de 1.4.8.4.

Grace a la commutativité du diagramme du haut de ([Car05a, 1.4.15.1]),
pour tout Dy-module & gauche F', le composé F*F' — Dy @p, F*F' —
— F*F'Dy ®p, F*F' — F*Dy ®p,, F' est égal a lisomorphisme ca-
nonique F*F' — F*Dy ®p,, F'. Il s'en suit que I'isomorphisme composé

“F') = (wiF*Dy) ®y;1y, Uy 1F" du contour du diagramme

F*(F) - Dx—y ®yip, ug F*37
~y
F*u(;‘F’Dyl ®llb"Dy M(’)IF*?’ ~ u‘)F*F Dy . Dy u()]F T/
~ W( NV
Fruy Dy @, 1Dy 40 'FPDy ), Ay 4o 'FF < uiF* Dy @y m,, Yo LDy Oy A Dy ug F* g’
~y ~y
P () Fu Dy @y, 15 - WDy 8,1, 115

(1.4.9.1)
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passant par le haut puis la droite est I'isomorphisme canonique. Via un

calcul local, il en découle la commutativité du contour de 1.4.9.1. Comme

celle des carrés se vérifie par fonctorialité, 1.4.9.1 est commutatif.
Considérons le diagramme suivant :

Rug, (a)x ®;bx MSF*D%,,) ——— Rugp. ((T)X ®:®X Dx—y ®“hIDY “E)lF*D%/J
~Y
~ Ruo*(a)x é% F*Dxlﬂyr (24 ublFb'Dy/ [ ME)IF*D;)
Dx 1 Dy ugl Dy
~Y
Rug. (0x ®],be F*MB*D%,,) —— Rup. (oy ®H®X F*Dyxr_yr ®“h]'Dy’ uE)l@%,,)
“ -
Rug. (O ®be’ Uy D2) — > Rug. @y XJH;DX/ Dyr_yr By, uy D))
~y ~Y

Rug. (0 ®Hf)x/ (Dxr .y ®1151‘By1 M(;I'Dy/)) = Rug.(0x @H@X, (Dyr—y ®”6]'BY’ ua]Dy/)).

(14.9.2)

Comme Dy _y = u; Dy, en appliquant Ruo.(wx ®%X —) au trapéze de
1.4.9.1 pour F' = D?, (ce dernier est muni d’une unique structure canonique
de Dy--module a gauche), on obtient le rectangle du haut de 1.4.9.2. La
commutativité du carré du milieu s’établit par fonctorialité. Pour vérifier
celle du carré du bas, on peut y omettre Raug,(cox ®}5X, —), ce qui résulte
alors d’un calcul local immédiat.

En appliquant FSFé a 1.4.9.2 et en le composant au diagramme com-
mutatif ci-dessous

Ruo*(a)x ®be (QXHY ®l‘613Y ual‘Dy)) — Rup, ((TJX ®H®X (Dxﬁy ®“5IBY ual'Dy))

“ “
Rug, (a)x ®%‘3X LtSD%) Rugs (a)x @%‘JX Dx_y ®M619Y MSID%/)
“ “
Ruo*(a)x ®%X MSF*ngdeDIZ/,) — Ruo*(a)x ®],be Dx_y ®ub]Dy ublF*dengD%,,)
ol projf~

F2E) (Ruo. (@x %, usF D)) —> FyFRuo. (O &5, Dy @01, 1 F*D),

on obtient un diagramme commutatif dont le morphisme composé de
gauche est égal a celui de droite de 1.4.6.2 et dont celui de droite s’identifie
au morphisme de gauche de 1.4.8.4.

PROPOSITION 1.4.10. Pour tout M’ € D~ (Dx%), on dispose du dia-
gramme commutatif :
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RHomp, (o (F°M'), uo+(dx @5y Dx—y)) — RG{()mpy(lto+(FbJ\’[’),Lto_((I)x) @3y Dy)
A~ A
R}Comgy <F1M6A (M/),Lt()+ ((T)X By DXA,}/)) R:}C(]ﬂ'ljjy (F7u6+ (M/)‘M()_((Nl)x) [0 3% Dy)
~¥ ~¥
RC}CUW‘DY (F’u(’H (M,)ngFg(”(/H(a)X’ ®‘BX/ 'DX’HY’))) — RZHUW‘DY (F?”(’JJr (JW)wF;Fg(”éH(aJX’) ®3,/ DY’))
F’%N a3 ¢N
RHomop,, (uy, (M), Fyugy, (Ox' @5, Dyr_y)) — RFHomsp,, (u"H(?\T’),Fg(u{H((BX/) @3, Dyr))

~y ~¥

F'RHom,,, (uy, (M), uy, (Ox' @5, Dyr_yr)) ——=—= F’RIHomop,, (uy (M), uy, (@x/) @5, Dyr),

(1.4.10.1)

ou les fleches verticales du haut sont induites par 1.1.3.1.

DEMONSTRATION. En composant 1.4.5.1,1.4.6.2 et 1.4.8.4 (griace a 1.4.7
et 1.4.9 ces compositions ont un sens) on obtient (modulo FyFy — FyF?)le
diagramme commutatif :

uo+ (0x @3, Dx_y) = up+(®x) ®s, Dy
(1.4.10.2) ~y ~Y
FJFjup, (Ox @5, Dyr_yr) —=> F{Fy (ufy, (Ox) @3, Dy).

En lui appliquant RHom p,, (Fbu() +(/\/l’ ), —), il vient le deuxiéme carré du
haut de 1.4.10.1. Enfin, les trois autres le sont par fonctorialité. O

1.5 — Résultat par composition des trois précédents morphismes con-
struits.

THEOREME 1.5.1.  Awvec les notations du chapitre 1, on dispose, pour
tout M' € D~ (Dx'Y), du diagramme commutatif swivant

u0+ID)(FbM’) — RHomyp, (Llo+ (FbM/), U+ (6x) By Dy) [dx]
1.5.1.1) ~y ~y
Fuy, D(M/) —— FbRﬂ{ompy, (uyy (M), ug, (0x7) @3, Dyr)[dx]-

DEMONSTRATION.  On vérifie que le morphisme composé de droite de
1.2.2.1 est égal, modulo @y By Dx: .y = wx OBy Dx Dy Dy _y, au
morphisme composé de gauche de 1.3.5.1. De plus, le composé de droite de
1.3.5.1 est celui de gauche de 1.4.10.1. En composant 1.2.2.1, 1.3.5.1 et
1.4.10.1, on aboutit alors au diagramme ci-dessous :
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1o+ (RHomp, (F"M',0x ®5,Dx)) —> RHomp, (o4 (F*M'),uo (@x ) ©5,Dy)
~y ~y
F’ug, (RHomp , (M, 05 @5, Dxr)) = Fb]RfHomDY, (ug (M), uq, (Ox1) @5, Dyr).
(1.5.1.2)

On conclut via 1.2.1.1 et 1.2.3. O

1.5.2 (Derniere étape de la construction de lisomorphisme de dualité
relative : le morphisme trace.). D’apres le théoreme ci-dessus, pour tout
M' € D~ (Dx:9), le morphisme canonique

1521  uy, DM — RHomp,, (ufy, (M), uy (@x) ®p,, Dy)ldx]

est compatible a Frobenius. Dans le cas relevable (voir 1), Virrion a
construit un morphisme trace ([Vir04]) Tr, : u.(wx)ldx] — wyldy].
Lorsque u;' By et Ox sont Tor-indépendants, il en résulte le morphisme
trace Tr, : u, (ox)ldx] — wyldy ], car d’apres Virrion (voir [Vir04]), avec
cette hypothése 'image directe commute a 'extension via Oy — By. On en
déduit par fonctorialité le premier morphisme :

(15.2.2) RHomp,, (uy(M'), us(wx) ®p,, Dy)ldx]
— RHomp,, (us (M), oy ®p,, Dy)ldy] — Duy(M).

En composant 1.5.2.1 avec 1.5.2.2, on obtient le morphisme u, D(M’) —
— Du, (M) construit par Virrion dans ([Vir04]). Lorsque M’ € ng(DX/d)
et S est régulier, Virrion a prouvé que celui-ci est un isomorphisme. On
I'appelle isomorphisme de dualité relative.

Pour établir que l'isomorphisme de dualité relative est compatible a
Frobenius, il suffit de démontrer que le morphisme trace Tr,
uy (wx)ldx] — @y ldy] Pest. Cest ce que nous ferons au niveau des
schémas formels dans le deuxiéme chapitre dans le cas d’'une immersion
fermée.

1.6 — Compatibilité au changement de niveau.

Afin de vérifier que I'isomorphisme de dualité relative d’une immersion
fermée est compatible a Frobenius, nous aurons besoin de vérifier sa
compatibilité au changement de niveau sur les schémas (plus précisément,
afin d’obtenir 2.4.3.2). En effet, comme nous travaillerons avec des com-
plexes quasi-cohérents (au sens de Berthelot) sur les V-schémas formels
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lisses, cette compatibilité sur les schémas sera requise. Notons que
comme, pour tout V-schéma formel X lisse, les extensions ZAD({’% — 23%”5 b
sont plates, la version “formelle tensorisé par Q” de cette section est
facile a vérifier (e.g., 'analogue formel tensorisé par Q de 1.6.7 et donc
de 1.6.12 sont aisément validé sans supposer que u, est une immersion
fermée).

Fixons deux entiers naturels m’ > m. Nous noterons alors dans toutes
ces sections, D> := Bg?”) ®oy Dg_,m), Dy = Bg’(’w ®0y Df,m'). De plus, on pose
By := B;n), Ugy 1= ufﬁ), D =D ; EX = Bg;"’/), oy = ufﬁ’), D= D",
De méme, en remplagant X par Y.

Nous supposons dans cette section que le faisceau Dy est Tor-dimen-
sion finie a droite et a gauche sur Dy (e.g., lorsque Bg;") = Ox d’apres
[Ber02, 1.2.6]).

1.6.1. Soient M € D~(Dx%), N € D*(Dx%, Dx%), N € D*(Dx, Dx%) et
N — N un morphisme Dyx-bilinéaire. On pose M= M ®%’X Dy. On
dispose du morphisme de changement de niveau

RHom p, (M, N) — RHomp, (M, N) & RHom~ (M, N),
X

ot isomorphisme de droite se calcule en résolvant M par des Dx-modules
4 droites plats et A par des Dy-bimodules & droites injectifs (on utilise le
lemme de [Vir00, 1.1.4]).

Il en découle en particulier le morphisme de changement de niveau du
fonctewr dual DM) — D(M).

1.6.2. Soient M € D~ (Dyx%) et M := M ®1D’X Dy. On dispose du mor-
phisme canonique de changement de niveaux de l'image directe
Uy (M) — ﬁo+(//\7l). Il se construit via I'un des deux composé du dia-
gramme commutatif suivant :

1o+ (M) = Rug. (M @', Dx—y) — Rug, (M ®H®X Dx—y)
(1.6.2.1) Y v
Rugs (M ®be 'Dx_,y) — Rugp. (M ®]'1J5X DX*)Y) = LTOJF(J’\?{)

1.6.3. Soient M € D~ (Dx9) et M:=M ®%X Dx. L’isomorphisme de
transposition ¢ ([Ber00, 1.3.1]) de cT)g?”) ®gBy Dx est compatible au change-
ment de niveaus, i.e., le diagramme
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&y @5y Dy —> @y ®3, Dx

(1.6.3.1) ~|s ~y5

) o, Dy — & 93, Dy

est commutatif. En effet, avec les formules [Ber96b, 2.2.3.1] et [Ber00,
1.3.3.1], cela dérive d’un calcul local. On en déduit la commutativité de la
partie gauche du diagramme suivant :

up+ D(M) 4;> Ruo. (RHomqp, (Mﬁ)&mj @By DX)‘X]II)X Dxy) = Rug.(RHomqp, (MJI);”) ®s, Dx) X%)A Dyx_y)

¥ v

Rug. (RHomp, (%T,(I!g(m/) OF, 'ﬁx) ®lbx Dx_y) — Rup.(RHomp, (M, 0 (m )

~} ~}

o D(V) —5—> Rug. (RIomy (W, & @y @5 D)@k, Dx_y) —= Ruo.(RHomz (M,6{" 05 Dx)ek Dxr)

¥ H
l,(,+D(M)—>RuU*(R?{om (7‘/[ mg('”)x Dx)zl Dxﬂy) RMU*(R%UW (M O)X (é @x)X~ ‘Dxay)

(1.6.3.2)

®F DX)X~ Dy_y)

Celle de la partie droite se vérifie par fonctorialité ou définition.

PROPOSITION 1.6.4. Soient M € D~(Dx%) et M := M ®F, Dx. On
bénéficie du diagramme commutatif suivant :

Rug. (RHomp, (M,(T)gé") ®s, Dx) ®H53X Dx—y) — Rup.RHomn, (M,(T)gé") @5y Dx_y)

v v
Rug. (RHomp, (M,(Nt)g(m ) ®9~3X @X) ®]%X @Xﬂy) — RupRHomqp (M,(T)ﬁ”') ®%x @xﬁy)
- -t

Ruo*(Rf}Com (7\/[ u)g(m ®93 DX)® Dxﬁy)%Ruo*Rﬂ{()m (M (D)én)®75 Dxﬂy)
(1.6.4.1)

DEMONSTRATION. Par fonctorialité, il suffit de I'établir sans les
foncteurs Rug.. Pour vérifier la commutativité du carré du haut, on se

ramene par fonctorialité a I'établir pour wg’(")®~ Dy 4 la place de

(7") ®By Dx et (M)®~ Dx ®Dx Dx_y a la place de a)g") ®p, Dx_y.

Pour cela, il s’agit de resoudre M par des Dy-modules & droite plats,
(7") ® Dy par des Dy-bimodules & droite injectifs, de prendre des
resolutlgns finies de Dx_y par des (DX,uolDy) bimodules plats, de
Dx_y par des (@X,ug 1Dy)-bimodules plats (compatibles avec le mor-
phisme DX—»Y — ZNDX_Q/).
Enfin, pour obtenir celle du carré du bas, on résout M par des
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Dx-modules a droite plats, @ W) ®~ DX par des @X—bimodules a droite
X
injectifs, DX_,Y par des (DX, Uy Dy) bimodules plats. O

Afin d’établir 1.6.6, nous aurons besoin du lemme ci-dessous.

LEMME 1.6.5. Soient M € D~(Dx9), Ne D+(7~)Xd) et M = M ®£5X 5X.
On dispose du diagramme commutatif

RHomap, (M, N) —= RHom, 5, (M, Dx—y, N, Dx_y)
v
(1.6.5.1) ~ Rﬂ{omub]DY M ®H®X Dxﬁy,N@)]%X Dx_y)
h~
R3Homz, (J\/[ N) — > RHom ui) Dy (M@ Dxﬁy,N@) Dxﬁy)

DEMONSTRATION. Donnons d’abord la construction de I'isomorphisme
de droite du bas de 1.6.5.1. Comme Dy et ug 1Dy sont uolBy-plats a
gauche (et a droite), il s’en suit : Dy_y ®" w1y Uy 1Dy = Dy y. Do :

(1.6.56.2) M ®ID’X Dx_y ®;’51DY uy Dy — M ®%X Dx_ .y — M ®%’ Dy _y.
X

On en déduit I'isomorphisme de droite du bas de 1.6.5.1.

En résolvant M par des Dy-modules 3 droite plats, N par des Dx-
modules a droite injectifs, Dy_.y par des (Dx,u, I'Dy)-bimodules plats,
Dx_y par des (7~)X,ua 1Dy)-bimodules plats (et ce de facon bornée et
compatible), on se raméne a établir la commutativité de 1.6.5.1 sans les
symboles R et L, ce qui se vérifie a la main. O

PROPOSITION 1.6.6. Soient M € D~(Dx9) et M := M ®B, Dx. On
bénéficie du diagramme commutatif ci-apres :

(m

RugRHomp, (M, (x))é @y Dx_y) — Rup.RIHom, oDy (M Q@DX Dx—y, (@
V v
RugRHomp, (M,'(I)gé"') ®s, 5X«}’) — RLI()XRJ'(UWI“E)I.DY (M X“;DX Dy _y, (@Y o) ®g, @xﬂy) @ODX Dx_y)
¥
~ Rug RIom, 1, (M5, Dy, (0 @5 Dyy) ek D)
~4
Rug.RHomz (M, 3" @5 5, Dxr) HRMO*RD{vmulDy(MxL Dy, (@

(1.6.6.1)

)Qﬁm Dx_y) ?AD)( Dx_y)

m')

®% Dxﬁy)@]“ Dx_y),

dont lisomorphisme de droite du bas est induit par 1.6.5.2.



262 Daniel Caro

DEMONSTRATION. La commutativité du rectangle du bas dérive de
1.6.5 tandis que celle du carré supérieur se vérifie par fonctorialité. O

LEMME 1.6.7.  On suppose que ug est une immersion fermée. Soient
N € D~ (uy'Dy), N €D+(%01'DY Uy 1Dy). Le diagramme suivant est
commutatif :

U+ ~

R.’}Compy (I/to* (N) » U (N))
~4
~ R¥oms, (g« (N) ®H5)Y @Y),MO*(ﬁ))

~Aproj
uo«RFHom, 4Dy (N®]t]:;,"Dy ug Dy, N) % R¥omg,, (uo*(N®56,DY Uy Dy),uox(N)).
1.6.7.1)

uo*Rﬂ{()m%l Dy (N, if)

DEMONSTRATION.  Ilsuffit de résoudre N par des u, IDy-modules plats
et N par des u; 1Dy-bimodules injectifs. O

REMARQUES 1.6.8. 1l est possible que 'hypothése de 1.6.7 que uy est
une immersion fermée soit inutile.

ProPOSITION 1.6.9. On suppose que uo est une 1mmersion fermée.
Soient M € D~(Dx9) et M:=M ®D DX Le diagramme suivant

uo*Rf}Cum%l 2, (M @:LDX Dx_y, ((T))é"> @sy Dx—y) @H@X Dx_y) Lo RHomp, (mH(JV{),u()_((T);”) @5y Dx—y))

v v

o RHom, 1., (M@%, Dy, (& o @y o Dxor) ek Dx—y) 5 RIHomop, (uo+ (M), G0 (@ @5 Dx—y))
-t -t

muR?fomubl,by(JV[ ®%X Dx_y,(® (m>83 Dx_y) ®L @xﬂy) ‘>]R9{0mD (it (VD) g (® ("1>Q§ Dxﬁy))

(1.6.9.1)

est commutatif.

DEMONSTRATION. La commutativité du carré du haut de 1.6.9.1 se
prouve par fonctorialité. Traitons a présent celle du bas. On vérifie avec
1.6.2.1 que l'on dispose du diagramme commutatif canonique :

uo+ (M)

UQx (M ®]rlbx fDX—>Y) —> U« (M ®Efbx Dxﬂy) ®Efby @y
v T ~ Y proj

M()X(M® fDX_q/) ~<~—— Up« (M ®‘Dx Dx_y QL

ﬁ0+ (j;/i[) MO 1®Y)7

(1.6.9.2)

,LD
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dont I'isomorphisme du bas est 'image par ug, de 1.6.5.2, la fleche de
gauche est le morphisme de changement de niveaux de I'image directe de
1.6.2.1. Pour vérifier la commutativité du carré du bas de 1.6.9.1, il suffit
alors d’appliquer le lemme 1.6.7 au cas ou N =M ®D Dx_y et
N : @y ®. Dx_y) ®~ Dx_y. O

LEMME 1.6.10. Sotent M (resp /\/1) un Dx-module a droite (resp. DX-
module a droite), £ et F (resp. Eet F) deux Dx-modules a gauche (- resp. DX-

modules & gauche). Soient o : E—& b : F—F, ¢: M — M des
morphisme Dx-linéaires. On dispose alors du diagramme commutatif
sutvant :

(M By &) Dy T ———= M@, (& QByx F)
(1.6.10.1) Y B B v
(M ®%, &) O, F—— M@@X (& O, F).

DEMONSTRATION. L’isomorphisme du haut est le composé

(M @35, &) @py F — M @p, (Dx @py E) @py F
7} M @p, (€ @5, Dx) @py F — M @p, (€ @5, F).

Soient m, f et e des sections locales respectives de M, F et £&. Comme
7:(1 ® e) = e ® 1 (voir [Ber00, 1.3.1]), on calcule que (m ® e) ® f s’envoie via
cet isomorphisme sur m ® (e ® f). De méme pour I'isomorphisme du bas. I1
en resulte que quelque soit le chemin de 1.6.10.1 (M ®p, &) ®py F —
- M ®~ (8 ®~ F) choisi, (m ® e) ® f s’envoie sur c(m) ® (ale) ® b(f)).0

PROPOSITION 1.6.11. Soient M € D~(Dx%) et M := M ®p, Dx. Le
diagramme commutatif ci-contre

RHomp, (uo+ (M),uo+(&)§§”> ®sy Dx—y)) === RHomp, (uo+ (M), uo+((~0§(m)) ®sy Dy)

v ¥
]Ri}(ompy (LI(H, (M) M()+((.0X Xz 'DXHy)) - Rﬂ-fomg)y (M()+(M), 7 (a);n )) ®‘Ey 5}/)
A~ A~

Rf]’fom,by (LT()+ (3\7[),1704,(&);” ) ®%X @XHY)) - Rg'f()m,by (ﬁm, (j;[), ﬁm, ((I)g;ﬂ )) ®7§Y 5)7)
(1.6.11.1)
est commutatif.

DEI\N/IONSTRATION. f]n réso~lvant Dy_.y par des (Dx, u; 1Dy )-bimodules
plats, Dx_y par des (Dx,u;' Dy)-bimodules plats (et ce de fagon compa-
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tible), il découle de 1.6.10.1 (qui implique aussi que — ®p, — préserve la Dx-
platitude a gauche) la commutativité du carré :

m) (m)

®BX DXA>Y) ®DX DX*)Y) > Rus ((DX ® (®X~>Y ®'BX ng,y))
v v

Rutg. ((0y o) ®3, Dx_y) ® DX—)Y) — Ruo*((ﬂg( )®%X (Dx—y ®3, Dx—v))-

(1.6.11.2)

Rug. ((@"

De plus, comme I'isomorphisme de transposition est compatible au
changement de niveaux, on obtient la commutativité du carré gauche du
diagramme ci-apres

~ (m) L
Rugs ((Dg(m) @’]'lbx ('DX‘}y ®'BXDXaY)) _» Ruo. ("‘)X (XD (DXA»Y v O;y“ DY)) <— Rugs ((1); ) @&‘)ngﬁy) (2009 Dy
\L &\ ) ! \L
) ~ ~ m') L 1
Ruo,((,\)g(m ) \X%X (Dx—y @@XDXA,)/)) _ Rug.(@y QQ’D (DXﬁ}; ‘XB:t DY)) p(n—J Rug. ( (m 'XL ngy) Dy
(1.6.11.3)

Le carré de droite est commutatif par fonctorialité. En mettant bout a bout
1.6.11.2 et 1.6.11.3, on obtient la commutativité de

M()Jr((l)g( ") QBy DX*)Y) — = u0+( ( )) KBy Dy
(1.6.11.4) v v

170+(a)§( )®3 DXﬂY)Hum( @) ))®3Y Dy.

En appliquant RHom p, (19 (M), —) a 1.6.11.4, on obtient le carré du
haut de 1.6.11.1. Comme le carré du bas de 1.6.11.1 est commutatif par
fonctorialité, 1.6.11.1 est commutatif. O

THEOREME 1.6.12. On_suppose que uy est une immersion fermée.
Soient M € D~ (Dx9) et M:=M ®D DX On dispose du diagramme
commutatif suivant :

1o DM) —— RHomap, (uo+ (M), o (D) ©, Dy)[dx)
(1.6.12.1) | v
fio+ D(M) — RIom, (io+ (M), o (@) ©5, Dy)ldy].

DEMONSTRATION. 11 suffit de composer 1.6.3.2, 1.6.4.1, 1.6.6.1, 1.6.9.1,
1.6.11.1. O

1.6.13. Avec les notations 1.6.12, placons-nous dans le « cas relevable ».
Supposons u propre, u; ' By et Ox Tor-indépendants. Virrion a construit le



Sur la compatibilité a Frobenius de 'isomorphisme ete. 265

morphisme trace Tr : u(wx)[dx] — wyl[dy] et vérifié sa compatibilité au
changement de niveaux (voir [Vir04]). Il en résulte qu’il en est de méme du
morphisme déduit par extension Tr, : u+(&3§}”))[dx] — CTJ()Zn)[dy] (voir 1.5.2).
On en déduit que le carré supérieur du diagramme ci-apres

Try ~(m
RHoman, (s (M), uy (@) @5, Dy)[dx] —> RHomp, (us (M),&y" s, Dy)[dy]

¥ ¥
R¥Homs, (ur (M), 4 (@) ©55, Dy)ldy] — = RIHoma, (s (M), &) @3, Dy)ldy]
A~ A~

~ (! ~ Tr - ~ . ~(m ~
RHomg, (it (M), iy (@) @5, Dy)ldy) —= RHomg (iiy(M),&y") ©5 Dy)ldy]
(1.6.13.1)

est commutatif. La commutativité du carré inférieur étant fonctorielle, il
en dérive celle de 1.6.13.1. En composant 1.6.12.1 et 1.6.13.1, on obtient le
carré de gauche du diagramme

u D(M) = R¥Homp, (uy (M), 00" @5, Dy)[dy] —= Dus (M)
(1.6.13.2) V v |
i D(NT) — RHomg, (i, (M), &y o) 3, Dy)ldy] = Dii, (W),

dont les fleches horizontales de droite sont induites par les isomorphismes
de transposition. Il dérive de 1.6.3.1 la commutativité du carré de droite de
1.6.13.2. Lorsque M € D'goh(DXd), la commutativité du diagramme 1.6.13.2
indique que l'isomorphisme de dualité relative y : u, D(M) — Du, (M)
est compatible au changement de niveau.

1.6.14. Supposons que ug soit une immersion fermée. Soient m’ > m deux
entiers, M’ € D-(DYPY) et N =M ®l, DY, On dispose du dia-
gramme commutatif :

D(m)

. \ 5) (' +5) (S +9)y oy (' +5)
ul()'i“)]D(mL") (FN')[~dy] ]Rgfom (uUJr FON gt ™ (@ ));\; Dy )
/ /

u(”HJ)]D)(”'*")(F’M/)[fdx] R%{}:’)ﬂl‘(ué'iﬂ)}“?]v[huz;ﬁ‘ )( (m-+s )) ® Dy/n+ )
14

0+ l By

Pt D (V) [~ dx]

1(m) m (m) (m)
I “1) )y ) (M) [—d] F ]R?(om(u (M) L (o) X Dy.’),

(1.6.14.1)

F\’Rﬂfom(usin/)N’. o) ( (’ ) X D“ )
D)

En effet, la commutativité des faces horizontales résultent de 1.6.12, celle de
devant et de derriere découlent de 1.5.1. Pour établir la comutativité du carré
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de gauche de 1.6.14.1, il ’agit de vérifier que les isomorphismes de com-
mutation a Frobenius de I'image directe et du foncteur dual sont compatibles
aux morphismes de changement de niveau. Or, en reprenant la construction
de T'isomorphisme Bg}"*‘“’) R0y Dg(m”) SN F*Fb(l’ﬁ",‘) R0y, Dg(”,‘)) de [Ber00,
2.5.2], on vérifie que la commutativité du diagramme canonique

~

B @, D) FE (B 0o, DI

X X/
(1.6.14.2) V v
TB§?II+3) ®oy Dg;,urs) ~ F*Fb (31(,("/0 ®ox, DI(X,?/)).

On en déduit que Iisomorphisme de commutation a Frobenius du foncteur

dual (voir 1.1.4) est compatible au changement de niveau. Il résulte de la

commutativité de 1.6.14.2 que I'isomorphisme F* M’ & oo o pinen FE =
X X X

= M ® )& fonetoriel en M’ € D-(BY @0, D) et € €

By @0, DY
€ D*(gB§}7/) ®0y, DE’Z,L’)) est compatible au changement de niveaux (pour le
voir, il s’agit de reprendre sa construction dans [Ber00, 2.5.7]). De plus,
comme 'isomorphisme de projection est compatible au changement de ni-
veaux, il en est alors de méme pour l'isomorphisme de commutation de
I'image directe a Frobenius (construit en 1.1.3.1). On procede de méme pour
vérifier la commutativité du diagramme de droite.

2. Isomorphisme de dualité relative: cas des schémas formels.

Soit V un anneau de valuation discréte complet d’'inégales caractéris-
tiques (0, p), de corps résiduel k. On fixe 7 une uniformisante de V), s un
entier et ¢ : V — V un relévement de la puissance s-éme de 'automor-
phisme de Frobenius de k. Conformément aux notations du chapitre 1,
pour tout k-schéma lisse X, F" sera le Frobenius relatif F'5 /s ou S = Speck.

Lorsque nous considérerons des produits de V-schémas formels (resp.
k-schémas), nous omettrons d’indiquer SpfV (resp. Speck). Enfin, pour
tout faisceau abélien M, on posera M := M @, Q.

2.1 — Notations.
Nous garderons les notations suivantes : Soient X et ) deux V-schémas

formels lisses, 1o : X — Y un morphisme propre entre les fibres spéciales,
X; et Y; les schémas déduits respectivement de X et ) par réduction modulo



Sur la compatibilité a Frobenius de 'isomorphisme ete. 267

71 (e.g. Xo = X), T un diviseur de Y tel que Ty := uy () soit un diviseur
de X. On désigne par X' (resp. )') le V-schéma formel déduit par change-
ment de base par o de X (resp. )), u; : X' — Y’ I'immersion fermée induite,
T' et Ty les images inverses par ¢ respectives de T et Ty sur ) et X'.

Les définitions et notations concernant les complexes quasi-cohérents
seront celles de [Ber(02, 3.2 et 4.2].

2.1.1. e Pour tout entier m, nous noterons a)(m) = wx Qoy B( )(TX)
@\ = wx @0, BY(T), 0x(1Tx)0 = wx 0 @0, Ox(1Tx)o et wyoT)Q
G)y’Q R0y, 0y(T)y, ou BFM)(TX) et B(’”)(T) ont été construits en
[Ber96b, 4.2.4]. On notera D" := By (Tx)& 0, Dy, DY =By (1)@ 0, DS,
DY = B{(Tx) ®o, Dg;m, DY = B(m)(T) R0y DW Soient M™ ¢
COh(D(Wd) et M(m> M ®L D(’”) On définit, de maniére analogue

a [Car06b, 1.1], I’image directe de M par uy o singularités surconver-
gentes le long de T de niveau m en posant :

@1.LD ug (M) = Rug, (M™ ®~<m> (BY(Tx)@o, D(m)y))

Conformément aux notations du précédent chapitre, 'image directe de
M(M) par ug a singularités surconvergentes le long de 7' de niveau m est
deﬁm en posant : ug”ﬁ(/\/l(m)) Ruo*(/\/l(m)éb o (B(m)(TX) ®oy, D;?"LY )).

De maniere analogue a [Ber02, 3.5.5], on dlspose aussi de I'isomorphisme
canonique :
ug (M) = R lim ug, (M),

Le foncteur dual sur X de niveau m et a singularités surconvergentes
le long de Tx de M™ se note :

@112) DY) M) =" o RHomzum (M, Dy [dx]).

o Soit M € D]O h(D ("Tx)o ). On définit Iimage directe de M par ug @
singularités surconvergentes le long de T en posant (on s’inspire de
[Car06b, 1.1] et [Ber02, 4.3.7]) :

(2.1.1.3) uors (M) = Rug (M &5 ) Dy, (T)o),

ou Dy ,(17), = lim B(’")(TX)®@*D£L o

Le foncteur dual smﬂ X a singularités surconvergentes le long de Tx de
M se note :
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(2.1.14) Dy, (M) :=w0x(Tx)o R0y (1 Ty RHOWLDT (i1 M, D (TTX)(,)[d%])

Si aucune confusion n’est possible, afin d’alléger on pourra aussi le noter
Dy,

Enfin, 'image directe extraordinaire par u( a singularités surconver-
gentes le long de 7" de M se note :

(2.1.1.5) uor(M) = Dy 7 o upry o Dx 7, (M).

Pour toutes les opérations cohomologiques définies ci-dessus, lorsque le
diviseur T est vide, il sera omis.

2.2 — Compatibilité a Frobenius du morphisme trace dans le cas d’une
immersion fermée relevable.

On suppose dans cette section que u, se reléve en une immersion fer-
mée u : X — ). Nous prouvons ici que le morphisme trace de Virrion est
compatible a Frobenius. Pour cela, nous construisons un morphisme trace
compatible & Frobenius puis nous vérifions que ces deux morphismes
traces sont égaux.

On note u; : X; — Y; les réductions modulo #'*! de u (de méme en
rajoutant des primes). De plus, les images directes et images inverses
extraordinaires de niveau m (sans diviseur) par u (resp. u;) seront notées

ul™ et u'™ (resp. u(m) et u(’”))

NoratioNs 2.2.1. Nous noterons Ry ) ]e foncteur cohomologique local
défini par Berthelot (voir [Ber02, 4.4. 4] Remarquons que comme X; est
lisse, ce foncteur est canoniquement isomorphe au foncteur cohomologique
local défini dans [Car04b, 2].

2.2.2. Soient M; un Dgg”—module quasi-cohérent a droite et A/; un D(;f)—
module quasi-cohérent a droite.
On a l'isomorphisme canonique :

Houi.(m(/\fi) = ualHomoyi (1o Ox,, N'y).
On en déduit I'inclusion canonique Tr : uo*Hou;(’”) (W) — N;. Lorsque N;

est Oy,-cohérent, ce dernier est le morphisme trace (voir plus générale-
ment le cas des morphismes finis voire propres dans [Har66]).
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On note T : up,(M;) — u(’”)(/\/li) = o (M @pm u}‘D(;',”) le morphisme
X; i
canonique. '
Via l'isomorphisme canonique

! ~ _
wHOU NG — g, (g Hom oy, 0. Ox,, ') Do U D(;f)),

le morphisme Homoy (0. Ox,,Ny) — I (m)(N ;) se factorise par

(m)HO NG — T (m)(N ) (on pourra consulter [Ber96a] pour la ver-
sion « a gauche »). En outre, celui-ci s’inscrit dans le diagramme com-
mutatif de gauche :

w30 (N) == Y (N)
(2221) Tﬁ ¢can
uo*ﬂ{oui(m) (N) —= N

223. On identiﬁera M; et Hu (m)uo*(/\/l) via I'isomorphisme
Hou Duo.(M;) —> M,. Avee cette 1dent1ﬁcat10n HOu (M)(Tr)

Hou " uo. HOu™ N 3) — HOuU ()

(resp. H'u '(m)(T) Hou'(muo*(/\/l ) — Hou'(m)u(m)(./\/t ))) devient l'identité de
Hou '(M)(N ;) (resp. le morphisme canonique M — HO%) (m)u(m)(/\/l ;). On
calcule d’ailleurs que le morphisme canonique M; — Hou'(mu(’")(/\/l ;) est
un isomorphisme compatible a Frobenius.

En appliquant H%« (’”) a 2.2.2.1 (et via lidentification entre les deux

termes Hu (m)uo*(/\/l ) — M,), on obtient le diagramme commutatif

}COME(’MMST)J_COME("’)(NI,) _can_ 5_(0 (’")Eg(i”)(Nl)

2.2.3.1) canj~ ﬂ\ | can

%Ou,!.('") (N;) =— F0,,0m) (N;).

1

2.2.4. Pour tout Nj € D (DY), il dérive de 2.2.2.1 et 2.23.1 les dia-
grammes commutatifs :

Eﬁu“ ()~ RL (N) "™ (N) == "R ()
\ i/c;m canj~ &\ | can
U U ui(m(N,-) — ul!-(m)(N,'),

(2.2.4.1)
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dont les fleches horizontales du haut sont, par passage de gauche a droite de
[Ber(2, 4.4.5]), des isomorphismes.

2.2.5. Soit \V € Db, (DL(T),) tel que uip(W) € Db, (DL((Tx)o%). Rappe-
lons que, d’apres [Car06b, 1.1.9 et 1.1.10], dans la catégorie des complexes
quasi-cohérents les foncteurs u' et u'T (resp. 1, et up,) sont (en omettant
d’indiquer les foncteurs oublis) canoniquement isomorphes (sur les caté-

gories de la forme LD" qc(ﬁ({)d) et LD qc(ﬁgj)d)). Avec I'équivalence de
catégories lim : LD (D) =~ Db (DL,(T).) (voir [Ber02, 4.24] ou

— Q,coh 0

[Car06b, 1.1.3]), on déduit alors du diagramme de gauche de 2.2.4.1
I'isomorphisme canonique o : MT+M!T(N Y = RL ;(N ). On vérifie en outre
la compatibilité a Frobenius de « de la maniére suivante : d’apres
l'analogue p-adique de Berthelot du théoreme de Kashiwara (voir
[Ber02, 5.3.3]), « est compatible a Frobenius si et seulement si ulT(oc) Pest.
Or, par complétion et passage a la limite sur le niveau, il découle du
diagramme de droite de 2.2.4.1 le suivant :

! ! i (@) ! T
upity 1y (N) ——> uf R} (N)
(2.2.5.1) canj~ ycan
wy (N) =——= ur-(N).

Par [Ber02, 5.3.3] (resp. [Car04b, 1.2.11]), la fleche de gauche (resp. de
droite) est compatible a Frobenius. Comme le diagramme 2.2.5.1 est com-
mutatif, on obtient la compatibilité a Frobenius de u’T(rx). D’ou celle de o.

2.2.6. On dispose des isomorphismes canoniques u,i.(m)(wyi[dyi]) -,
— wx,[dx,] compatibles & Frobenius. Il en découle u}(wy('T)[dy]) —
— wx(Ty)oldx]. Avec 2.2.5, on obtient alors I'isomorphisme canonique
compatible a Frobenius : wup, (wx((Tx)oldx]) — RI jX(a)y(TT)Q[dy]).
D’apreés [Car04b, 1.2.11], il en est de méme de Rﬂ;(wy(TT)Q[dy]) —
— wy('T)oldy]. Le morphisme canonique Trf,, que l'on définit par
composition de la fagon suivante :

22.6.1) Trh, : ur, (x(Tx)oldx]) — R (@y(T)oldy]) — oy(T)oldy],

est ainsi compatible a Frobenius.

Il dérive du diagramme de gauche de 2.2.4.1 par complétion, tensor-
isation par Q et passage a la limite sur le niveau, que Tr7,, s’inscrit dans le
diagramme commutatif
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Ty,
ur(0x("Tx)o) ——_ Z oy("T)gldy —dy]
(2.2.6.2) Y T b
o (02 (*Tx)q) —————= 0y ("T)gldy — dx],

ou Trr, désigne le morphisme trace de [Car06b, 1.2.6] qui est obtenu par
extension des scalaires via D;’Q — Dg,(TT)Q a partir de celui construit par
Virrion sans diviseur dans [Vir04].

THEOREME 2.2.7. Awec les notations de 2.2.6, les deux morphismes
Trry, Try, © ur(@x(Tx)o) — wy((Toldy — dx] sont identiques. En
particulier, le morphisme trace Try, est compatible a Frobenius.

DEMONSTRATION. En appliquant H%u}, a 2.2.6.2, on obtient le dia-
gramme commutatif :

HOup (Tif,)
HOupur (0x("Tx)o) 2 Houp(0y("T)gldy — dx])
22.17.1) 30T A HOu (Trry) I

HOupuo. (0x ("Tx )g) —on HOulp (oy ("T)gldy — dx]).

Pour tout D;(TTX)Q—module (ou complexe) a droite M, on calcule que le
morphisme canonique HO?/L!TM()*(M) — Hou’TuT+(M) est canoniquement
isomorphe a I'identité de M. La commutativité de 2.2.7.1 implique alors que
les deux morphismes H ulp(Tr7,), Houyp(Trry) : Houbur (wx((Tx)o) —
— Houp(wy("T))ldy — dx] sont égaux. Dans cette égalité, le symbole H°
étant inutile (pour le terme de gauche, cela découle de [Ber02, 5.3.3]), on
obtient ul (T, ) = uyp(Trry).

Il résulte alors du lemme 2.2.8 ci-aprés que Try, = Try,. O

Levve 2.2.8. Soient &€ Db (DL(Ty)o), F e Db, (DL(T),) tel

coh coh

que up(F) EDEOh(D;‘(TTX)Q). L’application HomDﬁoh(D} (1)) U+ (E), F) —

! ] . . ' . . .
— HomDEOh(D;-Y (TTX)(J)(/MTMT+ (&), up(F)) induite par uy est injective.

DEMONSTRATION. Soient fi,fo : up.(§) - F deux morphismes
D;,(TT)Q—linéaires tels que wh(f1) =uyp(fz). D’aprés le théoréme de
Berthelot-Kashiwara, le morphisme canonique wuz uyur (£) — ur, (€) est
un isomorphisme. Pour tout ¢=1,2, on obtient par fonctorialité f; :
ur (€)= up iy i () T gl (F) — F. Comme ub(f) = ()
il en découle f; = f5. O
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2.3 — Construction et compatibilité a Frobenius du morphisme trace dans
le cas d’une immersion fermée non-relevable.

Dans cette section, on suppose que u, est une immersion fermée.

2.3.1 (Isomorphisme de recollement pour I'image directe). Soit M €
€ D](?Oh(DT ((Tx)o?. 11 existe une base d’ouverts JNJ de ) de fibres spéciales
Y telle que, en notant X louvert de X d’espace topologlque sous-jacent

‘I(Y) et X sa fibre spec1ale le morphisme X — Y induit par u se releve
en un morphisme % : X—Y (en _effet, il suffit de prendre une base
d’ouverts affines de )). En notant 7 := Y N T, I'isomorphisme canonique
Dy (Dol = D%J(*T)Q induit le suivant

(2.3.1.1) uors (MY — ﬁh(/\/l\%’),

ou le terme de droite (i.e., 1’1mage directe dans le cas relevable) est défini
dans [Car06b, 1.1]. Siv : ¥ y est un second relévement de X — Y il en
dérive un isomorphisme

(23.1.2) i U X

vérifiant la condition de transitivité v 5 o 15,4 = T4, O W est un troisiéme
relévement.

2.3.2. On suppose que uy se releve en deux immersions fermées

: X —>Y.0Onnoter : X— X, p: X— Y x ) les morphismes canoni-
ques Soit A; un D(M)—module a droite quasi- coherent injectif. Par con-
struection dellsomorphlsme canonique 7 : ul(/\f )y = u; '(WV;) (de maniére
analogue a [Ber00, 2.1.5]), on obtient la commutativité du carré droite du
diagramme canonique :

ui(Ni) <——1' (ui(Ni)) <—=— p*(\y)
(2.3.2.1) Ty~ Ty~ |
uf (N;) <=0 (] (N;)) <=— p*(Ny).
Il en résulte le diagramme commutatif suivant :
T (N;) =—u0.p* (Ni) =—— uo.p*(N) —— T (N)
H { I H
@322  TU(N;) =—uouu(N;) — ug.td (N;)— T (N;)
I |

ngm) (Ni) <= wipttj(Ni) —= ujuf (Ni) —— Eg(m) (Ni)-

ﬁ
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2.3.3. Soit A/; un D(m> module a droite quasi-cohérent injectif. Comme
le dlagramme 2322 ‘est commutatif, I'isomorphisme de D<m) modules
Ui U W) = I (m)(/\/ ;) valable lorsque ug se reléve en une immersion
fermée u : X — ) s’étend par recollement au cas ou uy est quelcon-
que. On dlspose ainsi de l'isomorphisme canonique de D(m) modules
uosuh(N7) — LN

En prenant des résolutions injectives, on obtient alors, pour tout
N; e DgC(D(;’f)d), lisomorphisme canonique wug;ul(N;) — RI g}")(/\/ )
s'inscrivant dans le diagramme commutatif :

o up(N;) ——= Ry (N;)
(2331) \Lcan \&can

e Les isomorphismes de [Car06b, 1.1.9 et 1.1.10] s’étendent au cas non
relevable. En particulier (en omettant les foncteurs oublis), les foncteurs
upy et uyy (resp. uo; et ugr,) sont canoniquement isomorphes (sur les ca-
tégories de la forme LD]D (D(')d) et LD]O (D(')d))

e Soit N € DP h(D ('T)Qd) tel que uOT(/\/') IS Dcoh(D (TTX)Qd) On dé-
duit de 2.3.3.1 1’1somorphlsme canonique : uor; uhp(N) — R ! YN). De
maniére analogue a 2.2.5, on vérifie que celui-ci est compatible a Frobemus
En effet, le théoreme de Berthelot-Kashiwara reste valable dans le cas non
relevable, e.g., si N est a support dans X, le morphisme canonique
u0T+u{)T(/\/ ) — N est un isomorphisme (en effet, comme cela est local, on
se ramene au cas ou ug se releve et ou le diviseur 7 est vide).

e Comme u)p(wy('T)oldy]) — wx(Tx)oldx], on construit alors un
morphisme trace compatible a Frobenius en posant

2332) Trr : uors(@x(Tx)oldx]) = R (@y(T)oldyD) — oy(T)oldy].

D’aprés 2.2.7, lorsque u se releve on retrouve le morphisme trace de
[Car06b, 1.2.5,6] (grace a 2.2.7).

2.4 — Construction et compatibilité a Frobenius de lisomorphisme de
dualité relative dans le cas dune tmmersion fermée non relevable.

On suppose que g est une immersion fermée. De plus, nous suppo-
serons le diviseur 7' vide jusqu’au théoreme 2.4.4 (nous nous ramenerons
dans la preuve de 2.4.4 au cas ou le diviseur est vide).
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2.4.1. Soient M € DP h(2)<m)d) et V € ch qc(Dgé")d, @g’l)d). Par localisation
et grace au lemme sur les foncteurs way-out a droite (e.g., voir [Har66]), on
établit que le morphisme canonique

RHom~,, (M, N) — RHom~,, (M,N)&k D}
D.‘€ D(?_n) {

Som
D.i"

— Rhm RHom~ (m)(/\/l N) @k (m)

fD(m)

est un isomorphisme. De méme, en notant M, := M ®A D;”) et Nj:=

=N ®A7 D(m) le morphisme canonique RHom~ (/\/l J\/ ) ®A, Dgg‘) —

(m)

— IRHomD m)(MI, N;) est un isomorphisme. D’ou :
RHom (M, N) — Rlim RHOm 1100 (M, N
X i i

2.4.2. Soit 2 : N — N une application croissante telle que A(m) > m pour
tout m. Soit M©® ¢ LD]O (A*D(')d) tel que M™ e Dlgoh(Dg(””)d) et tel que,

pour tous entiers /' > m, M™ ®A(( ) D({'(m/))
D/'V)L <

phisme. De plus, donnons-nous N € LD]O DY, DY) tel que N e

c Dgc qC(D(A(Wl))d D(A(m))d) Comme DV (Dgg(m))d) — ng(Dg(m»d) (remar-
quons que 'on a besoin a priori d’éviter d’ajouter des singularités surcon-
vergentes, i.e., T doit étre vide), par localisation et dévissage, on vérifie

alors que le complexe

r . .
— M) soit un isomor-

coh

(2421) RHOW&@Z qc(;’*a{)d)(M(.)’N(.)) = (RHOMB({’:(”’))(M(M),N(M)))mg\

est un objet de LD]O (/I*D(')d)

En effet, comme /\/t(’"> ®;</ . ng(m/)) — M) est un isomorphisme, les

X . .
morphismes de transition sont construits pour tous m’ > m via les mor-
phismes :

2.4.22) RHom (M(m)7N(m))

S0m)
Dy

— RHom~,,  (M™ N = RHom~, , (M N,

D(/(m)) D( Am!))

La quasi-cohérence résulte alors de 2.4.1.
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2.4.3. Fixons 4 : N — N une application croissante telle que A(m) > m
pour tout m. Notons i : N — N lapplication définie par u(m) = A(m) + s
pour tout me. Soit M® LD]0 (“*@(‘)d) tel que M™ e Dgoh(@g(m»d) et tel
NA(m')

que, pour tous entiers m/’ > m, M™ gk D" — M soit un iso-

D({(m))
morphisme. D’apres le cas algébrique (1.5.1), pour tous entiers ¢ et m, on
dispose du diagramme commutatif

D (N e B (o G EN),ud ™ (ox) @, DY) (ay]
N$ ~y

P 10(+( ))Dg(m))(M'/_(m)) . Fbe}Com,D(h(m‘))(sz(j:(m))(M;(Mm)))dlo(M ))(‘DX )®% ’ D(Mm)))[dXL
i v/

(2.4.3.1)

compatible au changement de niveaux (voir le cube commutatif 1.6.14.1).
Notons ici

2 = W e+ LDLGD — LR
DY) = O )ex = LDP (XD — LDY G DYY,

ué‘l (u(ll(m)))me LDb ('u D(‘)d) N LDb (ﬂ D(O)d)

(') (]D(/l(”m)))m6 LDb (ﬂ D(')d) N LDb (ﬂ D(')d) ete.

De plus, notons co ) le systéme inductif constant de oy dans LDZ(%*D(')‘*)
(') le systeme 1nduct1f constant de wy dans LD'O ( ,u*D(')d) ete.
En appliquant le foncteur R lim au dlagramme 243.1,via24.1et24.2

on obtient la commutativité du sﬁivant :

° ° (o) (o) (o) 7 (®)

ugmg{)(pm@) HRJ—ComLDiqL( X@;.)%(MO_F(FW[’( ), ug (0 )®%ﬂ,u Dy’ [dx])
N¢ ~y

Fhuj o+ x/ S () — Fij{omLDb "

(2.4.3.2)

D’apres 2.3.3.2 et grace a 'équivalence de catégories de la forme lim :

LD'(D) cOh(D(?)d) = D'O h(D; o) (voir [Ber02, 4.2.4]), le morphisme trace Tﬁ :

(') (a)('>)[dX] — a)(')[dy], est compatible a Frobenius, i.e., le diagramme
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ci-dessous
° Try °
u? (@ [dx]) ——— o [dy)
(2.4.3.3) ~y ~y

° Tr °
Fbu0+( ;:,)[dxl]) +> Fb(');/) [dy/]

est commutatif. En appliquant _@A@}dy ,u*lA)gj) a2.4.3.3, on obtient le carré du
haut de :

. o)\ weN (@ Tr o)~ xen (@
uy) (@B, w DY ldy] ———— o & D} [dy]
~y ~y
°), ~ wn (@ Tr b o)~ v (@
Fug? (o ;?)@%9/«1 D [dx] ——F w;?@%yu D [dy]
(2.4.34) ~y ~y
° °), ~ (o Tr
Fyué)(Jr)(O)(x/))@l@HF*Fbx*D;/)[dX] T Fb ()®]L F*Fbk* ( [dy/]
~y ~y

FE (g (0$) 8, MDY ldy] — = 2R () @5, A D)) dy).

On remarque que l'on peut remplacer ®“ par ® dans la partie
droite de 2.4.3.4. On vérifie par fonctorialité la commutativité des
deux autres carrés de 2.4.34. D’ou celle de 24.34. En lui appli-
quant RHomLDh e D( )d)(u(') (Fb/\/l’(')) —), noté ici plus simplement

RHom(u(()'l (Fb/\/l’ (’)), —), on arrive au carré supérieur ci-dessous :

Rf}fom(ug:zF’M/('),uéﬁ(mg))®%wy*®;'))[dx] ]RfHom(uU adYUOR ( Doy u* D( )[dy])

~ ¥

RHom(ul) P, F2F) (u? (0 “)@L AD))) [dy] s RIom(ul) M) FE (o) 9o, D)) dy]

A P~

Rf){am(F7 RSN de(uOQ( ) )@%) ,7»* ))[dx] LN Ri}{om(F’u(,,(. M’('),Fg"Fd’(w;.,) @0y, 7»*95;2))[@]

A~ P~
F’R}Com(u(’f;)(M’('))‘u <+ (0% )(}CL DY ) [dx] FTR?(am(uOJr (M), (,) R0, 7\.*@;.,))[(1)/]4
(2.4.3.5)

Puisque les deux carrés du bas sont commutatifs par fonctorialité, 2.4.3.5 est
commutatif. De plus, comme pour 1.2.1.1, on dispose du diagramme commu-
tatif :

RHom, 5000 (45 uy) PPV, ol @0, 1D >[dy})HD<> W) (FC)
—&qc
~y NJ/
Fij—ComLD% (o @;)d)(ug(ﬁ (M/(O)) ( y @0y A D [dy] — FbD( °) <:_)(M/(°))A
qe /

(2.4.3.6)
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En composant 2.4.3.2, 2.4.3.5 et 2.4.3.6, on obtient le diagramme canoni-
que commutatif :

ué‘+) ° D(a;) (FyM/(-)) — ]D)‘(E;) o uél) (FbM/(.))
(2.4.3.7) ~¥ ~y

Foug? o D) (W#) —= FD{}) oug? (W#)).

THEOREME 2.4.4. Pour tout M € Db, (Dy(iTx)o?), on dispose de
lisomorphisme canonique fonctoriel en M

(2441) % 1 Uors © Dy (M) — Dy 1 0 ugry (M),

dit « isomorphisme de dualité relative ». Cet isomorphisme est compatible
a Frobenius, i.e., pour tout M’ € Dcoh(D;,(TTX,)Qd), le diagramme

x
uor— 0 Dy 1y (F*M') —=—> Dy 7 o uor4 (F*M')
(2.4.4.2) ~y ~y
Four, oD g, (M) —5= F'Dys ot (M),

ou les isomorphismes verticaux dérivent des isomorphismes de commau-
tation a Frobenius de l'image directe et du foncteur dual, est commutatif.
De plus, lisomorphisme 2.4.4.1 vérifie la condition usuelle de transitivité
pour le composé de deux immersions fermées.

DEMONSTRATION. Via les équivalences de catégories 1im

LD}, (D = Dy (DL(Tx)o), lim = LDP, | (DY) = coh(DT (7)), il
découle de que l'on dispose du morphlsme trace : Tryp, : “()T +(a)('))[ol 1—
— a)y)[dy] (avec les notations de 2.4.3, ici A(m) = m). De maniére ana-
logue a [Car06b, 1.2.7], on en déduit la construction de I'isomorphisme
de dualité relative 2.4.4.1. Le fait que y soit un isomorphisme est local.
On se rameéne au cas oll ug se reléve et ou 7T est vide (par [Ber00, 4.3.12]).
On retrouve alors la construction de Virrion. Le morphisme y est donc
un isomorphisme.

Traitons a présent sa compatibilité a Frobenius. Pour vérifier la
commutativité du diagramme 2.4.4.2, en appliquant le foncteur Dy a
2.4.4.2, modulo la commutation a Frobenius du foncteur dual et de
I'isomorphisme de bidualité (voir [Vir00]), il s’agit d’établir la commu-
tativité du diagramme
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(2.4.4.3) ~y ~y

ot le foncteur image directe extraordinaire est défini en 2.1.1.5. Comme les
foncteurs F”, uor, et ugp sont exacts, I'assertion devient locale. On peut
supposer que les diviseurs sont vides (par [Ber00, 4.3.12]). Via I'équivalence
de catégories induite par le foncteur lim ci-dessus (avec T vide), il existe
A : NN — N une application croissante telle que A(m) > m pour tout m, il
existe M® e LD]0 (DY) tel que M™ ¢ Db (D{"9) et tel que, pour

(m) TAm')
D(/(m)) X

vérifiant lim (M®) — M’ On conclut alors en appliquant le foncteur hm a
2437.

Concernant la transitivité de l'isomorphisme de dualité relative, on
procéde de la méme maniere pour se ramener au cas relevable sans divi-
seur, cas déja traité dans [Ber02]. O

tous entiers m' > m, M — M soit un isomorphisme et

2.4.5 (Compléments). Soit Y un ouvert de Y de fibre spéciale Y “tel que, en
notant X T'ouvert de X d’espace topologique sous-jacent u; 1Y) et X sa
fibre spéciale, le morphlsme X —Y induit par uo se releve en un

morphisme % : X—Y. Onnote T:=TnNY, T)~( =TxnX.
Pour tout M € Dcoh(D. ((Tx)o?), le diagramme

uor+ © Dz 13 (M) X Dy 1 ouors V)Y
(245.1) ~y A~
L~tf+ (M|:f) HD T OMT+(M|:£)
ou les isomorphismes horizontaux sont induits par 2.3.1.1, celui du haut
(resp. du bas) est 'isomorphisme de dualité relative de 2.4.4 (resp. de
[Car06b, 1.2.7]), est commutatif.
De plus, siv : X Y est un second relévement de X - Y on obtient le
diagramme commutatif ci-apres

V74 0Dz 7 (M|X) — Dz 7. 077, (M|X)
(2452) T 114\ Nvtﬁﬂ

U, © Dz, Ty (M\%) D%.TX ouF, (M\%%
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ol les isomorphismes horizontaux sont les isomorphismes de recollement
de 2.3.1.2.

.....

d une mmersion fermée.
On suppose que uy est une immersion fermée.

THEOREME 2.5.1. Soient M'e D%, (D!, (1Tx)o%) et N € DY, (DY, (11,9,
On dispose du diagramme commutatif :

Rﬂ'fom (TT')Q(”/OT’ (M), N') —>u0*RJ{0mD (1T, )Q(M uOT,N/)

~ ~
R om., D} (17)q (F\t”E)T’Jr(M/)?FbN/) MO*RJ{O’”D;(WX V(F M, Foull N)
~y ~y
Rﬂ-(omDQUT)Q (uor+ F* (W), FPN') — MO*RJ{()’"@;(*TX)Q (F*M, uyr FPN').
(251.1)

DEMONSTRATION. Pour construire les isomorphismes horizontaux de
2.5.1.1, on procede, via 2.4.4, comme pour [Car06b, 1.2.9] ou [Vir04, IV.4.1].
Il reste a vérifier la commutativité du diagramme 2.5.1.1 dont les iso-
morphismes verticaux sont induits fonctoriellement par F” ou par les iso-
morphismes de commutation a Frobenius de 'image inverse extraordinaire
ou de 'image directe. Afin de simplifier les notations (autrement, il s’agit de
rajouter dans la preuve des T ou Tx), supposons que le diviseur 7 est vide.
Vérifions d’abord la commutativité du diagramme canonique suivant :

Rﬂ{om(DL/ @(%JJW),N’) Rf}{om,DT/ (g, (M), N Bt D;,’Q)
v Y'.Q Yv'Q
N\LF» ~Vp
RIom,,. . (F'ufy, (M), F'N') — Rom,y; (Fuy, W), F* (N Dt D}, o))
4\N
RHomy,; (Fupy, (M), F*(N') Dt F*F"D}, o)
%N .
R%omjj-‘;@ (Fupy, (M), FPN') - Rﬂ-(om,D-;Q (FPug (M), F?(N') ®'D§Q Dy )
~¥ ~y '
Rﬂ{omD; _Q(umFb(M/),FW) - Rf}{om,D;@(u0+Fb(M’)7F’(fN’) Dt Dj o)

(2.5.1.2)
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I1 découle de la commutativité du rectangle du haut de [Car05a, 1.4.15.1] (et
par passage de gauche a droite), celle du rectangle du milieu de 2.5.1.2.
Enfin, celle des carrés s’établit par fonctorialité.

En utilisant [Car05a, 2.1.17.(iii)], on parvient au rectangle supérieur du
diagramme ci-apres :

R%om,D; o ity (M), N' @, 'D;,Q) —>N'®;f Rﬂ'(omj);,ﬂ(u6+(jv[’>7’D;/_Q)

Py P ~ ¥'Q
Ve A~ '
R¥Hom,y: (Foul (M), P> (N Dt D, o)) PN @ » F*Rﬂ-{onzD;,Q(u()Jr(M’),D;,Q)
e~ . ~VE
R¥omyy: (FPuly, (W), F*(N') Dy F'P'D], ) — = F'N @DW RHom,y; (Fuf, (M), F"F*DJ, )
A~ A~
R¥Homy,  (Futg, (W), FP(N) @ i) o) FN @Z“);Q]Rﬂ'fom@-‘; P (0, Di o)
~ ~y
RHom,y (o (W), FP(N) @51 Di o) PN @Z,‘; ; RHom,,, »Qwowb(w)m;@)‘

(2.5.1.3)

Les deux carrés I'étant par fonctorialité, on obtient la commutativité de
2.5.1.3.
En appliquant F° N’ ®‘ — a2.4.4.2, on obtient (modulo les passages

J/ Q
de gauche a droite, i.e., modulo o ®» —) le rectangle commutatif (en bas)

du diagramme suivant

N’@H;j RFHom,+ (u6+(M’),'D;,‘Q) N’®%+ ug, R¥Hom (W, ;/Q>

y'.Q Y'.Q x ) Prie
A , A
PPN @ " F”Rﬂ{omD;/ . (g (M), D, ) FON @1,;; B F*ugHJRffcorwt (WM, D% o)
~VF ~¥
PN ®f;‘: Rﬂ{om,D;_Q(F’M;H(M’),Fbw@;,@) PN z& i to "R oy Lo (o, Dl o)
b | ~yp
PN ®H“‘M‘]R3'ComD\ (F" Uy, (M), Dy ) N ®H“‘AQuUJrRﬂ'Com,D;Q(F’M',F"F*’D%x,@)
Nv , ¢N
PN Xﬂ% B R}combg@(uoﬁb(m/),@m) - PN eg?;);Q uomsfom,D;Q (FPM, D o)-
(2.5.1.4)

La commutativité du carré (supérieur) se vérifie par fonctorialité. D’ou celle
de 2.5.1.4.
En posant & := RHom (M’,DT,Q), E:=F¢E N :=FN on dis-
¥ il

pose du diagramme commutatif suivant
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N ®“‘ uy, (Rf}{om, i (WD x, Q) Py, (u(/)!N/ ®[;1, RFHom. (J\«{’,’D;, Q))
Pya x'Q ~ x'Q x'.Q ’
I I
N ®]L 1o (D [ proj uo (N’ @, . DI QL, &
Dho 0-(Dy_x Diig ) — 2 uo(ug ol "YUl )

I "

. . L
L + r \ ’
Nep; FruoDy wo®pi, &) uo- (5 (N ® F'Dyq) & D}, yxag © &)

Y. w u(,l'D; Yo
| »

N@Mo*(uolF* Yo ®‘ DH’ 0 ® &y Pl uo*(uON ® Uy F* D%,@ @ i, Yex0 ® &
D] Y0 D\(J ™ D’E' ”0 HQ ”0 D\’,,, D’E'Q
M M
N@uo*(uolF Dlo ® F'D{, 4o xn €) P9 ug. (1N @ i FrDy, ¢ l®‘ Jad D\(j,gx,Q go &)
D‘d(’ IJQ Dl“‘ MO D%Q iy Dy”“ X0

N¢ ~y
N@ll‘)f MO*(D;%}:.Q (X),D%rmg) *“{)*(WJN ® QIHIQS)D\ E)
Y0 xQ ) Dl
H H
N® ¢ o F RIom (M ‘Dx, o) uo. (uh(N) @& o F'RIom (7\/[ ’Dx, o)
Dy o x'Q Dxo 3U

M~ A~

L b T proj ! L ) b
N®DL . u0+RfH()m,D-;Q (F"M, DY ) — P ug(up(N) ®D]x@ Rf}(()m,D;Q(F M, Dk g))-

R

(2.5.1.5)

En effet, le troisiéme carré du haut est commutatif par transitivité des
morphismes de projection tandis que les autres le sont par définition de &,
&, N et/ou par fonctorialité.

En appliquant le foncteur FA\’ ®[ — a l'isomorphisme de commu-
} Q

tation & Frobenius de 1’1mage directe : F*u, RHom (M’ DT, ) —

= ug F* RHom i (M, D ) on obtient le compose de gauche du
¥ 0
troisieme terme du haut vers le troisieme terme du bas de 2.5.1.5 ainsi que
la deuxieme fleche de droite en partant du haut de 2.5.1.4. On en déduit que
le composé de droite de 2.5.1.4 est égal a celui de gauche de 2.5.1.5.
De maniere analogue au diagramme composé de 2.5.1.2 et 2.5.1.3 (sauf leur

derniéreligne), on construit le carré du haut sans g, du diagramme ci-dessous:
uo. (g N ®L RHom i (M, D;, o) — > uo(R¥Hom i (M, ug 'N'))
x'Q ’ ~ x'Q

x'Q
~y ~{ P

! L > T b !
o (F ugN' ®’D;,@ Rﬂ-fom(D;Q (FPM', Dk o)) — uo« (R?{omD;@ (F"M, FPuffN"))

-y -4

uos (uhF'N' @1532 . Rom.,; @(Fb:m', Dl o)) —> uos (Rom.,; Q(Fbaw, upF*N')).

(2.5.1.6)
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Par fonctorialité, on en déduit la commutativité de 2.5.1.6. On vérifie par
définition et fonctorialité que le composé de gauche de 2.5.1.6 correspond a
celui de droite de 2.5.1.5. En composant 2.5.1.2, 2.5.1.3, 2.5.1.4, 2.5.1.5 et
2.5.1.6, on obtient le diagramme 2.5.1 et donec sa commutativité.

COROLLAIRE ~ 252. Soient M’ € Db, (DL("Tx)oh) et N €
DEOh(DT (ThoY.  On  bénéficie de Uisomorphisme d’adjonction
adj : Homey (i1, Worrs M), N N HomD;/(TTX,)O(M”uﬁT,N ") qui s’in-
scrit dans le diagramme commutatif suivant :

Hom,D;/(W/)@ (s, (M), N') * HomD;/UTx/)@ (M, N')
~¢F7 Nva
(2.5.2.1) Hom,D-;(.;T>Q(Fbu67,+(M')7F7N/) Hom,D}(TTX)@(FbMQFmgT,N,)
~y ~y

Hom, uor+ F* (M), FPN') —*Y_ Hom, s POV ub  FON).
~ x

D;("'T)Q( ("'TX)Q(

DEMONSTRATION.  On applique le foncteur H° o RI'(Y, —) 24 2.5.1.1. O

REMARQUES 2.5.3. L’isomorphisme canonique de commutation a Fro-
benius de I'image directe a été construit de deux fagons différentes.

() La premiere, due a Berthelot (voir [Ber00, 3.4.4] pour la version « a
gauche »), se construit directement. C’est cet isomorphisme de commu-
tation a Frobenius de l'image directe que nous avons utilisé dans ce
manuscript.

(b) Une deuxieme construction existe lorsque I'on se restreint aux
morphismes propres (voir [Car06b, 1.2.12]). Elle consiste a utiliser (I'iso-
morphisme canonique de commutation & Frobenius de I'image inverse
extraordinaire et) I'isomorphisme d’adjonction entre I'image directe et
I'image inverse extraordinaire (cet isomorphisme d’adjonction n’est valable
que pour les morphismes propres) de telle fagon que le diagramme 2.5.2.1
soit commutatif. Cet isomorphisme de commutation a Frobenius de 'image
directe donne par construction la compatibilité a Frobenius des mor-
phismes d’adjonction.

Il résulte alors du corollaire 2.5.2 que ces deux constructions coyncident
dans le cas d’une immersion fermée. Nous obtenons ainsi une premiere
« unification ». L’extension raisonnable de 2.5.2 au cas des morphismes
propres (i.e., I'isomorphisme d’adjonction de 2.6.3 est compatible a Fro-
benius) garantirait une unification compléte des deux constructions. Re-
marquons enfin que la difficulté apparaissant dans la preuve de I'extension
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de 2.5.2 au cas des morphismes propres est la construction et la compati-
bilité a Frobenius du morphisme trace.

2.6 — Construction de l'isomorphisme de dualité relative dans le cas d’un
morphisme projectif non relevable.

2.6.1. Soient f : X — Y un morphisme propre de V-schémas
formels lisses, T un diviseur de Y tel que Tyx :=f 1T) soit un
diviseur de X. D’apres [Car06b, 1.2.5,6], on dispose du morphisme
trace Trr, : ur (wx((Tx)oldx]) — wy((T)oldy]l. Celui-ci est obtenu
par extension des scalaires via D;w —>D§,(TT)Q a partir du mor-
phisme trace construit par Virrion qui vérifie la condition de
transitivité usuelle. Par construction, la transitivité du morphisme
de Virrion implique alors celle de Try,. De maniére analogue a
[Ber(02, 3.5.7], il en dérive que 'isomorphisme de dualité relative noté
%t fry oDy p (M) — Dy g ofr (M) de [Car06b, 1.2.7] fonctoriel en
M e Db (DL('Tx)oY) vérifie la condition usuelle de transitivité.

DEFINITION 2.6.2. Soit f : X — Y un morphisme de k-schémas lisses.
On dit que fy est un morphisme propre quasi-relevable §'il existe un V-
schéma formel lisse X relevant X et si fy = pg o ug, ot g : X < Z est une
immersion fermée et py : Z — Y est un morphisme qui se releve en un
morphisme propre p : Z — ) de V-schémas formels lisses.

Par exemple, f; est un morphisme propre quasi-relevable §’il existe X, Y
deux V-schémas formels lisses relevants respectivement X, Y et si

e s0it fy est un morphisme projectif,
e ou soit il existe une immersion X — P telle que P soit un V-schéma
formel propre et lisse (e.g. X est quasi-projectif).

THEOREME 2.6.3. Soient X et YV deux V-schémas formels lisses, f; :
X — Y unmorphisme propre quasi-relevable entre lewr fibre spéciale (e.g. fo
est projectif), T un divisewr de Y tel que Tx := fy 1(T) soit un divisewr de X.

1. Il gwiste alors un isomorphisme canonique fonctoriel en M €
e Db, (DL(1Tx)9),

(2.6.3.1) % fors o Dxry (M) — Dy 1o fors (M),

dit « isomorphisme de dualité relative ».
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2. On bénéficie de plus, pour tout M € DP (D;(TTX)Qd) et N e

coh
€ Db (DY('T), %), de Visomorphisme canonique d’adjonction

2.63.2) adj : Homp (p (fors(M),N) — Hompy i, (M, forN).

DEMONSTRATION. 1) a). En choisissant un morphisme propre et lisse
p: Z — Y de V-schémas formels lisses, une immersion fermée uy : X — Z
telle que fy = po o ug, 'isomorphisme de dualité relative a fy est par dé-
finition le morphisme rendant commutatif le diagramme ci-dessous :

Sor+ oDx 1, (M) g >Dx 70 for+ (M)

~Y ~Y
1 1
pr+uor,+Dx 1y, (M) —— pr+Dz, 1 uor,+ (M) ——= Dx 7 por—+uor,+ (M),
(2.6.3.3)

ou Ty := py }(T) et ot les isomorphismes de dualité relative du bas sont ceux
provenant soit du cas relevable ([Car06b, 1.2.7]) soit de celui d'une im-
mersion fermée (2.4.4).

1) b). Il reste a présent a vérifier que cet isomorphisme est canonique,
i.e., qu’il ne dépend pas du choix de la factorisation de fy. Soient un mor-
phisme propre et lisse p: Z — Y (resp. p’ : 2’ — ))) de V-schémas formels
lisses, une immersion fermée uy : X — Z telle que fo = po o uo (resp. uj :
X — 7' telle que fy = p{, o ug). Le morphisme uq (resp. u;) se factorise en
I'immersion fermée ug = ug x u) : X — Z xy Z' ((Gro60, 5.4.5]) suivie de
la projection Z xy Z' — Z (resp. Z xy Z' — Z') qui se reléve en la pro-
jection ¢ : Zxy Z' — Z (resp. ¢ : Zxy Z — Z'). Comme pog=p'oq,
grace a la transitivité du cas relevable (voir 2.6.1), on se raméne au cas ol fj
est une immersion fermée (plus précisément aux deux cas ou f est égal a
Uy = Qo © Uy OU A Uy = ¢ © Ug). Supposons done que fy est une immersion
fermée et vérifions que le diagramme 2.6.3.3 o 'isomorphisme du haut est
l'isomorphisme de dualité relative de 2.4.4 est commutatif. Comme on
dispose de I'isomorphisme de bidualité (voir [Vir00]), il suffit d’établir que
le dual de 2.6.3.3 est commutatif. Comme M est isomorphe a un complexe
dont les termes sont des D;(TTX)Q-modules a droite cohérents, comme les
D;(TTX)Q—modules a droite cohérents (resp. les DTZ(T T7)o-modules a droite
cohérents dans I'image essentielle de uor., o) sont acycliques pour les
foncteurs for., for, %or-, Uor (resp. pr., pr), on se ramene au cas ol M est
un D;(*TX)Q—module a droite cohérent. La commutativité du dual de
2.6.3.3 est alors local en ). On peut donc supposer Y affine. Comme X est
alors affine, le morphisme u, se reléve. On conclut grace a la transitivité de
l'isomorphisme de dualité relative dans ce cas (voir 2.6.1).
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2). Enfin, la construction de I'isomorphisme d’adjonction de 2.6.3.2 a
partir de I'isomorphisme de dualité relative de 2.6.3.1 est identique a celle
de [Car06b, 1.2.10] (voir aussi la construction dans la preuve de 2.5.1). O
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