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Mesure invariante pour le systeme d’équations stochastiques
du modele de proie-prédateur avec diffusion spatiale

SALIHA HAMDOUS (¥) - LUIGI MANCA (**) - HISAO FUJITA YASHIMA (¥%%)

1. Introduction.

Dans sa célebre oeuvre [16], Volterra a analysé de maniére détaillée le
systeme d’équations ordinaires du modeéle de proie-prédateur, connu sous
le nom d’équation de Lotka-Volterra. Negro et Gabutti ([11], [6]) ont dé-
montré 'existence et 'unicité de la solution de ce systeme d’équations avec
diffusion spatiale dans un domaine borné de R%, d < 3. Or, lexistence et
P'unicité de la solution du systeme d’équations du modele de proie-pré-
dateur avec des perturbations stochastiques ont été prouvées dans [1] et ce
résultat a été généralisé au cas avec diffusion spatiale (voir [4]). D’autre
part, Rudnicki [13] a démontré I'existence et I'unicité de la mesure inva-
riante pour I'équation stochastique du modeéle proie-prédateur, en pré-
cisant les conditions sur les coefficients de ’équation pour I'existence de la
mesure invariante et 'extention de son support.

Le but du présent travail est de démontrer I'existence d’'une mesure
invariante pour le systeme d’équations stochastiques du modele de proie-
prédateur avec diffusion spatiale, mesure invariante pour laquelle aucune
des deux especes n’est destinée a I'extinction, sous une condition qui est
une généralisation naturelle de la condition avec laquelle Rudnicki a dé-
montré son résultat cité ci-dessus.

Du point de vue technique, nous suivons le schéma de [8], ot on a dé-
montré 'existence d’'une mesure invariante pour le systéme d’équations
pour deux espéces en compétition avec diffusion spatiale. Comme dans [8],
la démonstration du résultat du présent travail s’appuie sur les estimations
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de la solution de I'équation avec une donnée initiale et sur le théoreme de
Krylov-Bogoliubov ainsi que sur les idées du théoréme de Khas’minskii
(voir [9]). Il est bon de rappeler que, pour obtenir ces estimations de la
solution, dans le cas de deux espéces en compétition (considéré dans [8]) on
pouvait utiliser une fonctionnelle plutot simple, tandis que dans le cas de
proie et prédateur (considéré dans le présent travail), a cause de la relation
spécifique entre la proie et le prédateur (exprimée par une relation spé-
cifique entre les coefficients dans les équations) nous avons dii construire
une fonctionnelle particuliere quelque peu complexe. Pour ces estimations
on a utilisé également des idées de [14], [15], [1], [4], [5].

2. Résultat principal.

Notre étude a pour objet la population de deux especes, une proie et une
prédatrice, qui vivent dans un certain territoire D. Pour bien formuler le
probleme du point de vue mathématique, nous admettons que D est un
ensemble ouvert borné de R, d = 2 ou 3, muni de la frontiére réguliére
dD. La densité de population au point « € D et a l'instant ¢ € R de 'espece
proie et de 'espece prédatrice sera désignée respectivement par N;(¢, x) et
par Nao(t, x).

Nous allons considérer un modele stochastique de populations de proie
et de prédateurs avec diffusion spatiale, plus précisément nous envisa-
geons le systéme d’équations stochastiques dans l'espace de Hilbert
LA(D; R®)

21) dNi(t,) = [(a = BNa(t, ) — uN1 (X, )N (X, -)
+r14AN1 (X, )]dt + p;N1(t, )dW (@),
(2.2) dN3(t,-) = [(—y+ N1, ) — vN2(t, ))Na(, )

+K2AN2(t7 )]dt + /)2N2(t7 )dW(t)7

avec la condition aux limites

(2.3) VN;-%1=0 sur 0D, 1=1,2,
ol

d_ o2 B o

A:ig;a—ac%’ Ay 8—901"”’8—9@)’
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7t désigne le vecteur normal a la frontiere D de D et W(t) est un mou-
vement brownien défini sur une base stochastique

(Qv fa (ft)tZU,P)
a valeurs dans L?(D; R). On suppose que

24) o, f,7, 0,1 v, k1 et k2 sont des constantes strictement positives,

(2.5) p; et py sont des constantes non-négatives,
(2.6) W(t) est de la forme  W(t) = dnen() W),
m=1

ol {e;},r_; est une base orthonormale de L2(D) avec e,,(-) € L*(D) et
Ve,, -7 = 0 sur D pour tout m € N\{0}, W), m =1,2,---, sont des
mouvements browniens indépendants a valeurs réelles, et {4,,},,_; est une
suite de nombres réels telle que

o0

PIYAAC

m=1

2.7 = Kp<o0.

L>(D)

En ce qui concerne l'existence et 'unicité de la solution du probleme
(2.1)-(2.3) avec une condition initiale, nous rappelons que dans [4] on a
démontré que sous la condition N;(0, ) € W(}l (D) (avee 0D de classe CZet
O<h<lsid=3,h>0sid=2),logN;Q0,-) e L(D), le probléeme admet
une solution (N1, N2) et une seule dans la classe L>(0,T; W(}l (D)) avee
N; > 0. Si on construit les solutions approchées en utilisant la troncature
par rapport a la norme ||N;||zz 5, comme dans [14], avec la donnée initiale
N;(0,-) € L*(D) on peut obtenir sans difficulté la solution (N7, N3) dans la
classe L>(0, T; L*(D)). Plus précisément, on a la

PrOPOSITION 2.1.  Sous les conditions (2.4)-(2.7) le probleme (2.1)-(2.3)
avec la condition mitiale N;(0,z) >0 p.p. dans D, N;(0,-) € L*(D),
log N;(0,-) € LY(D), i=1,2, admet une solution N(t,z)= (Ni(t,z),
Ns(t, x)) et une seule dans la classe L>(0,T; L*(D)) pour tout T > 0 et
on a N;(t,z) > 0 p.p. dans D p.s. (i = 1,2) pour tout t > 0.

DEMOSTRATION. On la démontre de maniére analogue au théo-
réme 1.1 de [4] (avec l'utilisation de solutions approchées analogues a

celles de [14]). O

Notre résultat principal est le suivant.
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THEOREME 2.1.  Si les coefficients o, f, 7, J, &, v, ic;, p; (1 = 1,2) et W(t)
satisfont aux conditions (2.4)—-(2.7) et si on a

2
2.8) ﬂ(V+K0%§)<5(a—KO%),

alors le systeme d’équations (2.1)-(2.2) avec les conditions aux limites (2.3)
admet une mesure invariante i dans L*(D; R®) telle que

2.9 a({N; e H(D),i=1,2}) = g({N; > 0 p.p. dans D, i =1,2}) =
= n({log N; e L\(D), i =1,2}) = 1.

On rappelle que c’est sous la condition

2
2.10) o +2) <o _”g)
que Rudnicki a démontré dans [13] l'existence et 'unicité de la mesure

invariante avec N7 > 0, N2 > 0 p.s. pour le systeme d’équations
ANy = (o0 — ﬁNz - ,UNl)Nldt —|—p1N1dW,
dNgy = (— y 4+ 0N1 — vN2)Nadt + psNodW

ou W(t) est un mouvement brownien a valeurs réelles (il a démontré éga-
2

lement que, si u(y +%§) > oo — %), alors il n’existe pas une telle mesure

invariante). Vue la forme des inégalités (2.10) et (2.8), on pourrait consi-
dérer la condition (2.8) comme une généralisation suffisamment naturelle
de (2.10) au cas de la présence de diffusion spatiale. La condition (2.10), 4 son
tour, peut étre considérée comme version stochastique de la condition né-
cessaire et suffisante, 1y < da, pour I'existence de la solution stationnaire
strictement positive de I'équation de Lotka-Volterra pour le modele de
proie-prédateur avec les termes logistiques.

La population totale de I'espéce 7 sur le territoire D, qui est essentielle
du point de vue biologique, est exprimée exactement par la norme
INill L1 (p)- Mais pour les traitements mathématiques il nous est commode
de considérer N; comme élément de L?(D); il est évident que la norme
[INillz1p) est majorée par /mes(D)||N;l| 2 p)-

3. Démonstration de ’existence d’une mesure invariante.

La démonstration du théoréeme 2.1 se base sur 'application du théo-
réme de Krylov-Bogoliubov, qui, a son tour, s’appuie sur une estimation de
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la solution des équations (2.1)-(2.2) avee les conditions aux limites (2.3) et
les conditions initiales et utilise également les idées du théoreme de
Khasg'minskii (voir [9]). Comme I'estimation de la solution qu’on va utiliser
est assez complexe, en renvoyant sa démonstration au paragraphe suivant,
dans le présent paragraphe on va démontrer le théoréme 2.1 en admettant
le résultat de I'estimation.

Pour formuler ce résultat auxiliaire, on pose
2

6.1 Dy(N) = Z (”Ni”%Z(D) + ||10gNi||L1(D>)7
1
2 2 2
(3.2) &1(N) = Z (||VN£||L2(D) + ”VlOgNiHLZ(D))a
i—1

3.3) ZWD) = {N e LA(D;R?*)|N; > 0, log N; e L\(D), i =1,2}.

On a alors le lemme suivant.

LEMME 3.1. Il existe une fonction G : Z(D) — R telle que, en posant

3.4) A(c) =sup{GWN)|N € E(D), &y(N) >c},
on ait
(8.5) sup GIN) = A(0)< oo,
Nez(D)
(3.6) A(c) —» —o0 pour ¢ — oo,

et que, st N(t,-) = (N1(t,-), Nao(t, ) est la solution du probleme (2.1)-(2.3)
avec la condition initiale N(0,-) = Nog € Z(D), alors on ait

t t
3.7 CoEP\(N(t, -))+C'1/E<151(N(t’,-))dt’ < @(N0)+/EG(N(t’,-))dt’
0 0

avec dewx constantes strictement positives Cy, C; et une valeur réelle finie
?(Ny) (dépendante de Ny € Z(D)).

En renvoyant la démonstration de ce lemme au paragraphe 4, on expose
ici la démonstration du théoreme 2.1.

DEMONSTRATION DUTHEOREME 2.1. Comme le premier membre de (3.7) est
non-négatif, on a

t
0 < §(ND) + tA(0) + A(©) / P({@uN(Z. ) > ¢})dt’;
0
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en particulier pour c tel que A(c) <0, on a

1 ?(No)
o 40+ 70,

3.8

S

t
[ Pl ) = epyar <
0

D’autre part, de (3.7) on déduit immédiatement que

?»(No)
T

t
3.9) o % / E®((N(E, )t < A©) +
0
De (3.8)-(8.9) et de (3.6) on déduit

t
(3.10) %/P({@O(N(t’, N+ BN, ) < c})d >1—ee) VE>1
0

avec une fonction décroissante &(c) telle que

&) -0 pour c— oo.

Pour Ny € Z(D) et un ensemble borélien I" de L2(D; R?) x L}(D; R?), on
pose

Py(No; I') = P({NV1(t, ), Na(t, ), log N1 (¢, ), log N2(t,-)) € I'}),

ou N(t,-) est la solution du probleme (2.1)-(2.3) avec la condition initiale

Ni(0,) = No), i=1,2.

On définit alors
T
() =7 | Pavrat
0

De la définition de ®y(-) et @1(-) (voir (3.1) et (3.2)) on déduit qu'on a

2
vr({N € ED)IN|Zpp. g2y + D Nog Nillin gy < ¢}) > 1) VT > 1

i=1

avec une fonction décroissante &(-) telle que

&c) — 0 pour c— oo.
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C’est-a-dire, pour tout ¢ > 0 il existe un nombre C, tel que

B.11) vr({N € ZD)||IN |3 .52+

+

2
||10gNi||§Jl(D;R) <Cpph=1-¢ VI =1

=1

On rappelle qu'un ensemble borné dans H 1(D;Rz) x H! (D;Rz) est re-
lativement compact dans L2(D; R?) x LY(D; R?. Dong, compte tenu que les
estimations citées ci-dessus sont relatives a la solution (N1, N3) des équa-
tions (2.1)-(2.2) avec la condition aux limites (2.3) et une condition initiale
N;(0,2) = Ny ;(®), t = 1,2 (pour les généralités des équations stochastiques
a valeurs dans un espace de Hilbert, nous les envoyons a [3]), en vertu du
théoreme de Krylov-Bogoliubov ([10]) dans sa version complétée par le
critere de Prokhorov (voir [2], [3]; voir aussi le théoréme 1 du §1, chap. IX
de [7]), on déduit de (3.11) l'existence d'une mesure invariante v dans
LA(D;R?) x L(D;R?) pour le systéme d’équations (2.1)-(2.2) avec la con-
dition aux limites (2.3). Désignons par z et A les projections de v sur
L2(D;R2) et sur Ll(D;RZ) respectivement. Or, comme Vv est obtenue
comme limite faible d’une suite {vr, },-, et que

vr, (N1, N2), (A1, 4)) € LA(D; R*) x LN(D; R?)| 4, =log N1, A =log N»}) =1,
on a

V({(N1, N2), (41, 4p)) € LA(D; R®) x LN(D; R®)| A1 =log N1, A, =log N2 }) =1;
done on a

A{N;>0p.p.dans D, 1 =1,2}) >

> ({(log Ny, log N2) € L'(D; R*)}) = ALMD;R?) =1,

ce qui acheve la démonstration du théoreme 2.1. O

4. Démonstration du lemme 3.1.

Dans ce paragraphe on va démontrer le lemme 3.1. Pour ce faire, nous
allons introduire une fonction p(NV) et analyser la formule d’Tto appliquée a
»(N) sous une forme convenable, ce qui nous conduira a la preuve du
lemme 3.1.

Pour définir la fonction ¢(IN), on commence par l'introduction de la
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fonction U(N) pour N € (R+)2. On pose
4.1) UWN) = Uk, ks, k3, ks4; N) = kyN1 + kaNa—

—log Ny — kslog N3 + ksN1% + C,
ouk;i=1,---,4, sont des constantes strictement positives a déterminer et
4.2) C=Cppohyby = 1—

— inf (kyNi + ksNa — log Ny — kslog Na + ksN1).
NeR,)?
11 est évident que
4.3) UN)>1 VNec®R,)

et que, une fois déterminées les constantes strictement positives k;,
1=1,---,4, on peut trouver des constantes ¢; > 0,7 =1,---,5 telles que

2 2 2
44) &)Y [logN;| <UWN) <G+ [logNi|+& Y N;+sNy”

i=1 i=1 =1

V(N1,N2) € (R, ).
On remarque en outre que

On introduit maintenant

@) 90 = [ [000N: + N2 +1uN? + 1o

h. 1
D

avec des constantes z; > 1,7 =0,1,2,3, a déterminer.
Pour appliquer la formule d’Ito a la fonction ¢(N), rappelons que 'on a

8(p(N ) OUWN )

90,

1hs N fda + / U(N)dx /

PPoN)

oo ) = / (8;8: + 0y(hi + 20 hsN)fydar—+
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aZU(N) aU(N) 3U(N)
o [ 22 :
OU(N) B 1 OUN) ks
oV, =k _m+2k4Nla N, =k N
PUN) 1 PUN) ks PUN)
5~ =z T 2k, 2 T N2 =
aNZ N2 ONI N2’ ON1ON;
ol
(4.6) S =hed,  S=p

En appliquant la formule d’Ito a la fonction ¢(N) (pour la formule d’Ito
pour les processus a valeurs dans un espace de Hilbert, voir par exemple
[12]) et en intégrant par parties sur D les termes contenant 'opérateur de
Laplace 4, on obtient

@47 N, -))+/F(N(t’,-))dt’ = p(N(0,)) +
t

t
+/(G1(N(t’,-))+G2(N(t’,-))+G3(N(t’,-)))dt’+/<h(N(t',-)),dW(t')),
0

ol

4.8) F(N) = k1(h3* + h)||VN1|[22(p) + 26173 v/ N1V N1 [+

+iea (B + h2)||V N2 |2y + 1 + Kz)hoﬁé/ VN; - VNada+
1
+§ | U(N)HLl(D)(Kl | Vlog Ny ||%2(D)+2K1k4||VN1 ||%2(D)+K2k3||VI0gN2 H%,Z(DQ?

49 G = [ 1= o — DBSNiN: — hodudVE — BoV3 + hyaoN1 3.1

«(hoON1+PN2)+(h1+h3N1)(e—BNs — uN1)N? + hao( — 7 + 6Ny — vNo)N3+

4= Z (88 + 0y(h; + 261:h3N1))p;p;NiN; Z i2e

771 m=1
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1
@10) o) = U s | AV~ 50| VIog Nl +
D

+ 2K1k4 HVNl ”iz(D) + szg ||V10gN2 ||§,2(D))) P

(411) AUWN) = AU(ky, ks, k3, ks; N) =

OUN OUN
= 0;71 ) (o = BNz — uN1DN1 + 8]572 ) (= 7+ 0Ny — vN2)Na+
Pibj PUN) XS 2 5
+Z NN oNaN; 2
i,j=1 =1
OUN) OUN)
4.12) Gs(N) = / plememdx/ piNjlmende,
m 11] 1 aN 7 8N !

2
(4.13) RA(N) = Z [9(hoOoN1 + fN2) + hiN; + 6;1hsN?1p; N+

8U(N) '

/)1, i

La formule d’Ito appliquée a ¢(N) étant écrite, maintenant notre ob-
jectif est de montrer que la fonction G(V) = G1(N) + G2(N) + G3(N) vé-
rifie les conditions (3.5)-(3.6) et que, avec un choix convenable de coef-
ficients, on a Co®y(N) < p(N) et C;®d1(N) < F(N) (Cy > 0, C; > 0), ce qui
nous permettra de déduire de (4.7) 'inégalité (3.7); ainsi le lemme 3.1 sera
démontré.

Comme la démonstration de ces propriétés est assez complexe et ses
raisonnements sont quelque peu techniques, on la divise en plusieurs
étapes (les lemmes 4.1-4.5 et la conclusion de la démonstration du lem-
me 3.1). Commencons par le lemme suivant.

LEMME 4.1. Il existe des constantes strictement positives ky, ko, ks, ka,
g4 et Oy telles que

(4.14) AUy, ko, k3, ka; N) < —eq pour min(N17N2,i7i) < d4.
Ni'N;
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2
OUN) ot dea U(N)

DEMOSTRATION. En substituant les expressions de N, NN,

dans (4.11),0on a
AU (ky, ks, k3, kg; N) = —(2kyN% +k1 N1 —1)uN1 — (kb1 f— k26 +2k4fN1)N1 No+

—(lzNo—k)vNa+ (rer — ks®)N1+ (8 — k)N + 2y a+’)1212 2 N2

mm
m=1

3
—Ot+k)/+ zz/lm m*

Done en vertu de (2.7) on a

(4.15) AU k1, ke, k3, k4 N) < Wiy gy sy ey V),

ou

(4.16) '//kl,kz,kg,m(N) = *(2k4N% + kN1 — DuNy — (k1 — k26 + 2k4SN1)-
-N1Ng — (keNg — k3)vNg + (k100 — k30)N1 + (f — k2p)Na+

n Vi I
+2k4(oc+KoEl)N% —(x —KOEl)—Fkg()H—KoEZ)-

Comme les coefficients des termes de degré plus élevé du polynome
Wiy ko des oy V) €0 N1, No sont strictement négatifs, on a

4.17) Vi ks, ) — —00 pour |N|> = N? + NZ — oc;

en particulier, il existe deux constantes strictement positives Cy, i, r, &, €t
(O) telles que

(4.18) Wi kot ) < =69 i max (W1, No) > Ciy sy s -
D’autre part, on considére les fonctions
Y1(N1) = t//kl«,k27k3~,k4(N17 0), Y2(N2) = l//kl.k27k3,k4(O7N2)a
dont 'expression explicite est donnée par
YNy = —2k4ﬂN:1)) — (/lkl — 2k 00 — 21{34K0%%)N%+

2 2
(it — ko + ya)Ny — o +Ko%+k3<y+Ko%>,

Ys(Ns) = —szNz +(k3v+[)’ kzy)Nz —OC—‘rK()/)—z—l—kg(y—i-Ko )
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Pour la fonction ¥1(N1) on a le lemme suivant.

LEMME4.2. [l existe des constantes strictement positives ky, ks, ky telles
que

(4.19) sup ?1(N1)<0.
N1>0

DEMOSTRATION. Posons
Q/C4(N1) = —2k4ﬂN§ + (216406 + 2k4K0%%)N%,
Qi s (N1) = P1(N1) — Qrr, N1).

On remarque que

2
sup Qi (V1) = 2k sup [~ uN} + (o + Ko )NE).
N1>0 N1>0

Donc pour que (4.19) soit vérifiée, il suffit que

sup Qr, k,(N1) <0
N;>0
et que k4 soit choisie suffisamment petite. Or, de 'expression de Qy, x,(N1)

on déduit que cette condition soit vérifiée si

Kol

0<ky<™— U2 kyd > kiot s
v+ Ko%

Envertu de (2.8), on peut choisir deux constantes strictement positives ks et
k1, qui satisfassent a cette condition. Le lemme 4.2 est démontré. d

CONTINUATION DE LA DEMONSTRATION DU LEMME 4.1. Compte tenu de
la continuité de la fonction v, 4, 1. r,(N) et de la relation

lim ¥1(N;) = —o0,

Ni—o0

du lemme 4.2 et de la définition de ¥{(N;) on déduit qu’il existe deux
constantes strictement positives sf;) et 5? telles qu’avec les constantes k;,

ks, k4 choisies dans le lemme 4.2 on ait

Wi kodes s N1, N2) < =& pour Ny < 6.
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En ce qui concerne ¥2(N2), de son expression on déduit qu’en choi-
sissant ko de sorte que
ksv
L +p 7
y

ko
on a

i %
Ya(N2) < —ua +K051+k3(V+K0§2)<0;

ici la derniére inégalité est due au choix de k3 fait dans le lemme 4.2.
En adjoignant les inégalités obtenues, on obtient (4.14). O

LEMME 4.3.  Awec les constantes k1, ke, ks, k4 chotisies dans le lemme 4.1,
ona

(4.20) sup Ga(N)< oo,
NeZ(D)

(4.21) sup{G2(N)|N € Z(D), /U(N)dac >c}— —oc0 pour c— +oo.
D

DEMOSTRATION. De Texpression de wy, j, .5, (N) et du lemme 4.1 on
déduit que

(422) sup l//kl,kg,kg,k4(N) = f<oo,
Ne®,}

d’oti, compte tenu de (4.15), il résulte que

(4.23) sup dk1.,kz.,k3,k4(N) <00,
Nez(D)

N

ou

424) G (V) = / AUy, ko, ks, oa; N+
D

1
— 5 1| Viog Ny 720y + 2K1ka || VN1 |72y + Koks | V1og Na||72p))-

Etant établie (4.23), pour démontrer (4.20) et (4.21), on considére sé-
parément les deux cas

&4 mes(D)

i) /AU(kl,kQ,kg,m;N)dxs— —,
D
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e mes(D)

) /AU(kl,kz,k37k4;N)dx > 5
D

Dans le cas 1), de la définition de G2(NV) on déduit que

Go(N) < / Uk, ks, ks, ko Nz / AUk, kg, kg, ks N)der <
D D

< —%%(D)/U(kl,kz,k&khzv)d%
D

ce qui entraine (4.20)-(4.21).
Dans le cas 1), en utilisant la notation I” donnée dans (4.22) et en posant
Ly =2|log 4], grace a (4.14) on obtient

“YmesDys [ AUG ke ke Ndo

{Z; [log Ni|>La}
+ / AU k1, ko, k3, kg; N)dxe <

2
(>, log Ni|<Ly4}

2 2
< —egyg mes{ Z [log N;| > Ly} + I_"mes{z log N;| < Ly} <
i=1 =1

2
< —games(D) + (I' + ¢4) mes{z llog N;| < Ly},
=1
d’oti on déduit I'inégalité
2
eq mes(D)
mes logN;| < Lg} > =——"7-">0.
En vertu de I'inégalité de Poincaré il existe une constante C’' qui dépend de
&4 mes(D)
D et de

= " et satisfait a I'inégalité
204+ 1) &

2
Z [log Ni| 1y — mes(D) La <

i=1

2 2
< / (Z log Ni| — La) "dow < C’Z [V10g Ni| 12(py)-

D i=1 i=1
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Done, compte tenu de 'inégalité

/ AUk, ks, ks, ka; N)die < Tmes(D),
D

on a

2
(4.25) Gy ey e N) — =00 pour { > [[log N 1p) — o0
i=1
(pour ay, k, iy k, (V) voir (4.24)).

On remarque que dans le cas oll Z?:l |N;| est suffisamment grand,
grace a (4.17) 'inégalité du cas 7) est vérifiée. Done, en rappelant (4.4) et
(4.23), des considérations sur le cas 7) et de la relation (4.25) on déduit (4.20)
et (4.21). Le lemme est démontré. O

LEMME 4.4. 1l est possible de choisir h; > 0, 1 = 0,1,2,3 de telle sorte
que

2
4.26) Gi(N) +Gs(N) < c1 +e2 Y [INill 7oy — slIN2lIZ2m) — cal N7,

i=1
(4.27) @1(N) < ¢5F(N)
avec des constantes strictement positives ¢;, 1 =1,---,5.

DEMOSTRATION. Pour démontrer (4.26), prenons hg>1 et hy =
= (hy — 1)/32. On a alors

hodN1N5 < (ko — 1)BON1N3(BN3 + hoSN1).

D’autre part

DO —

2 00
> / (i + 6(hi + 201:hsN1)pipiNiN; Y~ 7o e doe <
i.j=1y,

m=1

< B0 1 hyst / N2de + Kohsp? / N3do+
D D

K
+ ?‘} (8% + ha)p? / NZdz + KohodBpyps / N1 Nade,
D D
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ou J;, 1 = 1,2, sont comme dans (4.6). Donc on a

428 Gi(N) < (% (hG0" + h)pf + hgd®er + o) -

. / N2das + (KohooBpyps + hooffo) / N\ Nadar+
D D

K,
+ ?0(/)'2 + ho)p2 / N3dax + (Kohgp? + hgo — h26% 1) / Nida+
D D

—(B%v + hav) / Nidx — hau / Nid.
D D

D’autre part, on a

ou

ON; FYNAL
D

N; )memdac/aN PiNjmemda <

1 oU 2 oU . \2
Sé/ﬂfnefndx /(aNiNi) dac+p§/ (a—MNj) dac],
D

Z /aN piN; )wnemdac/aN p]N Amemdi <
i,J= 1

<2 / 22 é% dx [,ﬁ / @kyN? + k1N, — 1)2dee + p3 / (ko Ny — kg)?dac |.
D D

En rappelant (4.12), on obtient

(429) Gs(N) < 2mes(D)K0 4k4p1 / Nida + dkikyp? / Nida+
+ (k3 — 4ky)p? / N2dx — 2k1p2 / Nida + pfmes(D)+
D

2pz/Nzoloc 2k2k3p2/N2dx+k3p2mes(D)
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En utlisant I'inégalité de Young ab < %az + %bz a plusieurs reprises

avec des coefficients convenables ¢ ainsi que les inégalités

IN: (172 < (mes(D))'? / Nide,  |INil|j2p) < mes(D) / Nidx
D D

et en choisissant un nombre %3 suffisamment grand, de (4.28) et (4.29) on
déduit (4.26).

On remarque que dans la démonstration de (4.26) on n’a pas déterminé
la constante /1. Done on peut choisir un nombre #; suffisamment grand de
telle sorte que

(1 + ke)leoBS <211 (S + My + o),

ce qui, en rappelant la définition de & (N) et de F'(N) et de la relation (4.3),
implique (4.27). |

LEMME 4.5.  Si on pose
GIN) = Gi(N) 4+ G2(N) + Gs(N)
(G;(N), 1 = 1,2,8, étant définies dans (4.9), (4.10), (4.12)), alors G(N) vérifie
les conditions (3.5)-(3.6).

DEMOSTRATION. De (4.26) on déduit que

(4.30) sup (G1(N) + G3(N)) < oo,
NezZ(D)

2
4.31) sup {Gi(V) + Gs(\N)|N € D), Y INil[32p) > ¢} — —o0
i=1

pour ¢ — +oo.

Du lemme 4.3 (voir aussi (4.4)) et des relations (3.1), (4.30), (4.31), on
déduit (3.5) et (3.6). O

DEMONSTRATION DU LEMME 3.1. On remarque que par la propriété des
martingales, on a

t
(4.32) E / (RN, ), dW (X)) = 0.
0
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D’autre part, les définitions de @y(N), p(N), UN) (voir apssi (4.3), (4.4))
impliquent qu’il existe une constante strictement positive Cy telle que

(4.33) Co®@y(N) < p(N) VN € Z(D).

_ 1
Done, en posant p(Ny) = ¢p(Ny) et C; = o (avec c; figurant dans (4.27)), des
5

relations (4.7), (4.27), (4.33) on déduit (3.7).
Cela étant, le lemme 3.1 résulte du lemme 4.5. O
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