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Stabilité de I’holonomie sans structure de Frobenius :
cas des courbes

DANIEL CARO

ABSTRACT - By using Christol and Mebkhout’s algebrization and finiteness theorem,
we prove that in the case of smooth curves, Berthelot’s strongest conjecture on
the stability of holonomicity is still valid without Frobenius structure but under
some non-Liouville type hypotheses.

Introduction

Soit V un anneau de valuation discréte complet d’'inégales caractéris-
tiques (0, p), de corps résiduel k supposé parfait, de corps des fractions K.
Soient X un V-schéma formel lisse, X, sa fibre spéciale, T un diviseur de X,
U Touvert de X complémentaire de Z,. Berthelot a construit le faisceau sur
X des opérateurs différentiels de niveau fini et d’ordre infini noté Das 0 ce
dernier correspondant a la tensorisation par Q (indiqué par l'indice Q) du
complété faible p-adique (indiqué par le symbole «7») du faisceau classique
Dyx des opérateurs différentiels sur X. Enfin, en ajoutant des singularités
surconvergentes le long de Zj, il construit le faisceau D (TZO)( 5 sur X (voir
[Ber96b] ou [Ber02]). On désigne par F- Deoh(D?€(|ZO)( J) la catégorie des
complexes de Dx(TZo)Q modules (toujours a gauche par défaut) a coho-
mologie cohérente et bornée munie d'une structure de Frobenius, i.e. d'un
isomorphisme D;(TZO)Q—Iinéaire de la forme F*(£) — & avec F* désig-
nant I'image inverse par I’endomorphisme (ou une puissance) du Frobenius
absolu Xy — X,.

Soit € € F-Db (DL(1Zp)). Berthelot a conjecturé (voir [Ber02,
5.3.6.D)]) que le F-complexe £ est holonome si et seulement si £ est
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holonome. Cette conjecture a été validée dans le cas ou X est une courbe
propre (voir [Car06b]) puis une courbe (voir [CT08]) et enfin une variété
projective (voir [Carllc]).

Nous nous intéressons ici a une extension sans structure de Frobe-
nius de cette conjecture. D’une part, en reprenant la caractérisation
homologique de I’holonomie de Virrion (voir [Vir00]), il est possible
d’étendre de maniere naturelle la notion d’holonomie en nous affran-
chissant de la structure de Frobenius. Cependant, si on ne fait aucune
hypothése supplémentaire qui permettent d’exclure les problémes liés
aux nombres de Liouville, la conjecture de Berthelot sans structure de
Frobenius est fausse. En effet, lorsque X, est propre, le probleme est
qu'il existe des D("Z,)-modules cohérents, Ox(1Zy),-cohérents dont
les espaces de cohomologie p-adique ne sont pas de dimension finie et
qui ne sont par conséquent méme pas D;’Q—cohérents (voir I'exemple
donné dans 4.7). Mais, nous disposons de théoremes d’algébrisation et
de finitude de Christol-Mebkhout pour les isocristaux surconvergents
sur les courbes lisses qui satisfont a certaines hypotheses de non
Liouvillité (voir lintroduction de [CMO1]). Nous résumons ces hy-
potheses de non Liouvillité via I'appellation «propriété (NL-NL)». Par
exemple, cette propriété (NL-NL) est satisfaite lorsque l'on dispose
d’une structure de Frobenius.

Dans ce papier, nous établissons que la conjecture de Berthelot reste
valable sans structure de Frobenius dans le cas des courbes pour les
complexes se dévissant en isocristaux surconvergents satisfaisant a la
propriété (NL-NL). Précisons a présent son contenu.

Soient X un V-schéma projectif et lisse de dimension relative 1, U un
ouvert affine et Z le diviseur réduit complémentaire de U dans X. On note X
le V-schéma formel projectif et lisse déduit de X par complétion p-adique,
on note Xy, Uy et Z les fibres spéciales respectives de X, U et Z. Ce papier
se compose d’une premiere partie oli nous donnons quelques rappels sur les
V-schémas formels faibles de Meredith. Par exemple, par complétion faible
p-adique de U, on obtient le V-schéma formel faible affine U,

Dans le deuxiéme chapitre, nous construisons une équivalence canoni-
que notée sp, de catégories entre d'une part les modules (tensorisés par
Q) & connexion sur U solubles au sens de Christol-Mebkhout et d’autre
part les D;(TZO)Q—modules cohérents qui sont Ox('Zy),-modules co-
hérents (cette derniére catégorie est équivalente a celle des isocristaux
surconvergents sur Ujp). Remarquons que ces premiers vivent sur le V-
schéma formel faible U’ tandis que ces seconds vivent sur le V-schéma
formel X. Pour établir une telle équivalence entre ces deux catégories de
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faisceaux, I'ingrédient technique est d’utiliser les théoremes de type A sur
les V-schémas formels faibles (du & Meredith) et sur les V-schémas formels
(du a Berthelot dans le cas affine et & Noot-Huyghe dans le cas projectif
avec un diviseur ample).

Christol et Mebkhout ont utilisé un foncteur, que 'on appelle ici
«foncteur de daguification», qui associe a un module (tensorisé par Q) a
connexion sur une variété algébrique affine et lisse sur V un module a
connexion (tensorisé par Q) sur le V-schéma formel faible affine et lisse
déduit par complétion faible p-adique. Nous étudions dans la troisieme
partie les propriétés de 'image essentielle de ce foncteur. Le résultat
central de cette partie (cela découle en fait des deux lemmes 3.9 et 3.10)
est qu'un objet de cette image essentielle est presque holonome : nous
prouvons que si £ est un module (tensorisé par Q) & connexion sur U'
qui est de plus dans I'image essentielle de ce foncteur de daguification,
alors le D;(TZO)Q-module cohérent sp +(5T) correspondant (le foncteur
sp,. est celui construit dans le deuxieme chapitre de ce travail) est a
isomorphisme pres de la forme D;(TZO)( L ®pi G, avec Gun D; ,-module
holonome. e 7

Dans une quatriéme partie, nous énoncons d’abord le théoreme d’al-
gébrisation et le théoreme de finitude cohomologique de Christol et
Mebkhout. Ce premier théoréme signifie que, quitte a faire une extension
finie de la base V, les isocristaux surconvergents sur U (ou plutot les
modules solubles selon leur terminologie) qui satisfont certaines hy-
potheses de non Liouvillité légerement plus faibles que la condition
(NL-NL) de ci-dessus sont dans I'image essentielle du foncteur de dagui-
fication. Leur théoreme de finitude se traduit par le fait que la cohomologie
du D;(TZO)Q—module cohérent associé a4 un module soluble via I'équivalence
sp,. du second chapitre est de dimension finie sur K.

Enfin, nous démontrons dans une derniere partie la conjecture de
Berthelot sous les conditions (NL-NL). L’idée est de se ramener par
dévissage au cas d’un isocristal surconvergent satisfaisant aux condi-
tions (NL-NL). Cela résulte alors (par dévissage cette fois-ci du module
holonome G ci-dessus construit dans la troisieme partie : voir la preuve
de 5.1) du théoréme d’algébrisation de Christol et Mebkhout qui nous
permet d’utiliser le troisiéme chapitre et du théoréme de finitude co-
homologique de Christol et Mebkhout. En particulier, nous obtenons
une nouvelle preuve (on remplace ici le théoreme de la réduction semi-
stable de Kedlaya par ceux cités ci-dessus de Christol et Mebkhout) de
la conjecture de Berthelot avec structure de Frobenius dans le cas des
courbes.
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Notations

Soit ¥V un anneau de valuation discréte complet d’inégales caractéris-
tiques (0, p), de corps résiduel k supposé parfait, d'uniformisante =, de
corps des fractions K. On note R la K-algébre des séries de Laurent
> hey a® A coefficients dans K qui convergent pour tout « € K tel que
|| € [ — &,7[ pour & > 0 non précisé.

Soient X un V-schéma projectif et lisse, Z un diviseur ample de X et U
Pouvert de X complémentaire de Z. On suppose U = Spec A affine et on
note j : U C X linclusion canonique. On désigne par X' et Ut les V-
schémas formels faibles lisses déduits par complétion faible p-adique de
respectivement X et U (voir [Mer72] ou 1) ; par respectivement X et 1l les
complétés p-adiques ; par Xy, Uy et Zy les fibres spéciales respectives de X,
U et Z. On suppose pour simplifier que X, est de dimension pure notée dy,.
On dispose du morphisme structural f : X — SpfV. Les morphismes
d’espaces annelés de la forme X' — X ou U' — U seront notés ¢ (voir
1.6.1). On note jo : U' c X' linclusion canonique. Sans nuire a la gén-
éralité, nous supposerons que les k-schémas sont toujours réduits.

Nous utiliserons les notations usuelles sur les D-modules arithmétiques
que nous ne rappelons pas ici (e.g., voir [Ber(02] et le premier chapitre de
[Car09]). Nous ne rappelons pas non plus les propriétés bien connues
concernant les les D-modules arithmétiques (e.g. voir le premier chapitre
de [Car09]). Le module des sections globales de faisceaux de la forme (’)1 ou
D! avec * et ? quelconques est noté O’ ou D, e.g. Oy == I'(U,O0p ),
Dy :=I'(U,Dyo), D}, , == [(U, D}, ), ete. De plus, pour tout fais-
ceau en groupes & (resp. pour tout V-module ), on pose £p :=E®y Q
(resp. Ex := E ®y K).

1. Rappels sur les V-schémas formels faibles

DEFINITION 1.1 (Complétion faible). Si B est une V-algébre, on note Bf
le complété faible p-adique de B (voir [MW68]). Par exemple, V[t, ..., tg1'

y , . N - 4 i s . .
est ’ensemble des séries entieres f = . Z iy -t a coefficients
<U,...,1q
dans V telles que, pour une certaine constante ¢, pour tout d-uplet d’en-

tiers 41,...,%g on ait cv(a;, i,) > i1 + - - - ig. Plus généralement, si B est
une V-algebre de type fini avec la présentation B = V[ty, ..., tgl/1, ou 1
un idéal de V[ti, ..., t4], alors Bt = V[t1, ..., tg1"/IVIt1, ..., t4]". Une V-
algebre f.c.t.f est une V-algebre commutative faiblement complete de type
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fini, i.e., un quotient de V[ty, ..., tg]". Un morphisme d’algebres f.c.t.f. est
une application entre deux V-algebres f.c.t.f. qui est un morphisme
d’anneaux (unitaires).

Nous adopterons les notations suivantes :

Norarion 1.2.  Soit B' une V-algébre f.c.t.f. On note By = B /nB' et,
pour tout f € BY, f désigne 'image de f dans By. Pour tout f € B, on note
BT[], la complétion faible de (BY);.

DEFINITION 1.3 (Schémas formels faibles affines). Meredith a in-
troduit dans [Mer72] la notion de schéma formel faible affine associé B,
noté Spff (B). 11 est défini comme 'espace annelé (YT, Oy) dont 'espace
topologique sous-jacent correspond & Y' =Y, = Spec B, (cet ensemble
est aussi égal & celui des idéaux premiers ouverts de B') et dont les
sections du faisceau structural Oy sur un ouvert principal Y - ou feB
est Oyi (Y, ) = Bf[f] (on calcule que cet anneau ne dépend pas du choix
du relevement f de f voir [Mer72)).

THEOREME 1.4 (Théorémes A et B de Meredith). Soient B une V-al-
gebre fetf et Y1 .= Spff (BY) le V-schéma formel faible affine associé.
Meredith a établi dans respectivement [Mer72, 3.3 et 2.14] :

1. Nous disposons du théoreme de type A : les foncteurs
M— Oy @p M et M— IT'(YT, M) sont des équivalences quasi-inverses
entre la catégorie des Oyi-modules cohérents et celle des Bf-modules de
type fini.

2. Nous bénéficions aussi de théoreme de type B : pour tout Oy:-
module cohérent M, pour tout entier i > 0, H(Yt, M) =

Ce théoréme 1.4 reste valable apres application du foncteur Q ®-, —, i.e.
avec les Oy ,-modules cohérents a la place des Oyi-modules cohérents.

DEFINITION 1.5.  Un V-schéma formel faible est un espace localement
annelé en V-algébres (YT, Oy) localement isomorphe a un V-schéma for-
mel faible affine (voir [Mer72]).

DEFINITION 1.6.  Soit P est un V-schéma de type fini. Meredith ((Mer12,
4]) construit le faisceau O} de la fagon suwante : st U C V C P sont des
ouverts affines de P, alors F(U o! p) =1, (’)p)T et I'(V, ol p) — I'(U, (’)L)
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est le morphisme canonique induit par complétion faible p-adique de
r'(V,0p) — I'(U, Op) (voir[Mer72, 1.5]). En notant P Uespace topologique
de Py = P xgpecy Spec (k), il vérifie que Uespace annelé (PT, O},) est un V-
schéma formel faible et que l'on dispose d'un morphisme canonique

1.6.1) e : (P1,0L) — (P,0p),

qu’il appelle complétion faible de (P, Op). Par abus de notation, on écrira
P! ala place de (P', O)). On vérifie de plus que Uapplication P— P! induit
canoniquement (via [Mer72, 1.5]) un foncteur de la catégorie des V-sché-
mas de type fini dans celle des V-schémas formels faibles.

ExeMPLE 1.7. Donnons un exemple des constructions de 1.6. Lorsque
B est une V-algébre de type fini et P := Spec (B) alors P! = Spff (B'). Dans
ce cas, le morphisme ¢ : P! — P est topologiquement I'immersion fermée
Spec (By)—Spec (B), le morphisme de faisceaux se déduit du morphisme
canonique de V-algébres B — B'. En générale, le morphisme ¢ se construit
par recollement.

2. Isocristaux surconvergents sur U

Comme Z est un diviseur ample de X, nous pouvons dans notre contexte
utjliser les théoremes de type A de Noot-Huyghe (voir [NHO03]) pour les
DY(1Zp)-modules cohérents :

THEOREME 2.1 (Noot-Huyghe). 1. Les foncteurs sections globales
r'x,—)et D;(TZO)Q ® DLz, induisent des équivalences quasi-inverses
entre la catégorie des DL(TZO)Q—modules cohérents et celle des D;(TZO)Q'
modules cohérents.

2. Les foncteurs sections globales I'(X,—) et Dx(1Zy)¢ ®Dy(1Z0), — W
duisent des équivalences quasi-inverses entre la catégorie des Dx(Zy)e-
modules cohérents et celle des Dx('Zy)-modules cohérents.

3. Les foncteurs sections globales I'(X,—) et Ox('Zp)o ®04(1Zy), — M-
duisent des équivalences quasi-inverses entre la catégorie des Ox(1Zy)-
modules cohérents et celle des O;(TZOL H-modules cohérents.

2.2 (Foncteur sp, ). Soit Efun Dy -module cohérent, Oy -cohérent.
On obtient un D;(TZO)Q—module cohérent en posant

sp. () :=DL(Zo)o @5, p,,  Jo-(ED).

Ce foncteur a été défini dans [Car06a] dans un contexte un peu plus général.
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Nous redémontrons et surtout affinons (via I'isomorphisme 2.5.1 qui
nous sera utile) dans notre contexte (plus facile) les résultats analogues
avec structure de Frobenius de [Car07] ou sans structure de Frobenius de
[Carllb].

2.3 (Catégories d’isocristaux surconvergents sur U).

e On note IsocT(A}{) la catégorie des A}{—modules cohérents munis d’'une
connexion surconvergente. D’apres [Ber96a, 5], cette catégorie est cano-
niquement isomorphe a celle des isocristaux surconvergents sur Uj.

e On note IsocT((’)UTHQ) la catégorie des Dy -modules cohérents,
Oypi -cohérents tels que le A}(—module cohérent correspondant via le
théoréme A de Meredith (voir 1.4) soit un élément de IsocT(A}{).

e On note Isoct(&”, Zy/K) la catégorie des D_IQ(TZO)Q—modules cohérents,
0x("Zy)-cohérents. On rappelle que pour tout G € Isoc'(X, Z, /K), G est
Dx(Zy)-cohérent et le morphisme canonique D;(TZO)Q Opyize, 9 — G
est un isomorphisme (voir [Car05, 2.2.8]). De plus, la catégorie
Isoc'(X,Zy/K) est canoniquement (via les foncteurs quasi-inverses image
directe sp, et image inverse sp* par le morphisme de spécialisation de
sp : Xg — X) isomorphe a celle des isocristaux surconvergents sur Uy /K.

2.4. On déduit des théorémes de type A de 1.4 ou 2.1 les équivalences :

e Les foncteurs sections globales I'(Uf,—) et Dyi o ®py, — (ou
Oyt .o ®a, —) induisent des équivalences quasi-inverses entre IsocT(AI{) et
IsocT(OUTHQ).

e Les foncteurs sections globales I'(X, —) et D.];:(TZ())Q ®D; (Zoe — (ou
Dx(1Z0)o ®pyizy, — ou Ox(1Zy)g ® Al —) induisent des équivalences

quasi-inverses entre IsocT(A}{) et IsocT(%,Zo /K).

PROPOSITION 2.5. Le foncteur sp.,. se factorise en une équivalence de
catégories de la forme sp, : IsocT((’)UT‘Q) = Isoc'(X, Zy/K). Pour tout
& e IsocT(OU1-7Q), on dispose en outre de l'isomorphisme canonique :

(2.5.1) I'(X,sp, (&) = rut,en.

DEMONSTRATION.  Soit &' € ISO(;T(OUT,Q). D’aprés le premier point
de 24, FEf.= F(UT,ET) c IsocT(A}{) et le morphisme canonique
Dyi o ®py, Et — &' est un isomorphisme. En choisissant une pré-
sentation finie de E' par des Dy -modules libres, via I'exactitude du
foncteur jo. sur la catégorie des Dy -modules globalement de présentation
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finie (voir [Car06a, 2.2.9.1]), il résulte du lemme des cing que I'on bénéficie de
Iisomorphisme  canonique  jo. Dyt o @b, Ef < §0.(Dyi ®p,; EN.
Comme jo.(Dyi o @ Dy E — j.(ET), on en déduit lisomorphisme
Jo«Pyto @b, ET =5 jo.(ED. Comme on dispose d’aprés Noot-Huyghe
de la formule D (" Zy), = Dyi ¢ (voir [NHO3]), il en résulte I'isomorphisme

@52)  sp (€)= DL(Zo)o @p,,  E' =Dy(Z0)o @pyizy. B

D’apres les équivalences de catégories de 2.4, on vérifie
G:=Dx(Zyq ®D(Zo)o Et e IsocT(.%,Zg/K). Il en résulte que le mor-
phisme canonique D;(TZO)Q @Dy iz, 9 — G est un isomorphisme (voir
[Car05, 2.2.8]). On en déduit 'isomorphisme :

(2.5.3) D;(TZO)Q Opizo, BN — Dx(Zo)o @pyizy, B

Avec deux équivalences de catégorie du deuxiéme point de 2.4, on obtient
Pisomorphisme dans Isoc'(¥, Zy/K) :

Dx(Z0)o @p,azp, B — Dh(Zo)o Dz, B

En composant ces trois isomorphismes, on obtient I'isomorphisme qui nous
permet de conclure :
~ T

25.4) sp,. (€N — Di(Zo)o @pi 1z, B -

REMARQUE 2.6. La catégorie IsocT(OUTHQ) est égale a la catégorie de
Christol et Mebkhout notée MLS(Oy: x) dans [CMO01] des Oyt /x-modules
localement libres de rang fini a connexion et qui soient solubles dans les
classes singulieres de Z, (voir I'introduction de [CMO01] a la page 630). Le
théoréme 2.5 fait donc le lien entre les modules solubles utilisés par

Christol-Mebkhout dans leurs théorémes de [CMO01] et les D-modules
arithmétiques de Berthelot qui sont des isocristaux surconvergents.

3. Foncteur daguification

3.1. On note MC(Oy: ) la catégorie des Dy -modules cohérents,
Oyt p-cohérents ; MC(Op ) la catégorie des Dy -modules cohérents,
Oy o-cohérents. On dispose du foncteur canonique :

(3.1.1) T : MC(Oy o) — MC(Oy: o)
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défini par £ — & := Opt o ®p10,,, & €. Ce foncteur est bien défini d’apres
le paragraphe 3.3 (plus précisément 3.3.2). Dans la suite de ce chapitre, on
se fixe £ € MC(Oyi (o) et on note &' son image par le foncteur 3.1.1. On pose
aussi £ := I'(U,€) et BN := [(U',&N).

Enoncons le théoréme de type A et B sous sa forme algébrique :

THEOREME 3.2 (Théoremes A et B). Soient Y un V-schéma affine de
type fini et Y =Y ®y K.

1. Les foncteurs M — Oy o ®o,, M et M—I'(Y, M) sont des équiv-
alences quasi-inverses entre la catégorie des Oy o-modules cohérents et
celle des Oy o-modules de type fini.

2. Les foncteurs M — Dy o ®p, , M et M I'(Y, M) sont des équiv-
alences quasi-inverses entre la catégorie des Dy o-modules cohérents et
celle des Dy -modules de type fini.

3. Les foncteurs M — Dy, @Dy, M et M— I'(Yg, M) sont des équiv-
alences quasi-inverses entre la catégorie des Dy,-modules cohérents et
celle des Dy, -modules de type fini.

4. Pour tout Oy o-module cohérent M (resp. Dy o-module cohérent
M), pour tout entieri > 0, H(Y, M) = 0. Pour tout Dy, -module cohérent
M, pour tout entier i > 0, H(Yx, M) = 0.

3.3 (Description du foncteur ). D’apres les théorémes de type A sur les
Oy o-modules ou Dy o-modules cohérents (voir 3.2), on dispose des iso-
morphismes ecanoniques :

3.3.1) Ov.o ®a, E = Dy ®p,, B E.

Comme le morphisme canonique Oy, ®,-10,, ¢ 'Dy,o — Dyio est un
isomorphisme, on en déduit les isomorphismes canoniques :

33.2) Oyt ®a, E— Dyig @py B — £

Via le théoréme de type A sur les Dy o-modules cohérents, il en dérive
DU“',Q @Dy E— E.

3.4 (Holonomie sur Yg). Soit Yx une variété sur K. Comme K est de
caractéristique nulle, on dispose de la notion de Dy,-module holonome.
Cette notion est stable par les six opérations de Grothendieck. Par défi-
nition, un Dy,-module cohérent est holonome lorsque sa variété car-
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actéristique est de dimension minimale ('inégalité de Bernstein donne une
minoration). On dispose de plus de la caractérisation suivante de I’holo-
nomie : un Dy,-module cohérent G est holonome si et seulement si, pour
tout ! # dim Yk, EmtlDYK (G, Dy,) = 0.

Par exemple, un Dy,-module cohérent qui est Oy, -cohérent est holo-
nome. Plus généralement, si Yx est une courbe alors un Dy, -module co-
hérent F est holonome si et seulement si F est Oy, -cohérent sur un ouvert
dense de Yg.

LEMME 3.5. Le Dy o-module j.(E) est cohérent. De plus, pour tout
L # dx,, Exth, (j.(£),Dx ) = 0.

DEMONSTRATION. L’assertion estlocaleen X. Onpeutsupposer X affine,
muni de coordonnées locales et Z défini par une équation locale. D’apres le
théoreme de type A sur les Dy o-modules cohérents (resp. les Oy o-modules
cohérents) énoncé dans 3.2, E := I'(U, £) est un Dy o-module cohérent (resp.
Oy o-module cohérent). Or, I'(U,Dy o) = I'{Uk,Dy,) et I'(U,Ope) =
I'(Uk,Oyp,). On note F := Dy, ®F(U1<~DUK) E & Ou, ®F(UK7OUK) Ele Dy,-
module cohérent, Oy, -cohérent correspondant.

Comme Uk est une variété sur K qui est de caractéristique nulle, comme
F est un Dy,.-module holonome (car Oy, -cohérent), alors par préservation
de I'holonomie par image directe, jx.(F) est une Dy,-module holonome.
Comme l'entier dy, est aussi la dimension de Xk, d’apres les théorémes de
type A et B, il en résulte que I'(Xk, jx.(F)) est un Dx,-module cohérent et
que, pour tout ! # dx,, Exté)XK (I Xk, jg«(F)),Dx,) = 0. Comme Dy ¢ =
= Dy, et I'(X, j.(€)) = ' Xk, jx.(F)), alors I'(X, j.(E)) est Dx o-cohérent.
La quasi-cohérence de 7,(€) nous permet alors d’en conclure que j,(€) est
Dx -cohérent. Via les théoremes de type A et B, il en résulte que
Smtlpxiu(j*(é’),DXSQ) =0 si et seulement si EthDXYO(F(X7j*(5)),DX’Q) =0.
D’ou le résultat. O

3.6. Grace au lemme 3.5, on obtient un Dy; ,-module cohérent en po-
sant

(3.6.1) JHE) :=Dxi o @prpy, €714,

DEFINITION 3.7 (Holonomie). De maniére analogue au cas algébrique
(voir 3.4), on définit dans [Carlla] la notion d’holonomie de la maniere
suivante : un D;_Q—module G est holonome s’il est D;u—cohérent et si, pour
tout entier I # dy,, Extl, (G, D} ) = 0. Contrairement & la version al-

X0 :
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gébrique de 3.4, on ne sait toujours pas construire canoniquement une
variété caractéristique associée a G (sauf d’apres Berthelot lorsque le G est
muni d’'une structure de Frobenius : voir [Ber02]). Lorsque 'on dispose
d’une structure de Frobenius, on retrouve la définition de Berthelot.

EXEMPLE 3.8. e Un D;‘Q-module cohérent qui est Ox (-cohérent (i.e.
un isocristal convergent sur X) est holonome.

o Si X est de dlmensmn pure egale al,un D% ,-module cohérent G est
holonome si HomD* (g D,( Q) =

LEMME 3.9. Awvec les notations de 3.6, le D; o-module D; 0 ®py ji(é')
est holonome.

DEMONSTRATION. La DT —coherence de G:= D;c 0 ®py '(8) se
déduit du lemme 3.5. 801t l#dx, un entier. Pour Verlfler que

Extl o (D Dyi, ]*(5) D Q) = (, on se rameéne au cas ou X est affine.
Comﬁe lextensmn Dxgo — DT ('ZO)Q est plate, cela résulte alors
de 3.5. O

LEMME 3.10. Awec les notations de 3.6, on dispose de lisomorphisme
canonique de D; (tZo)o-modules cohérents :

(3.10.1) Dy(Zo)o @, 1(€) — s, (ED).

DEMONSTRATION. Comme le morphisme canonique Oy ®;10,,, -
¢ 'Dyo — Dyi est un isomorphisme, on vérifie que le morphisme
canonique & — Dyt o ®p1py & 1(€) est un isomorphisme. Il en résulte
les isomorphismes Dy;i (,-linéaires :

J()l(] &) = Dy 0 Be1Dy 1(8) &

Comme jo, est adjoint a droite de j;', on obtient alors le premier
morphisme jo. Dy (-linéaire 51 (&) — Gor(EN — sp +(ET). On en déduit par
extension le morphisme 3.10.1 voulu. Enfin, comme la fleche 3.10.1 est un
morphisme de D&(TZ())Q—modules cohérents qui est un isomorphisme en
dehors de Z, celle-ci est bien un isomorphisme (voir [Ber96b, 4.3.12]). O

4. Conditions (DNL-NL) et (NL-NL)

Afin d'utiliser les définitions et résultats de Christol et Mebkhout, nous
supposons dans cette section que X est de dimension pure égale a 1. Nous
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rappelons dans cette section les conditions (NL) et (DNL) qui apparaissent
dans les travaux de Christol-Mebkhout dans [CM97, CM00, CMO01].

4.1 (Nombres non Liouville). Rappelons qu'un nombre « € Z, a la
propriété (VL) (i.e. de non Liouvillité) si les séries

Z j— o’ Z 4o

i200tat T % iS00t

ont un rayon de convergence égal a 1. Par exemple, on sait que les entiers
p-adiques algébriques sur Q ont la propriété (NL). On remarque que cette
propriété ne dépend que de la classe de o dans Z,/Z. Cette propriété est
intimement liée & la finitude cohomologique : un nombre o a la propriété

. . , d .1
(NL) si et seulement si 'opérateur x— — o a un indice sur 'espace Ry
(voir aussi le deuxieme point de 4.7).

4.2 (Propriétés (DNL) et (NL) de Christol-Mebkhout). Soit M un
module sur Rx muni d'une connexion intégrable soluble en 1 (voir [CMOO,
4.1.]). De tels Rg-modules se construisent par exemple par extension a
partir d’un isocristal surconvergent (voir 4.3).

e On dit que M ala propriété (DNL) si'exposant de la partie de pente
nulle de M (la notion d’exposant d'un module de pente nulle est 'objet de
[CMIT]) a des différences qui ont la propriété non Liouville (NL) (voir 4.1).
Dans ce cas, les exposants p-adiques de M sont des éléments de 7,/ "7 bien
définis.

e On dit que M a la propriété (VL) si M ala propriété (DNL) et si ses
exposants ont la propriété (NL).

DEFINITION 4.3 Soit £ € IsocT((’)Uw). Si « est un point fermé de Z,
rationnel sur k, alors Jx[x est isomorphe au disque unité ouvert. Il en résulte
que Rx = I'(Julx, j(T)O{K). Plus généralement, tout point fermé x de Z;
donne aprés extension finie V — V' a deg(x) point &’ rationnels sur k. En
ajoutant des primes pour signifier tout changement de bases via cette
extensmn finie V — V', le Rg-module associé a & en o/, ie. &, :=
r(a'ly, jq Oy )®mw{ Jog) I (U', " ne dépend pas, 2 isomorphisme prés,
du choix d’un tel 2. On le note &!. Comme la connexion de £ est surcon-
vergente, la connexion intégrable de ch induite est soluble en 1.

e On dira que &' vérifie la propriété (DNL-NL) si, pour tout point
fermé x de X, Sjc a la propriété (DNL) et EndRK((EL)>0) a la propriété
(NL).
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e On dira que &' vérifie 1a propriété (NL-NL) si, pour tout point fermé
x de X, S'% a la propriété (VL) et EndRK((SL)>0) a la propriété (NL).

e On dira qu’un objet de Isoc'(¥, Zy/K) vérifie la propriété (DNL-NL)
(resp. (NL-NL)) si 'objet (a isomorphisme pres) de ISOCT(OUi_Q) corre-
spondant via I'équivalence sp. : IsocT(OUT’Q) o IsocT(S&Zo /K) de 2.5
vérifie la propriété (DNL-NL) (resp. (NL-NL)).

On remarquera que la propriété (NL-NL) est plus forte que (DNL-NL).

EXEMPLE 44. Soit £ € Isoe!(Oyi ). Si ' est muni d’une structure de
Frobenius, e.g. en prenant le faisceau trivial Oy (, muni de la connexion
triviale, alors &' vérifie la propriété (WL-NL). En effet, on peut par
exemple consulter la preuve de [CMO01, 5.0-12] pour s’en convaincre.

THEOREME 4.5 (Théorémes d’algébrisation et de finitude de Christol-
Mebkhout). On dispose des théoremes de Christol et Mebkhout (voir
[CMO01, 5] :

1. Si & vérifie la propriété (DNL-NL) alors, quitte o faire une ex-
tension finie du corps de base K, E' est dans limage essentielle du foncteur
T de 3.1.1.

2. Si &' vérifie la propriété (NL-NL) alors les K-espaces de cohomo-
logie de de Rham p-adique

(4.5.1) Homp,, (Opi 0, €N, Extp . (Opi o, &N
sont de dimension finie.

Traduisons a présent le théoreme de finitude de Christol et Mebkhout
dans le langage des D-modules arithmétiques de Berthelot :

PROPOSITION 4.6. Si £ vérifie la propriété (NL-NL), les espaces de
cohomologie de f(sp. () sont de dimension finie sur K.

DEMONSTRATION. 1) On a : RHomp, (Opyio, &) — RIUT, —)o
RHomp,, (Opio,E"). Dapres le théoreme de type B pour les Opiq-
modules cohérents (cela se déduit de 1.4), les termes du complexe
RHomp , (Opi o, eh = Qo ®o,; &' sont acycliques pour le foncteur

r'{Ut, —). On ade plus RHomp, (AL, EY) = Q% ®, Ef.INlenrésulte:
b ’ Q

RHomp,, (O, > RHomp,, (Al E).
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1) De la méme facon, grace aussi a 2.5.1, on obtient le premier iso-
morphisme :

RHomp,, (Al,,E") = RHomp,z,, (Ox(Z0)0,sp, (€D) —
;’ RHomD.{'_Q(O%AQ7 sp+(5T))7
le dernier résultant de I'isomorphisme canonique Dx(1Z)q ®p, , Ox.0 —
0x(1Zy)o.

2) Comme l'extension Dy — D% ., est plate, comme le morphisme
canonique qu o ®pr, Ox0 — Ox o est un isomorphisme, on obtient alors
le premier isomorphisme :

RHomp, (O 0,5p, (€1) — RHomyy; (Ox0,8p, (€M) — fi(sp, (N[ dx].

3) En composant les isomorphismes de 1), 1') et 2), on obtient :
RHomp,, (Oyi ;€ — f1(sp, (EN[ - dx].

On en déduit la proposition grice au théoreme de finitude 4.5.2 de Christol
et Mebkhout. O

EXEMPLE 4.7. o Si £ est muni d’une structure de Frobenius, les
espaces de cohomologie de f, (sp +(5T)) sont de dimension finie.

e Considérons I'exemple donné par Berthelot a la fin de [Ber96b] : On
prend V=17, X = ]IAD%,, Uy = G Soit o € Zpy un nombre de Liouville,
i.e. qui ne vérifie pas la condition (NL). On considere alors l'isocristal
surconvergent £ sur Uy défini par Ox("Zy), qui est muni de la connection
V telle que V(1) = (z/t)dt. On calcule alors que le premier espace de co-
homologie de £ (le conoyau de V) n’est pas de dimension finie.

5. Condition (NL-NL) et stabilité de I’holonomie

Nous supposons dans ce chapitre que Xy est de dimension pure égale a 1.

PROPOSITION 5.1.  Soit G € Dcoh(D‘;.Q) (resp. G € Dﬁol(D;Q)) tel que les
espaces de cohomologie de f.(G('Zy)) soient de dimension finie. Alors
(1 2) € DY, (D ) (resp. G(1 Zy) € DR (DY ).

DEMONSTRATION. La preuve est identique a celle de [Car06b, 2.3.2] : si
deux des complexes d’un triangle distingué sont cohérents (resp. holo-
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nomes) alors le troisiéme l'est aussi. En appliquant le foncteur f, au
triangle de localisation de G relative a Z, il en résulte la cohérence (resp.
holonomie) de f+RF (G). Or, via le théoreme de Berthelot-Kashiwara,
cette cohérence (resp. holonomle) est équivalente a celle de RI”), f (g) Gréce
au triangle de localisation de G relative a Z,, il en résulte alors celle de Gg.OO

ProposITION 5.2. Soit V — V' une extension finie danneaux de
valuation discretes complets d’inégales caractéristiques (0,p). On pose
X Xsp) Spt(V) le V'-schéma formel lisse déduit par changement de base
etoa : X' = Xla pmjectwn canonique. Soit G un D' L (1 Zo)o-module cohér-
ent. Alors G est DQt c J—coheoﬂent (resp. holonome) si et seulement st o*(G) est
Dl(l -cohérent (resp. holonome).

DEMONSTRATION. Si G est D ;—coherent (resp. holonome), il est alors
immédiat (voir [Ber02]) que « (g) soit D cohérent (resp. holonome).

Réciproquement, supposons que o*(G) soit D -cohérent. Comme 'asser-

X0
tion est locale, on se ramene au cas ou X est affine. Posons G := I” (X,9) et

26 = dil(Zo).

0) Comme dans le cas des D-modules en caracteristique nulle, on vérifie
que le morphisme canonique Df,(TZ’ o — o D%('ZO)( - est en fait un iso-
morphlsme et que le morphisme que lon en déduit o 11)T (TZO)Q —

( Zy)o est un morphlsme d’anneaux (voir [Ber02 2.2.2]). On obtient
alns1 les extensions D (0 Z) — D (1Z), et DqE — D,{, o

I1.1) Comme g est ol (TZO)Q coherent par théoréme de type A :
r&, o Q) — D,(,(TZO)Q ®Dr (2, G- Comme le morphisme canonique
DT ®DT %(*ZO)Q — D (TZO)Q est un isomorphisme, il en résulte
@ @) = D, @y G

1.2) Or, d’apres un theoreme de type A, I'(X', 0*(G)) est DT, -cohérent.
De plus, le morphisme DQt o~ D ., est fidelement plat car il se dedu1t par
extension du morphisme V — V. Cela implique alors que G est un D\,€ a-
module cohérent.

II) Soit a une section globale de Oy et notons o’ la sectipn globale de Oy
% (120 N Xy)-co-

hérent, on vérifie
r¥y, o' @) — Dy &y T, ).

Comme o*(G) est i -cohérent, I’ (?ﬁ;,,oc*(g)) est D;, ﬁQ-cohérent et

¥,0
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I, o Q) — Di., o ®pt I'(¥',2*(G)). Via la conclusion de 1.1), il en
“al x 0

découle le premier isomorphisme :
' ~, pf ~ i
F(:‘Ew, (x*(g)) — DI;,,Q ®D;u G — D%, ®DT » (D.%‘a,o, ®D.;’.u G)

Comme I'extension D o~ D ., est fidelement plate, il en résulte que le
morphisme canonlque D% Q ®D G — I'(X,,G) est un isomorphisme.
D’apres le théoreme de type A pour les D ,-modules cohérents, cela im-
plique la Da(_)—coherence de G.

IIT) Si o*(G) est un D.T . Q—module holonome alors d’apres I'étape pré-
cédente, G est un D} -module cohérent. Comme I'extension a*lD;_’Q —
D;, O est plate, comme o*(G) est holonome, il en résulte que G est

holonome.

REMARQUE 5.3. Grace a la proposition 5.2, nous pourrons utiliser le
théoréeme d’algébrisation de Christol et Mebkhout de 4.5 dont le résultat
n’est garanti qu’apres une extension finie de la base.

DEFINITION 5.4 Soient T un diviseur de X, et G € DD, (DL(1Ty),). On dit
que G vérifie la propriété (NL-NL) §’il existe un diviseur Z’ de X tel que
U' =X\ Z' soit affine, Z) := Z' @y k > Ty et, pour tout I € 7, H'G('Z})
soit associé a un isocristal surconvergent sur U}, := U’ ®y k qui vérifie la
propriété (NL-NL).

EXEMPLE 5.5. Avec les notations de 5.4, en notant ) := X \ T, les F-
complexes G de F- Dcoh(ID;(TTO)Q) tels que G|Y est holonome vérifient la
propriété (NL-NL). En effet, cela résulte de [Ber02, 5.3.5.()], [Car06b,
2.2.12] et du fait qu'un F-isocristal surconvergent sur une courbe lisse
vérifie la propriété (NL-NL). Le théoréme ci-dessous est done une exten-
sion au cas sans structure de Frobenius de la conjecture «forte» de
Berthelot (voir [Ber02, 5.3.6.(D)]).

THEOREME 5.6 Soient Ty un diviseur de X et G EDE h(D%(TTO)Q)
satisfaisant a la propriété (NL-NL). Alors G € D? 01(DqE o)

DEMONSTRATION. Grace a 5.2 et au théoréme d’algébrisation de
Christol et Mebkhout de 4.5, quitte a faire une extension finie de la base,
on supposer qu’il existe un diviseur Z’ de X tel que U’ := X \ Z’ soit affine,
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Z,:=7"®yk DT et, pour tout | € 7, HZQ(TZ{)) soit un isocristal surcon-
vergent sur U’ ®y k qui vérifie la propriété (NL-NL) et qui soit dans
I'image essentielle du foncteur daguification de 3.1.1. D’apres 3.9 et 3.10.1,
il existe alors un D;’Q—module holonome G; tel que ng(TZ(’)) AN G(1Z).
De plus, il découle de la traduction 4.6 du théoreme de finitude de Christol
et Mebkhout que les espaces de cohomologie de f,(H'G("Z})) sont de
dimension finie sur K. Il résulte alors de 5.1 que HIQ(TZ()) est un D\T?e‘o'
module holonome. On a ainsi établi que Q(TZ[’)) IS Dﬁol(D;u). On pelit
supposer Z|, et Tj réduits. Soit Z{ tel que Z soit la réunion disjointe de
Ty et ZJ/. Comme G('Z)) — G('Z!)) (e.g. cela découle de [Car04, 2.2.14] et
du fait que G € DP (D;(TTO)Q)), on déduit du triangle de localisation de G

coh

en Z que RI Q) e D'é’oh(D;(TTO)Q). Soient u : Z”<—X un relévement de
Z) — X. Comnole Z{ NTy est vide, comme u ' (G) — RI T (G) est A
support dans Z{j, il résulte alors du théoreme de Berthelot-Kashiwara
que ©'(G) est un isocristal convergent sur 7/ (comme 7/ est de dimension
nulle, étre un Dg—module cohérent sur Z{ ou un isocristal convergent sur
Z\ sont deux choses équivalentes). En particulier, le module u(G) est
holonome (les isocristaux convergents sont toujours holonomes car leur
dual comme Db—module est le méme que comme isocristal convergent, ce
dernier n’ayant qu'un terme : voir [Car05]). Comme u est une immersion
fermée, le foncteur u, préserve I’holonomie (en effet, cela résulte du
théoreme de dualité relative et de I'exactitude de u,). On en déduit que
RI ;{,},(g) IS Dﬁol(D;_Q ). Via le triangle de localisation de G en Z}, il en dérive
que G € Dﬁol(D;’Q). O

COROLLAIRE 5.7.  Sotent Ty un diviseur de X et Gun D;(TT(])Q -module
cohérent, Ox(1Ty)o-cohérent qui vérifie la propriété (NL-NL). Alors G est
un Dic o-module holonome.
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