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Opérateurs invariants sur un immeuble
affine de type B, (n > 3)

FERDAOUS KELLIL (*) - GUY ROUSSEAU (*¥)

RESUME - On considere un immeuble 4 de type En (n > 3), différents sous-ensembles
S’ de 'ensemble S des sommets de 4 et un groupe G d’automorphismes de 4,
fortement transitif sur 4 en respectant les types. On montre que I'algébre des
opérateurs G-invariants agissant sur 'espace des fonctions sur S’ n’est pas com-
mutative (contrairement aux résultats classiques) et on donne ses générateurs. On
explicite également la structure de certaines sous-algebres commutatives.

ABSTRACT - We consider a building 4 of type E,L(n > 3), different subsets S’ of the set
S of vertices in 4 and an automorphism group G strongly transitive and type
preserving on 4. We prove that the algebra of G-invariant operators acting on
the space of functions on & is not commutative (contrarily to the classical re-
sults) and we give its generators. We give also the precise structure of some
commutative subalgebras

Introduction

Soit 4 un immeuble épais localement fini et S’ un sous-ensemble de
I'ensemble S de ses sommets. On suppose qu’il existe un groupe G d’au-
tomorphismes de 4 qui respecte les types et agit “fortement transi-
tivement” sur 4. Un opérateur K est une fonction “localement finie” sur
S x §'. Ces opérateurs forment une algébre qui agit sur I'espace des
fonctions sur S’. On s'intéresse a 'algébre (' des opérateurs G-invariants
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i.e. vérifiant : K(gu,gv) = K(u,v), Vg € G, Yu,v € S’ (¢f. préliminaires).
Ce point de vue a été adopté dans plusieurs articles antérieurs [C 01], [CM
94], [CW 04], [GL 99], [MZ 00] et [MZ 02].

Ce travail est une suite logique de notre étude précédente [K-R 07] qui
traite le cas d’'un immeuble de type Az ou B,. On s'intéresse a des cas non
classiques, c’est a dire non couverts par les résultats d’Ichiro Satake [S 63]
qui affirment que O’ est souvent commutative.

Plus précisément on se place dans le cas d'un immeuble 4, épais locale-
ment fini, de type B, (n > 3). D’apres les travaux de Jacques Tits (cf. [T 78],
[R 89; corollary 10.25] ou [W 09; chap. 27]) un tel immeuble est 'immeuble de
Bruhat-Tits d’'un groupe GG quasi-simple simplement connexe sur un corps
local non archimédien K. Ce groupe G agit fortement transitivement sur 4 en
respectant les types. Si on remplace G par son groupe adjoint G*, alors celui-
ci permute les deux types spéciaux (0 et 1) de sommets [T 78; 2.5 p. 47]. On
n’utilisera ci-dessous que les propriétés de transitivité de G et G*.

Apres une premiere partie consacrée aux résultats généraux, on s’inté-
resse, dans la seconde partie, aux sommets spéciaux (donc de type 0 ou 1).
Sans surprise I'algebre Oy (resp. O1) des opérateurs sur 'ensemble S (resp.
S1) des sommets de type 0 (resp. 1) invariants par G est commutative. Soit O
(resp. O") Talgeébre des opérateurs sur Sy U S; invariants par le groupe G
(resp. G*). On montre que O n’est pas commutative et, grace a une filtration
sur cette algebre, on en détermine des générateurs (théoreme 2.6). On ex-
plicite compléetement la structure des algébres commutatives Oy, O et O*
(théoremes 2.7 et 2.9), en particulier O* est une algebre de polynémes. On en
déduit aussi la structure explicite de 'algebre O (remarque 2.8).

Dans la partie 3, on étudie I'algébre O" (resp. O"*) des opérateurs sur
I'ensemble S,, des sommets de type n de 4invariants par G (resp. G*). C’est
techniquement plus difficile. On trouve cependant des générateurs de
l'algebre non commutative 0" (théoréme 3.8) et on prouve que l'algebre
O™ est une algeébre de polyndémes (théoréme 3.10).

Enfin dans une derniére partie, on compare ces résultats avec ceux que
P'on peut déduire des travaux classiques d’Ichiro Satake [S 63].

1. Préliminaires :

1.1 — Complexes de chambres

Un complexe simplicial d’ensemble de sommets S est un ensemble X
de parties finies de S qu’on appelle simplexes (facettes) tel que :
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1. Chaque singleton {x} pour x dans S est un simplexe.

2. Chaque partie F” d’un simplexe F' est un simplexe, une telle partie
est appelée face du simplexe initial. La codimension de F' (dans F') est
alors le cardinal de F\F".

Un morphisme simplicial d'un complexe X dans Y est une application f
de 'ensemble des sommets de X dans I'ensemble des sommets de Y qui
envoie simplexe sur simplexe. Si de plus f est bijective et f~! est un
morphisme simplicial on parle d’isomorphisme simplicial. Dans le cas ou
I'ensemble des sommets de X est une partie de 'ensemble des sommets de
Y et tout simplexe de X est un simplexe de Y, on dit que X est un sous-
complexe de Y. Alors X est un complexe simplicial a part entiére.

Un complexe simplicial est un complexe de chambres si tout simplexe
est contenu dans un simplexe maximal (chambre) et si pour toute paire
{c, '} de chambres il existe une suite appelée galerie c = cq,¢2, ..., =€
de chambres consécutivement adjacentes (i.e. telles que Vi,1<
1<m —1,¢; et ¢;;1 ont un simplexe de codimension 1 (cloison) en com-
mun). Alors toutes les chambres ont le méme nombre % + 1 de sommets, le
nombre 7 est appelé le rang du complexe.

1.2 — Complexes de Coxeter

On appelle groupe de réflexions affine essentiel un groupe W* agissant
de maniére affine sur un espace vectoriel euclidien V de dimension n tel
qu’il existe un ensemble H d’hyperplans affines (appelés murs) vérifiant :

1. W* stabilise 'ensemble de ces hyperplans ;

2. W est engendré par les réflexions orthogonales 7y pour H € H ;

3. il existe un ensemble fini @ d’éléments non nuls du dual V* engen-
drant V* tel que H est I'ensemble des hyperplans H,; d’équation
a)+k=0pourx € Petk e 7.

On peut en fait montrer que @ est alors un systéme de racines et W* son
groupe de Weyl affine, cf. [B 68].

A chaque point « on associe sa facette qui est I'intersection des demi-
appartements D, (d’équation a(v) +k >0 pour o € @ et k € Z) qui le
contiennent. Une facette minimale est réduite & un sommet; c’est l'inter-
section de » murs H,, associés a des o indépendants. Les facettes maxi-
males appelées chambres, sont les adhérences des composantes connexes
de V privé de la réunion de tous les murs.

Une facette est I'enveloppe convexe des sommets qu’elle contient.
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L’enclos d’'une partie 2 de V est l'intersection des demi-appartements
contenant Q, ¢’est une partie convexe de V. La partie Q est dite close si elle
est égale a son enclos.

On considéere uniquement le cas ot 'action de W sur V est irréductible.
Alors toute facette est un simplexe : les sommets qu’elle contient sont af-
finement indépendants. On associe a ce groupe de réflexions un complexe
simplicial appelé complexe de Coxeter affine de type W* dont les sommets
sont les sommets de V et les simplexes les ensembles de sommets d'une
facette de V. Ce complexe est un complexe de chambres de rang n. Le
groupe W induit un groupe d’automorphismes simpliciaux que I'on appelle
le groupe de Weyl de ce complexe. Un sommet a € V est dit spécial pour
W si pour tout hyperplan H € H, il existe un hyperplan H' € H paralléle a
Hettel quea € H'.

1.3 — Immeubles

Un immeuble de type W est un complexe simplicial 4 qui peut étre
recouvert par une famille de sous-complexes appelés appartements et
vérifiant :

1. chaque appartement est un complexe de Coxeter de type W ;

2. deux simplexes quelconques de A sont toujours contenus dans un
méme appartement ;

3. SiA et A’ sont deux appartements contenant une chambre c, il existe
un isomorphisme de A dans A’ fixant tous les simplexes de A et A’ en
commun.

Un immeuble est un complexe de chambres. Il existe une application z

de 4 dans {0,1,---,n} qui a chaque sommet associe son type et dont la
restriction a chaque simplexe est injective. Une cloison F est dite de type ¢
sit(F)={0,1,---,n}\{i} ;lavalence v(¥') de cette cloison est le nombre de

chambres la contenant, elle ne dépend en général que du type 7(F). On dit
que 'immeuble est épais si v(F) > 3 pour toute cloison F. Dans la suite on
note ¢; + 1 la valence d’une cloison de type i ; c’est un nombre fini si
Pimmeuble est localement fini.

Un automorphisme de I'immeuble 4 est un automorphisme simplicial
qui envoie appartement sur appartement. On dit qu'un automorphisme ¢
de 4 respecte les types si et seulement si pour toute facette F' contenue dans
un appartement A et pour tout w € W(A) tel que p(F) C A et wp(F) = F,
alors wg stabilise toute face de F.
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Un groupe G d’automorphismes de 'immeuble 4 agit fortement tran-
sitivement sur 4 'l est transitif sur 'ensemble A des appartements de 4 et
si pour tout A € A les trois conditions ci-dessous pour une paire (C,C’) de
chambre de A sont équivalentes :

1. C et C’ sont conjuguées par le groupe de Weyl W(A) de A.
2. C et (" sont conjuguées par le stabilisateur N;(A) de A dans G.
3. C et (" sont conjuguées par G (comme chambres de A).

Le groupe G agit tres fortement tramsitivement sur A si le sous-groupe
Gy de G formé des éléments conservant les types agit transitivement sur
les paires (A, C) ou C est une chambre de 'appartement A.

Soit &’ un sous-ensemble de 'ensemble S des sommets d'un immeuble.
Un opérateur K sur S’ est une fonction sur S’ x S'. L'opérateur est dit
localement fini si pour tout u € S, {ve S'/K(u,v) # 0} est fini. Le
produit de deux tels opérateurs K, K’ est alors donné par
K« K'(s,t) = > K(s,u)K'(u,t). Ces opérateurs localement finis forment

une algebre qlltn agit sur l'espace des fonctions sur S’ par (K *f)(s) =
> K(s,u)f(w). L'opérateur est dit G-invariant par un groupe G d’auto-
u

morphismes si K(gu,gv) = K(u,v), Vg € G, Yu,v € S'. Si on suppose G
transitif sur S’ alors un tel opérateur s’identifie 4 une fonction a support
fini sur G/K; ou Kj est le fixateur dans G d’'un sommet s de S'.

On considérera dans la suite des immeubles “géométriques” de type W*
dans lesquels un simplexe est remplacé par son “enveloppe convexe”. Alors
Pappartement “géométrique” associé a un appartement est isomorphe a
I'espace V sur lequel W agit (comme en 1.2). L’intersection de deux ap-
partements est une partie close de chacun d’eux. L'immeuble Z est muni
d’une métrique qui induit la métrique euclidienne sur chaque appartement
et les isomorphismes entre appartements sont des isométries. De méme
tout automorphisme de 7 agit par isométrie.

1.4 — Immeubles de type En

Plus précisément dans ce papier on va regarder le cas particulier d'un
immeuble localement fini épais de type B, (n > 3) :

Nous prendrons pour V lespace vectoriel R"(n > 3) muni de sa
base canonique (e, ez, --,e,) et du produit scalaire usuel (.,.). Soit
R={fe(1<i<n), £e; £e(1 <t<j<nm)} un systeme de racines
réduit et irréductible dans V et B = (2)1<i<, une base de R ou, pour
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1<i<n-1, 0, =e;—¢;,; et pour i=mn, o, =e,. Comme R est
irréductible, il existe wune plus grande racine o= a3+ 205+
203+ -+ 20, =1 +e. On a (o,a;) =0 pour 7 #2 et (a,00) = 1.

o
(o)
semble des vecteurs £2¢;(1 <1< n), +e;+ej(1 <i<j<m). Comme R
est réduit, il s’en suit que BY = {ay, -, 01, 20, } st une base de R. La
base duale (4;)i<i<, de B est définie par <A4;,o; >=J; pour tout
J@ <j < m), ses éléments s’appellent les copoids fondamentaux relative-

n
ment a B etvalent 1; =e; + e+ ---¢;. Le Z—modulede Rest P = > 7ZJ;
i=1

La formule o = donne pour le systéme RY des coracines I'en-

de base (¢;)1<i<,. Finalement, soit @, le sous-Z—module de P défini par
n n
Q=> 7Zda'¥ = {x eEP, x=(1, ,0y) =D aie; | > a pair}.
2€R i=1 i=1

Le groupe de Weyl W = W(R) est engendré par les réflexions
7y, o € R. Or dans R", la réflexion orthogonale r,, (i # j) échange e; et ¢;
et laisse invariants les e, d’indice k distinet de 7 et j. Ces réflexions en-
gendrent un groupe isomorphe au groupe symétrique S,. La réflexion
orthogonale 7,, transforme e; en —e; et laisse invariants les e; d’'indice &
distinet de 7. Ces derniéres réflexions engendrent un groupe isomorphe a
(7./27)", distingué dans le groupe de Weyl W. Ainsi W est isomorphe & un
produit semi-direct de S, par (7,/27)", il est d’ordre 2".n!.

Le groupe de Weyl affine W = W% R) engendré par les réflexions
affines 7, ( par rapport au mur H, ;) pour o € I et k € Z est le produit
semi-direct de W par Q. Le groupe de Weyl affine étendu est W = W x P.

Soit C la chambre fermée de Weyl définie par la base de racines B, on a:

C={r=(a1,---,a) eR" a1 > a2 >--->a, >0}
n

Les sommets spéciaux dans C sont les © = (ay,- - -, a,) € N" tels que > a;

n 1=1
pair, ou > a; impair qui correspondent respectivement aux sommets de

i=1
types 0 ou 1 dans C. Les sommets non spéciaux de type 2 avec 2 < h <n
dans C ont des coordonnées demi-entieres avec un nombre égal a h(h > 2)
de non-entiers.

Dans la suite on sera amené a choisir un sommet x = (b1, - - -, b,,) de type
0,1 oun dans V = A et on notera (j1,-- -, jn) les coordonnées de V d’ori-
gine x (j; = a; — by).

L’immeuble 4 considéré est donc réunion d’appartements isomorphes
a V. Pour un tel immeuble on sait que les valences vérifient
Qo =q1 = - -+ = Qu_1, éventuellement différent de q,. Si 4 est 'immeuble



Opérateurs invariants sur un immeuble affine de type B,(n > 3) 81

de Bruhat-Tits d'un groupe quasi-simple simplement connexe G sur un
corps local non archimédien K, on sait que g et ¢, valent g, ¢ ou ¢° ot ¢
est le cardinal du corps résiduel de K, voir les tables de [T 78] ou [W 09;
chap. 28].

2. L’algébre O des opérateurs sur Sy U Sy ¢

Soit A un appartement, x un sommet de S; NA, ¢ € {0,1} (c’'estadire x
spécial ) et C une chambre de A contenant x, il existe un unique systéme
orthonormé de coordonnées sur I'appartement A tel que & = ..o, SNC =
{.’)(,'0,.“’0,.’)6%’%’07"“0,96%"‘,’%,901"0{“70} avec T(.’)C%% ‘0.».»‘0) =k > 2, ’L'(.’)(/'O,.“_’o) = i,

©(10,..0) =1 —@. Alors {w;, ..;, [ J1 > J2 > - ! > jn > 0} estle quartier @, ¢
de A de sommet x contenant C. L’ensemble S;NA (resp. S1_;NA,

n
S NA(k > 2)) est formé des xj, ... ;, avec ji,---,jn € Z et > j, est pair
p=1

(resp. ji,+ -+, jn € 7 €t Y jp Impair, jr, -+, ju € 57 et §{jp | jp & 7} = k).
p=1

n

2

On note Vj, ... ;, (x) 'ensemble des points x;, ... ;, associés aux différents
choix de A et C tels que « € C C A; cet ensemble est fini car 'immeuble est
supposé localement fini.

L’ensemble S; (resp. S1_;, Sp(k > 2)) est réunion disjointe des

n
.‘/jlv'”vj‘)l(x) avec jl 2]2 2 e 2]% Z Oajla e 7j’l’L eN et Z]p est pair
p=1

(resp. j1,- -+, Jn € Net ijlmpalr,jl,~~,]n€§1\ et #{jp | Jp € N} = k).
p=1

Ces ensembles sont les orbites de G, (fixateur de x dans G) dans
S; (resp. S1_;, Sk). Pour tout sommet spécial s et tout s; dans
S NAk > 2), {s,s;} est une aréte si et seulement si s = s+ (g1, -, &)
1
i.
sur (SoUS7) x S pour 7€ {0,1},

1 .
oug =0ou=+ 5 (avec fi{e, | & # 0} =k ) i.e. ||sk — S|l =
On définit des opérateurs K;l i
1 R
J1y yJn € QN’jl >jo > -+ >Ju > 0 (et nombre de non-entiers # 1) par :

situw)=tietveV ., @)

. 1
K;l«"':jn(u’,v) - { 0

sinon.

Dans le cas ot j1, -+, Jn € N, 51 > j2 > - > 7, > 0, les opérateurs K]l1
operent sur Sy U Sy.

':jn
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On note O 'algebre des opérateurs sur Sy U Sy invariants par le groupe
G fortement transitif et respectant les types. Ainsi 'algébre O admet pour
base les K et KI . (ji,--,ju €N, j1 >j2 > -+ >j, > 0). Comme
le support de K]OI7KJ11 est différent du support de Kjl1 jK]OI i
l'algebre O est non commutative.

On veut maintenant déterminer les générateurs de O. Pour cela on
définit d’abord ci-dessous une relation d’ordre compatible avec I'addition
dans R".

On note :

Ct=Ryle1 —e) D Ro(ez —e3) B - @ Royey.

On a Ct={yecR"|(x,y)>0,VeecC} et C={ycR"|(xy) >0,
Y & € C*}. On pose par définition :

x<, yesy-weclh
En particulier pour x = (%1, --,%,) ety = (Y1, --,y») € R" ona:

xgcA Y= (y1 > x1) ou (y1 =1 et y2 > a2) OU1,...,
ou (Y1 =1, Yn-1 = Tn—1,Yn > Ln);

done <, implique l'ordre lexicographique sur R".
D’apres un résultat classique (¢f. [B 68], VI § 1 proposition 18) on a :

yeC=vVweW, wy <, vy.

PropoSITION 2.1.  Si on pose, pour x € R", dx) =WenNCona :

Va, y € R"; o +y) <., o)+ ().

DEMONSTRATION. En effet soit w € W tel que w(x + y) € C et soient
w,w' €W tels que wx € C et w'y € C. Alors pour tout wy € W on a
wo(w'x) <, w'x. En particulier pour wy = ww'~! on obtient wax <. ww.De
méme wy = ww'"' donne wy <. w"y. Il gen suit que ww+wy =
wx + ) <. w'x + w'y. Ainsi on a le résultat. O

CONSEQUENCE. Pour x,y € R" posons d(x,y) = 6(y — ). On définit
ainsi une application J : R" x R" — C qui est invariante par le groupe de
Weyl affine W* (ou le groupe de Weyl affine étendu W% = W ix P). La
proposition 2.1 montre I'inégalité triangulaire :

o(x,z) <pr 0w, y) + oy, 2).
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Comme § est invariante par W* elle peut étre définie de maniére in-
trinséque, sur tout appartement de 'immeuble et méme sur I'immeuble car
deux appartements contenant x et y sont isomorphes par un isomorphisme
fixant x et y.

Pour x € (SoUS1)NA et (j1,---,ju)eCNSonasecV . ;@) siet
seulement si d(x,s) = (J1,- -, Jn)-

On a é(x,y) = oy, x),Va,y € Z, car —Id est dans W.

ProposITION 2.2. Linégalité triangulaire est vérifiée dans lim-
meuble :
V,y,z €15 o(w,2) <cv o,y) + 0y, 2).

DEMONSTRATION. Il existe un nombre fini de points ¥y =
Y, Y1, -, Yn = 2 du segment [y, z] tel que, pour touts =1,---,n, &,y 1,¥;
soient dans un méme appartement. Dans cet appartement on a
3w, y;) <pv O,y 1)+(5(y1 1,Y;) daprés la proposition 2.1. Donc

o, z) <qr o, y)+ Zé(yl 1,¥:). Mais les pomts Yo=Y, Y1, " Yn =2

sont alignés dans un meme appartement, done Z oWi_1,y:) =0y,z). O
=1

REMARQUE. On sait que ce résultat se généralise a tout immeuble
affine.

DEFINITION 2.3. Le terme dominant dun élément mon nul

K=Y a;1,~-, ]Kj‘lj de O est léléement dom(x) de O obtenu en rem-
placant chaque a}h,_,’jn par 0 des qu’il existe (jy,---,7,) strictement
supérieur a (ji, - - -, Jn) tel que aj} o #£0.

1 In

ProposiTION 24. Pour ©1=0 ou 1, j1,- -, jn €N, j1 >jJg >+ >
Jn>0,0na:

dom(Ki . K. 27 g

J1sJ2s s Jn i A, J1Hin,Jet a2, Jut e

oui+ Y. jpestlaclasse de i+ j, modulo 2.
P P
K Z J/)

o Jn ey

Z]P

DEMONSTRATION. Par définition la valeur (K? " )(s,t) en

(s,t) € S x S de ce produit est ZK? y (s u)K (u t). Ceci est non

nul si et seulement sis € S;, t € S et il existe u € S

i+ Cptip) Zp
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que u € Vj ..;(s) et t € V; ..; (w). Par un bon choix de la chambre fon-
damentale d’origine s les coordonnées normalisées de u sont (j1,- -, jn),
les coordonnées de ¢ normalisées par rapport a » sont (iy,---,1%,). Cela
signifie que do(s,u) = (j1, -+, jn) et ou,t) = (i1,---,1,). D’apreés la pro-
position 2.2 d(s,t) <. (&1 +J1,- -, % +Jn). Autrement dit apres renorma-
lisation les coordonnées de t sont de la forme (j,---,j,) avec
Gy <. (j1+1%, -,Jn+1,). De plus pour s=(0,---,0) et
t=(j1+1%1, - ,Jn+1), il existe un unique u €Z tel que d(s,u) =
(j1,-++,Jn) et O(u,t) = (i1, - -, iy), puisque ce u est forcément dans I'enclos
LKy g

.jl +i1 «,j2+7.'2>“‘7]-n+7:n :

de s et t. Done dom (K}

! ]Z 11,125 Jin

O

DEFINITION 2.5. Le degré de l'opérateur K!

1 dn eStjl + e +jn e N.

THEOREME 2.6. Pouric {0,1}, k > 1, on note : L. = K!

1,41 .0-0°

uE -k k

)
1. dom (K} L it L 1,

2. Les opemtemﬂs Lt pouri€{0,1} et 0 <k < n engendrent Ualgébre O.

DEMONSTRATION. 1. S’obtient en appliquant la proposition 2.4.

2. S’obtient facilement par un raisonnement par récurrence sur le degré
i
de I{jlv“‘-,jn : D
NoTATIONS. On note

Ly =Lj +Lj, K}, __; =Kj

15050 1 ‘\.717,

+Kj .

J1 5 dn”

Un opérateur K de O est dit symétrique si K(s,t) = K(,s),
Vs, t € Sp U Sy. L'opérateur Kl j, pour J1,++, Jn € 7 est symétrique si et
seulement si son degré est palr c’est clairement une condition nécessaire
car sinon son support est S; x S;_; etona K;l s = K};‘ (s, D et cest
suffisant car on a vu que J(s,t) = J(¢, s).

L’espace vectoriel O° des opérateurs invariants symétriques a pour
base les Ki j, de degré pair et les K} . de degré impair.

Le sous- espace vectoriel O de O de base les K; . estformé des opé-
rateurs “tres symétriques” ou “P-invariants”, c est a dire invariants par le
groupe affine étendu W% = W x P. C’est'algébre des opérateurs sur Sy U S;
invariants sous le groupe G* trés fortement transitif, transitif sur Sp U Sj.

THEOREME 2.7. L’algebre O est commutative, c’est lalgebre de poly-
nomes C[L3,---,L’]
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REMARQUE. Lacommutativité de O* est un résultat de Parkinson [P 06].

DEMONSTRATION. L’algébre O est formée d’opérateurs symétriques,
elle est donec commutative. Pour ay,---,a, € N, on voit facilement que

le terme dominant de (L))" ---(L;)™ est K; ..\ 1o ayioray.a» 108
variables Lj,---,L’ sont donc algébriquement indépendantes et
O =CIL;, -+ L7 O

L’algebre O est la somme directe des quatre sous-espaces vectoriels :
0p =0, 0, =0, 0" et O,

ot O est formé des opérateurs de support dans S; x S;. Pour K € O
et i,j€{0,1} on note |K|(resp.;|K, K|) sa restriction a &;x
Sj(resp. S; x S, S x §;) prolongée par 0 en dehors. L’application
K+ i|K]|; est la projection de O sur O,

Malheureusement O n’est pas une algebre : Ly = K7, € O et
Li =K}, o+Kig.o€ 0O CO% mais LYL; est non nul et son support est
dans Sy x Sy il ne peut donc étre symétrique.

Comme une base de O est formée des K;1
O = |O" & 1]|O" avec la relation :

KK sit+ 1 + deg(K) = 0[2]
0 sinon ’

_ . *
‘7]‘% _Z|Kj11“'aj?7’ on a

GG IR = {

si K et K’ sont des mondmes (ou plus généralement si tous les monémes de
K ont des degrés de méme parité).

REMARQUE 2.8. Cette relation de composition des ;|K et la structure
de Ualgebre OF décrivent entierement la structure de Ualgebre O.

Par restriction a S;(@ = 0 ou 1), 'algébre O; des opérateurs sur S; in-
variants par G est contenue dans ;|O* et on a :
0; = {;|K/K € O" et tous mondmes de K ont un degré pair.}
La relation ci-dessus sur la composition des ;|K permet de montrer :
THEOREME 2.9. L’algebre O; est commutative et isomorphe (par

K—;|K) a la sous-algebre O** de O* = C[L}, - -, L] formée des éléments
de degré pair.

N.B. On rappelle que le degré de L]’f est J.
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3. L’algébre 0" des opérateurs sur S, :

Soit A un appartement, % un sommet de S,, N A (c’est a dire u est de
type n), la chambre de Weyl C,, de sommet % est déterminée par :

Cu = {(]17;]%) S Rn |]1 2]2 > "'jn > 0}3 et Cumsn = Cumzn

pour un systéme de coordonnées (jy,- - -,j,) d’origine u.
Il existe un systeme de coordonnées (xy, - --,a,) d’origine un sommet
L. , 1 1 o1
spécial us dans lequel » a pour coordonnées (2, e ,2> alorsa; =7; + 5 et

1
la chambre C,, est {(901, k) X X > >y, > 5 } Le fixateur W¢

(dans le groupe de Weyl affine W* =W x Q) de u contient les per-
mutations et les changements de signes des j; (avec un nombre pair de
changements de signe). En effet W contient toutes les permutations et
tous les changements de signes des x; (¢f. [B 68] ou encore § 1 pré-
n
liminaires), mais Q = {(oh, cean) €ZN Y ay pair} et le changement de
i=1
signe j;— —j; (autres j fixés) correspond a la transformation
(9617 T axn)’—)/ri(xla T 790%) = (mla sy i1, 1- Liy L1y 79671)-
Done, a G, pres, tout sommet v € S est dans C), = C, Ur,(C,) =
{(g1, 5 Jn) |J1>J2 > -+ > ju_1 > |jul|}- Pour choisir entre la coordonnée

. . . . . 1 1
Jn OU —Jju, on décide par convention que <2, e ,2> est de type 1 et

1 1
<§ S _§> est de type 0 (i.e. t(us) = (— 1)").
On dit que v € Vj, ... j,(u) avec j; > j2 > --- > |j,| 8l existe g € G, tel
que gw)=u-+ (1, -,ju). L'ensemble S, est réunion disjointe des

Vi, @) (pour (Ji,- -, jn) € C, N Z") qui sont les orbites dans S, du fi-
xateur G, de u dans G. De méme S, 2 <k <n —1) (resp. Sy ou Sy) est
1 n
réunion disjointe des Vj, .., (w) pour (ji,---,jn) € C; N (E Z) et le
n 1
nombre de j; entiers égal a k (resp. égal 4 0 et n + > (ji +§> pair ou
impair). 1\ =1
Pour (j1,---,jn) €C, N <2 Z> les opérateurs K;jn sont définis sur
S par : o

1 sitw)=netveV. ;@

K (u,v) =
Jrendn 2 0 sinon
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On note aussi L} = K"
k 1,1 0,0

(pour 0 <k <m)et Ly =Ki ; ;.

k

L’algebre O" des opérateurs sur S, invariants par le groupe G forte-
ment transitif et respectant les types a pour base les K . pour
(jl; e ajn) € C; N Zn

Pour (j1,--+,jn) €C,NZ" onav eV . ;@ v=u+ji, )
(avec des coordonnées normalisées par rapport a %) <= wu=v+
(—J1,++,—Jn) et par W2 on a u=v+ (ji, -, Ju-1,(—1)"j,), mais si
on veut des coordonnées normalisées par rapport a v cela donne
w=v+ (1, juet, (= 1" Ainsi on a we Vi js@) <=u €

. n n
Vi i (e (0), autrement dit Ky (u,v) = K s 1)],,Meg(_,)j_n(Q) u).

En particulier si n + deg(j) est pair ou si j, =0 l’operateur K]’f ;. est
symétrique.

On veut déterminer les générateurs de 'algeébre 0". En utilisant le
préordre lexicographique sur (ji,---,Jn_1,|Jx|), on définit le terme do-
minant d’un élément de O" (ou plus généralement d'une combinaison li-
néaire des K]’j jw,) comme en 2.3.

sIn

ProposITION 3.1. Si (j1,---,jn) €C,NZ" ona

n n n
dom(Kj; _; Ky . 10) = Kj 1, 41,

DEMONSTRATION. K’? . K”mlo(s t) = ZK?L . (s,u)K”A_,w(u,t).

Or K} lo(u ) £A0<—=uettecS,etil ex1ste une galerie Cy, C; tel que
u € Cy et t € C;. 1l existe alors un appartement A contenant s, Cy ( et par
suite u) avec ou bien A contient s, Cy et ¢ ou bien la rétraction py (t) = u (C
est la chambre de sommet s dans la chambre de Weyl fondamentale). Les ¢
possibles sont alors s + (j1 + M1, - - -, jn + M) avec :

(m; =00u *+1et#{m; #£A0} =n—1)ou (m; =0 Vi).

Méme apreés renormalisation elles sont toutes inférieures a s+
(j1+1,--,ju1+1,7,).Depluspour sett =s+ (jy + 1, ju1 + 1,750)
on a un unique u car cet u doit appartenir a 'enclos de s et ¢. D’oui le
résultat. O

DEFINITION 3.2. Pour 1,5 € {0,1,---,n} on définit lopérateur M
sur S par :

M (u,v) = {(1) $1 1) =1, ©(0) =] et {u,v} aréte

sinon
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PROPOSITION 8.3. Pour 1<k <n—2et (ji,---,jn) €C,N7Z" ona:

—k —kny _ —
1 dom(M"* kM k) = Kt =L
~—

4
2. dom(K}' _, M""~ by = . .
( iy )= 71+z kg i

n nn—k fAgn—kmny _

3. dom(K] M M )= ]1+1 el ket dn

DEMONSTRATION. 1. M™"Fpr—kn(s t)y= S M""k(s, u)M"*"(u,t),
UESy
ol la somme porte sur les u tel que {s,u} et {t,u} sont des arétes. Il existe
1 1 .
alors un appartement contenant s, uettetsis = (é o ,§> , les coordonnées
1 1 1 1
lisé 1....1.2 ... = 1.....1.2 ... = 1
de % normalisées sont( oLl ,2) ou ( oLl ,2,0), est

k k-1

. .. 1
possibles voisins de % sont <1+81,--~,1+8k,§+8k+17---,§+8n) ou

1 1 1
<1+£’1,~~,1+e}€_1,§+e§“m,2+€n 1€ n), avec &, =0, ou :|:§.

Méme apres renormalisation elles sont inférieures a :

1 11 1
1+, 145, )= 1, ....0).
(+27 t550 2) s+ ( 1,0,---,0)
— k
k
De plus pour s, t =s+(1,---,1,0,---,0), on a u est dans I'enclos de s
N’

k
et t. Donc u est bien déterminé par s et un tel ¢. Ainsi on obtient le résultat.

- Kp M ks,t) £0<=5s€S,, teS, retIucsS,tel que u est
voisin de t(s u et t sont alors dans un méme appartement). Avec un repére

1 1 . . ., ..
adapté si s = (2, e ,2), U =S8+ (Jl, XX ;]n) normalisé, les voisins ¢ de
. . 1
u sont s+ (J1+eé1,- .00+ &), avee & =0, ou iQ et #{e/e #£0} =
k(t € S,_;). Méme apreés renormalisation, elles sont inférieures a

o1 R . . 1 1
s+ (1 +éa"'7]k+§7]k+1a"']n)- Par ailleurs pour s = (22) et
1 . . . , .
t=s+ <j1 +2,~ Ik +2,Jk+1,~~jn>,uestblen déterminé (u est dans

I'enclos de s et t) puisque pour toute racine « telle que a(s) < a(t), on a
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o(s) < a(u) < aft). D’ou :

dom(K.., ") = K

.71+%7“‘¢.7~k+%~,jk t 17"‘a.7'n :

3. Si on sait que :

dom(l{ﬁ,<--,jnMnﬂianik’n) = dom(K" Mnﬁk’"%

J1tE e deth et dn

par un raisonnement analogue au 1) on aura:

n nn—knyn—kny _ gn
domd(Kj . MM = K e

11 suffit alors de s’assurer que les termes intervenant dans KZ jnM”'f"’k

et qui sont strictement inférieurs a K" , . ;. . donnent par le
Tt Je g e dn

. VL*/CJC . . s, . N n

produit par M des termes strictement inférieurs a Kj1 it Lkt

En effet les voisins dans S,,_j, d'un sommet u = s+ (j1 + &1, ,Jn + &),

1
avec g =0, ou ié et #{e e #0} =k sont sous la forme

S+ (J1+mM1, -+, jn +Mmy), avee my, = 0, ou £1 et §{m, | m, # 0} <k. Si

. . o1 .1 .
de plus (j1+eér, - Jn+en)< Jl+§7"'a]k+§a3k+lv'"7]% , on a

. . .11 .11, .
(.71+m17"'ﬂ.77b+mn)< .71+§+_a"'7]k+§+§7.7k+17"'7.7n et par

Sujte s+ (.71 +m13 e 7jn + mn)<3 + (]1 + la e 7jk + 17jk+1a e 7jn)~
Revoyons I'analogue de 1) : K]’j " MR (s )£ 0= sES,,

g_.uﬁijr%’jkﬂf.‘_h
teS,etIuesS, tel que {u,t} est une aréte (donc s,u et ¢ sont dans un
méme appartement). Ainsi avec un bon choix de la chambre de Weyl

fondamentale si s = 1 1 tu=s+(7g +1 '+1 ] i)
me e = 2; a2 € - N 27 y Jk 2,.]16+1a In)y

les t voisins de « dans S, sont de la forme wu=s+

1 o1 . . 1
(J1 +§+81, s Jk +§+5ka]k+1 + 8kl In +8n>, avec ¢ =0, ou ié
. 1 . .

et comme teS, alors t=s+(J; JréJrSl,“',jk+é+6k,jk+1,~~jn),
1

avec g, = :Izé.

Or un t=s+ (Ji+m, -, Jk + Mk, Jri1, - Jn), avee m, =0 ou 1.

Elles sont toutes aprés renormalisation inférieures a s+

(jl+17"'ajk+1ajk+17"'jn)' De plus pour S et t=s+

(j1+1,--- 5+ 1, jk41,--Jn), on a u est bien déterminé (u est dans

I’enclos de s et ?). O
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COROLLAIRE 34. Pour k<n—2 et (j1,---,jn) €C.NZ", on a :
n ny — n
dom(KF, .. ; Li) = Kf 1 it s,
DEMONSTRATION. On utilise la proposition 3.3 et le fait que les termes
intervenant dans M"™" kM"k" et qui sont strictement inférieurs a Ly
donnent par le produit a gauche par K . des termes strictement infé-
1 b n
rieurs a I{jl+17"'¢jk+l:jl(:+la"'#.]-n' O

PROPOSITION 3.5.  Pourk =mn, (ji,---,ju) € C,NZ"eti € {0,1} ona:
1. dom(M™' M) = K"

1.~-',1,(71)M+i .
2. dom(ijlb_m‘jwM”sO) =

K" . ) st 1,>0 etn ] air
]1+%«,“"]n—1+%a]n+% Jn - + Z Jp p
" .. . .
an(leﬁ%,‘“«,jn—l +%Jn+% St Jn <0 et n + Z .]IJ parir
K" ) . st 1, <0 etn i,  impair
it bu Hhin - Jus0 etn+djp imp
@ K" st Ju>0 etn+3) j, tmpair

]1+%’4.A,,]'n71+%-,.7.n*%

3. dom(l(;lb,”wM"’OMO*”) =

Kl SU Jn=0 etn+375, pair
n N N . .

qnl{jl+L‘“v]’n—l+1«,j71 st ]"’ < 0 et n + Z ]P pa’/”ﬂ

WGy, g, ST >0 et g, impair

.}’1L+1-,“'1.7.n71+1~.7.n*1 Si jn g 0 et n + Z jp impai’r

DEMONSTRATION. : Faisons la démonstration dans le cas ¢ = 0; le rai-
sonnement est semblable pour ¢ = 1.

1. M™OMO(s,8) #0 si s€S,, t€S,,IucSy tel que {s,u} est
une aréte et {u,t} aussi. Il existe un appartement contenant s, u et ¢.
Par un bon choix de la chambre de Weyl fondamentale si

1 1 1 L.
s = (é, e ,§>7 u=5+ (e, --,&,) avec g = ié(u spécial).

Sl y a un nombre pair des ¢, négatifs, on se raméne par changement de
signe avec des ¢, tous positifs. S’il y a un nombre impair des ¢, négatifs, on

1 1 1
se raméne par changement de signe et par permutation a <2 g T 2) .
Donc les % spéciaux voisins de s sont (1,---,1) ou (1,---,1,0). Maintenant

les  dans Sy sont (1,---,1) si n est pair ou (1,---,1,0) si » est impair.
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(a) Si n est pair, les t voisins de v =(,---,1) dans S, sont

1 N .
(I +e,---,148,), avece, = :té. Elles sont toutes apres renormalisation

inférieures a (;m,g): s+ (1,---,1). De plus il n’ y a qu’un seul » dé-
. 1 1 3 3 )
terminé par s = <2,---,2> ett= (2,---,2>,d0nc.

domM™O MOy = K{bl si n est pair.

(b) Si » est impair, les ¢ voisins de w=(1,---,1,0) dans S,
1
sont A+e,-, 14 64-1,80), avec g == > done t=s+

1 1 1
(§+£1,-~~,—+5n1,mn> ou m, =0 ou —1 et gp:ié. Elles sont

toutes apres renormalisation inférieures a s+ (1,---,1,—1). De plus
pour s et t=s+(,---,1,—1) le sommet u est entierement dé-
terminé par un tel choix (u est dans I'enclos cl(s,t)). Donc :

dom(M™O M) = K} _, sin est impair.

2. KﬁmjnM"*O(s,t) £0=scS,, tcSy,Iucs, tel que u et t sont
voisins (done s, % et t sont dans un méme appartement) et par un bon choix de

. 1 1 . .
la chambre de Weyl fondamentale si s = (i’”"é)’ u=s+J1, -, Jn)
normalisée alors les ¢ possibles sont s + (j1 + &1, -+, Ju + &) avec g, = + 5

(a) Sin+ ) j, est pair alors elles sont toutes apres renormali-

27 2
o1 1N . .
t=s+ (J1 +2,'~',]n+2), il n’y a qu'un seul u pour ce tel choix si

sation inférieures a S+(j1+ -,jn+—). De plus pour s et

Jn = 0 et plusieurs dans le cas ot j, <0 car pour ce cas u n’est pas dans
Ienclos de s et t. Done :

K', ..., si mn+)> j, est pairet j,>0
dom(K?' . . M™0) = it dntd
S 0 si n+Yj, est pairet ju<0
j1+%7"',~jn+%7 P .

ou * est un coefficient positif que I'on va calculer. Pour s € S,, t € Sy,

.1 . 1 . 1 . , .
t:8+<j1 +§,-~,jn_1 +§,_|]n|+§> fixés, on veut déterminer le

nombre des u=s+ (J1, -, Jn-1,—|Jn|). Comme les racines o telles
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que a(s) < a(t) sont : (ep — ep)i<p<icn ; —(€p — €r<p<i<n €L Jp =Jk ;
(ep + ek)1§p<k§n—l 5

(ep + en)1§p<n§ (ep)1§p<n et —ey.

Parmi celles ci, celles telles que a(s) < a(u) < a(t) sont toutes a part —e,,. Soit

7yt la réflexion par rapport a I'hyperplan de direction «,, = —e,, et contenant
1 1 . 1 1
t. Comme u =t — <§,~~~,§):t—vouv: <§,~~~,§),onam,t(u):t—
1 1 . . .
[v — o), I. Done 7 4(u) =1 — (é, KX —§>—S+(J1, I, = e 1)

et on a pour tout o tel que a(s) < a(t), als) < a(ry,(w)) < at). Ainsi * = g,,.

(b) Si m+ > j, est impair, elles sont toutes inférieures apres

.. N o1 . 1 . 1
renormalisation a s+ (j1 +§,"',]n71 +2,j7,,2) et pour s,t=s+

o1 . 1. 1 .
<j1+§7"'a]nl+§,]n—§) on a u est dans l'enclos de s et ¢ si

Jn <0 et u n’est pas dans I'enclos de s et ¢ si j, > 0. Done :

0 K]-Vf%_u.‘jﬂ,%, si n+) j, impairet j, <0
dom(Kjlv‘“».jnM ’ ) - * % Kn . . . . .
; . st m+) j, impairet j, >0

]1+%a'“7j71 )

ou ** est un coefficient positif que I'on calcule comme dans le cas pair ci-
dessus, en remplacant —e,, par e, ; on trouve encore xx = .
3. Si on sait que dom(K}iM_MM"'OMO*”) = dom[dom(K_;f‘A“’jnM"‘O)MO‘rn],
on aura :
(@ Si m+3> j, est pair, I(]’.ﬁ%*__’jnJF%MO’"(s,t) £0<=s€cS,,

te Sy, JucS tel que {u,t} est une aréte (donc s,u et ¢t sont dans un

o . . . 1 1
méme appartement) et par un bon choix du repere si s = (Q"”’i)'
| .1 .y .
u=s+ <j1 + 50 + 2) normalisée alors les ¢ possibles sont de la

| o1 N 1 . )
forme s+ (71 + 5 et et 5 +éy |,0ug == X Apres renormalisa-

tion elles sont toute inférieures a :
S+(j1+17"'a.7'nfl+lajn+1) Si jnZO

) ) . 1 1 ..
S+<.71+]_’...,Jn1+1,Jn+§—§> si J,<0.
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De plus pour s et un tel £ les u correspondants sont dans I'enclos de s et ¢.
Donc pour n + ) j, pairona:

K'oo o o8l ja>0
¥ .]1+1,~"'~,.]n—1+1~,.7n+1 n =
dom(K} _; M"°M"") = {
Eae) n . .
qn[{jl"rlq"';jnfl"‘lxjn S1 j’ﬂ < 0'

(b) Sin+ > j, est impair on a : K]’?#m ; MM, t) #£0=s € S,
173 In—3

te Sy, Iu e Sy tel que {u,t} est une aréte (done s,u et ¢ sont dans un

. . R . 1
méme appartement) et par un bon choix du repere si s = (ﬁ’ e ,§>,
.1 | . .
U =8+ (]1 +§,---,]n - §> normalisée alors les ¢ possibles sont de la
. o1 . N .
forme s + (jl + 5 e,y e — 5 + £n>, ou & = ié‘ Apres renormalisa-

tion elles sont toute inférieures a :
S“‘(]‘l‘f’l,"';jnfl“"lajn) si jn>0
S+(j1+]-a"'7j%—l+17j%71) si j??go

De plus pour s et un tel ¢ les u correspondants sont dans I'enclos de s et ¢.
Done pour n + ) j, impair on a :

WK i, st >0

n 1,0 1 70,0y __ J1+1 Ju-1+ 1,

dom(Kjlﬁ_,,)]-nM MP") = 0 A A si j, <0
j1+1,"',j,1,1+1,],L71 n = :

Vérifions maintenant que :
dom(K}' .. ; M"°M°") = domldom(K} . ; M")M""].
Lesu dans Kﬁﬁ_.._jnM"’O, sont dans un bon repere s + (ji +é1, -+, jn + &),
ol & = ii, leurs voisins dans S,, sont s+ (71 + mll, < I +my,), avec
my =0ou £1 (les my sont obtenues en ajoutant ii a s,,).
(@ Si  n+>j, impair et s+ (ji+er, e te)<s+

.1 . 1 . .
Jitge =g yonas+ (Ji+mi, -, Ju+my) <

o1 . 1 ) ) ..
st {Jitgten - ntents <s+(j+1,---,Jn) sijy>0

. 1 . 1 . . ..
s+ (.71“"5“"31;""]11“"3%—5) <s+(j1+1,---,jn—1 sij, <0
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(b) Si n‘f‘ij pair et s+ (J1+en,- - Jn e <s+

o1 o1 . .
<.71 —|—§7-~-,jn+§>,0n38+(_]1 +m11"'7.]n+mn)§

o1 . 1 . . ..
S+ Jl+§+617"'7]n+3n+§ <s+(j+1,--,Ju+1) sij>0

o1 . 1 . . ..
S+ <.71 +2+317"'7.7n+3n_2> <s+(j+1,---,Jn—1 si j,<0

I faut s’assurer que dom(K}! _; M 00y = dom[K}! _; dom(M MO,

On ales termes intervenant dans M™°M%" et qui sont strictement inférieurs

aKy ;_ysontKy | . k<n-—1 Daprescequiprécedeona:

k
n n _ N
dom(Kj KT 1o ) = K et

k

Vérifions que ces termes sont strictement inférieurs a
dom(K}' ., M"M*"). Les seuls cas qui causent un probléme sont
lorsque n+ 3 j, est impair (resp. pair) avec 7, > 0 (resp. j, <0).
Prenons le cas ou n+ ) j, impair et j, >0 (méme genre de rai-
. . . 1 1
sonnement pour 7 + ) j, pair est j, <0 ) on a : pour s = (§7~-~,§>,
w=s+(j1, - Ju) et t=u+@Q, -, )=s+(1+1,-,jy+1), le mi-

2 2
impair), done par rétraction par rapport au mur correspondant on
trouve (j1+1,---,7n-1+ 1, jp). Par suite K]’i + figure dans

. t o1 o1 L .
lieu %:s—&—(jl—i——,---,jn—i——) est spécial dans Si(n+> 7,

w"‘«,]’n—l"”l-,jn

n n .
Ifjla"'-jrnKl,---,l,(fl)"' dOl’lC .
Sin+ Y jp pair,
n . . i >
d Kﬂ/ K'yL ]1“"11"'1]71—1“1’11]77,4’1 S1 Jn - 0
om( Ty dn 1,---,1,(71)”') = o
*K?l . . S1 ,7 <0
N RN TS n
Sin+ ) jp impair,
dom(K} . . K} )= 3K, S >0
MLy, g B, 1) = K § i <0
J1+L e dne1 1, a1 In &
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REMARQUE 3.6. Un raisonnement analogue au 2) et 3) de la pro-
position 3.5 donne : dom(Kﬁ_’._"jn M) =

K st ju<0 etn+3) j, pair

jl+%a"'«,jn—1 +%-jn _%

st ju>0 etn+> j, pair

n Jitdedno1 e —%

K gy SU Jn 20 et g, impair
7. K" Si ju<0 etn+Y j, impair

J1 +%""!j)171+%7j,,+%

et dOm(K}f““_’jﬂM"leL%) _

Ky joaitge—1 S0 Jn <0 etn437j,  pair

Q’I’L K 7'1

Loty SU >0 etn+31j,  pair

0K

]1+1s“'1jn—l+lajn st ‘7” < 0 et n + Z .710 ,mea’“ﬂ

n - . . . .
KJ1+1,~~“~,J}171+1,]}[+1 st jn=0 etn+3 7, impair

PROPOSITION 3.7.  Pour (ji,---,ju) € C, N Z" on a:

1. dom(Kﬁﬁj”L:j) =

I<j1+ls'”~,j77—l+l~,jn_l St ]’VL S 0 et Z]p lmpal/r

qnl{ﬁ“”lv”'v]‘?z—l‘fla]‘n S?: (jn > O et Z jp lmpa?/}”) ou (jn <0 et Z jp pa’mﬁ)

K7?+13"'~j71—1+1¢jn+1 S’L ]W/ 2 0 et ij pai”"
2. dom(Kj; Ly )=

K gt S Jn =06t Y jp impair

Ky g, St (Je<Oet > Jp tmpair) ou (j, >0 et > j, pair)

K jyaatji—1 S Jn <06t Y jp pair

DEMONSTRATION. Corollaire assez facile de la proposition 3.5 et de la
remarque 3.6. O
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THEOREME 3.8. L’algebre O" des opérateurs sur S, invariants par un
groupe fortement transitif et respectant les types est engendrée par :

Ly et LY (0<k<n).

Elle est non commutative

DEMONSTRATION. Par un raisonnement par récurrence sur le degré de
Kfl " et en utilisant les propositions précédentes. Pour la non commu-
tativité on a :

dom(L"L" ) = ngz alors que dom(L]! L}) = %ng.m,fl-

n-n— D

REMARQUE 3.9. 1. Les opérateurs Ly et L} (0 <k <mn) sont des

opérateurs symétriques et ils engendrent O" qui est formée d’opérateurs

non nécessairement symétriques ; c’est possible car O" n'est pas com-
mutative.

2. L’algebre O™ des opérateurs sur S, invariants sous le groupe G*,
tres fortement tramsitif, tramsitif sur SoUSi, admet pour base les
K™ =K" + K" pour (J1, -, Jn-1,Jn) € 2" et

jl""vjn—lnin - jl""ajn—l‘jﬂ .ils““jn—ls*].n,’

J12J222Jn 20

THEOREME 3.10. L’algébre O™ est commutative. C’est l'algebre de
polynomes O"* = C[LY,--- L} |, L], si l'on note L* = L + L _.

DEMONSTRATION. D’apres le calcul précédant la proposition 3.1, I'al-
gebre 0" est formée d’opérateurs symétriques, elle est donc commuta-
tive. D’apres les propositions 3.1, 3.4 et 3.7 elle est engendrée par
Ly(0 <k <mn—1)et L. De plus pour ay,---,a, € N, le terme dominant
de (LP"WLH™---(Lyp)™ est K oo o assoia,.q, Les variables

Ly(0<k<m—1) et L' sont donc algébriquement indépendantes et
o™ =C[L},---,L"]. O

4. Commentaires :

Comme signalé en [K-R 07], on peut comparer nos résultats avec les
résultats classiques de Ichiro Satake [S 63], qui a étudié les groupes ré-
ductifs sur un corps p-adique. Si G est un tel groupe et U un “bon” sous-
groupe compact ouvert, alors l'algébre de Hecke, H(G, U), cest a dire
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I'algebre de convolution des fonctions complexes bi-U-invariantes a sup-
port compact, est toujours commutative si G est connexe. Elle est méme
integre de degré de transcendance le rang relatif de G, et on sait dé-
terminer des générateurs explicites.

A un tel groupe G est associé son immeuble de Bruhat-Tits 4 qui est
supposé ici de type B, (n > 3).

Pour faire le lien entre notre point de vue et celui de Satake il faut
choisir pour U le fixateur K; dans G d’'un sommet s de type i. Alors G/U
s’identifie a4 'ensemble Sg; des sommets de type appartenant a I'orbite Gt
de ¢ sous G. Ainsi H(G, U) s’identifie a I'algebre Og; des opérateurs G-
invariants sur Sg; .

Examinons de plus prés les conditions d’application du théoréme de
Satake. Il faut que U = K soit un “bon” sous-groupe compact ouvert ce qui
se traduit par les conditions techniques I et IT de Satake. La condition II
est essentiellement conséquence des propriétés connues des immeubles
(car on a choisi U = Kj). La condition I se résume en l'existence de dé-
compositions dans G: G = U.H.N (Iwasawa) et G = U.H.U (Bruhat).
Cette décomposition de Bruhat est vérifiée si et seulement si U = K in-
duit tout le groupe de Weyl relatif sur un appartement contenant s; cela
élimine donc le cas de lalgébre O" (on a bien trouvé que 0" est non
commutative). La décomposition d’Iwasawa est vérifiée essentiellement si
U = K, est transitif sur la frontiere Q de I'immeuble, ce qui conduit a la
méme élimination.

Pour les autres cas envisagés ici, si G respecte les types, Sp U S1 n'est
pas une orbite de G et la non commutativité de O ne contredit pas Satake.
Pour G tres fortement transitif, transitif sur Sy U Sy, on a vu que les al-
gébres O et O™ sont bien commutatives.
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