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Une construction de B

P1ERRE COLMEZ (*)

RESUME - Nous démontrons que les nombres algébriques sont denses dans By, et
décrivons la topologie induite par celle de B, en termes de différentielles
successives.

ABSTRACT - We prove that algebraic numbers are dense in B, and describe the
topology induced by that of B in terms of higher differentials.

Soit K un corps local de caractéristique 0 et caractéristique ré-
siduelle p. Fontaine a construit [4, 5] un anneau BgR qui contient les
périodes p-adiques des variétés algébriques définies sur K. Nous mon-
trons que B, est le complété de K pour une topologie que nous décrivons
de maniere intrinseque (th. 3.1). Cette topologie fait intervenir des
normes sous-multiplicatives mais pas multiplicatives sur K ; peut-étre
serait-il possible d’étendre la théorie de Berkovich pour inclure de telles
normes.

Nous commencons par donner une formule permettant d’écrire ex-
plicitement un élément de K comme élément de B. Cette formule n’est
pas strictement nécessaire pour démontrer la densité de K dans B, mais
est assez utile pour visualiser la topologie induite sur K par celle de Bi;.
Le § 1, qui ne prétend a aucune originalité, renferme quelques lemmes sur
les algebres locales complétes. Le § 2 est consacré a la formule permettant
de visualiser K comme un sous-anneau de B(p. Le § 3 contient la dé-
monstration de la densité de K dans Bjj; et de ses conséquences. Enfin, le
§ 4 étend les résultats au cas relatif ot 'on part d’une algeébre de Banach
(par exemple l'algebre de Tate @,{T1,...,Tq}) au lieu d’un corps local.

(*) Indirizzo dell’A.: CNRS, Institut de mathématiques de Jussieu, Université
Pierre et Marie Curie, 4 place Jussieu, 75005 Paris, France
E-mail: colmez@math.jussieu.fr
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Les trois premiers § correspondent, a des modifications mineures pres,
alarticle qui aurait da’ paraitre en appendice a [5], si des fichiers n’avaient
pas été intervertis. La publication de la présente version correspond a un
regain d’intérét [1, 3, 7] pour le sujet ; c’est avec grand plaisir que je la
dédie a Francesco Baldassarri.

1. Préliminaires

Ce paragraphe contient quelques lemmes probablement standard sur
les algebres locales et compléetes en caractéristique 0.

1.1 — Extensions de corps locaux

Soit F un corps commutatif de caractéristique 0. Soient P € F[X] un
polynome irréductible, F[X]p le complété du localisé de F[X] en I'idéal
engendré par P et L = F[X]/P le corps résiduel de cet anneau de valua-
tion discrete complet ; on note 0: F[X]p — L la réduction modulo P.
Comme P est une uniformisante de F[X]p, il existe une unique dérivation
continue D de F[X]p, F-linéaire et vérifiant D(P) = 1, a savoir la dériva-

1 d
ionD =—— —.
tion PX) dX

LemME 1.1.  Ker D est un corps et 0 induit un isomorphisme de Ker D

sur L.

DEMONSTRATION. Les formules
D@+ R)=D@Q) +DQR) et DIQR)=QDR)+ RD(Q)

montrent que Ker D est un anneau. Montrons que tout élément non-nul
de Ker D a un inverse dans Ker D ; pour cela commencons par montrer
que si H # 0 n’est pas inversible dans F[X]p, alors D(H) # 0. Ecrivons H
sous la forme P"H;, ou » > 1 et H; est inversible dans F[X]p (ce qui
équivaut a OH;) #0). Alors D(H) = P* '(nH, + PD(H,)) et donc
D(H) # 0 puisque 0(nH; + PD(H;)) = nf(H1) # 0. Enfin, si H est un

() La version publiée contient un trou dont j’ai pris conscience en préparant un
exposé a Harvard en 1993 : la démonstration du cor. 6 laisse a désirer...
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élément non-nul de KerD et G est son inverse dans F[X]p, la formule
0=D(HG) = HD(G) + GD(H) = HD(G) montre que G € Ker D.

11 nous reste a vérifier que 6 : Ker D — L est surjectif (car, étant un
morphisme de corps, il est automatiquement injectif). Soit donc y € L et @

oo (_ PYF
n’importe quel élément de F[X]p tel que 0(Q) = ¥ ; la série > ( i ) DF@Q)
k=0 :

converge dans F[X]p vers un élément S vérifiant 0(S) = A(D*(Q)) = y et

+00 ¢ k
@ -

k=0 k=1

+OC(

k—1
D(S) = P) D’“(Q)

(k —

ce qui permet de conclure.

1.2 — Relevement d’éléments algébriques

On note sz, : L — Ker D C F[X]p l'isomorphisme inverse de 6.
+00
Tout élément de F[X]p peut s’écrire de maniere unique Q.P* avec

k=0
Qi € F[X] et deg(Qy) <deg(P). Une telle écriture est dite minimale. Si

+00
y € L, on note ) 5’13(y)Pk I'écriture minimale de sz, (y).

REMARQUE 1.2. On peut calculer 5’;(y) en utilisant I'algorithme sui-
vant: il existe une unique suite de couples de polynémes (Qy, R;) vérifiant

() deg(Ry)<deg(P’) et deg(Q) <deg(P),
(i) Qo —y € PF[X]p et By =0,
(i) Q; + Ry, + (b + DP'Qri1 = PRy

On a alors
+00 +0o00 +00 +00
PD(YQP*)=> @P +kQPP* )= PQ+ Y (k+1DQur PP
k=0 k=0 k=0 k=0

+00
= Z P*(PRy 1 —Rp) =0
=0

et done 5’;,(y) = @ pour tout k € N.

LEMME 1.3. Soient F un corps de caractéristique 0, B une F-algebre
locale d’idéal maximal I de corps résiduel C et O le morphisme naturel de
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B sur C. On suppose B Eépm"ée et complete pour la topologie I-adique (i.e.
B = lgn%B /1"). Sotent F' la cloture intégrale de F' dans C et Fyep la clétgre
séparable de I dans B ; alors Op induit un isomorphisme de Fiep sur F.

DEMONSTRATION. Commengons par prouver que 0p est surjectif. Soi-
ent L C F une extension finie de F et 7 € L tel que L = F[x]. Soit P € F[X]
le polyndme minimal de 7. Si 7 est n’importe quel élément de B vérifiant
Op(7t) = =, on a P(%r) € I et lapplication f; : F[X] — B définie par f3(X) =7
se prolonge donc par continuité en un morphisme que nous noterons encore
fzde F[X]p dans B. De plus, 0g o f; = 0 ; on en déduit que sz = f; o sz, estun
isomorphisme de L sur une sous-algebre de F, qui est tel que 0p o s; est
I'identité de L. Il s’ensuit que 0p(Fsp) contient toute extension finie de F'
contenue dans F, et donc contient F ; d’oti la surjectivité.

Passons maintenant a I'injectivité. Soit i € B, séparable sur F' et véri-
fiant 6(y) = 0. Soit P € F[X] un polynéme séparable admettant y comme
racine. Alors P admet 0 comme racine simple dans C et peut donc s’écrire
sous la forme X@ ou Q(0) # 0. Mais alors 0p(Q(y)) # 0 et done Q(y) est
inversible dans B ; comme 0 = P(y) = yQ(y), on en déduit y = 0, ce qui
permet de conclure.

COROLLAIRE 1.4. Soient By et Bs deux F-algébres locales ayant
méme corps résiduels C. On note 0; le morphisme canonique de B; sur
C et I, le noyau de 0;. On suppose que st i € {1,2}, alors B; est séparée et
complete pour une topologie moins fine que la topologie I;-adique et que la
cloture intégrale F de F dans C qui peut étre vue comme une sous-algébre
de B; par le lemme précédent, est dense dans B;. On suppose de plus que st
(i, 9) € {(1,2),(2,1)}, il existe un morphisme f;;: B; — B; qui est F-liné-
ave, continu et tel que 0; o f; ; = 0,. Alors les morphismes fi2 et fo1 sont
des isomorphismes inverses l'un de l'autre.

DEMONSTRATION. Le lemme précédent implique que fi;ofj; est
l'identité sur F donc sur B; tout entier par continuité.

2. K comme sous-anneau de B
2.1 - L'anneau Bjy

Soient k un corps parfait de caractéristique p, F' = W(lc)(%) le corps
local absolument non ramifié de corps résiduel k, K une extension finie de
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F totalement ramifiée, K une cloture algébrique de K et C le complété de K
pour la valuation p-adique. Soient w une uniformisante de K et v (resp. v})
la valuation de C normalisée par v(w) =1 (resp. v,(p) =1). Six € C,on a
v(x) = evp(x) olle = [K : F]estl'indice de ramification absolu de K. Si L est
un sous-corps de C, on note 7y, 'anneau de ses entiers.

Soit ET Iensemble? des suites x = (@, ..., 2", ...) d’éléments de ¢
vérifiant (x"tPY = 2™ muni des lois + et - définies par x+y =s et
x-y=t,olu

s — lim (x<n+m) + y(mm))p et t® = x(/rz)y(n)‘
Mm——+00
Alors E* est un anneau de caractéristique p, complet pour la valuation vg
définie par vE(oc) = (@), et qui contient une cléture algébrique k de k.

Soit W(E™) I'anneau des vecteurs de Witt 2 coefficients dans E* et, si
xE E*, soit [x] son représentant de Teichmiiller dans W(E*). Soit
At = Ok @7, WE™) le 7g-épaississement infinitésimal p-adique uni-
Versel de @¢. Soit 0 le morphisme de Ajy¢ dans @¢ qui a +Z w"[x,] associe

n=0
Z w"x®. Alors 0 est surjectif et son noyau I, est un idéal principal.

Remarquons que si K™ désigne 'extension maximale non-ramifiée de K
contenue dans K, alors K ®. - W (k) C Ajpe[co!] est le complété de K™
pour la topologie p-adique ; en particulier, Aj,¢[cw '] contient K™.

Notons encore 6 le morphisme de Aiy[ww '] dans C et soit B, le
complété de Aine[~!] pour la topologie Ker 0-adique. On peut prolonger 6
par continuité & By, et on note I son noyau. Alors B est un anneau de
valuation discrete, complet, d’idéal maximal I et de corps résiduel C. No-
tons que Ajy¢ s’'identifie canoniquement a un sous-anneau de Bd+R et que l'on
a INApe =1I,. De plus, si pour k,n € N, on pose U, ), = & A + I,
alors les U, forment une base de voisinages de 0 dans B:{R.

2.2 — Ecriture minimale d'un élément de By

D’apres le lemme 1.3, K s'identifie a la cloture séparable (ou intégrale
ce qui est ici la méme chose car By est intégre) de K ou K™ dans By ;
nous allons utiliser les résultats du n°® 1.2, appliqués & B = B et 4 K™ au
lieu de F', pour rendre cette identification plus concréete.

(3 Nous renvoyons 4 [5] pour les constructions qui suivent et les démonstra-
tions des résultats.
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Si u est un générateur de 7., tout élément de B peut s'écrire sous la
+o0

forme 3 azuf, avee aj € Aislw!]. Une telle écriture est loin d’étre
=0

unique, mais certaines sont meilleures que d’autres. Si x € Bjg, soit

wi(x) =sup{m € Z | © € Uy} ; en particulier, wy(x) est la partie entiere
de v(0(x)) et wy,1(x) < wi(x) pour tout k € N. o

On appelle écriture minimale de x toute série > azu* dont la somme
est x et telle que a; € W™ @Ay, k=0

+00
REMARQUE 2.1.  Si 3 a;u* est une écriture minimale de x, alors I'image
k=0

de 0(a;.) dans C/w™1@ 7 ne dépend que de x et de u et peut étre vue

+00
comme la k-iéme dérivée de x par rapport a u. En effet, si > byu” est une
le=0
autre écriture minimale de x, alors > (a; — bu’ € w1 @Ay NIF =
i<k—1

w1 @A, .+ on a done (ay, — bp)ul € ubew-1OA; o+ I+ et O(ay, — by,) €
wwk71(%)@‘c.

On dit qu'un élément a de By, est plat si wy(a) ne dépend pas de k
(i.e. si toutes ses « dérivées » sont nulles) ; on note alors w(a) la valeur
commune des wy(a).

LEMME2.2. () a € BgR est plat st et seulement si a = 0 ou bien 0(a) est
non-nul et a € w" YAy, ot w(a) est la partie entiére de v(0(a)).

(i) Tout élément x de C a un relévement plat dans By ; cest-a-dire
qu’il existe & € By plat et vérifiant 0(&) = x.

(i) Si u est un générateur de 1. et (ap)peny est une suite d’éléments

+0o
plats de B, alors Y apu est une écriture minimale de sa somme x et
k=0
wi(x) = inf w(a;).
0<i<k

(iv) Tout élément de By a une écriture minimale.

DEMONSTRATION. (i) Sia est plat et 8(a) = 0, alors w(a) = wy(a) = +oo
et a est nul. Si a est plat et 8(a) # 0, alors w(a) = wy(a) est égal a la partie
entiére de v(0(a)) et done a € NN Uy = @A ; la réciproque est
immédiate.

(i) Soitx € C.Six = 0, on peut prendre & = 0. Six # 0, soit » la partie
entiere de v(x) et a € Ayt tel que O(a) = w"x. Alors & = @"a est un re-
lévement plat de .



Une construction de B, 115

(iii) Soit wy = mf w(al) ety = Z au®. 11 suffit de prouver que I'on a
k=0

wy(x) = wy, pour tout k car a; € wAyr. Tous les termes de la série sont
éléments de Uy, car au’ € w Ay si i <k, par définition de wy, et
au' € I"1 8ii>k+1. On en tire x € U,, et wi(x) > wy. Pour montrer
lautre inégalité, il nous faut vérifier que x n’est pas élément de U,, ;1 ;. Soit
ko le plus petit entier i tel que w(a;) = wy. Alors a;u’ € w1 Ay C U1 0
sii<ko et au’ € I"Y C U, 11, Si 1> ko, et comme ag,u ¢ Uy, 14, car
0k, & Uy, +1,0 puisque wiay,) = wo(ax,) = w, on voit que tous les termes de la
série saufun sont dans Uy, 11 1, ce quiimplique que la somme de la série n’est
pas dans Uy, 11k, et comme cet ouvert contient U, 41, cela termine la dé-
monstration.

(iv) Soit x € BgR. Définissons par récurrence deux suites (a;) et (xy)
d’éléments de Bjy en posant xp =x et wyy = u 1w, — ;) ol a; est
n'importe quel relevement plat de 6(x;). Un petit calcul montre que

k

. +00
x — w1 = > a;u' et done que . au” est une écriture minimale de x

dapres le Gii). ~° k=0

2.3 — Ecriture minimale dun élément de K

Soient y € K, L # K™ une extension finie de K™ contenant ¥, 7 une

+oo
uniformisante de L, P le polynome minimal de = sur K™ et > 5’}3(?/)P’C
I’écriture minimale de s(y) dans K™[X]p. k=0

LEMME 2.3.  Si7 € Ayt est tel que 0(t) = n, alors P(%) est un générateur
de I,.

DEMONSTRATION.  Soit u € E™ tel que u©® = 7. On a 7 = [u] + « avec
o el etsie=[L:K"™], alors P((u]) = [u°] mod wAj,s. Comme vg(uf) = 1
et P(lu]) € I, ceci implique [4, Prop. 2.4] que P([u]) est un générateur
de I.. On peut donc écrire o« = fP([u]) avec f € Ay et on a P(n) =
P([u])(1 + P'((u])f) mod I%. Pour conclure, il suffit de remarquer que
0(1+P'([uD)f) =1+ P'(m)0(P) est une unité de 7 (car v(P'(n)) > 0 puisque
L est non triviale et totalement ramifiée), et done 1 + P'([ul)f € A;.
Si @ € K™[X], notons v(Q) le minimum de la Valuauon des coefficients

de Q. Sii e Neta; € K™, alors v(a;7') = v(a;) + ——— e (P) . On en déduit que

si @ = > a; X' est un polynome 2 coefficients dans K™ de degré stricte-
i
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ment inférieur a celui de P, alors v(Q) est aussi égal a la partie entiere de

Q).

ProrosiTION 2.4. (1) Z S (y)(n)P(n)’” est une écriture minimale de y
dans Bp.
(i) wi(y) = Olgrgk v(0p(y))

DEMONSTRATION. On a E (5’;(y)(7z)P(7z) = s;(y) dans les notations de

la démonstration du lemme 1 3 c’est donc une écriture de y. Pour montrer
qu’elle est minimale, il suffit de vérifier que si @ € K™[X] est tel que
deg(Q) < deg(P), alors Q(7) est un élément plat de BgR. On a Q) €
" @A;¢ et d’autre part, la condition deg(Q) < deg(P) fait que v(Q) est aussi
la partie entiere de v»(Q(x)). Il n’y a plus qu’a utiliser le (i) du lemme 2.2 pour
conclure. Le (ii) est une conséquence immédiate de la minimalité de
Pécriture, de l'égalité w(Q®) = v(Q) si deg(Q)<deg(P), et du (iii) du
lemme 2.2.

3. Calcul différentiel sur les nombres algébriques

3.1 — Densité de K dans Bl

Définissons par récurrence une suite décroissante de sous-anneaux
6%) de % et une suite de “z-modules de torsion Q® en posant :

[ ) ﬁ<_0) = K‘X’

° Q(k) =0 ® .Q 6D o ,sik > 1, (Ie produit tensoriel est au-dessus de
/ (k— 1))

G %C) = Ker(d® : (ﬁ“%“l) — Q) ot d® est la dérivation canonique®.

Nous nous proposons de décrire ces objets en utilisant I'anneau By.
Pour cela, posons Afnf = Ay /I +tlsik e N.

THEOREME 3.1 () 2% = K N (Aint + 1) = {w € K | wy(@) > 0}.

(il) L%nclusion de (%) dans Aiye + I" induit, par passage aux quo-

() Le module Q® est de torsion car d®(x) est tué par p’, si r > v,(P'(x)) o
P € @k[X] admet x comme racine simple.
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tients, un isomorphisme 67’%“) /p"/ ) o Ak of /p”Amf, pour tout couple
d’entiers (k,n).

(iii) K est dense dans By et By est le séparé complété de K pour la
topologie définie en prenant les p"’@‘%), avec n,k € N, pour base de voi-
sinages de 0.

(iv) Sik > 1, d® est surjective et Q¥ s’identifie* a IF/(I* + I*+1).

v) De plus, st y¢€ @’%“1) est écrit sous la forme wminimale

Xk:élli(y)(fz)P(fz)k, alors d®(y) est Uimage dans I*/I% + 1) de

S @P@".

REMARQUE 3.2. (i) Une autre démonstration des points (i), (ii) et (iv)
pour k = 1 peut se trouver dans [5, § 1.4].

(ii) Il est relativement facile, a partir de la définition de (i'%), de décider
si un élément x de @' lui appartient ou non car ¢ est une limite inductive
d’anneaux monogenes. Décider si x appartient a (/? est beaucoup plus
ardu si k > 2 car (/% D pest plus une limite inductive d’anneaux mono-
génes, mais le (i) du th. 3.1 fournit un critere assez raisonnable permettant
de le faire car wy(x) est une quantité tout-a-fait calculable en pratique.

(ili) En tant que module galoisien, on a I*/(I* + I"*1) ~ K /a*(k) ot le
(k) désigne la torsion par la puissance k-iéme du caractere cyclotomique, et
a est I'inverse de I'idéal (e; — 1)dg/r, ol & est une racine primitive p-ieme
de I'unité et dg/r est la différente absolue de K. Cette identification s’ob-
tient en prenant t* comme générateur de I* (ol t = log[e] est le 2in p-adique
de Fontaine, cf. lidentification entre Q% et K/ a1) de [5, § 1.4)).

3.2 — Construction d’éléments de /%”

Soient x € @, P € x[X] admettant x comme racine simple et » € ¥
3 — 1)
2
a € N et k € N, posons ry(a) = inf (1, v,(a)) et 2y, = p" @D,

vérifiant » > v,(P'(x)). Soit 7, = € N (et donc 7,1 = 37y, + 7). Si

LEMME 3.3.  Pourtoutk ¢ N ettouta € N, on a 24 € /%)

(*) Voir la démonstration du lemme 3.4 pour cette identification.
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DEMONSTRATION. Le résultat est trivial pour ¥ = 0 ; supposons le vrai
pour k. Utilisant la relation
pwﬁ-m(a)zka — ijl(p”‘(a_l)zk:a—lx
on démontre, par récurrence sur a, la relation
1) p"k”'k(a)d(kﬂ)(zkﬂ) _ pm- Oma—ld(k+1)(zk.l) :
En effet,

prk+rk(a)d(k+1)(2k,a) _ d(k+1)(prk(ail)zk,aflzk,l)

= p O V2 0 1d V() + PO V2 1 d D (20 1)

_ prkxafld(kﬂ)(zl‘u) + pTA-,er(afl)%d(kJrl)(zk.ail)

_ pvk aac“‘ld(kﬂ)(zm)
D’ou, pour tout A € @[ X]:

pmd(k-kl)(pmA(x)) _ pw,cA/(x)d(k-H)(zk’l).
En particulier, on obtient pour A = P :
PP @)d" V(1) = 0= p" " d* V(z) = 0,

et utilisant le fait que 7;(a) < 7, on obtient, en multipliant (1) par p" :
) Ya € N, p 7 d®* (g ) = 0.

Iy a deux cas :

o Sivy(a) <7, 0N A 2pi1y = pz’”’f”zm et donc zpy14 € (’/?‘%HD car (2)
implique d**V(z;,1,4) = 0.
e Sivy(a) > 7y, écrivons a = p"tb et posons Yy, = 2y = 2™ . On obtient :

d(kﬂ)(zkﬂa) _ pvml—mﬂ(a)d(kﬂ)(y]g) _ bpmﬂ_q~k+1(a)yz—ld(k+1)(yk) =0,

car vp(b)+ 11 —rer1(@) =vp(a) — 1y + 31y + 1 — inf (141, vp(@) > 20 + 7
et pzmwd(kﬂ)(yk) — d(k+1)(zk+17prk) = 0.
Ceci permet de conclure.

3.3 — Densité de (/%) dans Ajne /I

Le lemme suivant permet de considérer /%“) comme un sous-anneau
k
de A;

inf*
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LEmMME 3.4. Ona /%) C Ajys + IFL

DEMONSTRATION. La démonstration se fait par récurrence sur k, le
résultat étant évident si k = 0. Supposons donc k > 1 et @%’D C A + I*.

Six e @% goit & € Ay tel que @ — & € I*. Notons 0% (x) limage de
x — & dans le @z-module I*/(I* + I**1). Alors 0%(x) ne dépend pas du
choix de & et 9® est une dérivation de @ g D 3 valeurs dans un @ z-module.
La propriété universelle satisfaite par Q% implique qu’il existe un mor-
phisme i® : Q% — 7 /(7% 4 [F+1), de ¢ z-modules, tel que 9® = i® o d®.
On a done /%’ =Kerd® c Ker 0% = K N (Ajps + I¥*1), ce qui permet de
conclure.

REMARQUE 3.5. Si y= Zép(y)(n)P(n)Z (er%*”, alors 0®(y) est
limage dans I®/(I* + Ik“) de Iy)@P@EF car on peut prendre
k-1 .
&= Ipy)(@PT).
iz0

ProposITION 3.6. Si k € N, alors /%‘) est dense dans AL .

DEMONSTRATION. Si o € g, soit Ef = {x € E* | 2© = o}. Soient
o€ Oz x= (") e E+ et P le polyndme minimal de o sur K™. Soient m
un entier > 1 et Sm(X) X" + wX. Soit @, € % vérifiant @)+
@y = 2. Le polynéme Py, ,, = P(S,,(X)"") admet Xy, comme racine
simple. On a P, ,, = p"S,,Sh P ((S,)"") et

vp(P,%,m(wn,m)) =N+ 1/6 +@0- p_")vp(d) + vp(P,(O())

est indépendant de m ; nous le noterons u,. Utilisant le lemme 3.3, on voit
que si m > (3’C — D(uy +1)/2, alors 9y, = @) € /(’“) On a de plus
OYnm — [P "] = wky, et on peut donc écrire ¥y sous la forme
Ynm = @ + bw + cu modulo I"1 otta = [xP"], b et ¢ sont des éléments de
Ajns et u est un générateur de 1. Elevons cette égalité a la puissance p" ;
utilisant I'inégalité

n|
vp () = = inf (i), (i), vy i),
11'1213!
valable si iy, 49,73 sont des éléments de N vérifiant i; + i3 + i3 = p", on

obtient que (¢/,,,,)" — [x] est élément de w @Ay, + I*+1, o, si (K) =
sup;»1 (v(1) — 1) et £'(k) est le plus grand entier ¢ tel que p’ <k, on a posé
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U(k) = sup (U(K), el'(k)). Ceci implique que si ¢(n) est une suite d’entiers
vérifiant lim ¢(n)/n = + oo, alors ¥, g € ﬂi’@ pour % assez grand et la
suite (yn ¢(n)) tend vers [«] dans A¥ ;. On en déduit que 'adhérence de O% )
dans A L¢ contient la sous-? k-algebre de A ¢ engendrée par les [x] pour
x € E+ et o € 0%, et comme celle-ci est dense dans Amf (Iapplication
X +— [x] est continue et la réunion des E+ est dense dans E* puisque % est
dense dans @ ; cette adhérence contient done tous les [x], pour x € E*, et

done toutes les sommes du type 3 w'[;], et donc tout Afnf), cela démontre
le lemme. ieN

3.4 — Démonstration du th. 3.1

Posons % = K N (Ai + I"*1) ; on cherche & prouver que % = /%), et
il résulte du lemme 3.4 que C%) C @ et de la prop. 3.6 que 7}, est dense
dans A% ;. La preuve de I'égalité " = /%) se fait par récurrence sur k ; il
n’y a rien a démontrer si k=0. Supposons donec que k>1, que
@,a%cfl) _ @—,xk 1 —Kn (Ains +] ) et que Amf /p"Amf ~ ((k 1)/ n/x(k 1)

LEMME 3.7.  Pour tout n € N, les anneaux (% / p"(é”%) et OF |prok
sont des COk/p"Ck épaississements infinitésimaux dordre k de
Ce/p"Cc=Cx/P"CO%

DEMONSTRATION. La démonstration étant la méme dans les deux cas
(remplacer d® par 9% dans la démonstration suivante), nous ne la ferons
que pour ﬂ(k) La densité de (/(k) dans Akf implique que l'application
naturelle de / ® o ® dans AL / p"AL ; est surjective. Composant avec la
surjection de Amf /D" Ay sur Oc/p" ¢, on en déduit une surjection ¢ de
@“‘%“) / p”é"%“) sur @¢/p" .

Il reste a vérifier que Ker 6 est de puissance (k + 1)-iéme nulle. On
peut écrire 0 comme le composé de 0; : /"(k) / p"/"(k) — AL jprAlt ~
(uc 1)/pn/(k D et de 6 : <k 1>/pn/ &=D /C/p"/c On sait déja que
Ker 05 est de puissance k-i 1eme nulle [ et donc que (Ker H)k c Ker 6; ], 1l

suffit done de montrer que si x € Ker 6 et y € Ker 6, alors xy = 0.
Choisissons des relevements x et ¢ de x et  dans (%) Alorsx € (%) Np"O%

et j€oXNp" %Y. Done pge LY et dP@Epy) =2d®(py) =0

car p"d®P(p~"y) =0 et & € p"%, ce qui implique p~"&y € (%) et donc
axy = 0.
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LEMME 3.8. A% /prAf
1somorphes.

inf>

(%) / p”ﬁ‘%) et % |p"* sont canoniquement

DEMONSTRATION L’application naturelle de " /p”(/ dans
AF . /prAF - est injective par définition de 7", La densité de <" dans A%,
montre qu’elle est surjective ; ¢’est donc un isomorphisme.

Soit A® = lim, /(k>/p"/ ® Daprées le lemme 3.7, A® est un k-
épaississement d’ordre k de / ¢ et nous noterons 6* le morphisme cano-
nlque de A® dans . 1l existe donc un unique morphisme continu f de
AF . dans A® tel que l'on ait 6% o f = 6.

Notons g 'application naturelle de A® dans A% ; provenant de I'inclu-
sionde 7% ® dans AF ; ; on déduit de la densité de ;’? dans AF ; le fait que g
est une surJectlon Par ailleurs, comme //K est sans p-torsion, il en est de
méme de A® qui sidentifie done & un sous-anneau de B® = A®[p-1],

On peut prolonger par linéarité g (resp. 0*, resp. f) en une application
que nous noterons encore g (resp. 0%, resp. f) de B®¥ dans By /I**! (resp.
de B® dans C, resp. de Bj/I"*! dans B®) et 'on a encore 0® o f = 0 et
0og=0%. De plus B® (resp B /I**1) est une K-algébre locale d’idéal
maximal Ker 6®) (resp. I) qui est nilpotent ; la cloture algébrique K de K
dans C s’identifie done canoniquement a une sous-algebre de ces deux al-
gébres en vertu du lemme 1.3. Maintenant, la densité de ‘;’;) dans A® et
A implique celle de K dans B /I**! et B®). On est donc dans les con-
ditions d’application du corollalre 1.4, ce qui implique en partlcuher que
g:B® — Bl /" est injective, et donc que g: A® — AF. est un iso-
morphisme puisqu’on a déja prouvé sa surjectivité ; il en est donc de méme
de I'application naturelle de /%” /p”(f'%) = A® /pnA® sur AL /pnAL .

LEMME 3.9. /%‘) — ok

DEMONSTRATION.  On a @% c % et @8 /pr® ~ 2% /pct. On en
déduit, via le lemme du serpent, que la multlphcatlon par p dans % // ® o

un isomorphisme, et comme ce module est de p*>°-torsion, il est nul ; d’ou le
résultat.

REMARQUE 3.10. Les lemmes 3.8 et 3.9 permettent de terminer la
démonstration des points (i) et (ii) du th. 3.1. Le (iii) résulte de la densité de
K dans B, /" pour tout k (densité qui résulte de celle de " dans A¥,),
et du fait general que si B est un anneau topologique séparé et complet et A
est un sous-anneau dense de B, alors B est le complété de A pour la to-
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pologie induite sur A par celle de B. Il ne nous reste done plus que les (iv) et
(v) & démontrer.

LEMME 3.11. 0™ et d® sont surjectives.

DEMONSTRATION.  Soit w € I*/(I¥ + I*1) et soit & € I* relevant w.
Comme K est dense dans By, il existe x € K tel que x — & € Ay + I+
Mais alors x € é‘%’” et on a 0®(x) = w par définition; ce qui régle le cas
de 0.

Tout élément de Q¥ peut s’écrire comme une somme de termes de
la forme ad®x aveec © € %V et a € P2 Comme Q® est de p™-tor-
sion, il existe n € N tel que p"d®x = 0 et comme l’application naturelle
de /% /p"@“% dans @5 /p" % est surjective, on peut trouver b € /%)
tel que a — b € p"@%. On a alors ad®x = bd®Px = d®(bx) ; d’ott le ré-
sultat.

On peut maintenant terminer la preuve du th. 3.1 (il ne reste que les (iv)
et (v) & prouver). Soit i® : QW — ¥/ (I* 4+ I"*1) le morphisme de -
modules défini par i® o d® = 9® . Alors i® est surjectif car 9% I'est et i®
est injectif car d® est surjectif et Ker 9% = 7% = /%) =Kerd®. On peut
done identifier Q% et I*/(I* + I"*) ainsi que d® et 9® et on tire la for-
mule pour d®(y) donnée dans le (v) du th. 3.1 de la formule pour 0% de la
rem. 3.5.

4. Le cas relatif
4.1 — Extensions étales d’algebres de Banach

Soit F' comme au n° 2.1. Une F-algébre de Banach K est dite spectrale
si la valuation définissant sa topologie (et pour laquelle elle est compléte)
est la valuation spectrale vy, donnée par la formule vy, (x) = isnf p vp(s(x)),

seSpm

ot Spm K est 'ensemble des morphismes continus de K dans le complété
de la cloture algébrique de F'.

Dans ce §, on se donne une F-algebre K, que l'on suppose integre,
intégralement close, spectrale et noethérienne : par exemple, 'algebre de
Tate K = F{Xj,...,X;}. On note K la cloture intégrale de K dans l'ex-
tension maximale de K, contenue dans une cloture algébrique de Fr(X),
non ramifiée au-dessus de Spm K ; alors K est une limite inductive d’ex-
tensions finies étales de K. On munit K de la valuation spectrale et on note
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C le complété de K. Si L est une sous-F-algébre de C, on note 77, I'anneau
de ses entiers pour vy, (i.e. 'ensemble des x € L vérifiant vg,(x) > 0) ;
alors 77, est intégralement clos dans L et @ est la cloture intégrale de
Ok dans K.

LEMME 4.1. Soit L une extension finie étale de K.

(1) L est un K-module de type fini.
(i) L est complete.

DEMONSTRATION. Il existe f € K tel que L[f~!] soit libre de rang
fini sur K[f~!] et la forme Tr(xy) soit un accouplement parfait sur
L[f7]. Si e1,...,e; est une base de L[f~!] sur K[f~!] constituée
d’éléments de L, Papplication x— i(x) = (Tr(eix),. .., Tr(ezx)) est une
injection K-linéaire de L dans K% Comme K est supposée noethérienne,
cela démontre le (i).

Soit M T'adhérence de (L) dans K¢ (que 'on muni de la valuation v
définie par v (1, ..., %) = 11<r}£' . Vep(@)). Soit oy, ..., o, une famille géné-

ratrice de L sur K, posons ﬁ’l = 1o;) et soient fB,.,...,f; tels que
fi,..., P, engendrent M sur K. Par hypothese, on peut approcher f,
par des éléments A de i(L). Maintenant, l'application (xy,...,%)—
21f; + - - -+ asf, est surjective et continue de K" sur M ; comme les
espaces de départ et d’arrivée sont des banach, on peut utiliser le théoréme
de I'image ouverte pour, si i, — / est assez petit, écrire i, — 4 sous la forme
E x;f; avec x; € pOk. Mais alors 1 — «; est inversible dans @'k, et done f

i=1
appartient au K-module engendré par les f;, pour ¢ < s — 1. Une récur-

rence immédiate permet d’en déduire que 4, . . ., f, engendrent M, et donc
que (L) = M ; en particulier, () est un sous—banach de K¢,

Notons 7 : K" — L l'application (xy, ..., x,) — Z a;0;. Cette application

est continue et il existe C' € R tel que l'on ait vsp(n(x)) > V() + C pour
tout & € K. Par ailleurs, 1on: K" — (L) est continue, surjective, et
comme les espaces de départ et d’arrivée sont des banach, il résulte du
théoréme de I'image ouverte qu’il existe C' € R tel que, pour tout y € (L),
il existe © € K" tel que 1o7(x) =y et vo(@) > voo(y) + C'. Mais alors
n(x) = 1 (y) et done vsp(zfl(y)) > V() + C+C'. 1l gensuit que 1: L —
(L) est bicontinue, et done que L est un banach puisque (L) en est un. Ceci
démontre le (ii) et conclut la preuve du lemme.

REMARQUE 4.2. On peut aussi déduire le (ii) de [2, 3.8.3 prop. 6].
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4.2 — Epaississements infinitésimaux universels

L’application x+— aP est surjective sur “¢/pfc=C%/pO% (cf.
lemme 4.7), et done @ et C possedent des (7k-épaississements in-
finitésimaux universels. On note A;,¢ celui de @¢ et BgR celui de C. Rap-
pelons la construction de ces objets®.

Soit E* I'ensemble des suites © = (@, ..., 2™, ...) d’éléments de “¢
vérifiant (x™+tP)Y =™ muni des lois + et - définies par x+y =s et
x-y=t, o0l

s — lim (x(wrm) + y(n+M))P"”' et ™ = x(n)y(n).
m——+00
Alors E* est un anneau de caractéristique p, complet pour la valuation vg
définie par vg(x) = v ®).

Soit thz W(E") Panneau des vecteurs de Witt & coefficients dans E*
et, si x € E*, soit [x] son représentant de Teichmiiller dans A™. Soit 0 le
morphisme de A* dans ¢ qui & Jrf:o p"[x,] associe Jio p 2. On étend 6 un

n=0  _ n=0
morphisme de @ g-algébres de “'x ® A" dans 7, et alors Ajy; est le sé-

paré complété de 7'k ®A* pour la topologie (p, Ker 0)-adique. Le mor-
phisme 0 g’étend en un morphisme surjectif de A;,r sur @, et on note I,
son noyau.

Notons encore 6 le morphisme de Aj[ %] dans C. Alors By, est le

1
complété de Aje LJ pour la topologie Ker #-adique. On peut prolonger 6

par continuité & Bjy et on note / son noyau. Notons que Ay, s'identifie
canoniquement & un sous-anneau de B et que l'on a I NAye =I,. De
plus, si pour k,n € N, on pose U, j, = p" A + 1, alors les U, j, forment
une base de voisinages de 0 dans B .

4.3 — K comme sous-anneau de By

Définissons par récurrence une suite décroissante de sous-anneaux
% de 7 et une suite de z-modules Q* en posant :
K K K
SO0 _ o
o (7 T %>

(®) Nous renvoyons & [5] pour les constructions qui suivent et les démonstra-
tions des résultats.
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e QW =r_oQ',,,  sik>1,(eproduittensoriel est au-dessus de
oDy . K % 0K
I? y

. (? = Ker(d® : (f%’b — Q®), ot d™ est la dérivation canonique.

Enfin, soit AY; = Aje /I, sik € N.

THEOREME 43. () % = K N (At + ") = {w € K | wy(x) > 0}.

(i) Linclusion de ©% dans Apg + IF! induit, par passage aux quo-
tients, un isomorphisme /%) / p"ﬁ‘%) =~ Al pm AL pour tout couple
d’entiers (k,n).

(iii) K est dense dans By et By est le séparé complété de K pour la
topologie définie en prenant les p”@’%), avec n,k € N, pour base de voi-
sinages de 0.

(iv) Sik > 1, d® est surjective et Q¥ s’identifie a I /(I* + IF+1).

DEMONSTRATION. La démonstration est la méme que celle du th. 3.1, a
ceci pres qu'il faut modifier les arguments qui utilisaient le fait que K était
un corps, a savoir :

— Lapreuve dulemme 3.8 utilise le n° 1.2 qui est rédigé dans le cas d’'un
corps.

— Celle du lemme 3.3 utilise 'existence de » € IV tel que P'(x) divise p".

— Dans celle de la prop. 3.6, on extrait des racines p-iemes, ce qui ne
produit des extensions étales que si les éléments dont on extrait les racines
p-ieémes sont des unités.

Il g’agit done d’étendre le n° 1.2 au cas d’extensions étales d’algebres, ce
qui est un cas particulier du «théoréme de prolongement des relévements»
(cf. [6, cor. 5.6] ; la démonstration consiste a localiser pour se ramener a un
cas ol on peut utiliser le preuve du lemme 1.3 et a utiliser 'unicité du
prolongement pour recoller), et d’adapter les démonstrations du lemme 3.3
(cf. lemme 4.6) et de la prop. 3.6 (cf. prop. 4.9).

®)

4.4 — Construction d’éléments de /K

Siy € @¢etsire N, ondit que y est de profondeur < r, §'il existe :

o Xy =Y, Xg,...,%q €O,

e Py,...,P, € OglXy,...,Xq],

e Ri,....R; € ("?"K[Xl,...,Xd]

o QijcOklXy,.... Xylpour1<i<detl<j<e,
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vérifiant les propriétés suivantes, ol 'on a noté J I'idéal de @x[ X7, ..., Xy]
annulateur de x = (xy,...,2q) :
- Pl,...,Pg ed.
-Si1<i1<d,
ze: 0 p"(1 + pR;) mod J sih =1,
& 70X, | 0mod J sih# i

REMARQUE 4.4. Les conditions ci-dessus impliquent que p"dx; =0
pour tout ¢, et done en particulier pour x; = y. En effet :

P+ pRi(@)) dav; = Z Z Qm(x) b ! (@) doy, = Z Qi (@) dP;(x) = 0
=1

=1 j=1
puisque P;(x) = 0; on conclut en remarquant que 1 + pR;(x) est une unité

+00
de O (son inverse est Y (- pRi(ac))n qui converge dans C vers un
. n=0
élément de K d’apres le (ii) du lemme 4.1).
On dit que y € @ est de profondeur finie s'il existe r € N tel que y soit
de profondeur < 7.

LEMME 4.5.  Tout élément de ' est de profondeur finie.

DEMONSTRATION. Soit y € @%. Il existe donc une extension
finie étale L de K telle que y € . Soient xy,=1y,x,...,%q des
éléments de @ engendrant L comme K-module. Alors wxi,...,%5
engendrent aussi L vue comme K-algebre, et si l'on note J
lidéal des P e @k[X;i,...,Xy] vérifiant P(x1,...,24) =0, on a L=

1
K[Xy,...,Xq41/d BJ Soient Py, ..., P, engendrant J [P] Comme l'exten-
sion L/K est étale, le module Q;, x est nul, ce qui se traduit par 'existence
d’éléments Q;; € K[Xy, ..., X ]telsquedX; = Z Q;;dP;mod @1 i [p} aX;

Jj=
dans Qgx, . x,/k = 697 KXy, .. XgldX;. T ny a plus qu’a multiplier

par p", pouur:’r assez grand, pour que les polynéomes intervenant soient
tous a coefficients dans ?x et obtenir ce que I'on veut (avee R; = 0).

LEMME 4.6. Si y € % est de profondeur < r, alors p" "y ¢ //G‘)
K

@ —1r

pour tous k,a € N, ou l'on a posé v, = —

et ri(a) = inf (v, v, (@)).
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DEMONSTRATION. Choisissons :

o X =Y, L2,...,% €O,

° Pl,...,PgE(iyK[leu-»Xd]’

° le . .,Rd S ﬂ'ﬁ’K[Xla s 7Xd]7

e Qij€OklXy,. ... Xgl,pour1<i<detl<j<e,

vérifiant les propriétés demandées pour la définition de profondeur < ». Si
a=(a,...,aq),posons x* = acj“ . ~9ch et ri(a) = inf (rg, vp(an), . . ., vp(ag)).
Posons aussi 2, = p" " @ Nous allons montrer, plus généralement,
que 2q € 0“%) pour tousk € Neta €¢ N d

Le résultat est trivial pour k¥ = 0; supposons le vrai pour k. Notons J;
Pélément (0, ...,1,...,0) de N% ot le 1 est a la i-iéme place. On a done
2o, = p"a;. En reprenant la récurrence de la preuve du lemme 3.3, on
vérifie que
(3) perrk(a)d(kJrl)(zkﬂ) — prk i aixaféid(k+1)(zkﬁi).

i=1

[ Cesttrivial sia = 0, et dans le cas contraire on choisit ¢ tel que a; > 1 eton
utilise la relation p"+" @z , = z;, 5 (p@9%z; o 5).] 1l en résulte que, pour
tout P € @k[Xy,...,Xyl,ona

d
OP
prA* @ P@) =p Yy | o @ d* ).
=1 M
En particulier, pour P = P;, on obtient la relation
d
. OP;
P z; a—X'i(ﬂc) d*V(z;5) = 0.
iz
En multipliant cette relation par Q; ;(x) et en faisant la somme sur j, on en

déduit, car 1+ pR;(x) est une unité de %, que p*"d*(z; ;) = 0 pour
tout ¢ et, utilisant le fait que r.(a) < 7, on obtient, en multipliant (3) par p” :

) Va e N, p¥d® (g, ) = 0.
Iy a deux cas :

e Si inf(wy(ar),...,vp(@q) <7 ON A Zpi1q = PP 2ka, et done
Zkila € (Z*%H) car (4) implique d**V(zj,14) = 0.

o Si inf (vy(a1),...,v,(aq))) > 73, écrivons @ = p™b et posons y;; =
Rl prks; = xf% et ¥x = W1, - .-, Yra)- On obtient :

d
d<k+1)(zk+ la) = p’"k—l*Wcﬂ(a)d(k‘i’l)(yz) — Z bl.p”'k+1*7'k+1(a)y2*‘)i d(k“)(yk,i) =0,
i=1
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carv,(by) + 11 — e1(@) =vp(a;) — 7+ 31 + v —inf (r1, vp(a1), - .., vp(aq))
> 21 + 1 et p?trd D (yy ) = dF (24 prs) = 0.
Ceci permet de conclure.

4.5 — Densité de (%) dans A /I5

LEMME 4.7.  Siy € O est de profondeur <7, et si z € (0% est une so-
lution, dans la cloture algébrique de Fr(K), de l'équation 2P + pz = ¥, avec
m > 2, alors z € (O et z est de profondeur < r + 1.

DEMONSTRATION.  Si L est une extension finie étale de K contenant y,
etsi L/ = LIX]/(XP" + pX — y), alors p(1 + p™1XP"~1) est inversible dans
L' car p"1XP"~1 € p'p. L'extension L' /L est donc étale et 'image z de X
appartient donc bien a .

Maintenant, choisissons :

& X1 =Y,%2,...,&g € (f’

o P,....P, € Okl[Xy,...,X4],

o Ry,....,R; € OklXy,...,Xql,

o Qij € OglXy,....Xgl,pour1 <i<detl<j<e,
vérifiant les propriétés demandées pour la définition de profondeur < r.
Posons x} =2, et o, = x; si ¢ > 2. Si P € Ok[Xy,...,X4], notons f(P) le
polynéme P(X?" + pX, Xy, ..., X,). L'idéal J de @'g[Xy, . .., X4] annulateur
de &’ est I'idéal engendré par les f(P), pour P parcourant 'idéal annulateur
J de x. En particulier, les f(P;) appartiennent a J et, si on pose :

o Qm =pf(Q;j) sit > 2,~et Qi =f(Q1)), . ’
o Ri=f(R)sii>2et Ry =f(Ry)+p X0 pmX?" (R,

on a

ZQ: o, OB _ [P+ pRymod I sih =i
=X 0 mod J sih# i

Il S’ensuit que z est de profondeur <+ 1, ce que l'on voulait dé-
montrer.

ke

inf> les conditions

LEMME 4.8. St A est une sous-7 g-algebre fermée de A
sutvantes sont équivalentes :

(i) 4 contient [pl, ou p= (p,pY?,...,ptP",..) e E*, et, pour tout
x € Oc, il existe a € E™ tel que [a] € A et O([a]) —x € pO¢.
(i) 4 =A"

inf*



Une construction de B, 129

DEMONSTRATION. Il n’y a que I'implication (i)=-(ii) a prouver. Cgmme
Afnf est un quotient de Ajyr qui est obtenu en complétant @ x @z, AT et
comme / contient 7, il suffit de prouver que A contient I'image A de
1 ® A", Pour cela, il suffit de prouver que I'on peut écrire tout élément x de
Ay, sous la forme o + pf + [ply, avec o € A, N A et f,y € A, (si cest le cas,
une récurrence immédiate utilisant le fait que [i)] € /A montre que I'on peut,

]17 1

pour tout n € N, écrire x sous la forme x,, + Z PpI" "2y, avee x, € A et

Xni € A N A4, et x est 1a limite de la suite (xn)%eN et done appartient a A ;

pour passer den an + 1, on écrit 2, ; sous la forme o, ; + pp,, ; + [ply,; et on
n .

pose Ty1 = @y + 30 PRI o).

Or un élémentZ acl de Ay, peut s’écrire sous la forme x = [og] + pf avec
ag € ET et p € A;. L'hypothése fournit oy € E™ tel que o = [0] € 4 et
O[o1] — [e0]) € p@¢. On peut donc écrire o — [og] sous la forme [az] + pfs
avec oy € E, Bo € Ar et Ooz]) € p@¢c. Maintenant, la propriété
O([a2]) € p¢ implique que [0p] est divisible par p dans E* : si

= (a(gn))neN’ alors vsp(oc(z")) > p" car vg(2") = nug(2), et done « <”) est
divisible par p/?" dans ?¢. On en déduit I'appartenance de o — [oco] a
[plA) + pAy; et donc celle de x — o & [plA;, + pAy. Ceci permet de conclure.

ProrosiTION 4.9. St k € N, alors /%? est dense dans Aiknf.

DEMONSTRATION.  Soit A4 'adhérence de @ ? dans A¥ .. On déduit du
cas ou K est une extension finie de ¥ I'appartenance de [p] a 4. Il suffit done,
grice au lemme 4.8, de prouver que pour tout x € 7, il existe « € E*
vérifiant [o] € 4 et 0(a]) — x € p¢.

Soit y € @% tel que y —x € pPc, et soit r € N tel que y soit de
profondeur < r. Définissons, par récurrence, une suite (y,),cy d’éléments
de (7%, en posant yo = y et en prenant pour %,1 une solution de '’équation

yn 1+ DPYni1 = Yu. Comme y, — yn 1 €Pp7¢, la suite de terme général
21 .
y? .. converge dans 7 ; on note «*" sa limite et on pose a®~ = (@),

On a alors o™ = («™*V)? pour tout n € N, ce qui permet de voir (™), .y
comme un élément o de E*. De plus, 0([«]) = «¥ est congru 2 7o, et done
aussi a &, modulo p@¢. 11 suffit donc de vérifier que [«] € A.

Pour ce faire, notons ¥, ,, une solution de I'équation yﬁﬁn + PYnn = Yns
sim > 2. Il résulte du lemme 4.7 que Ynm est de profondeur < r+mn + 1,

et on de%ult du lemme 4.6 que zy,,, = ynm =Yn — pyn m appartient a ( &)

3
sim > (r +m + 1) ; on suppose donc m > (1” +n + 1) dans ce
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qui suit. Comme y,, = o®” mod p¢, on a O(«/7"]) — 2,,, € pC¢, et on

peut donc écrire z,,, sous la forme [2/7"'] + pf + [ply, avec fi,y € AL .. On

en déduit que [«] est la limite dans A% ; de la suite (zﬁ%zﬁ)%N d’éléments de
/(1_?)’ et donc que [o] € 4, ce qui permet de conclure.

REMARQUE 4.10. On aurait pu utiliser la démonstration ci-dessus pour
la prop. 3.6.

REFERENCES

[1] A. BEILINSON, p-adic periods and derived de Rham cohomology, J. of A.M.S.
25 (2012), pp. 715-738.

[2] S. BoscH - U. GONTZER - R. REMMERT, Non-Archimedean Analysis: A
Systematic Approach to Rigid Analytic Geometry, Grundlehren der math.
Wiss. 261, Springer-Verlag 1984.

[8] L. FARGUES, Lettre a Luc Illusie (2010).

[4] J.-M. FONTAINE, Sur certains types de représentations p-adiques du groupe
de Galois d’un corps local; construction d’un anneau de Barsotti-Tate, Ann.
of Math. 115 (1982), pp. 529-577.

[6] J.-M. FoONTAINE, Le corps des périodes p-adiques, avec un appendice de
Pierre Colmez, Astérisque, 223 (1994), pp. 59-111.

[6] A. GROTHENDIECK et al., Revétements étales et groupe fondamental (SGA 1),
Documents Mathématiques, 3, Soc. Math. de France, 2003.

[71 S. OHKUBO, Galois theory of Bly in the imperfect residue field case, J.
Number Theory, 130 (2010), pp. 1609-1641.

Manoscritto pervenuto in redazione il 18 Gennaio 2012.




<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /None
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 15%)
  /CalRGBProfile (Adobe RGB \0501998\051)
  /CalCMYKProfile (Euroscale Coated v2)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Warning
  /CompatibilityLevel 1.5
  /CompressObjects /Off
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages false
  /CreateJDFFile false
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Perceptual
  /DetectBlends false
  /ColorConversionStrategy /LeaveColorUnchanged
  /DoThumbnails true
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /SyntheticBoldness 1.00
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveEPSInfo false
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments false
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
    /Arial-Black
    /Arial-BlackItalic
    /Arial-BoldItalicMT
    /Arial-BoldMT
    /Arial-ItalicMT
    /ArialMT
    /ArialNarrow
    /ArialNarrow-Bold
    /ArialNarrow-BoldItalic
    /ArialNarrow-Italic
    /ArialUnicodeMS
    /CenturyGothic
    /CenturyGothic-Bold
    /CenturyGothic-BoldItalic
    /CenturyGothic-Italic
    /CourierNewPS-BoldItalicMT
    /CourierNewPS-BoldMT
    /CourierNewPS-ItalicMT
    /CourierNewPSMT
    /Georgia
    /Georgia-Bold
    /Georgia-BoldItalic
    /Georgia-Italic
    /Impact
    /LucidaConsole
    /Tahoma
    /Tahoma-Bold
    /TimesNewRomanMT-ExtraBold
    /TimesNewRomanPS-BoldItalicMT
    /TimesNewRomanPS-BoldMT
    /TimesNewRomanPS-ItalicMT
    /TimesNewRomanPSMT
    /Trebuchet-BoldItalic
    /TrebuchetMS
    /TrebuchetMS-Bold
    /TrebuchetMS-Italic
    /Verdana
    /Verdana-Bold
    /Verdana-BoldItalic
    /Verdana-Italic
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 600
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterColorImages true
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.76
    /HSamples [2 1 1 2] /VSamples [2 1 1 2]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 15
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 15
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 150
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterGrayImages true
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.76
    /HSamples [2 1 1 2] /VSamples [2 1 1 2]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 15
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 15
  >>
  /AntiAliasMonoImages true
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 150
  /MonoImageDepth 8
  /MonoImageDownsampleThreshold 2.66667
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile (None)
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName (http://www.color.org)
  /PDFXTrapped /False

  /Description <<
    /ENU (Use these settings to create PDF documents suitable for reliable viewing and printing of business documents. The PDF documents can be opened with Acrobat and Reader 5.0 and later.)
    /JPN <FEFF3053306e8a2d5b9a306f300130d330b830cd30b9658766f8306e8868793a304a3088307353705237306b90693057305f00200050004400460020658766f830924f5c62103059308b3068304d306b4f7f75283057307e305930023053306e8a2d5b9a30674f5c62103057305f00200050004400460020658766f8306f0020004100630072006f0062006100740020304a30883073002000520065006100640065007200200035002e003000204ee5964d30678868793a3067304d307e30593002>
    /DEU <>
    /FRA <>
    /PTB <>
    /DAN <>
    /NLD <>
    /ESP <>
    /SUO <>
    /NOR <>
    /SVE <>
    /KOR <FEFFc5c5bb34c6a90020bb38c11cb97c0020ac80d1a0d558ace00020c778c1c4d558b2940020b3700020c801d569d55c00200050004400460020bb38c11cb97c0020b9ccb4e4b824ba740020c7740020c124c815c7440020c0acc6a9d558c2edc2dcc624002e0020c7740020c124c815c7440020c0acc6a9d558c5ec0020b9ccb4e000200050004400460020bb38c11cb2940020004100630072006f0062006100740020bc0f002000520065006100640065007200200035002e00300020c774c0c1c5d0c11c0020c5f40020c2180020c788c2b5b2c8b2e4002e>
    /CHS <FEFF4f7f75288fd94e9b8bbe7f6e521b5efa76840020005000440046002065876863ff0c9002540875284e8e55464e1a65876863ff0c53ef4ee553ef9760573067e5770b548c6253537030028be5002000500044004600206587686353ef4ee54f7f752800200020004100630072006f00620061007400204e0e002000520065006100640065007200200035002e00300020548c66f49ad87248672c62535f003002>
    /CHT <FEFF4f7f752890194e9b8a2d5b9a5efa7acb76840020005000440046002065874ef69069752865bc6aa28996548c521753705546696d65874ef63002005000440046002065874ef653ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000520065006100640065007200200035002e0030002053ca66f465b07248672c4f86958b555f3002>
    /ITA <>
  >>
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [150 150]
  /PageSize [595.000 842.000]
>> setpagedevice


