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Solution stationnaire de I’équation de coagulation
de gouttelettes en chute avec le vent horizontal

MERIEM MERAD (¥) - HANANE BELHIRECHE (*) - HISAO F'UJITA YASHIMA (¥*)

ABSTRACT - We consider the equation which describes the coagulation process of water
drops which fall in the air. The equation is considered in a two-dimensional domain
and the density of water drops entering the domain is supposed to be given. Under
the hypothesis of the constancy of the horizontal wind and some suitable condi-
tions, we prove the existence and the uniqueness of the stationary solution.

RESUME - On considére 'équation décrivant le processus de coagulation des gout-
telettes qui tombent dans lair. L’équation est considérée dans un domaine de
dimension 2 et la densité des gouttelettes a 'entrée du domaine est supposée
donnée. Sous '’hypothése que la vitesse de l'air est constante dans la direction
horizontale et quelques autres conditions convenables, on prouve 'existence et
'unicité de la solution stationnaire.
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1. Introduction

Comme il est bien connu, des nuages formés dans 'atmosphere, les
gouttelettes suffisamment grandes vont tomber comme pluie, ce qui dé-
montre le role essentiel du processus de coagulation des gouttelettes dans
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Papparition de la pluie. L’équation dite équation de Smoluchowski, pro-
posée par Smoluchowski (voir [16]) et Miiller (voir [11]), décrit le processus
de coagulation; cependant cette équation dans sa version communément
considérée ne tient pas compte de l'effet de la chute des gouttelettes.
Malgré que 'équation de Smoluchowski ait été étudiée par plusieurs au-
teurs (voir [17], [9], [3], [10], [5], [4], [12], etc...), & notre connaissance la
description mathématique du processus de coagulation des gouttelettes
dans leur déplacement et en particulier le déplacement dii a la force gra-
vitationnelle n’est pas encore bien élucidée.

Dans ce présent travail nous allons considérer des gouttelettes qui, se
coagulant avec une certaine probabilité, tombent avec une vitesse qui sera
déterminée par la force gravitationnelle, la friction entre ces gouttelettes
et lair ainsi que la vitesse de ce dernier. Les gouttelettes considérées
doivent étre distribuées selon la masse m de chacune d’elles, tandis que la
friction avec l'air, ainsi que la probabilité de coagulation, dépend de la
masse m. Lci nous nous limitons a considérer I'état stationnaire avec un
vent horizontal constant, en renvoyant ’analyse de cas plus généraux aux
études futures.

Du point de vue technique, nous allons considérer une équation intégro-
différentielle pour une fonction inconnue o = o(m,x,z) représentant la
densité (par rapport au volume de l'air) de I'eau liquide contenue dans les
gouttelettes de masse m. Nous considérons ¢ comme une fonction dé-
pendante de la masse (de la gouttelette) m et de la position (x,z) € Rz;
comme nous supposons que le mouvement de I'air en considération est un
vent horizontal constant, la position dans la direction horizontale et or-
thogonale a la direction du vent ne nous intéresse pas particulierement.
L’équation dans la forme précise va étre formulée dans le paragraphe
suivant (voir (2.4)).

Dans ce qui suit, nous allons démontrer I'existence et 'unicité de la
solution de ’équation avec une condition aux limites dans les cas respec-
tivement de 'absence du vent (vitesse du vent nulle) et de la présence du
vent (vitesse du vent non nulle). Nous espérons que l'ultérieure analyse
donnera des caractérisations plus intéressantes du point de vue physique.

2. Position du probléme
Désignons par a(m, x, z,t) la densité de 'eau liquide contenue dans les

gouttelettes de masse m au point (x,2) € Q ( C R?) & linstant ¢ € R, c’est-
a-dire, la masse de I'eau liquide contenue dans les gouttelettes de masse m
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qui se trouvent dans l'unité de volume de I'air. Le nombre, au sens pure-
ment statistique, des gouttelettes de masse m dans I'unité de volume sera
alors donné par

5 t
i, z,2,8) = LB ED.

L’équation de Smoluchowski est normalement formulée par rapport au
nombre 7 = n(m,t) de gouttelettes de masse m. Mais nous préférons
utiliser la densité ¢ pour la commodité pour la modélisation générale des
phénomenes météorologiques (voir [6], [1], [14]).

Nous allons considérer la densité ¢ dans le domaine

@.1) Q=R x10,1[ = {(x,2) e R} 0 <z <1}.

On va considérer également la vitesse des gouttelettes qui se déplacent
a cause de la force gravitationnelle et du mouvement de I'air dans lequel
elles se trouvent. Comme l'effet de la friction entre les gouttelettes et
I'air dépend sensiblement de la masse de chaque gouttelette, la vitesse
des gouttelettes doit étre en fonction de la masse m. Nous admettons
que la vitesse u = u(m) d’'une gouttelette de masse m est donnée par

2.2) »u =ulm) = <ﬁ, -9 ),
o(m)

ou v et g sont des constantes (v € R, g > 0), tandis que «(m) est une
fonction de la masse m (a(m) > 0). Si g, a(im) et v désignent respecti-
vement l'accélération gravitationnelle, le coefficient de friction entre
les gouttelettes et I'air et la vitesse de l'air (dans la direction de I'axe
x), la relation (2.2) correspond, dans une bonne approximation, a la
vitesse réelle des gouttelettes dans 'atmosphére (voir par exemple
[15], [11, [14]).

Si nous considérons la variation de o(m, , 2, t) due au déplacement avec
la vitesse u(m) des gouttelettes et au processus de coagulation, nous au-
rons

23) go(m,x,2,t) + Vi, - (alm, x,z,Dulm)) =

m
= %/ﬂ(m —m',m)a(m’,x,z, Dalm —m', x, 2z, t)dm'+
0

—m//)’(m,m’)a(m,x,z,t)a(m’,ac,z,t)dm’,
0
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ol Vi, = (Oy, 0:), tandis que f(mq, mo) représente la probabilité de ren-
contre entre une gouttelette de masse m; et une gouttelette de masse myg
(avec la valeur de la probabilité normalisée par rapport a la masse). Si dans
I’équation (2.3) on néglige la dépendance de (x,z) € 2, 'équation sera ré-
duite a I'équation de Smoluchowski (dans une version avec la densité
o(m,t) = mn(m,t)).

En renvoyant I'étude de I'équation d’évolution (2.3) a des recherches
futures, dans le présent travail nous allons nous occuper du cas station-
naire, ¢’est-a-dire, nous allons considérer I'équation

24) V- (om,x,2)u(m)) =

- % / B —m',m)a(m', %, 2)a(m —m', @, z)dm'+
0

—m//f(m, ma(m, x,2)o(m’, x, 2)dm’
0

avec la condition
2.5) olm,x,1) = a(m,x).

Comme les gouttelettes tombent de {z =1} vers {# = 0} avec la vitesse
u = w(m) (voir (2.2)), la condition (2.5) est une condition “initiale” (ou con-
dition d’entrée) pour les gouttelettes qui partent de la position (x, 1).

On rappelle que dans la Nature, a cause de la courbure tres élevée de la
surface, les gouttelettes tres petites s’évaporent immédiatement (voir par
exemple [13], [7]) et que d’autre part les gouttelettes trés grandes se
fragmentent a cause de la friction avec I'air environnant. Pour cela, nous
nous intéressons a la fonction de densité o(m, x, z) avec m entre deux ex-
trémités m, et My,

0<mg <m <My < oo.

En ce qui concerne la fonction a(m), qui représenterait I'effet de la
friction entre les gouttelettes et l'air, dans le présent travail nous sup-
posons que a(m) est une fonction strictement positive et suffisamment
réguliére (par exemple a(m) € C1(R.)). Il est utile de rappeler que dans
I’état normal de 'atmosphere a(m) est une fonction décroissante et ses
valeurs varient sensiblement selon les valeurs de m (pour les données
exprimentales, voir par exemple [15]). Méme si I’effet de la friction (par
l'unité de masse) croit rapidement quand m s’approche de 0, compte
tenu de I'absence de gouttelettes trés petites (m < m,), pour éviter le
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raisonnement inutilement compliqué, nous supposons que

sup a(m) < co.
meR L

Pour la fonction f(m;,mz) nous supposons que
2.6) B, e C(Ry x Ry), Plmy,mg) >0 Vimg,mg) € Ry x Ry,
2.7) plmy, ma) = f(mg, mq)
2.8) Blmy,mg) =0 pour my +mg > My.

Les conditions (2.6) et (2.7) sont des conditions naturelles de la fonction
de probabilité de rencontre de gouttelettes. D’autre part, la condition
(2.8) est une approximation motivée par le fait que, comme nous 'avons
déja évoqué, dans l'atmosphere les grandes gouttelettes subissent
également le processus de fragmentation, qui contrebalance la crois-
sance de la population de gouttelettes de masse élevée due a la coa-
gulation (cette approximation a été adoptée méme dans [6], [1], [14]).

3. Cas de I’absence du mouvement de ’air

Dans le cas ot ¥ = 0, le probléme (2.4)-(2.5) se réduit a une famille de
problémes dans le domaine 0 < z < 1, paramétrisée par x € R. En effet, si

v =0, u(m) se réduit a
- 9
u(m) = (O, o (m))’

ce qui nous permet d’envisager le probléme (2.4)-(2.5) séparément pour
chaque « € R. Donc, en posant g(m) = G(m,x) pour chaque x € R et en
écrivant a(m, z) au lieu de a(m, x, ), nous avons a considérer

B1) —o, <a(m, 2) L) _m / Bom — !, mYo(m!, 2)a(m — m', 2)dm+
a(m) 2
0

—-m / Blm, m))a(m, 2)a(m’, 2)dm/,
0

3.2) om,1) = a(m).

Comme «(m) ne dépend pas de z, I’équation (3.1) peut étre écrite dans
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la forme
83) d0(m,2) = — m"z‘;m) / Blm — !, )o(m!, 2)a(m — m!, 2)dm’ +
0
n m“;m) / Bm, m)o(m, 2)o(m’, 2)dm’.
0

Avant de nous occuper de la solution du probléme (3.1)-(3.2), rappelons
une propriété importante de l'opérateur intégral figurant au second
membre de (3.1).

LemMmE 3.1. Soit p(-,-) la fonction introduite dans le paragraphe
précédent. Alors, quelque soit a(-) € L'(R.), on a

oo

3.4) / % / Bm — m!,m)a(m)a(m — ' )dm/dm +
0 0

o0

— / m / Blm, m)a(m)a(m)dm'dm = 0.
0

DEMONSTRATION. En faisant le changement de variables

! !
q=m-—-m, r=m,

dont le déterminant jacobien est égal a 1, on a
0
Par conséquent, compte tenu de la symétrie de la fonction f

pq,r) = Br, q),

3

ME
o

Blm—m!,m"Ya(m)a(m —m/)dm'dm = / / q?w Blg, ra(@)a(r)drdg.
00

on a

/ q —2i- r B(q,)a(@)o(r)drdq = / / qB(q, )a(Qa(r)drdq =
0 00

= / / mpB(m, m"a(m)a(m')dm'dm,
0 0

d’ou on obtient (3.4). O
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L’égalité (3.4) n’est autre que la loi de la conservation de la masse pour
I'eau liquide contenue dans les gouttelettes.

ProPOSITION 3.1. Soit (- ) € LY(R.) avec supp(@) C [, m4]. Alors
le probléme (3.1)-(3.2) admet une unique solution o € C([0,1]; L1(R,))
(c’est-a-dire, Uapplication z+— a(-,z) est une fonction continue de [0,1] a
valeurs dans L'(R.)).

DEMONSTRATION. Pour résoudre le probleme (3.1)-(3.2), on considére
o(-,z) comme élément de L'(R,), de sorte que I'équation (3.3) peut étre

écrite dans la forme

do
(3.5) T F(o),

ou

mo
2

F(o) =F(o)(m) = — (gm) / Blm — ', mo(mo(m — m')dm’+
0

| Tatm) / Bm, m"o(m)o(m')dm!.
g 0
Posons
(36) Cp :max[ sup m;(m)ﬂ(m— m',m'), sup ma(m)/)’(m,m’).
0<m/ <m<oo mm R

Alors, en rappelant 'expression de F(g), on a, pour a1, g2 € L*(R.),
B |Fo1) - Fo)| . = / |[F(61)m) — Fo2)m)|dim <

0
00 m

<¢ / / o1 (Y@ m — ') — ool — ) +
00

+ (a1(m)) — a2(m))oa(m — m)|dm/dm +
+Cp / / |[(G1(m)(o1(m') — a2(m”)) + (a1(m) — a2(m)a2(m”)|dm’dm <

00
< Cy(llor * (o1 — 02Dl + (o1 — 02]) * 02 1) +

+C/;/ (jor(m)|||a1 — 02|11 + |o1(m) — G2(m)||| o2 || )dm <

0
< 2C4llor = a2l (lon]zr + [loz]lp)
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(pour la propriété de la convolution, voir par exemple [2]), ce qui montre que
F(-)vérifie localement la condition de Lipchitz dans la topologie de L'(R ).
Par conséquent, I'’équation (3.5) avec la condition initiale (3.2) admet une
solution ¢(-, 2) et une seule dans un intervalle 1 — 6 <z <1lavecun o > 0
suffisamment petit.

D’autre part, du lemme 3.1 et de 'équation (3.1) on déduit que

o0

9 N [ A
3.8) /(a(m,z)u(m))dm—/ <a(m,1) oc(m))dm’
0

0

pourvu que o(-,z) existe. Or, la condition (2.8) et Thypothése
supp (@) C [mg, m4] impliquent que supp(a(-,2)) C [y, m4]. Done, de la
relation

O<01§L§(32<OO Ym € [Mg, Myl
a(m)

avec deux constantes cy, ¢z (qui résulte de ’hypotheése sur «(m)), on dé-
duit que ||a(-,2)]| LR, €st uniformément bornée en z (pourvu que o(-,z)
existe), ce qui, joint a la condition de Lipschitz locale, nous donne la so-
lution o(-,2) de 'équation (3.5) dans tout I'intervalle [0, 1]. La proposition
est démontrée. O

4. Préliminaires pour le cas général

Pour résoudre I'équation (2.4) avec la condition (2.5) (o(m,x,1)=
a(m,x)), nous allons utiliser 'idée de transformer I'équation (2.4) en une
équation différentielle ordinaire, comme dans la démonstration de la
proposition 3.1, ol on a transformé I'équation (3.1) en (3.5). Pour cela, nous
introduisons le changement de variables (m, x, z) — (1, &, 2) défini par

m=m,
E=x—7 )
~ 9
z

2.

(]- - z)a

et définissons

5, &,3) = o(m, 1, 2) = a(m, E+T “(;") a- z),z).

Dans la suite, toutefois, pour éviter la notation lourde, on va écrire
simplement m et z au lieu de m et z et encore o(m,&,z) au lieu de
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a(m, &, 2), ce qui ne cause pas d’équivoque dans le calcul. Comme on peut
le constater facilement, dans les coordonnées (m, &, z) 'équation (2.4) se
transforme en

2 __ ma(m)
@1 o olm,&2) =~ 2

. /ﬁ(m —m!,m)a(m', n(m,m', &, z),2)a(m —m' ,nim, m —m/', & z),z)dm’ +
0

W;M) / Bm,m"a(m, &, 2)a(m’, n(m, m’, &, 2), 2)dm’,
0
ou
Hom, ', &) =+ Mu .

Pour réformuler I'équation (4,1) en une équation différentielle ordinaire
et établir des propriétés utiles de 'opérateur intégral du deuxiéme mem-
bre de cette équation, il nous convient, pour chaque z € [0,1] fixé, d’in-
troduire la famille de courbes

(4.2) y,:{(m,é)eR+xR|é:r—5“(m)

(l—z)}, teR

et de définir une mesure sur ces courbes.
Désignons par Py, la projection de y, sur R, c’est-a-dire, pour les
sous-ensembles A’ de y., on a

Pr A'={m e R, |3¢ tel que (m,&) € A’ }.

La régularité de la fonction &(m) =7 —v %(1 — z) nous permet de dé-
finir les ensembles mesurables de y, et la mesure s, sur y, par les relations
suivantes :

i) A’ C y, est mesurable si et seulement si P A’ est mesurable selon
Lebesgue sur R,
ii) ,u;,(A’ )=u L,H+(P1R+A’ ), ol #rr, () estlamesure de Lebesgue sur R .

Comme les courbes y,, © € R, sont paralleles (c’est-a-dire, définies par
la translation de y, par = dans la direction de &, on voit immédiatement que
la projection P, et la mesure u},( -) ne dépendent pas de 7 € R.
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La mesure (- ) étant définie sur les courbes y., nous allons éclaircir les
relations entre y,(-) et la mesure sur R, x R. Pour ce faire, on pose

. &) = £+ “(Z"‘)

(Cest-a-dire, t(m, &) est T € R tel que (m, &) € 7,) et on considére la famille
A des ensembles A ayant la forme

1-2)

43  A={m, O € Ry xR|me[my,mel, tim,& € [r1,12l, }

avee 0 <my <mg <00, —00 <11 <19 <o00. Si on définit la fonction
[t : A — R, par la relation

wA) = (ma —my)(t2 — 11)

pour A = {(m, &) € Ry x R|m € [my,mgl, 1(m, &) € [11, 2 }, on constate
que, de la méme maniére que la construction de la mesure de Lebesgue sur
R, x R a partir de la famille des rectangles, le prolongement de i définit
les ensembles mesurables selon it de R, x R et la mesure sur eux, mesure
que nous notons toujours i, et que ji coincide avec la mesure de Lebesgue
MLk, xr SUr Ry x R ;on aen effet

HMA) = g, gz (A)

pour A € 2.

Pour les mesures s, et /i ainsi définies et les mesures de Lebesgue
ML R, Mk 6 1y, g «r Tespectivement sur R, R et Ry x IR, on a les rela-
tions suivantes.

LEMME 4.1. Soit A un ensemble mesurable (selon Lebesgue) de
Ry x R. On pose
A, ={meR,| I eR tel que (m,&) € y,NA},
Ay ={t € R|3¢ € R tel que (m,&) €y, NA}.

Alors on a
(44) py o (A) = iA) = / (A = /uLTR<Am>uy<dm> - / 1, Ay )dm
—00 70 0

(ici et dans la suite I'élément d’intégration par rapport a la mesure de
Lebesgue s’écrit directement dm, dr ete... sans utiliser les notations

Mk, (dm), py, 2 (d7), py, 2 (dQ) ete...).
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LEMME 4.2. Soit a(m, &) € LX(R, x R). Alors, pour presque tout t € R
la restriction de a(m, &) @ y, appartient & L' (y,, ).

LEMME 4.3. Soit a(m, &) € LX(R, x R). Alors on a

om, Odmdé = / om, Odjt =

RyxR RixR
= /OC </o—(m,é)ﬂy(dm)>drz/< /OO a(m,f(m,r))dr),u;,(dm):
o0 7 %o —oo
_ 0/ ( é a(m,é)dé)dm:é ( 0/ a(m,é)dm)dé
_o(m)

ou é(m,t) =1 -0 —-(1 —2).
g

Pour la démonstration des lemmes 4.1, 4.2 et 4.3, il suffit d’effectuer les
modifications formelles nécessaires aux démonstrations des théorémes
classiques sur le produit des mesures et de Fubini (voir par exemple [8]),
en tenant compte de la définition formulée ci-dessus des mesures x, et ji.

Maintenant on est en mesure de transformer ’équation (4.1) en une
équation différentielle ordinaire. Pour cela on pose

o(m) [0,m] _

t(m,&,2) =C+ g -2, »n 7. N[0, m] x R.

Cela étant, on peut écrire 'équation (4.1) dans la forme

@5 go@ _Fo@). o) =a(,-2),
v

avec
F(o(2)) = F.(0(2))(m, &) =

= — m;(QM) / ﬁ(m — ml> m/)O'(m/, ’7/7 Z)O'(m - m/’ ;7,/7 z)ﬂ)’(dM/)+

,,[0.m]
/ (m,£.2)

mo

g(m) [ Bt rotu o 2yaton. & 2y

Yoo
/t(m,é,z)



216 Meriem Merad - Hanane Belhireche - Hisao Fujita Yashima

ou 7/ et 5" sont tels que
m', ) e Vetmizyy (M — ') € Vim.éz)
L’équation (4.5) doit étre envisagée avec la condition (2.5), c’est-a-dire

(4.6) o(1) = a(m, ¢, 1) =a(m, Q).

5. Existence et unicité de la solution dans le cas général

Pour démontrer I'existence et 'unicité de la solution du probleme (4.5)-
(4.6), nous avons besoin de préciser des conditions sur a(m, ¢). Nous sup-
posons que

(5.1) 7(,) e LY(Ry x R)NL®(R, x R),

(5.2) am,&) >0 p.p.dans R, x R,

(5.3) supp (@) C [Ma, mal x R,

(6.4 TN oo, xmy < mv

ol

(5.5) M, = sup moc(m)/))(m —m',m').

2N <M <My, Mg <M/ <M — Mg, 2

Tci my et ma (0 <My < My < o) sont les deux nombres que l'on a in-
troduits dans le paragraphe 2. On a alors le résultat suivant.

ProposITION 5.1. St a(m, &) satisfait aux conditions (5.1)-(5.4), alors
léquation (4.5) avec la condition (4.6) admet une solution o et une seule
dans la classe

(5.6) o€ CI0,11; LY(R, x R) NL¥(R, x R x [0,1]).

Pour démontrer la proposition 5.1, commencons par la propriété de la
convolution sur les courbes y..

LEMME 5.1. Soient f et g deux fonctions appartenant o L(y,, ). On
pose

(f xg)m) = /f(m —m)g(m" ), (dm).

T
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Alors onaf g € L'y, 1) et

1f #9216, ) < WFllzag, 1911, -

Comme la mesure 1, ne dépend pas de 7, le lemme 5.1 est vérifié de la
méme maniére pour tous .

DEMONSTRATION. La mesure f, étant bien définie sur y,, le lemme se
démontre de la méme maniere (avec des modifications purement formel-
les) que dans le cas des fonctions sommables par rapport a la mesure de
Lebesgue (voir par exemple [2]). O

A différence du cas v = 0 (proposition 3.1) oti on a considéré la solution
(-, z) comme fonetion de z & valeurs dans L' (R ), pour la proposition 5.1 on
a besoin de construire la solution (-, -,z) comme fonction de z a valeurs
dans L'(R,. x R) N L>(R, x R). Pour ce faire, il nous convient d’examiner
directement I'approximation successive avec laquelle on construit la solu-
tion a(m, &, 2).

Posons
(5.7) d%(m, &, 2) = 50m, &)
et définissons ¢, n = 1,2, - - -, par les relations
0
(58) 8_0-[71] = Fz(0[1171])7 G[n](ma éa 1) = E(Ma 5)7

ou F.(-) est Popérateur défini dans (4.5).

LEMME 5.2. Quelque soit n € I, o' est bien définie dans la classe
(., -,2) e L"(Ry x R)YNL®(R, x R), 0<z<1,
eton a
(5.9) supp ("M, -,2) C [T, Mal x R pour 0<z<1,

15|k, xr)
(M1 + Ma)(ma — Ma)|[6]] 1k xr) (1 —2)

(5.10) |, S er, xm) < 1_

(M1 + M2)(a — Ma)||G|| ok, xr) — 1

- & <z<1 ou
My + Ma) (s — Ma)|[6]| x(r, i) ’

pour

ma(m)

(5.11) M = Blm, m)).

mm'eR ;.



218 Meriem Merad - Hanane Belhireche - Hisao Fujita Yashima

DEMONSTRATION. Remarquons d’abord que, si ¢ (n > 1) est bien
définie par les relations (5.8) et si supp(a”U(,-,2)) C [Mq, M4l x R
pour 0 < z < 1, alors ¢/ vérifie la condition (5.9). En effet, la condition
(2.8) implique que la premiere intégrale de 'opérateur F,(-) (voir (4.5))
s’annule pour m > my. D’autre part, si m < m,, alors sous le signe
d’intégration " U(m —m/, - 2) et ¢ U(m’, - z) sannule et done l'in-
tégrale s’annule. En outre par hypothése ¢! s’annule pour m < i,
et m >my4, ce qui implique que méme la seconde intégrale de 1'opé-
rateur F,(-) s’annule pour m <m, et m >my. On en déduit (5.9)
pour o™,

Examinons maintenant lopérateur F,(-) appliqué a ¢~1(-,-,z). En
supposant que le support de ¢"~1(-, -, 2) est contenu dans [72,,m4] x R
et en rappelant (5.5) et (5.11), on a (avec la notation #/, #’ comme
dans (4.5))

/ B —m!,m)d" N, i, 2)a" N —m o, 2 (dm')| <

ma(m)
29

[0,m]
yr(m,i.z)

< My =)0 I D Gy

‘ mo(m) -

’ / Bm,m")o" ! i, 2)a" N m, &, 2, (dm)

Vim.éz)

. - 2
S MZ(mA - mu)Ha—[n 1](.7 ) z)||L°C(}'r(m.§.z)‘r/‘}‘)’

ou M et My sont les constantes définies dans (5.5) et (5.11) respectivement.
On en déduit que, pour ¢™ définie par

1
JWméw:am@—/&@WWw%Mm@MC

on a

(6.12) 6", Dl e, wry) <

1
<ol per, xry + M1 + Ma) (T4 _ma)/ ([, ',Z/)||iﬁc(j[a+xl[%)d2/-
¥4

En outre, en utilisant le lemme 5.1 et en tenant compte de la condition
(2.8), on a
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mom
H ;( : / Blm—m! m")a" ', o, 20" N —m 1", 2 (dm) +
g 0,m] Li(y, 7:“7'>
Ve '
mom
+‘ OC( ) / ﬁ(m7 m/)d["_l](m/7 77/7 z)a[n_l](mv n, z)ﬂy(dml) S
g V LY yen,)

[n—1] 2

< Clle" ¢, -,2)}},1|\L1(;,“,,W)7

ou C est une constante indépendante de z (et 7, 7/ et 5 sont tels que (m, n),
(m/, 1), (m —m/, ") € y, comme dans (4.5)). Comme on a en outre

o1, "z)|y,||L1(y,.u,) < (Mg — )| ™1, ,,z)‘yTHLx(},ﬁu;) <

< (@ig —g)||0" V¢, 2| g, ry  (pour presque tout v € R),
a 'aide du lemme 4.3 on en déduit que
(5.13)  [F@"UC - D e, xry <
< '™, ~,Z)||Lx('a+x1s<)||0[7H]('7 S Lw, <r)

avec une constante C’ indépendante de z.
Définissons une suite de fonctions y,(z), 0 <z <1, n € N, par les re-
lations récursives

(514) yO(Z) = ||6HLDC(]R+X:R) pour 0 <z < ].7
1
(515) ?/n(Z) = ||6‘|LOC(JR+X"R) + (Ml + MZ)(WA - ma) / ?/n—l(z/)zdzl
R

pour 0<z<1, n=12"---.

On va démontrer par linduction mathématique que, quelque soit
n € N, la fonction o™ est bien définie et vérifie, outre la condition (5.9), les
relations

(5.16) ™, S|, xr) < Ynl?);
(5.17) sup ||0["]('7 "z)||L1(WR+xIR) < 0.
0<z<1

En effet, pour n = 0, les relations (5.9), (5.16) et (5.17) résultent im-
médiatement de la définition (5.7) et des hypotheses (5.1) et (5.3).
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Supposons maintenant que ¢! vérifie les relations (5.9), (5.16) et
(5.17) (dans lesquelles on substitue naturellement » — 1 a la place de n).
Nous avons déja remarqué que, dans ces hypothese, ¢! vérifie la condition
(5.9). D’autre part, comme on le constate facilement, I'inégalité (5.16) ré-
sulte de la définition de y, et de I'inégalité (5.12). Enfin, I'inégalité (5.13),
jointe & la définition (5.8) de 6™ et 'hypothése sur ¢!, implique que ¢!
vérifie également (5.17).

On remarque que la suite {y,,(2)},cn, 0 < z < 1, est une suite croissante
et est 'approximation successive de la solution Y (z) du probléme de Cau-
chy (pour z < 1)

Y'(2) = —(My + Mo)(iig — )Y @, YA) =[5l pecr, < 50-

La fonction Y (z) a la forme explicite

Fllen o
ORS 17, s
— (M1 + M2)ma — ma)||G ||k, oy — 2)

My + Mz)(a — M)|[0] i, xr) — 1
My + Mz)(ms — M0 ok, xr)
démontrer que (5.16) implique 'inégalité (5.10). Le lemme est démontré. [

<z <1, ce qui nous permet de

Maintenant nous allons démontrer la proposition 5.1.

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION 5.1. Nous allons démontrer avant
tout I'existence et 'unicité de la solution dans un intervalle [1 — ¢, 1] avec
0 > 0 suffisament petit.

Considérons deux fonctions o et oo appartenant a L' (R, x R) et la
différence F,(o1) — F,(02). D’apres le lemme 4.3 on a

(5.18)  |Fa(01) = Fa02) oy = / IF.(01) — F.(02)|dmd& =

RyxR
o0

= / (/ |F.(01) — Fz(02)|ﬂy(dm)> dr.
Vr

Or, on a

/ |F2(a1) — F.(02)|p,(dm) =

43
- / ‘ma(’m) / Ql(m,m/)ﬂy(dm,)_mam) / Qulom, ! ()
Ve

3 p ,(dm),

Yz y[r().m]
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ou
Q1(m,m") = pm —m',m'Nar1(m',11)ar(m—m', 5f") — a2(m, if Yoz (m —m/, ")),
Qa(m, m') = pm, m')a1(m, n)ar(m', 1) — a2(m, nas(m’, 1)),

(m,n), m',n), (m —m',yq") €y, (comme dans (4.5)).

Done, en raisonnant de la méme maniére que dans (3.7) et en appliquant le
lemme 5.1, on obtient

(5.19) / (1) — F(oo),(dm) <
y‘[
< 2Cgllor — ‘72||L1(y1,,l7)(||51||L1(y1,,l7) + ||02||L1(y7,,,,))v

ot Cy est la constante définie dans (3.6). Encore une fois a I'aide du lemme
4.3, on déduit de (5.18) et (5.19) que

(5.20) ||Fz(0'1) - FZ(O-Z)HU(R+XR) <

< 2Cpess Sgg (HGIHLI(})WLLT) + HUZHLI(;;,.#,)) o1 — o2l ik, xr)-
T
Maintenant on substitue o1 = o™ et g5 = 61 dans (5.20). Alors en
vertu de (5.10) (voir aussi (5.9)) on a
(5.21) ||Fz(0'[%]) - Fz(0[7171])||L1(1[a+xR) < AJ(Z)”GM - G[WI]HLla[@x‘R)v

191k, xr)
1 — (M1 + Ma)(ma — Ma)|[6]] 1 (i, )1 — 2)

A5(2) = 4Cp(my — M)

C’est-a-dire, parmi les fonctions ¢/, n € N, Popérateur F.( - ) satisfait a
la condition de Lipschitz dans 'espace L'(R, x IR) avec le coefficient de
Lipschitz 4,(z). Done, de la méme maniere que pour la démonstration de
'existence et de l'unicité de la solution locale d’une équation différentielle
ordinaire, on peut démontrer qu’il existe un § > 0 tel que ¢ converge,
quand 7 tend vers l'infini, vers une fonction ¢ dans la topologie de

C([1 - 8,1 L (R4 x R))

et que la limite o satisfait, dans l'intervalle [1 — J, 1], a 'équation (4.5) et a
la condition (4.6). On voit aisément que l'unicité de la solution ¢ dans l'in-
tervalle [1 — 0, 1] se démontre d'une maniere analogue a la démonstration
du théoréme classique.

Une fois obtenue la solution locale ¢ dans l'intervalle [1 — 9, 1], exami-
nons ses propriétés. Avant tout on remarque que (5.9) pour tout n € N
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implique que la limite de la suite ¢! jouit de la méme propriété, c'est-a-
dire on a

(5.22) supp (o) C [mg, ma] x R x [1 —9,1].

D’autre part, pourvu que ¢ > 0, la premiere intégrale de I'opérateur
F.(-) (voir (4.5)) est négative (< 0), tandis que la seconde intégrale de
F.(-) est de la forme

ma(m)
9

a(m,&,z) / Bm, m")a(m/', nim, m’, &, 2), 2)u, (dm').
Ve

Donc de maniére analogue aux cas des équations différentielles ordinaires,
on peut démontrer que

(5.23) >0 p-p. dans R, x R x [1 —4,1].
Les relations (5.22) et (5.23) étant démontrées, on peut refaire I'esti-

mation de |lo(-, -, 2)[| <, «r)- Pour cela on considere le deuxieme membre
F.(c(2)) de (4.5). En vertu de (5.23) on a

ma(m)
9

/ Bam, m)o(! o, 2)o(m, & 2y (dn') > 0,

yr(m.i,z)
ce qui nous permet de déduire de (4.5) que

mo(m)
29

% a(m,&,2) > — / Bm—m/,m"a(m,1f ,2)a(m —m/, ", 2), (dm),

L [0.m]
(m,&z)

ou

0
620 gom&Dz My [ o'l Dotm -l )
L0.m]
Tr(m,¢2)
(ici 7/ et #” sont comme dans (4.5)). Done, si on pose

9() = |loC, 32 ek, xr)»

alors, compte tenu de (5.22), il résulte de (5.24) que

(5.25) %am, £2) > —Mya — e pp. dans R, x R,
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ou

1
o(m, & z2) <a(m, &) + Mg — Mig) / p()dZ  pp.dans R, x R,

d’ou 1
06 < [+ MaCa — ) [ ot
2

Cette inégalité implique que
(5.26) oG, 5D e, xr) = 9R@) < Y@)

pour z < 1 dans I'intervalle de I'existence de (-, -; ) et de f’(z), onY(2)estla

solution de I'équation intégrale L

Y(2) = |15l e, 5y + M10Ti4 — 00) / Y(Z)dz,
¥4

ou, ce qui revient au méme, du probléeme de Cauchy

dY ()
dz
On a d’ailleurs

= — M4 — )Y (2)7, Y(1) = 151 e (r <)

s 15|z r, xr)
(56.27) Y(2) = = — )
1- H0-||L°<(.R+XJR)M1(mA =M )(1 = 2)

On rappelle que la condition (5.4) implique que le deuxiéme membre de
(5.27) est bien défini pour tout z € [0, 1]. Donc I'inégalité (5.26) est valable
pour tout z € [0, 1] tel que a(:, -, 2) existe.

Rappelons que T'on a construit la solution locale o(-,-;z) dans un
intervalle [1 — 0,1] et que I'on peut prolonger la solution o(-,-,z) pour
tout l'intervalle ou les conditions pour la construction de la solution
locale continuent a étre vérifiées. Or, de (5.20) on déduit que, si
loC, ;) xer, xr) < 00, alors on peut encore prolonger la solution. Par
conséquent, en vertu de (5.26) et (5.27), la solution o(-,-,2) peut étre
prolongée dans tout l'intervalle [0, 1].

L’unicité de la solution résulte de l'unicité de la solution locale, ce qui
acheve la démonstration de la proposition. O
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