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Jacobienne locale d'une courbe formelle relative

CARLOS CONTOU-CARREÁ RE

ABSTRACT - This article is devoted to the proof of a relative duality formula on a
noetherian scheme S, giving rise on the spectrum of a field S � Spec k to local
symbols of class field theory. Relative local symbols are obtained in terms of the
universal property of a couple (=; f ), of a S-group functor =, associated to a S-
formal curve X locally of the form X � Spf A[[T]] (S � Spec A). = is a S-group
extension of the completion �W of the universal S-Witt vectors group W , by the
group of units OS[[T]]�. We associate an S-functor =omb to =, and we define an
Abel-Jacobi morphism f : U � Spec A[[T]][Tÿ1]ÿ!=omb , setting up a group
isomorphism:

HomSÿgr(=;G) ' G(U);

where G denotes a commutative smooth S-group scheme. We define an S-bi-
homomorphism

= � =ÿ!Gm;

which is a local symbol (The Tame Symbol), identifying= to its own Cartier dual
group �= � HomSÿgr(=;Gm), and inducing the above isomorphism for G � Gm.
It follows that = may be interpreted as the relative Loop Group:

Gm(U) : S0ÿ!Gm(UfS0g) ;

S0 � Spec A0 denotes a S-scheme, and we write UfS0g � Spec A0[[T]][Tÿ1], and
as the A-universal group of Witt-Bivectors.
The couple (=; f ) may be seen as the local analogue of the relative Rosenlicht
Jacobian (Generalized Jacobian) defined by a S-smooth curve X .

MATHEMATICS SUBJECT CLASSIFICATION (2010). 14L15.

KEYWORDS. Local Symbol(s), Tame Symbol, Contou-Carrere Symbol, Local Abel-
Jacobi morphism, Universal Witt Bivectors, Cartier Duality, Local Jacobian,
Relative Formal Curve, Witt Residues, Local Relative Class Field Theory,
Rosenlicht Jacobian.

(*) Indirizzo dell'A.: UniversiteÂ Montpellier II Laboratoire Charles Coulomb
UMR 5221 F-34095 Montpellier France.

E-mail: ccontouc@univ-montp2.fr



Introduction

Le but de ce travail est d'interpreÂter le symbole local du corps de

classes geÂomeÂtrique (cf. [14]) en termes d'une proprieteÂ universelle d'un

couple (J; f ), ou J est un foncteur en groupes au-dessus d'un scheÂma

noetheÂrien S, associe aÁ une courbe formelle X localement de la forme

X � Spf A[[T]] , ou S � Spec A, et ouÁ f deÂsigne un morphisme de type

Abel-Jacobi de U � Spec A[[T]][Tÿ1] vers un S-foncteur Jomb deÂfini par J,

et induisant une bijection fonctorielle

HomSÿgr(J;G) ' G(U);

pour un S-scheÂma en groupes commutatif lisse et seÂpareÂ G (cf. (**) plus

bas).

Le cas G � Gm de cette bijection est particulieÁrement inteÂressant et

peut-eÃtre expliciteÂ comme l'autodualiteÂ de Cartier de J. La formule qui

rend cette auto-dualiteÂ est deÂsigneÂe par le symbole modereÂ.

Le symbole modereÂ intervient depuis plus d'une dizaine d'anneÂes dans

plusieurs travaux concernant en particulier le corps de classes local et les

rapports entre ce dernier et la physique theÂorique, pour lesquels on con-

feÁre le lecteur aux refeÂrences suppleÂmentaires. Une version analytique de

ce dernier est donneÂ par P. Deligne dans [D]. G. Anderson et P. Romos ont

demontreÂ une formule de reciprociteÂ pour celui-ci (cf. [A-R]), permettant

de retrouver plusieurs lois de reciprociteÂ pour une courbe compleÁte au-

dessus d'un corps algeÂbriquement clos. P. Romos a deÂmontreÂ la proprieteÂ

de Steinberg (cf. [PR]). M. Kapranov, et E. Vasserot formulent et prouvent

un theÂoreÁme local de Riemann-Roch pour des gerbes determinantielles, ouÁ

la auto-dualiteÂ de J joue un roÃle central (cf. [K-V]). Le symbole modereÂ

intervient dans la definition des algeÁbres chirales (cf. [Bei-Dr]), ainsi que

dans les calculs des e-facteurs pour les determinants de Gauss-Manin (cf.

[Bei], [B-B-E]).

Le preÂsent article s'inseÁre dans un programme de travail sur les dua-

liteÂs globales et locales aÁ coefficients continus proposeÂs par A. Gro-

thendieck aÁ l'auteur (confer aussi la lettre de A. Grothendieck aÁ J. P. Serre

du 10/8/60). Ce programme comporte dans un premier temps l'extension de

la formule de dualiteÂ de [7], pour une S-courbe propre et lisse, aÁ coefficients

dans un S-scheÂma en groupes G commutatif et plat, au cas d'une S-courbe

lisse. Dans [3] et [5] on construit une jacobienne geÂneÂraliseÂe relative pour

une courbe lisse X ÿD, donneÂe par le compleÂmentaire d'un diviseur relatif

fermeÂ D d'une courbe propre X sur une base S, qui veÂrifie certaines hy-

potheÁses, et un morphisme d'Abel-Jacobi F : X ÿDÿ! J qui permet

2 Carlos Contou-CarreÁre



d'eÂtablir un isomorphisme de groupes

HomSÿgr(J;G) ' G(X ÿD);(�)
pour tout S-scheÂma en groupes lisse G. (Cette construction constitue

l'extension naturelle des jacobiennes de Rosenlicht-Serre au cas relatif, et

un premier pas vers la deÂmonstration d'une formule de dualiteÂ en termes

de champs de Picard associeÂs aÁ X ÿD). L'eÂtude des jacobiennes geÂneÂra-

liseÂs globales meÁne aÁ l'introduction des symboles locaux aÁ valeurs dans un

S-scheÂma en groupes G. Ces symboles locaux ont eÂteÂ introduits par J. P.

Serre dans [14] dans le cas ouÁ S est le spectre d'un corps.

La jacobienne geÂneÂraliseÂe J est une extension de la jacobienne Pic X=S

de la courbe propre X par le S-groupe J0 de nature locale autour de D,

deÂfini par

J0 : S0 ÿ!G D0;O�bX=D0

� �
;

ouÁ S0 est un S-scheÂma, bX=D0 deÂsigne le scheÂma formel obtenu par change-

ment de base aÁ partir du compleÂteÂ formelX � bX=D de X le long de D, etO�bX=D0le faisceau de groupes des uniteÂs de ObX=D0
.

Supposons S � Spec (A) affine et posons omb
�bX=D

�
�

Spec
�
G
�bX=D;ObX=D

��
. Par la bijection (�), la donneÂe d'une section s de G

au-dessus de X ÿD donne lieu aÁ un S-homomorphisme c : Jÿ!G dont

la restriction c0 aÁ J0 � J (symbole local donneÂ par c) deÂpend essen-

tiellement de la restriction de s aÁ U � omb bX=D

� �
ÿD, c.aÁ.d. de la partie

singulieÁre de s le long de D. Un des reÂsultats de ce travail (cf. TheÂoreÁme

(1.4.4)) est de montrer que aÁ toute courbe formelle lisse de la forme

X ' Spf OS[[T]]� � � Spf A[[T]]� �, au dessus d'une base affine et noe-

theÂrienne S, on peut associer un S-groupe J0 et un morphisme

W0 : U � Spec G(X;OX)� � ÿDÿ!J0 (D � V (T))

veÂrifiant la proprieÂteÂ universelle suivante : pour tout S-scheÂma en

groupes G lisse et seÂpareÂ on a une bijection

HomSÿgr J0;G
ÿ � ' G(U)=G omb(X)� �;

ouÁ omb(X) � Spec G(X;OX)� � � Spec A[[T]]� �. En plus si X � bX=D, on a

alors que F et W0 coõÈncident sur J(U) aÁ une section de J(omb(X)) preÁs.

L'eÂnonceÂ de (1.4.4) a eÂteÂ proposeÂ aÁ titre conjecturel par A. Gro-

thendieck.

Pour se deÂbarrasser de l'hypotheÁse A noetheÂrien il suffit de montrer
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l'eÂnonceÂ suivant qui permet de ramener la preuve de (1.4.4) au cas noe-

theÂrien. Etant donneÂ j 2 G(U)=G(omb(X)) il existe une Z-sous-algeÁbre

A0 � A de type fini et j 2 G Spec A0[[T]][Tÿ1]
ÿ �ÿ �

tel que sa restriction aÁ

G(U) � G Spec A[[T]][Tÿ1]
ÿ �ÿ �

induit j par passage au quotient.

Notons par LD � OX l'ideÂal de deÂfinition du diviseur V (T) � D � X. On

deÂsigne parOX[Lÿ1
D ] le faisceau en anneaux de fractions deOX par rapport

aux sections de l'ideÂal LD qui sont localement des geÂneÂrateurs, et par

OX[Lÿ1
D ]� le faisceau des uniteÂs de OX[Lÿ1

D ]. Soit S0 un S-scheÂma. On pose

X0 � X�S S0 et D0 � D�S S0;

et on deÂsigne par LD0 , l'ideÂal de deÂfinition de D0 dans X0. On deÂfinit le

faisceauOX[Lÿ1
D0 ]
� comme ci-dessus aÁ partir X0, D0, et LD0 , aÁ la place de X, D,

et LD. On deÂfinit un S-faisceau de Zariski en groupes commutatif par

= : S0 ÿ!G D0;OX[Lÿ1
D0 ]
�ÿ �
:

Ce S-groupe est le sujet principal de ce travail. On donne une interpreÂtation

des sections de= en termes d'ideÂaux fractionnaires inversibles deOX munis

d'une trivialisation, ce qui dans le cas ouÁ X � bX=D entraõÃne l'existence d'un

morphisme naturel de S-groupes =ÿ! J reliant = et la jacobienne geÂneÂ-

raliseÂe. Ce S-groupe = apparaõÃt naturellement meÃme dans le cas d'un corps

de base k. En supposant k algeÂbriquement clos, pour fixer les ideÂes, on a que

le groupe des ideÁles est un sous-groupe du produit des groupes = corre-

spondant aux diviseurs x deÂfinis par les points de X aÁ valeurs dans k :
Q
x
=x.

Le S-groupe = est une extension du compleÂteÂ formel du groupe des

vecteurs de Witt universel �W , introduit dans [1] par Cartier, par un S-

groupe (pro-lisse) J extension de ZS par J0. Le theÂoreÁme principal (cf.

TheÂoreÁme (1.6.6)) de ce travail montre que = a la proprieÂteÂ universelle

suivante : pour tout S-scheÂma en groupes commutatif lisse et seÂpareÂ G on a

un isomorphisme de groupes :

HomSÿgr(=;G) ' G(U);(��)
qui reÂsulte de la proprieÂteÂ universelle de �W vis aÁ vis des morphismes de X
dans un groupe formel, (cf. [2]), et de celle du couple (J0; W0) (cf. TheÂoreÁme

(1.4.4)), et peut s'interpreÂter comme une formule de dualiteÂ locale.

Le S-groupe = est muni d'un auto-accouplement, anti-symeÂtrique que

l'on explicite dans § 6,

h. . . ; . . .i : =� =ÿ!G mS;
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et qui fait que = soit isomorphe aÁ son propre dual de Cartier, c.aÁ.d.

HomSÿgr =;G mS� � ÿ!� =:

Noter d'autre part que G U;G mS� � � G(S;=). La fleÁche induite par

h. . . ; . . .i coõÈncide alors avec celle donneÂe par la proprieÂteÂ universelle de =
si G � G mS. On a un isomorphisme

= ' �W �ZS �G mS � ^0:

Le h. . . ; . . .i induit l'accouplement entre �W et ^0 � Ker J0ÿ!G mS

ÿ �
,

ou J0ÿ!G mS deÂsigne le morphisme naturel, donneÂ dans [1].

La construction de l'isomorphisme (�� ) passe par celle d'un morphisme

d'Abel-Jacobi, version locale du morphisme F. Remarquons d'abord que

meÃme dans le cas d'un corps de base S � Spec (k) il n'existe pas de mor-

phisme fonctoriel Uÿ!= induisant l'isomorphisme (�� ). En effet comme

U ' Spec k[[T]][Tÿ1]
ÿ �

alors �W(U) se reÂduit aÁ la section donneÂe par l'eÂleÂ-

ment neutre de �W . D'ouÁ si un tel morphisme existait on aurait

HomSÿgr( �W;G) � Ker HomSÿgr(=;G)ÿ!G(U)
ÿ �

;

ouÁ la fleÁche est induite par composition avec Uÿ!=.

On construit alors un objet intermeÂdiaire =omb, qui est un S-foncteur,

entre les S-scheÂmas formels et les S-scheÂmas, et un morphisme

f : Uÿ!=omb;

tel que l'on a une inclusion = �=omb, et aÁ tout S-homomorphisme

h : =ÿ!G dans un S-scheÂma en groupes G commutatif et lisse, il corre-

spond un unique morphisme homb : =ombÿ!G dont la restriction aÁ =
coõÈncide avec h. On deÂmontre finalement que f induit l'isomorphisme (�� ).

Notons que =omb n'est pas un S-foncteur en groupes.

Pour poser le probleÁme universel dont = est solution dans le cas ouÁ l'on

se donne un scheÂma noetheÂrien S de base, et une S-courbe formelle X,

isomorphe aÁ Spf OS[[T]]� �, autant que pour donner une interpreÂtation

geÂomeÂtrico-fonctorielle de =omb, il est neÂcessaire de revenir sur la con-

struction de l'ombre d'un scheÂma formel noetheÂrien, suggeÂreÂe par A.

Grothendieck, qui n'a jamais eÂteÂ traiteÂe systeÂmatiquement.

On donne dans § 0 le mateÂriel minimum indispensable aÁ nos besoins. (A

la conaissance de l'auteur il n'existe pas de reÂfeÂrences). Les constructions

de (1.5) sont meÂneÂes en supposant X isomorphe aÁ Spf OS[[T]]� � et S affine

et noetheÂrien. Il est alors immeÂdiat que l'on peut dans le cas geÂneÂral

donner un sens aÁ l'eÂnonceÂ du theÂoreÁme principal, qui reÂsulte alors d'une
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conseÂquence du cas traiteÂ par nous, et eÂtendre la construction de=omb...etc,

a ce cas. On peut interpreÂter omb(X) comme un `̀ trait relatif'' au-dessus de

S, U comme son point geÂneÂrique, et le S-groupe = � G mS(U) comme

`̀ l'espace des lacets relatifs de G mS''.

Le S-groupe �W n'eÂtant pas un S-scheÂma formel noetheÂrien, la premieÁre

difficulteÂ est de deÂfinir omb( �W). On deÂfinit omb( �W) comme une limite in-

ductive de la cateÂgorie des S-scheÂmas SchjS si S est affine et noetheÂrien, et

comme une limite inductive de la cateÂgorie des S espaces localement an-

neleÂs LocannjS si S est un scheÂma noetheÂrien. Alors =omb apparaõÃt comme

une limite inductive de SchjS (resp. LocannjL) si S est affine et noetheÂrien

(resp. noetheÂrien) muni d'une structure de J-torseur au-dessus de omb( �W).

On donne ensuite une description geÂomeÂtrique du S-foncteur =omb, qui en

entraõÃne une autre du morphisme d'Abel-Jacobi f : Uÿ!=omb, et permet

d'eÂtablir la compatibiliteÂ de f avec F.

Disons un mot sur la structure de la deÂmonstration du theÂoreÁme (1.6.6).

Elle est rameneÂe aÁ celle de (1.4.4). On traite d'abord le cas d'un corps de

base. On retrouve alors essentiellement les symboles locaux correspondant

au groupe multiplicatif G mS et aux tronqueÂs des groupes additifs des

vecteurs de Witt (symbole de Witt). On montre ensuite comment le theÂo-

reÁme (1.4.4), dans le cas d'un anneau noetheÂrien reÂduit de base, entraõÃne le

meÃme pour tout anneau noetheÂrien de base. On introduit aÁ cette fin une

cateÂgorie de S-faisceaux fppf en groupes commutatifs, deÂfinie aÁ partir des

proprieÂteÂs (A) et (B) (cf. § 3), pour lesquels le theÂoreÁme (1.4.4) est valable,

et ayant certaines proprieÂteÂs de permanence. Soit S0 � Spec (A=I) avec

I2 � 0. Si G est un S-groupe comme dans l'hypotheÁse du theÂoreÁme (1.4.4)

soit G0 � G�S S0 alors l'image directe G� � i�G0 par le morphisme na-

turel i : (S0)fppf ÿ!Sfppf appartient aÁ cette cateÂgorie. Finalement en sup-

posant vrai le theÂoreÁme (1.4.4) pour tout anneau reÂduit de base et pour S0

on prouve, aÁ partir de la suite exacte 1ÿ!Kÿ!Gÿ!G� ÿ! 1 (cf. (3.3)),

que G veÂrifie les conditions (A) et (B) donc la conclusion du theÂoreÁme

(1.4.4). En combinant ce reÂsultat avec le preÂceÂdent on obtient (1.4.4) pour le

spectre d'un anneau artinien de base. Dans § 5 on voit comment la preuve

de (1.4.4) pour une base noetheÂrienne reÂduite se rameÁne au cas d'un trait

complet de base S, c.aÁ.d. le spectre S � Spec (V ) d'un anneau de valuation

discreÁte complet V . La deÂmonstration de (1.4.4) pour S � Spec (V ) con-

stitue la cleÂ de voute de la preuve de (1.4.4). Au deÂbut du § 4 (apreÁs (4.1.5)

bis) on explique la strateÂgie de la preuve de (1.4.4) dans ce cas. Elle est

baseÂe sur le fait suivant. Soit un : Uÿ!U le S-morphisme fini et fideÁle-

ment plat deÂfini par le V -homomorphisme V [[T]][Tÿ1]ÿ!V [[T]][Tÿ1]

donneÂ par T 7! Tn. On a alors que pour toute section a 2 G(U) il existe un
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entier n tel que si n0, n00 > n sont des entiers de meÃme pariteÂ on a

trun0a � trun00 a mod G(omb(X))� �:(��� )

(Il s'agit laÁ d'un avatar local du reÂsultat suivant concernant les jacobiennes

geÂneÂraliseÂes au-dessus d'un corps k qui reÂsulte de la Proposition 9, pg. 47 de

[14] et des constructions suivantes. Soient X;D comme ci-dessus. Soit

h 2 G(X ÿD). Il existe un entier n veÂrifiant les trois proprieÂteÂs eÂquiva-

lentes suivantes :

- Pour tout morphisme fini et plat g : Xÿ!P1
k tel que gÿ1(0) � D(n) (n-

voisinage infiniteÂsimal de D dans X) on a que trg h : P1
k ÿ f0gÿ!G admet

un prolongement aÁ P1
k et il est alors constant.

- Le morphisme h se factorise par X ÿDÿ! Jÿ!PicX(n)=k, ouÁ X(n)

deÂsigne la somme amalgammeÂe X
Q
D(n)

Spec (k).

- La section h induit un morphisme constant sur chaque D(n)-classe

d'eÂquivalence lineÂaire (cf. loc. cit.).) Il est une conseÂquence immeÂdiate de

(1.4.4) pour un corps. On passe au cas geÂneÂral graÃce aÁ l'adaptation scheÂ-

matique (cf. 4.1.15) d'un lemme de pureteÂ de Weil (cf. [18]), pour les

morphismes rationnels d'une varieÂteÂ dans un groupe algeÂbrique G. Le

theÂoreÁme (1.4.4) pour le spectre d'un anneau artinien de base nous permet

de construire une factorisation formelle ba � f � bW0 (cf. (4.1.4)) de a, ouÁ

f : bJ0ÿ!G deÂsigne un S-homomorphisme du compleÂteÂ formel le long de

la fibre speÂciale bJ0 de bJ0 dans G, et ba : bUÿ!G resp: bW0 : bUÿ! bJ0
� �

le

morphisme induit par a (resp. W0) par restriction au compleÂteÂ formel bU de U
le long de la fibre speÂciale. GraÃce aÁ (���) et aÁ une application du lemme

d'algeÂbrisation (cf. (4.2.1)) d'un morphisme de la `̀ fibre geÂomeÂtrique

omb
�bU�

K
'' du compleÂteÂ formel bU le long de la fibre speÂciale de l'ouvert

U � P1
S, compleÂmentaire du diviseur 0 et du diviseur 1 de P1

S, dans un

espace projectif PN
S , veÂrifiant certaines conditions locales d'algeÂbriciteÂ on

conclut que f provient d'un morphisme algeÂbrique.

Soit S0 ÿ!S une extension fideÁlement plate affine du scheÂma noe-

theÂrien affine S. Plusieurs fois dans ce travail on utilise le fait que la bi-

jection

HomS0ÿgr J0
S0 ;GS0

ÿ � ÿ!� G UfS0g
ÿ �

=G omb(XS0 )� � (cf: (0:4))

induite par W0
S0 : US0 ÿ!J0

S0 , entraõÃne le theÂoreÁme (1.4.4). Ce reÂsultat est un

corollaire de l'injectiviteÂ de la fleÁche

HomSÿgr(J0;G)ÿ!G(U)=G(omb(X))
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pour toute base affine S (cf. Proposition (1.4.5)) dont la preuve deÂpend des

proprieÂteÂs de la jacobienne geÂneÂraliseÂe de la droite projective P1
S moins le

diviseur de l'infini et de l'origine, que l'on calcule explicitement dans (1.3).

Le processus de deÂmonstration du (1.4.4) est constructif (notamment

les deÂvissage concernant les anneaux artiniens qui semblent mener aÁ des

symboles de type Kawada-Satake (cf. [18]), ainsi que les constructions pour

un anneau de valuation discreÁte V ).

L'isomorphisme (��) entraõÃne une suite exacte scindeÂe

1ÿ!G(omb(X))� ÿ!G(U)ÿ!G(U)=G(omb(X))� ÿ! 1;

ouÁ G(omb(X))� � Ker(G(omb(X))ÿ!G(S)). Noter que G(omb(X)) ne deÂ-

pend que du compleÂteÂ formel bG le long de la section uniteÂ. Autant la

structure de G(X) comme module au-dessus de l'anneau des endomorphi-

smes de ^ permet de reÂcupeÂrer bG, autant l'action des opeÂrateurs Vn et Fn

sur G(U)=G(omb(X)) (cf. [2]) doit permettre de donner une deÂcomposition

des symboles locaux et une description de la structure de G(U) (d'inter-

preÂter dans ce contexte les courbes typiques...etc).

Les remarques suivantes indiquent dans quel sens l'eÂtude de ce travail

peut eÃtre poursuivie. La filtration naturelle de J0 dont les quotients sont

les J0
n doit aussi se retrouver dans G(U)=G(omb(X)) graÃce aÁ (��) et au fait

essentiel que HomSÿgr(J0;G) � limÿ! HomSÿgr(J0
n;G) lorsque G est locale-

ment de preÂsentation finie. La consideÂration de la structure de cette fil-

tration semble livrer des renseignements inteÂressants sur G.

D'autre part, vu les arguments de § 3, il est naturel de se demander

pour quels S-faisceaux en groupes G les theÂoreÁmes (1.4.4) et (1.6.6) sont

vrais, ensuite d'eÂtudier pour ces groupes les proprieÂteÂs de la fleÁche natu-

relle

Ext1
Sÿgr(J0;G)ÿ!H1(U;G)

resp: Ext1(J0;G)�H1(omb(X);G)ÿ!H1(U;G)
� �

deÂduite de W0
T. Autrement dit, il s'agit d'eÂtudier les liens entre les cateÂgories

de Picard EXT(J0;G), TORS(U;G), et TORS(omb(X);G) pour arriver plus

geÂneÂralement aÁ comparer les objets R Hom(J0;G) et RG(U;G).

Il semble que le theÂoreÁme (1.6.6) joint aux reÂsultats de J. P. Serre (cf.

Sur les corps locaux aÁ corps reÂsiduel algeÂbriquement clos, B.S.M.F., vol. 89,

1961) permettent de prouver, pour les courbes lisses au-dessus d'un corps

une formule de dualiteÂ qui correspond aÁ celle de [7].

Resterait aÁ eÂtablir les rapports entre ce travail et ceux de I. Barsotti sur

les proprieÂteÂs des groupes des bi-vecteurs de Witt en connexion avec les
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varieÂteÂs abeÂliennes en caracteÂristique positive (compte tenu des rapports

entre les extensions de la jacobienne J d'une courbe propre et lisse X par

un groupe affine commutatif avec les jacobiennes geÂneÂraliseÂs, et de ces

dernieÁres avec I).

La possibiliteÂ de l'existence de l'extension I fut conjectureÂe par A.

Grothendieck.

0. DeÂfinitions preÂliminaires

Soit A un anneau unitaire commutatif. On deÂsigne par A[[T]] la A-algeÁbre

adique des seÂries formelles aÁ coefficients dans A. Soit B une A-algeÁbre

adique augmenteÂe isomorphe aÁ A[[T]]. On note I l'ideÂal de B donneÂ par le

noyau du morphisme canonique Bÿ!A. EÂ tant donneÂe une A-algeÁbre A0 on

deÂsigne par B b
AA0 le produit tensoriel compleÂteÂ pour la topologie I-adique.

On pose

BfA0g � B b
AA0

et
IfA0g � I BfA0g:

Noter que pour B � A[[T]], on a BfA0g ' A0[[T]] canoniquement.

Il est clair que BfAg � B et IfAg � I. Un geÂneÂrateur T de I donne lieu aÁ

un geÂneÂrateur de IfA0g, que l'on note toujours T. L'anneau des fractions

BfA0g[Tÿ1] est indeÂpendant du choix de T et on le note BfA0g Iÿ1
fA0g

h i
. Soit n un

entier naturel. On pose Bn � B=In�1 . On a alors Bn 
A A0 � BfA0g=In�1
fA0g. Soit

X � Spf(B) resp: Xn � Spec (Bn)� �(0.1)

Soit S � Spec (A). EÂ tant donneÂ un S-scheÂma S0, on deÂsigne par

X0 � XS0 � X�S S0 le S0-scheÂma formel obtenu aÁ partir du S-scheÂma formel

X par le changement de base Sÿ!S0. Soit A0 une A-algeÁbre. Posons

S0 � Spec (A0). On a alors

XS0 � Spf BfA0g
ÿ �

(0.2)

que l'on note aussi XA0 . On pose

omb(XS0 ) � omb(XA0 ) � Spec (BfA0g)(0.3)

et

U � Spec B[Iÿ1]
ÿ �

resp: UfS0g � UfA0g � Spec BfA0g Iÿ1
fA0g

h i� �� �
:(0.4)

Jacobienne locale d'une courbe formelle relative 9



Remarquer que omb(XS0 ) (resp. UfS0g) n'a de sens aÁ priori que pour S0

affine, et que l'objet UfS0g deÂpend de X et pas seulement du S-scheÂma U.

Soit S0 un S-scheÂma. SoitOX0 [T
ÿ1] le faisceau d'anneaux de fractions de

OX0 aÁ deÂnominateurs dans le sous-faisceau d'ensembles S, engendreÂ par la

section T deOX0 donneÂe par un geÂneÂrateur T de I (cf. [11], (20.1.1), pg. 226).

Le faisceau OX0 [T
ÿ1] est indeÂpendant du choix de T.

On deÂsigne parO�X0 (resp.OX0 [T
ÿ1]�) le faisceau des uniteÂs deOX0 (resp.

OX0 [T
ÿ1]). Soit GmS(X) (resp. GmS(U)) le S-foncteur en groupes deÂfini par

GmS(X)(S0) � G X0;O�X0
ÿ �

resp: GmS(U)(S0) � G X0;OX0 [T
ÿ1]�

ÿ �ÿ �
:(0.5)

Il reÂsulte de la deÂfinition que GmS(X) (resp. GmS(U)) est un S-faisceau

de Zariski sur le grand site. On pose

= � GmS(U) resp: J0 � GmS(X)
ÿ �

:(0.6)

Soit A0 une A-algeÁbre. Posons S0 � Spec (A0). On a alors

GmS(X)(S0) � B�fA0g resp: GmS(U)(S0) � BfA0g Iÿ1
fA0g

h i�� �
:

Donc si B � A[[T]] on a GmS(X)(S0) � A0[[T]]� resp: GmS(U)(S0) ��
A0[[T]][Tÿ1]��.

Les deux lemmes suivants nous permettent de deÂcrire = en termes de

S-groupes connus.

LEMME 0.7. Toute uniteÂ u de A[[T]][Tÿ1] , c'est aÁ dire u 2 A[[T]][Tÿ1]�,
s'eÂcrit d'une facËon unique de la forme :

u � Tn aÿrTÿr � . . .� aÿ1Tÿ1 � a0 �
X
i�1

aiT
i

 !
;

avec n 2 G Spec (A);Z� � avec aÿr; . . . ; aÿ1 des nilpotents de A, et a0 un

eÂleÂment inversible de A, c.aÁ.d. a0 2 A�.

PREUVE. EÂcrivons u � P
i2Z

biT
i, et posons pour tout p 2 Spec (A) :

m(p) � inf i j bi non-nilpotent dans Ap

� 	
;

et

n(p) � inf i j bi 62 pf g:
Voyons que m � n, et que n est une fonction localement constante sur

Spec (A) (et deÂfinit ainsi une section de Z).
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Montrons que m(p) � inf n(p) (q � p) (le inf pris sur l'ensemble des

ideÂaux premiers q � p). Pour tout i 2 Z tel que i5i0 � inf n(q) (q � p) on

a bi 2
T

q Ap � Nilradical de Ap (Donc bi est nilpotent). Comme il existe

q tel que i0 � n(q) on a bi0
62 q d'ouÁ bi0

est non-nilpotent dans Ap. Ce qui

prouve bien l'eÂgaliteÂ.

Noter d'autre part que q � p) n(q) � n(p). Or l'uniteÂ u donne lieu aÁ

une uniteÂ dans A=qA� �[[T]][Tÿ1]. Comme l'anneau A=qA est inteÁgre on en

deÂduit que la classe bn(q) de bv(q) dans A=qA est inversible. La consideÂra-

tion de l'homomorphisme A=qAÿ!A=pA entraõÃne que la classe bn(q) de

bn(q) dans A=pA est un eÂleÂment inversible de A=pA donc que bn(q) 62 p. D'ouÁ

que n(q) � n(p). Si A est un anneau local d'ideÂal maximal m les deux

eÂgaliteÂs preÂceÂdentes donnent m(m) � n(m), ce qui entraõÃne l'eÂnonceÂ de la

proposition dans le cas ouÁ A est local.

Soit p 2 Spec A. Si on applique la proposition aÁ l'image up de u dans

Ap[[T]][Tÿ1] on obtient que bn(p) est un eÂleÂment inversible dans Ap, et que bi

est nilpotent dans Ap si i5n(p). Il existe alors f 2 A tel que :

f 62 p, aÿr; . . . ; aÿ1 sont des nilpotents dans Af , et a0 2 A�f . On en deÂduit

la proposition dans le cas geÂneÂral.

LEMME 0.8. Soit C une sous-A-algeÁbre de A[[T]] contenant T et

tel que A ' C=TC. Alors toute uniteÂ u de C[Tÿ1] s'eÂcrit de facËon

unique sous la forme u � Tn u0 u00 ouÁ n 2 G(Spec A;Z), u0 2 C�, et

u00 � aÿrTÿr � . . .� aÿ1Tÿ1 � 1 avec aÿr; . . . ; aÿ1 nilpotents dans A.

PREUVE. Cas ouÁ C � A[[T]]. Quitte aÁ localiser A, on peut supposer

que :

u � aÿrTÿr � . . .� aÿ1Tÿ1 � a0 �
X
i�1

aiT
i

 !

avec aÿr; . . . ; aÿ1 des nilpotents de A et a0 une uniteÂ de A.

Soit v 2 A[[T]][Tÿ1]� de la forme : v � aÿpTÿp � . . .� aÿ1Tÿ1 � a0 �P
i�1

aiT
i avec aÿp . . . aÿ1 des nilpotents, et a0 une uniteÂ. On eÂcrit alors

v � vÿ � a0 � v� avec vÿ 2 Tÿ1A[Tÿ1] , v� 2 T A[[T]], et a0 2 A�. On

deÂfinit par reÂcurrence une suite d'eÂleÂments un � uÿn � a(n)
0 � u�n de

A[[T]][Tÿ1] du meÃme type que v ci-dessus en posant :

u0 � u et un�1 � un= a(n)
0
�u�n� � � 1� uÿn a(n)

0 � u�n
� �ÿ1

:

Soit I�n (resp. Iÿn ) l'ideÂal engendreÂ par les coefficients de u�n (resp. uÿn ). Il
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est immeÂdiat que Iÿn � Iÿ0 et que I�n�1 � Iÿn I�n d'ouÁ I�n � (Iÿ0 )n. Comme Iÿ0
est un ideÂal nilpotent, car il est engendreÂ par un nombre fini de nilpotents,

on a u�n � 0 pour n assez grand, c.aÁ.d. un � uÿn � a(n)
0 . Or par construction

de la suite il existe u0 2 A[[T]]� tel que un � u u0 ÿ1 � a(n)
0 u00, avec

u00 2 Tÿ1 A[Tÿ1] aÁ coefficients dans Iÿ0 et a(n)
0 2 A�, d'ouÁ u � u0:a(n)

0 :u00. Ce

qui donne le cas C � A[[T]] immeÂdiatement. L'uniciteÂ de la deÂcomposi-

tion est triviale.

Cas geÂneÂral. L'hypotheÁse C=TC ' A entraõÃne que T A[[T]] \ C � TC.

D'autre part on a T 2 C. Il en reÂsulte que tout eÂleÂment s 2M � A[[T]]=C

est uniquement divisible par T, c.aÁ.d. il existe s0 unique tel que s � T s0.
Donc si MT �M 
C C[Tÿ1] le C-morphisme naturel Mÿ!MT est un

isomorphisme. On a alors le diagramme commutatif avec les lignes

exactes :

qui permet de prouver que C[Tÿ1] \ A[[T]] � C. Soit u 2 C[Tÿ1]� �
A[[T]][Tÿ1]�.

On eÂcrit u0 � Tn u0 u00. On a alors que u0 2 C[Tÿ1]� \ A[[T]]. D'apreÁs ce

que l'on vient de voir u0 2 C� d'ouÁ on a ainsi montreÂ le cas geÂneÂral.

Soit J � = le S-sous-faisceau en groupes engendreÂ par la section T de=
donneÂe par un geÂneÂrateur T de I et par le S-sous-groupe J0 � =. Le S-

groupe J est indeÂpendant du choix de T.

Par deÂfinition de J, on a une suite exacte de S-groupes

1ÿ!J0ÿ!Jÿ!ZSÿ! 0 :(0.9)

Le choix d'un geÂneÂrateur T de I donne lieu aÁ un scindage de (0.9). D'ouÁ il

reÂsulte que J est isomorphe au produit ZS � J0.

On deÂfinit un S-groupe par

�W � = =J :(0.10)

On a donc une suite exacte de S-groupes

1ÿ!Jÿ!=ÿ! �W ÿ! 1 :(0.11)

Soient B � A[[T]] et A0 une A-algeÁbre. On deÂfinit le S-sous-foncteur en
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groupes �WT de = par

�WT(A0) � 1� a0ÿ1Tÿ1 � . . .� a0ÿnTÿn j a0ÿ1; . . . ; a0ÿn 2 Nil(A0)
� 	

:(0.12)

(Nil(A0) deÂsigne le nilradical de A0.) Il est facile de voir que �WT est en fait

un S-sous-faisceau de Zariski de =. Le lemme (0.8), montre que l'on a un

isomorphisme de S-foncteurs

= ' �WT � J(0.13)

qui entraõÃne que la suite exacte (0.11) est scindeÂe.

On deÂfinit un S-foncteur GmS(Xn) en posant pour tout S-scheÂma S0

GmS(Xn)(S0) � G X0n;O�X0n
� �

;(0.14)

ouÁ X0n � Xn �S S0, et O�X0n � OX0n deÂsigne le sous-faisceau des uniteÂs.

On pose

J0
n � GmS(Xn):(0.15)

On a alors que J0 (resp. J0
n) est isomorphe au S-groupe des seÂries formelles

inversibles : S0 ÿ!OS0 [[T]]� (resp. seÂries formelles inversibles tronqueÂes aÁ

l'ordre n� 1 : S0 ÿ! OS0 [[T]]=(Tn�1)
ÿ ��

).

On a pour tout entier n � 0, un S-homomorphisme

J0ÿ!J0
n(0.16)

donneÂ par le S-homomorphisme de restriction GmS(X)ÿ!GmS(Xn).

Soit

=n � ==Ker J0ÿ!J0
n

ÿ �
:(0.17)

La suite exacte (0.9) donne lieu aÁ une autre

1ÿ!J0
nÿ!Jnÿ!ZSÿ! 0:(0.18)

Soit

=n � ==Ker J0ÿ!J0
n

ÿ �
:(0.19)

La donneÂe d'un isomorphisme B ' A[[T]] entraõÃne celle d'un isomorphi-

sme de S-scheÂmas

J0
n'Spec A[a0;. . . ;an] aÿ1

0

� �ÿ �
resp: J0'Spec A[ai] aÿ1

0

� �
(i2N)

ÿ �
:

ÿ �
:(0.20)

Si m � n, il existe un S-homomorphisme canonique J0
mÿ!J0

n. On veÂ-

rifie que la limite projective lim
n 

J0
n s'identifie aÁ J0. Pour tout n � 0 le
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homomorphisme canonique lim
n 

J0
nÿ!J0

n correspond aÁ celui donneÂ

par (0.16).

On a alors que J0 est un S-groupe pro-lisse. En composant (0.16) avec le

S-homomorphisme canonique

GmS(Xn) � J0
nÿ!GmS(X0) � GmS

on obtient un S-homomorphisme J0ÿ!GmS.

Soit

^0 � Ker J0ÿ!GmS

ÿ �
resp: ^0

n � Ker J0
nÿ!GmS

ÿ �ÿ �
:(0.21)

On a alors les deÂcompositions canoniques en produit direct

J0 � GmS � ^0 resp: J0
n � GmS � ^0

n

ÿ �
:(0.22)

On veÂrifie facilement que ^0 s'identifie aÁ la limite projective lim
n 
^0

n.

La suite exacte (0.11) donne la suite exacte

0ÿ!Jnÿ!=nÿ! �W ÿ! 0:(0.23)

D'apreÁs (0.8) le choix d'un isomorphisme B ' A[[T]] donne lieu aÁ un iso-

morphisme de S-groupes

(0.24) =' �W�ZS�GmS�^0 resp: =n ' �W �ZS �GmS� ^0; n2N
ÿ �

On a alors un S-homomorphisme

e : =ÿ!ZS(0.25)

tel que si u 2 =(A0) s'eÂcrit u � Tm u0 u00 (m 2 Z), graÃce aÁ (0.24), alors

e(u) � m. Il est facile de voir que e est indeÂpendant du choix d'un iso-

morphisme B ' A[[T]]. On pose =0 � Ker e, et =n � eÿ1(n) pour toute

section n de ZS. On a ainsi une suite exacte de S-groupes

(0.26) 1ÿ!=0ÿ!= ÿ!e ZSÿ! 0 resp: 1ÿ!=0
nÿ!=n ÿ!en

ZSÿ! 0
� �

;

ouÁ =0
n � =0=Ker =0ÿ!=0

n

ÿ �
. L'homomorphisme e est compatible avec

l'homomorphisme Jÿ!ZS donneÂ par (0.9).

Il reÂsulte de la deÂfinition de �WT (cf. (0.12)) que �WT est isomorphe au

compleÂteÂ formel du groupe des vecteurs de Witt universel introduit par P.

Cartier dans [1], et que si ^0
T deÂsigne le S-groupe deÂfini comme dans (0.21)

aÁ partir de B � A[[T]], alors �WT s'identifie au dual de Cartier de ^0
T (cf. loc.

cit.). Soit

E(1)
S � Spec A[aÿi] (i 2 N�)

ÿ �
(0.27)
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le S-espace affine restreint. Pour tout n 2 N on deÂfinit un ideÂal de A[aÿi]

par

K(n) � an
ÿ1; . . . ; an

ÿn; aÿn�1; . . .
ÿ �

:(0.28)

La famille d'ideÂaux K(n)
ÿ �

(n 2 N) est un systeÁme fondamental d'ideÂaux

ouverts d'une unique topologie lineÂaire de A[aÿi]
^. Soit A[aÿi]

^ la A-algeÁ-

bre topologique compleÂteÂe de A[aÿi]. Il est clair que l'on a un isomorphisme

de S-foncteurs

�WT ' bE(1)
S � Spf A[aÿi]

^ i 2 N�
ÿ �ÿ �

:

Il reÂsulte de (0.24) que le choix d'un isomorphisme B ' A[[T]] entraõÃne un

S-isomorphisme de groupes

�W ' �WT;(0.29)

donc un isomorphisme de S-foncteurs �W ' bE(1)
S .

Soit ID � B b
AB l'ideÂal de deÂfinition de la section diagonale

D : Xÿ!X�S X. Soit d un geÂneÂrateur de ID. L'image de d dans

BfB[Iÿ1]g � B b
AB[Iÿ1], que l'on note toujours d, est un eÂleÂment inversi-

ble. En effet, notons que si B � A[[T]] on a alors B b
AB[Iÿ1] '
A[[t]][tÿ1][[T]] en notant par T (resp. t) l'eÂleÂment T 
 1 (resp. 1 
 T) de

A[[T]] b
AA[[T]][Tÿ1]. De meÃme on a B b
AB ' A[[t;T]]. Il est facile de

voir que

ID � (tÿ T);

d'ouÁ il existe u 2 A[[t;T]]� tel que d � u(tÿ T). On a dans A[[t]][tÿ1][[T]] la

relation

(tÿ T)ÿ1 � tÿ1 1�
X
i�1

tÿiTi

 !
;

qui donne que d est inversible dans A[[t]][tÿ1][[T]] et entraõÃne l'affirmation

en geÂneÂral. Soit d� l'image de d par le A-homomorphisme

B b
ABÿ!B(0.30)

obtenu par passage au quotient par l'ideÂal (1 
 I) B b
AB
ÿ �

.

NOTATION 0.31. (i) - Soit W0
d la section de J0 � GmS(X) au-dessus de

U � Spec B[Iÿ1]
ÿ �

donneÂe par

dÿ1 2 B b
AB[Iÿ1]
ÿ ��� GmS(X)(U) � J0(U):
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(ii) - L'eÂleÂment d� 
 1� �dÿ1 donne lieu aÁ une section de = � GmS(U)

au-dessus de U, qui appartient en fait au S-sous-groupe J � = (J est

engendreÂ par la section d� 
 1 et par J0), que l'on deÂsigne par W1
d .

(iii) - Soit W0
T la section de J0 au-dessus de U donneÂe par

(tÿ T)ÿ1 2 B b
AB[Iÿ1] � J0(U). Soit W1
T la section de J au-dessus de U

donneÂe par T(tÿ T)ÿ1. Si l'on pose d � tÿ T on a W0
d � W0

T et W1
d � ÿ W1

T .

(La consideÂration de W0
d (resp. W1

d ) pour un geÂneÂrateur d quelconque de

ID est imposeÂe par les constructions geÂomeÂtriques du § 1.)

LEMME 0.32. Avec les notations de (0.31), on a :

(i) - La classe W0 de W0
d dans J0(U) = J0(X) est indeÂpendante du choix de

d et coõÈncide avec celle de W0
T .

(ii) - La classe W1 de ÿW1
d dans J(U) = Ker J0(X)ÿ!J0(S)

ÿ �
est indeÂ-

pendante du choix de d et coõÈncide avec celle de W1
T .

PREUVE. Soit d0 un autre geÂneÂrateur de ID. Il existe alors u 2 B b
AB
ÿ ��

tel que d0 � ud. Notons par d0� (resp. d�, u� ) l'image de d0 (resp. d, u) par

(0.30). On a alors

d0� b
1
ÿ �

d0 ÿ1 � u� 
 1� �uÿ1 d� 
 1� �dÿ1:

Il est clair que l'image de u� 
 1� �uÿ1 par (0.30) est eÂgale aÁ 1. Il en reÂsulte

(ii), compte tenu de (0.30). La preuve de (i) est analogue. C.Q.F.D.

PROPOSITION 0.33. On reprend les notations de (0.31). Soit T un

geÂneÂrateur de I. On suppose S noetheÂrien. Soit

Yn�2

W0
T :

Yn�2

Uÿ!J0
n

le S-morphisme obtenu en composant le S-morphisme
Qn�2

Uÿ!J0 fai-

sant correspondre aÁ une section (x1; . . . ; xn�2) de
Qn�2

U l'eÂleÂment

W0
T(x1) . . . W0

T(xn�2) 2 J0
Yn�2

U

 !

avec le S-morphisme canonique J0ÿ!J0
n (cf. (0.16)).

On a alors que
Qn�2

W0
T est un S-morphisme fidlement plat.
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PREUVE. Soit sj 1 � j � n� 2� � la j-eÁme fonction symeÂtrique de

(t1; . . . ; tn�2), c.aÁ.d.

sj �
X

ta1
. . . taj

1 � a15 . . .5aj � n� 2
ÿ �

On pose

(t1 ÿ T)(t2 ÿ T) . . . (tn�2 ÿ T) � a0 � a1T � . . .� an�1Tn�1 � (ÿ 1)n�2Tn�2;

ce qui donne :

an�2ÿj � (ÿ 1)n�2ÿjsj 1 � j � n� 2� �:(� )

Le A-homomorphisme

A[a0; . . . ; an�1]ÿ!A[t1; . . . ; tn�2]

deÂfini par les eÂquations (� ) est fideÁlement plat. Ce qui reÂsulte du fait bien

connu que A[t1; . . . ; tn�2] est un A[s1; . . . ; sn�2]-module libre de type fini.

Il en reÂsulte que le A-homomorphisme induit

A[a0; . . . ; an�1] aÿ1
0

� �ÿ!A[t1; . . . ; tn�2] tÿ1
1 ; . . . ; tÿ1

n�2

� �
(��)
est aussi fideÁlement plat.

Soit g �
� Qn�2

W0
T

�ÿ1
. Il est clair que le A-homomorphisme corre-

spondant aÁ g :

A[a0; . . . ; an] aÿ1
0

� �ÿ!A[[tÿ1]] tÿ1
1

� � 
A . . . 
A A[[tn�2]] tÿ1
n�2

� �
est obtenu en composant (��) avec le A-homomorphisme plat

A[a0; . . . ; an] aÿ1
0

� �ÿ!A[a0; . . . ; an�1] aÿ1
0

� �
aÁ gauche, et avec le A-homomorphisme plat (c'est ici que l'hypotheÁse A

noetheÂrien intervient).

A[t1] tÿ1
1

� � 
A . . . 
A A[tn�2] tÿ1
n�2

� �ÿ!A[[t1]] tÿ1
1

� � 
A . . . 
A A[[tn�2] tÿ1
n�2

� �
aÁ droite. On a ainsi que g est un A-morphisme plat. Montrons que g est

surjectif. On est alors rameneÂ aÁ montrer que pour tout corps algeÂ-

briquement clos k, qui soit une A-algeÁbre, le k-morphisme fibre gk de g au-

dessus de Spec (k) est surjectif.

Notons par g0k le k-morphisme

Spec k((t1)) 
 . . . 
k k((tn�2))� �ÿ!Spec k[a0; . . . ; an] aÿ1
0

� �ÿ �
deÂfini aÁ partir des eÂquations (� ). On voit facilement que g0k se factorise aÁ

travers gk, et qu'il est un k-morphisme plat. Il nous suffit de montrer que g0k
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est surjectif. Soit g}k le k-morphisme

Spec k(t1) 
k . . . 
 k(tn�2)� �ÿ!Spec k[a0; . . . ; an] aÿ1
0

� �ÿ �
deÂfini aÁ partir des eÂquations (� ). Puisque g0k se factorise par g}k et que

k(t1) 
k . . . 
 k(tn�2)ÿ! k((t1))
k . . . 
k k((tn�2))

est fideÁlement plat on est rameneÂ aÁ montrer que g}k est surjectif.

Il suffit de voir que pour tout (c0; . . . ; cn) 2 kn�1 avec c0 6� 0, le systeÁme

d'eÂquations

(ÿ 1) j sn�2ÿj ÿ cj � 0 (0 � j � n)(���)
admet une solution (x1; . . . ; xn�2) dans une extension (finie) K du corps

k(u) des fractions rationnelles en l'indeÂtermineÂe u, dont toute les com-

posantes soient transcendantes sur k.

Soit K une extension finie de k(u) contenant toutes les racines

x1; . . . ; xn�2 du polynoÃme

P(T) � c0 � c1T � . . .� cnTn � uTn�1 � Tn�2
ÿ �

:

Le lemme (0.34) ci-dessus montre bien que le point (x1; . . . ; xn�2) fourni

une solution de (��� ) avec la proprieÂteÂ voulue. On a ainsi que g}k est un

morphisme surjectif. C.Q.F.D.

LEMME 0.34. Soit t un eÂleÂment algeÂbrique sur k diffeÂrent de 0. Alors

P(t) � c0 � c1t� . . .� cntn � utn�1 � tn�1 est un eÂleÂment transcendant

sur k.

PREUVE. Quitte aÁ substituer le polynoÃme P(T) par une puissance

P(T)pi (i 2 N) ouÁ p est la caracteÂristique de k, on peut supposer que t est

seÂparable sur k. Soit k0 une extension algeÂbrique de k qui contient toutes les

racines t1; . . . ; td du polynoÃme minimal de t (de degreÂ d). Supposons que

P(t1); . . . ;P(td) sont algeÂbriques sur k. Il existe un polynoÃme Q(T)2 k[u][T]

de degreÂ en T � d tel que :

(a) - Q(t1) � P(t1); . . . Q(td) � P(td);

(b) - les coefficients de Q(T) sont des polynoÃmes en u de degreÂ� 1, et il

existe au moins un coefficient de Q(T) qui n'appartient pas aÁ k.

L'hypotheÁse de seÂparabiliteÂ de t donne que la matrice
�
t j
i

�
(1 � i � d; 0 � j5d) est de rang d. Il en reÂsulte que l'on peut exprimer u

comme une combinaison lineÂaire dans k des eÂleÂments algeÂbriques sur k

P(t1); . . . ;P(td) ce qui est absurde.
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On proceÁde aÁ deÂfinir deux sections g0 2 �W(X) et g1 2 �W �ZS

ÿ �
(X)

correspondant respectivement aÁ W0 2 J0(U) = J0(X) et aÁ W1 2 J(U) =

Ker J0(X)ÿ!J0(S)
ÿ �

comme l'on verra dans § 1.

NOTATION 0.35. (i) - Soit d 2 ID � B b
AB (resp. d0) un geÂneÂrateur d'i-

deÂal de deÂfinition ID de la diagonale de X�S X (resp. deÂfini comme dans

(0.30)). Notons par dn l'image de d dans B b
ABn (n � 0). On veÂrifie faci-

lement que dn (resp. (d0 
 1)ÿ1 dn) est une uniteÂ de BfBng
ÿ
Iÿ1
fBng

�
, c.aÁ.d.

dn

ÿ
resp: (d0 
 1)ÿ1dn

� 2 ÿBfBng
�
Iÿ1
fBng

���
:

(ii) - Soit

g0
dn

resp: g1
dn

� �
2 G Xn;GmS(U)� � � BfBng Iÿ1

fBng
h i� ��

la section donneÂe par d0 
 1� �ÿ1 dn (resp. dn). On a que g0
dn

est en fait une

section de =0 � = � GmS(U).

Soient n;m 2 N n � m. On veÂrifie que la restriction de g0
dn

(resp. g1
dn

) aÁ

Xmÿ!Xn est eÂgale g0
dm

(resp. g1
dm

). Soit

g0
d : Xÿ!=0 resp: g1

d : Xÿ!=ÿ �
le S-morphisme (de S-foncteurs) donneÂ par le systeÁme g0

dn

� �
(resp. g1

dn

� �
).

Noter que X � lim
n!

Xn.

Si B � A[[T]] alors Bn ' A[[t]]=(tn�1).

Soit d � T ÿ t. On a alors g0
dn
� 1ÿ t

T
( resp:T ÿ t) 2 A[[t]]=(tn�1)

ÿ �
[[T]][Tÿ1]�.

Noter que

g0
dn

� �ÿ1
� 1� t

T
� . . .� tn

Tn
resp: g1

dn

� �ÿ1
� Tÿ1 1� t

T
� . . .� tn

Tn

� �� �
:

Soit U un geÂneÂrateur de I. On deÂsigne par g0
u (resp. g1

u) la section de =0

(resp. =) au-dessus de X donneÂe par 1ÿ u Uÿ1 resp: U ÿ u� � 2
B b
AB
ÿ �

[Uÿ1]�, ouÁ l'on deÂsigne U 
 1 par U et 1
U par u. Si d � U ÿ u

on a alors g0
d � g0

u (resp. g1
d � g1

u ).

(iii) - On montre comme dans (0.32) que la classe de g0
d (resp. g1

d ) dans

=0(X)=Ker J0(X)ÿ!J0(S)
ÿ �

resp: =(X) = J0(X)
ÿ �

est indeÂpendante du choix de d. Notons par

g0 : Xÿ! �W resp: g1 : Xÿ!= = J0 � ZS � �W
ÿ �
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le S-morphisme donneÂ par l'image de g0
d (resp. g1

d) dans

=0(X)=J0(X) � �W(x) (resp: =(X)=J0(X)):

REMARQUE 0.36. Les constructions de J0, J, =, =0 (resp. J0
n, Jn, =n ,

=0
n ) ainsi que celle de W0, W1, g0, g1 sont fonctorielles vis aÁ vis des iso-

morphismes de A-algeÁbres adiques augmenteÂes isomorphes aÁ A[[T]].

On a plus preÂciseÂment, avec les notations de (0.31) et de (0.35), le reÂ-

sultat suivant. Soient B0 ' B un A-isomorphisme et d0 un geÂneÂrateur de

ID � B0 b
AB0. Alors l'image d de d0 par B0 b
AB0 ' B b
AB0 est un geÂneÂra-

teur de ID � B b
AB et la section g0
d (resp. W1

d, g0
d, g1

d) correspond foncto-

riellement aÁ la section g0
d0 (resp. W1

d0 , g
0
d0 , g

1
d0).

Soit B � A[[T]]. Il reÂsulte du lemme (0.7) l'existence d'un scindage

�W ÿ!=0(0.37)

de la suite exacte

1ÿ!J0ÿ!=0ÿ! �W ÿ! 1(0.38)

dont l'image est eÂgale aÁ �WT (cf. (0.12)). On obtient alors un releÁvement

g0 : Xÿ! �W ÿ!=0

de g0 : Xÿ! �W , qui s'aveÁre eÃtre eÂgal aÁ la section g0
T (cf. (0.35),(ii)) de =,

donneÂe par 1ÿ tTÿ1. On a ainsi que le morphisme

g0
T : X � Spf A[[T]]� �ÿ! �WT � =0

de X dans le compleÂteÂ formel du groupe des vecteurs de Witt coõÈncide avec

le morphisme noteÂ [t] dans [1]. Il reÂsulte alors de loc. cit. la

PROPOSITION 0.39. Soient S;X; g0; �W deÂfinis comme ci-dessus. Soit G

un S-scheÂma en groupes commutatif et lisse. Le couple �W; g0
ÿ �

veÂrifie la

proprieÂteÂ universelle suivante : `̀ La fleÁche

HomSÿgr
�W;G
ÿ �ÿ!Ker G(X)ÿ!G(S)� �

induite par composition avec g0 est bijective''.

Soit Sym(n)(X) la puissance symeÂtrique n-eÁme de X, i.e. le quotient du

produit n-eÁme X�S . . .�S X par l'action du groupe symeÂtrique Sn. On a

que Sym(n)(X) est repreÂsentable par un S-scheÂma formel isomorphe au

spectre formel Spf A[[aÿ1; . . . ; aÿn]]� �, de l'anneau adique des seÂries
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formelles

A[[aÿ1; . . . ; aÿn]] en aÿ1; . . . ; aÿn ;

aÁ coefficients dans A.

La multiplication de �W donne lieu aÁ un S-morphisme

Sym(n)(g0) : Sym(n)(X)ÿ! �W ;(0.40)

qui est en fait une immersion fermeÂe de S-scheÂmas formels. En effet on

veÂrifie, si X � Spf A[[T]]� �, que l'image de Sym(n)(g0
T) : Sym(n)(X)ÿ! �WT

est donneÂe par le sous-foncteur de �WT dont les sections

1� aÿ1Tÿ1 � . . .� aÿmTÿm veÂrifient aÿnÿ1 � . . . � aÿm � 0. Le n-eÁme

Xn � X�S . . .�S X s'identifie aÁ Spf A[[t1; . . . ; tn]]� � et le morphisme

Xnÿ!Sym(n)(X) correspond au A-homomorphisme de A-algeÁbres

A[[aÿ1; . . . ; aÿn]]ÿ!A[[t1; . . . ; tn]]

faisant correspondre (ÿ 1)isi aÁ aÿi, ouÁ si deÂsigne la i-eÁme fonction sy-

meÂtrique de t1; . . . ; tn.

On identifie Sym(n)(X) aÁ son image dans �W et l'on pose

Wn � Sym(n)(X):(0.41)

Pour tout couple d'entiers 1 � m � n, on a un morphisme

Sym(m)(X)ÿ!Sym(n)(X);(0.42)

qui correspond au A-homomorphisme A[[aÿ1;. . . ;aÿn]]ÿ!A[[aÿ1; . . . ; aÿm]]

obtenu par passage au quotient par l'ideÂal engendreÂ par aÿmÿ1; . . . ; aÿn. Ce

morphisme se deÂduit par passage au quotient du morphismeXmÿ!Xn donneÂ

par le A-homomorphisme A[[t1; . . . ; tn]]ÿ!A[[t1; . . . ; tm]] envoyant ti sur 0

pour i > m.

EÂ tant donneÂs des entiers 0 � m � n � p on a un diagramme commu-

tatif :

(0.43)

On a ainsi un systeÁme inductif (Wn) de S-scheÂmas formels.

Notons par lim
n!

Wn la limite inductive prise dans la cateÂgorie des S-

faisceaux de Zariski. On a alors
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PROPOSITION 0.44. Avec les notations ci-dessus on a que les inclusions

Wnÿ! �W induisent un isomorphisme de S-faisceaux de Zariski

lim
n!

Wn ' �W:

NOTATION 0.45. Soient n;m � 0 des entiers, et n une section de ZS au-

dessus d'un S-scheÂma S0.

(i) - La suite exacte (0.11) donne lieu aux suites exactes

1ÿ!J0ÿ!=0ÿ! �W ÿ! 1

et

1ÿ!J0
nÿ!=0

nÿ! �W ÿ! 1 (cf: (0:26) et (0:23)):

Soit (m)=0 (resp. (m)=0
n) le J0-torseur (resp. J0

n-torseur) au-dessus de

Wm obtenu aÁ partir de la premieÁre (resp. deuxieÁme) suite exacte ci-dessus

et du morphisme Wmÿ! �W.

(ii) - Soit (m)= (resp. (m)=n) le J-torseur (resp. Jn-torseur) obtenu aÁ

partir de la suite exacte 1ÿ!J0ÿ!=ÿ! �W ÿ! 1 (cf. (0.11)) et du mor-

phisme Wmÿ! �W.

(iii) - Soit =n � eÿ1(n) (resp. =n
n � eÿ1

n (n)) (cf. (0.26)). On a un S0-mor-

phisme =nÿ! �WS0 (resp. =nÿ! �WS0) qui fait de =n (resp. =n
n) un J0

S0-tor-

seur (resp. (J0
n)S0 torseur). Notons par (m)=n (resp. (m)J

n
n) le J0 (resp. J0

n)-

torseur image inverse par (Wm)S0 ÿ! �WS0 .

La suite exacte (0.11) (resp. 1ÿ!J0ÿ!=0ÿ! �W ÿ! 1 (cf. (0.45), (i)))

nous permet de regarder = (resp. =0) comme un J-torseur (resp. J0-tor-

seur) au dessus de �W . La donneÂe d'un geÂneÂrateur U de I entraõÃne un

isomorphisme de A-algeÁbre adique augmenteÂes A[[T]] ' B. Par foncto-

rialiteÂ (cf. (0.36)) on en deÂduit un scindage

sU : �W ÿ!=0(0.46)

de la suite exacte

1ÿ!J0ÿ!=0ÿ! �W ÿ! 1

et un releÁvement

g0
U : Xÿ!=0 de g0 : Xÿ! �W

aÁ partir de celui de la suite exacte (0.38) tel que

g0
U � U 
 1ÿ 1
U� � U 
 1� �ÿ12 B b
AB

ÿ �
[(U 
 1)ÿ1]

� ��
� =(X):
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Soient U et V des geÂneÂrateurs de I. On a alors

g0
V (g0

U)ÿ1 � V 
 1ÿ 1
 V� �(V 
 1)ÿ1 U 
 1ÿ 1
U� �ÿ1(U 
 1) 2
B b
AB
ÿ ��� J0(X)

En fait g0
V (g0

U)ÿ1 est une section de Ker J0(X)ÿ!J0(S)
ÿ �

.

Noter que l'ensemble des isomorphismes de A-algeÁbres adiques aug-

menteÂes Isom A[[T]];B� � de A[[T]] avec B, s'identifie aÁ l'ensemble des

geÂneÂrateurs de I. Notons par Aut(B) les A-automorphismes de la A-algeÁ-

bre adique B. On a alors que Aut(B) opeÁre sur Isom A[[T]];B� �, qui devient

alors un Aut(B) torseur aÁ gauche.

On deÂfinit un S-homomorphisme h(U;V ) : �Wÿ!J0 par h(U;V )sU � sV .

NOTATION 0.47. Notons par (m)sU (resp. (m)sUn
) le scindage de

(m)=0ÿ!Wm (resp. (m)=0
nÿ!Wm) induit par sU. On pose

(m)h(U;V ) � (m)sV
(m)sU

ÿ �ÿ12 G Wm;J
0

ÿ �
resp: (m)h(U;V )n � (m)sVn

(m)sUn

ÿ �ÿ12 G Wm;J
0
n

ÿ �� �
:

D'ouÁ

(1)h(U;V ) � h(U;V ) � g0 � g0
V g0

U

ÿ �ÿ12 G(X;J0);

et en geÂneÂral

(m)h(U;V ) � h(U;V ) � Sym(n)(g0):

Noter que (m)h(U;V ) : Sym(m)(X)ÿ!J0 s'obtient par passage au quo-

tient aÁ partir de Ym
(1) h(U;V ) :

Ym
Xÿ!J0;

PROPOSITION 0.48. On reprend la notation ci-dessus. Le choix d'un

geÂneÂrateur U de I � B donne lieu aÁ un scindage sU : �W ÿ!=0 de la suite

exacte 1ÿ!J0ÿ!=0ÿ! �W ÿ! 1 (resp. un releÁvement g0
U : Xÿ!=0). Un

couple de geÂneÂrateurs U;V de I deÂtermine un homomorphisme

h(U;V ) : �W ÿ!J0 tel que : h(U;V )sU � sV , qui est caracteÂriseÂ comme

l'unique homomorphisme qui veÂrifie

h(U;V ) � g0 � g0
V g0

U

ÿ �ÿ1
(cf: (0:42)):

La donneÂe de h(U;V ) eÂquivaut aÁ celle du systeÁme inductif (m)h(U;V )
ÿ �

.
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(En fait on peut eÂtablir plus geÂneÂralement, graÃce aÁ la proprieÂteÂ uni-

verselle du couple �W; g0
ÿ �

, une correspondance bijective entre releÁvements

de g0 et les scindages de cette suite exacte).

Supposons que A soit un anneau noetheÂrien. Soit Alg:admjA la cateÂ-

gorie des A-algeÁbres admissibles au sens de [8]. Cette cateÂgorie est la

cateÂgorie opposeÂe de celle des S-scheÂmas formels affines Schf affjS.

Soit S0 un S-scheÂma formel affine donneÂ par la A-algeÁbre admissible A0.
Soit K un ideÂal de deÂfinition de S0. Alors Spec (A0=K) est un A-scheÂma et

S0 � lim
K
! Spec (A0=K), ouÁ K parcourt l'ensemble des ideÂaux de deÂfinition de S0.

On exprime ainsi S0 comme une limite inductive de S-scheÂmas.

DEÂ FINITION 0.49. On deÂfinit =̂, =̂0, =̂n, =̂0
n (n 2 N) comme des foncteurs

en groupes de Schf aff jS comme suit. Soit S0 � Spf (A0). On pose alors

=̂(S0) � lim
K
 =(A0=K);

=̂0(S0) � lim
K
 =0(A0=K);

=̂n(S0) � lim
K
 =n(A0=K);

=̂0
n(S0) � lim

K
 =0

n(A0=K);

ouÁ K parcours l'ensemble des ideÂaux de deÂfinition de A0.

REMARQUE 0.50. On peut deÂfinir =̂, =̂0, =̂n, et =̂0
n sur la cateÂgorie des

S-scheÂmas formels Schf jS aÁ partir de (0.49).

Un S-scheÂma formel S0 donne lieu aÁ un S-foncteur. Alors =̂(S0) (resp.

=̂0(S0), =̂n(S0), =̂0
n(S0)) coõÈncide avec l'ensemble des morphismes de S-

foncteurs de S0 dans = (resp. =0, =n, =0
n).

Soit U un geÂneÂrateur de I. On a alors un S-isomorphisme = ' �W � J
qui induit pour tout S-scheÂma formel noetheÂrien S0 un isomorphisme

=̂(S0) ' �W(S0)� J(S0);

ouÁ �W(S0) deÂsigne les points du S-scheÂma formel �W aÁ valeurs dans S0.
L'homomorphisme (d'augmentation) (0.25) donne lieu aÁ un homomorphi-

sme

e : =̂ ÿ!ZS
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de foncteurs en groupes de SchfjS, de manieÁre que la suite de foncteurs en

groupes de SchfjS
1ÿ!=̂0ÿ!=̂ÿ!ZSÿ! 1

est exacte.

Soient A0 une A-algeÁbre adique (cf. [8], DeÂf. (7.1.9)) et K un ideÂal de

deÂfinition de A0. Alors (Kn) constitue un systeÁme fondamental de voisi-

nages ouverts de 0 dans A0. Soit B0 � B b
AA0 � BfA0g; (KnB0) est un sy-

steÁme fondamental d'ideÂaux ouverts d'une topologie lineÂaire de B.

Comme A0 est noetheÂrienne, B0 est complet pour cette topologie. Cette

topologie compacte coõÈncide avec la topologie KB0-adique de B0. Elle est

indeÂpendante de K. Soit dSpec(B0) le compleÂteÂ formel du A0-scheÂma

Spec (B0) au-dessus de

Spec (A0=K)ÿ!Spec (A0):dSpec(B0) est eÂgal au spectre formel de B0 muni de la topologie KB0-adique.

On pose domb(X0) � dSpec(B0):

Noter que si B � A[[T]] alors B0 Iÿ1
fA0g

h i^� lim
n 

A0[[T]][Tÿ1] =KnA0[[T]][Tÿ1];

car Kn (n 2 N) est un ideÂal de type fini de A0. Cette dernieÁre limite s'identifie aÁ

l'anneau des seÂries formelles
P�1

n�ÿ1
anTn ouÁ anÿ!0 dans A0 quand nÿ! ÿ1.

D'autre part par deÂfinition on a

(0:51)

=(A0)� lim
n 

(A0=Kn)[[T]][Tÿ1]� � lim
n 

A0[[T]][Tÿ1]=KnA0[[T]][Tÿ1]
ÿ ��

� lim
n 

A0[[T]][Tÿ1]=KnA0[[T]][Tÿ1]

� ��
� B0 Iÿ1

fA0g
h i^� ��

:

On a finalement la

PROPOSITION 0.52. MeÃme hypotheÁse que ci-dessussur A0. Soit B0 Iÿ1
fA0g

h i^
le compleÂteÂ formel de B0 Iÿ1

fA0g
h i

par rapport aÁ la topologie KB0 Iÿ1
fA0g

h i
-adique.

Alors que =(A0) s'identifie au groupe des uniteÂs B0 Iÿ1
fA0g

h i^� �
, c.aÁ.d. aux

sections de GmS au-dessus de bU0 �Spf B0 Iÿ1
fA0g

h i^� �
� domb(X0).

Les deÂfinitions et les constructions de §1 sont donneÂes aÁ partir d'une

courbe formelle Xÿ!S au dessus d'une base noetheÂrienne et affine S. Les
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constructions suivantes doivent permettre de deÂfinir ces meÃme objets dans

le cas ouÁ S est un scheÂma noetheÂrien et Xÿ!S une courbe formelle de la

forme X � Spf OS[[T]]� �. On esquisse la construction d'un foncteur de la

cateÂgorie des scheÂmas formels noetheÂriens vers celle des espaces locale-

ment anneleÂs

Xÿ! omb(X)(0.53)

qui associe aÁ tout shceÂma formel noetheÂrien X un espace localement anneleÂ

omb(X) � Z;OZ� �
noetheÂrien, sobre (c.aÁ.d. toute partie fermeÂe irreÂductible a exactement un

point geÂneÂrique), et avec OZ coheÂrent. On a d'autre part un homomorphi-

sme fonctoriel

iX : Xÿ! omb(X)(0.54)

tel que iX est un homomorphisme de X sur une partie fermeÂe X 0 de omb(X),

de manieÁre que l'on retrouve X comme le `̀ compleÂteÂ formel'' de omb(X) le

long de X 0. Notons respectivement par Coh(X) et Coh(omb(X)) la cateÂgorie

des modules coheÂrents sur le scheÂma formel X et sur l'espace anneleÂ

omb(X). L'on suppose l'une et l'autre munies de la structure de produit

tensoriel et des isomorphismes d'associativiteÂ et de commutativiteÂ. On a

alors que iX induit une eÂquivalence de cateÂgories

i�X : Coh(omb(X)) ÿ!� Coh(X):(0.55)

Soit C un anneau adique noetheÂrien. Soit X � Spf(C). On a alors un iso-

morphisme canonique

omb(X) ' Spec (C):(0.56)

Le morphisme (0.54) correspond alors au morphisme canonique

Spf(C)ÿ!Spec (C).

Donnons la construction de omb(X) pour un scheÂma formel noetheÂrien X.

Soit PF(X) l'ensemble quotient de l'ensemble des ideÂaux coheÂrents I de OX

par la relation d'eÂquivalence : « I � I0» s'il existe un entier n > 0 tel que

In � I0 et I0 n � I00. On a alors que PF(X) avec sa relation d'ordre reÂticuleÂ est

l'ensembledes parties fermeÂesd'un espacetopologique sobre X. Les points de

X correspondent aux eÂleÂments irreÂductibles de l'ensemble ordonneÂ PF(X).

Soit I un ideÂal coheÂrent de OX . On deÂnote par V (I) le fermeÂ de X deÂfini

par I. On deÂfinit un X-faisceau en anneaux O
X

en posant

G X ÿ V (I);O
X

ÿ � � lim
n!

Hom OX
In;OX� �:(0.57)
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On pose

omb(X) � X;O
X

ÿ �
:(0.58)

On veÂrifie qu'eÂtant donneÂ un morphisme de scheÂmas formels f : Xÿ!Y il

existe un unique morphisme d'espaces localement anneleÂs

omb( f ) : omb(X)ÿ! omb(Y)(0.59)

tel que omb( f ) � iX � iY � f .

Il reÂsulte de [8], Proposition (6.9.17), pg 323, que si C est un anneau

adique noetheÂrien, et si l'on pose X � Spf(C), la deÂfinition de omb(X)

donne lieu aÁ un isomorphisme canonique omb(X) ' Spec (C).

PROPOSITION 0.60. Soit A un anneau noetheÂrien. Soit C une A-algeÁbre

adique noetheÂrienne. On pose Y � Spf (C) et Y � Spec (C).

Soit Z un A-scheÂma seÂpareÂ de preÂsentation finie. Soit f : Yÿ!Z un

A-morphisme formel. (On consideÁre Z comme un A-scheÂma formel en

munissant OZ de la topologie discreÁte). Il existe alors un unique A-

morphisme

f : Y ÿ!Z

redonnant f par restriction aÁ Y, c.aÁ.d. tel que

f � f � iY:

PREUVE. Soit g : Y�A X le Y-morphisme formel donneÂ par le graphe

de f . Le theÂoreÁme [6.4.1] de [9] montre qu'il existe un unique Y-morphisme

g : Y ÿ!Y �A X redonnant g par restriction aÁ Y. Soit f le morphisme

composeÂ

Y ÿ!Y �A Xÿ!X:

On veÂrifie que f satisfait aux conditions de l'eÂnonceÂ. C.Q.F.D.

1. Jacobienne locale d'une courbe formelle relative. EÂ nonceÂ du theÂo-
reÁme principal

(1.1) On donne dans ce numeÂro une interpreÂtation geÂomeÂtrico-fonc-

torielle des objets introduits dans § 0. On reprend la notation de § 0. Soit T

un geÂneÂrateur de I.
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DEÂ FINITION 1.1.1. Soit S0 un S-scheÂma. On pose X0 � X�S S0. Soit

OX0 [T
ÿ1] le faisceau enOX0-algeÁbres deÂfini comme dans § 0. On entend par

ideÂal fractionnaire inversible (i.f.i) de OX0 [T
ÿ1] un OX0 -sous-module K de

OX0 [T
ÿ1] localement de la forme uOX0 , ouÁ u deÂsigne une section de

OX0 [T
ÿ1]�, c.aÁ.d. une section inversible de OX0 [T

ÿ1].

EÂ tant donneÂes deux i.f.i. K et K0 de OX0 [T
ÿ1] on deÂfinit de manieÁre

eÂvidente leur produit KK0 � K 
OX0 K0. On a K � OX0 K � KOX0 . On veÂ-

rifie que l'ensemble des i.f.i. K de OX0 [T
ÿ1] muni du produit ci-dessus est

un groupe abeÂlien. Un S-morphisme S00 ÿ!S0 induit un S-morphisme

f : X00 � X�S S00 ÿ!X0. L'image inverse f �(K) d'un i.f.i. K de OX0 [T
ÿ1] est

un i.f.i. de OX00 [T
ÿ1].

DEÂ FINITION 1.1.2. Soit PicX=S le S-foncteur en groupes abeÂliens faisant

correspondre aÁ S0 l'ensemble des i.f.i. K de OX0 [T
ÿ1].

Remarquer que l'on a un eÂpimorphisme de faisceaux

=ÿ!PicX=S(1.1.3)

envoyant une section u de= sur le i.f.i. uOX0 . On veÂrifie immediatement que

le noyau de (1.1.3) est eÂgal aÁJ0. D'autre part la suite exacte (0.11) donne lieu

aÁ la suite exacte

1ÿ!J0ÿ!=ÿ!ZS � �W ÿ! 1;(1.1.4)

d'ouÁ l'isomorphisme

PicX=S ' ZS � �W:(1.1.5)

On a alors un homomorphisme (d'augmentation)

PicX=Sÿ!ZS:

Le geÂneÂrateur T de I donne lieu par fonctorialiteÂ (cf. (0.36)) aÁ un scindage

sT : ZSÿ!= de la suite exacte (1.1.4). Ce qui entraõÃne, vu (1.1.5), que tout

i.f.i. K de OX0 [T
ÿ1] est globalement principal, c.aÁ.d. de la forme K � uOX0

avec u 2 G X0;OX0 [T
ÿ1]

ÿ ��
.

Soit, pour tout entier n, Picn
X=S � PicX=S le sous-foncteur image inverse

de la section de ZS donneÂe par n. On a alors un isomorphisme

Pic0
X=S ' �W:
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Soit X0n � Xn �S S0 n 2 N� �. On deÂsigne par PicX(n)=S le S-fonteur fai-

sant correspondre aÁ S0 l'ensemble des couple (K; jn) formeÂs d'un i.f.i. K de

OX0 [T
ÿ1] et d'un isomorphisme jn : OX0n ' K 
X0n OX0n ( � Kn).

Le morphisme (1.1.3) se releÁve en un morphisme

=ÿ!PicX(n)=S(1.1.6)

envoyant u sur uOX0 ; u mod Tn�1
ÿ �

, ouÁ u mod Tn�1 deÂsigne l'isomorphisme

jn donneÂ par la restriction aÁ X0n de u. Le noyau de (1.1.6) est celui de

J0ÿ!J0
n, et ce morphisme est surjectif car J0ÿ!J0

n l'est. On a alors un

isomorphisme de S-foncteurs.

PicX(n)=S ' =n �cf: �0:19��(1.1.7)

La donneÂe de T donne lieu aÁ un isomorphisme =n ' J0
n �ZS � �W .

Le morphisme naturel Pic X(n)=Sÿ!Pic X=S deÂfinit une augmentation

Pic X(n)=Sÿ!ZS par la composition avec l'augmentation de Pic X=S.

Pour tout entier n, soit Picn
X(n)=S

� Pic X(n)=S le sous-foncteur image in-

verse de la section n de ZS par l'augmentation Pic X(n)=Sÿ!Z. On a un

isomorphisme

Pic0
X(n)=S

' =0
n:

On pose

B(n) � A� In�1;(1.1.8)

c.aÁ.d. B(n) � b 2 B j l0image de bÿ b:1 dans B=In�1 vaut
�

zeÂrog; ouÁ b deÂ-

signe la classe de b dans B=I ' A. Il est clair que B(n) � B est une A-sous-

algeÁbre que l'on muni de la topologie B(n) \ I-adique.

Soit

X(n) � Spf B(n)
ÿ �

:(1.1.9)

On a alors un S-morphisme de scheÂmas formels

Xÿ!X(n)(1.1.10)

qui permet d'identifier X(n) aÁ la somme amalgammeÂe X
X̀n

S.

Posons

X(n)0 � X(n) �S S0

et

O�
X(n)0 � Ker O�

X(n)0 ÿ!O�S0
� �

:(1.1.11)

Notons par OX[Tÿ1]�=O�
X(n) le S-faisceau quotient. On a alors un isomor-
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phisme de S-foncteurs

Pic X(n)=S ' OX[Tÿ1]�=O�
X(n) :(1.1.12)

qui justifie la notation Pic X(n)=S.

Noter que l'on a les isomorphismes suivants :

lim
n 
Pic X(n)=S ' =(1.1.13)

et

lim
n 
Pic0

X(n)=S
' =0:(1.1.14)

Soit S0 � Spf(A0) un S-scheÂma formel affine. Si K est un ideÂal de deÂfinition

de A0 on pose S0K � Spec (A0=K). On a ainsi un systeÁme inductif de S-

scheÂmas (S0K) tel que S0 � lim
n!

S0K . Posons

Pic X=S(S0) � lim
K
 Pic X=S(S0K)(1.1.15)

et

Pic X(n)=S(S0) � lim
K
 Pic X(n)=S(S0K):(1.1.16)

On peut interpreÂter l'ensemble Pic X=S(S0) (resp. Pic X(n)=S(S0)) comme

l'ensemble HomS(S0;Pic X=S) (resp. HomS S0;Pic X(n)=S

� �
) de S-morphismes

fonctoriels. On peut ainsi deÂfinir Pic X=S (resp.Pic X(n)=S) comme un foncteur

de SchfjS. L'isomorphisme (1.1.7) donne lieu aÁ un isomorphisme de fonc-

teurs de SchfjS
Pic X(n)=S ' =̂n ' Jn � �W �cf: �0:17��ÿ �

:(1.1.17)

REMARQUE 1.1.18. Soient X0 � X�S X et ID � O0X l'ideÂal de deÂfinition

de la diagonale D � X�S X. Notons par IDm l'ideÂal de OX�SXm
induit par

ID. On a alors que IDm est un i.f.i. de OX�SXm
[Tÿ1] , et le systeÁme projectif

IDm� � deÂtermine une section dePic X=S au-dessus de X, qui correspond aÁ la

section g1 (cf. (0.35), (iii)) par l'isomorphisme (1.1.5).

Soient un entier m > 0, et un entier 15i � m� 1. Posons Y � Qm�1

X.

Notons par

p :
Ym�1

Xÿ!X
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la premieÁre projection, et pour tout 15i � m� 1 :

pi :
Ym�1

Xÿ!X�S X

le morphisme deÂfini par la premieÁre et la i-eÁme projection. Soit I � OX

l'ideÂal donneÂ par I � B. On veÂrifie que le OY-module inversible

p�1(ID) 
OY . . . 
OY p�m(ID)

provient d'unOX �S Wm-module inversible Sym(m)(ID) par l'image inverse

par le morphisme canonique :

Y �
Ym�1

Xÿ!X�S Sym(m)(X):

Soit

Sym(m)(ID)0 � p�(I)
ÿm 
OY Sym(m)(ID):

Alors Sym(m)(ID)0 est un i.f.i. de OX�SWm
[Tÿ1], et deÂfini une section de

Pic0
X=S au-dessus de Wm, et qui coõÈncide avec Sym(m)(g0).

Soit n une section de ZS. On deÂfinit un i.f.i. de OX�SWm
[Tÿ1] en posant

Sym(m)(ID)n � p�(I)n 
OX�SWm
Sym(m)(ID)0:

Soit Sym(m)(ID)n
� ��

le fibreÂ principal associeÂ. On deÂsigne par

Sym(m)(ID)nn sa restriction aÁ Xn �Wm comme module inversible. Soit

Sym(m)(ID)nn

� ��
le fibreÂ principal associeÂ. Notons par pr (resp. prn) la

projection de X�S Wm (resp. Xn �S Wm) sur Wm. Alors le faisceau image

directe

pr� Sym(m)(ID)n
� ��� �

resp: prn
� Sym(m)(ID)nn

� ��� �� �
est un Gm(X)-torseur (resp. Gm(Xn)-torseur) au-dessus de Wm qui s'i-

dentifie canoniquement aÁ(m)=n (resp. (m)=n
n).

Soit Sÿ! ZS �S
�W une section admettant une factorisation aÁ travers

Sÿ!ZS �S Wm.

Soit n la section de ZS donneÂe par Sÿ!ZS � �W . Alors il lui correspond

le i.f.i. deOXS
[Tÿ1] l'image inverse de Sym(m)(ID)n par le morphisme induit

XSÿ!XWm
.

On suppose maintenant A noetheÂrien. Soit A0 une A-algeÁbre adique.

Soit K un ideÂal de deÂfinition de A0. Posons S0 � Spf(A0) et

S0m � Spf(A0=Km) (m 2 N). Alors B0 � B b
AA0 est une A0-algeÁbre com-
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pleÁte pour la topologie KB0-adique de manieÁre que le spectre formel de B0

muni de cette topologie, s'identifie au compleÂteÂ formel domb(X0), ouÁ

X0 � Spf(B0), le long de S01 � Spec (A0=K), comme il reÂsulte du fait que A0

est noetheÂrien. On a alors

omb X�S S0m
ÿ � ' omb(X0)�S0 S0m:

Une section de Pic X=S au-dessus de S0m correspond aÁ la donneÂe d'un ideÂal

principal Lm � OX�SS0m [Tÿ1] lequel donne lieu aÁ un ideÂal inversible de

omb(X�S S0m). D'ouÁ la donneÂe d'une section de

Pic X=S(S0) � lim
m 
Pic X=S(S0m)

entraõÃne celle d'une famille (Lm) de modules inversibles au-dessus du sy-

steÁme inductif omb(X0)�S0 S0m
ÿ �

, et aÁ fortiori celle d'un Ocomb(X0)
-module

inversible L. Soit bU0 � domb(X0) l'ouvert deÂfini comme dans (0.52). On veÂrifie

qu'il existe une section

u 2 G bU0;O�comb(X0)

� �
telle que

K � uO�comb(X0)
� O�bU0 :

LEMME 1.1.19. Avec les notations ci-dessus, la donneÂe d'une section de

Pic X(n)=S au-dessus de S0, eÂquivaut aÁ celle d'un couple (L; jn) formeÂ d'un

Ocomb(X0)
-module inversible L de la forme

L � uOcomb(X0)
; u 2 G bU0;O�comb(X0)

� �
et d'un isomorphisme

jn : OX0n ' L 
OX0 OX0n �cf: �0:61��:

(1.2). Soit S un scheÂma. Soit Xÿ!S une S-courbe projective et lisse

muni d'un diviseur de Cartier Dÿ!X relatif effectif. Notons par

p(n) : D(n)ÿ!S le n-eÁme voisinage infiniteÂsimal de D dans X. Soit

X(n) � X
a
D(n)

S(1.2.1)

la somme amalgammeÂe de X avec S le long de D(n) (cf. [3], [5]).
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Posons pour tout entier n > 0

Jn � PicX(n)=S resp: J � lim
n 

PicX(n)=S

� �
(1.2.2)

(cf. loc. cit.). Le S-scheÂma X(n) admet une section canonique

Sÿ!X(n) � X
a
D(n)

S

et l'on peut donc deÂcrire les sections de Jn au-dessus du S-scheÂma S0 comme

eÂtant l'ensemble des classes d'isomorphisme des couples (L; jn) formeÂs d'un

OXS0 -module inversible L et d'une trivialisation

jn : OD(n)

S0
' L 
OXS0

OD(n)

S0
:

Soit D0 � X �S (X ÿD) le diviseur de Cartier donneÂ par l'image de la re-

striction aÁ X ÿD du morphisme diagonal

D : Xÿ!X � X:

On deÂsigne par F(n) la section de Jn au-dessus de X ÿD, donneÂe par la

classe d'isomorphisme du couple (LD0 ; 1) formeÂ de l'ideÂal de deÂfinition LD0 , et

de la trivialisation de LD0 le long de D(n) �S (X ÿD) donneÂe par la section 1

de LD0 . D'apreÁs loc. cit., on a pour tout S-scheÂma en groupes commutatif et

lisse G, une bijection

HomSÿgr(J;G) ' G(X ÿD)(1.2.3)

induite par la composition avec la section F � lim
n 

F(n) de J au-dessus de

X ÿD.

Pour tout entier n � 0 on a une suite exacte de S-faisceaux fpqc en

groupes

1ÿ!GmSÿ! p(n)
� GmD(n)� �ÿ! Jnÿ!PicX=Sÿ! 1(1.2.4)

Supposons que le diviseur D soit une reÂunion disjointe :

D �
an
i�1

Di;

ouÁ Di deÂsigne l'image d'une section Sÿ!X. Soit X1 la S-courbe formelle

affine obtenue par la compleÂtion formelle de X le long de Di. On a alors

Xi � lim
n!

D(n)
i :
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On pose Xi n � D(n)
i . On deÂfinit GmS(Xi) (resp. GmS(Xi n)) comme dans §0

avec X � Xi. On a alors un isomorphisme de S-groupes :

Yn
i�1

GmS(Xi n) ' p(n)
� Gm D(n)� �:(1.2.5)

Supposons maintenant que S � Spec (A), ouÁ A deÂsigne un anneau

noetheÂrien, et que pour tout i � 1; . . . ; n on ait un isomorphisme

Xi ' Spf A[[T]]� �:

Un tel isomorphisme existe toujours localement sur S. On pose

Bi � G Xi;OXi

ÿ �
. On a alors que Bi est une A-algeÁbre adique augmenteÂe

isomorphe aÁ A[[T]]. Notons par LDi
l'ideÂal de deÂfinition de Di dansOX . Soit

Ii � Bi l'ideÂal correspondant aÁ LDi

OX

OXi
. On a alors un isomorphisme

Di ' Spec (Bi=Ii) resp: D(n)
i � Xi n � Spec Bi=In�1

i

ÿ �� �
;

c.aÁ.d. l'espace sous-jacent aÁ Xi (resp. Xi n) s'identifie aÁ Di.

On pose

Ui � Spec Bi Iÿ1
i

� �ÿ � � omb(Xi)ÿDi:

et (comme dans § 0)

i= � GmS(Ui) resp: iJ0 � GmS(Xi);
iJ0

n � GmS(Xi n)
ÿ �

;

et l'on deÂfinit iJ � i= comme le S-groupe engendreÂ par iJ0 et la section de
i= donneÂe par un geÂneÂrateur Ti de Ii, et pour tout entier n � 0, iJn (resp.
i=n) comme dans (0.17) (resp. (0.19)).

On donne, dans ce paragraphe, quelques rapports existants entre i=, iJ
et J. Pour tout S-scheÂma S0 on pose X 0 � X �S S0, Di �S S0, et

LD0
i
� LDi


OS
OS0 . Soit

iO�X 0 (n) � Ker O�X 0 ÿ! OX 0=Ln�1
D0

i

� ��� �
:

L'immersion fermeÂe ji : Diÿ!X en induit une autre j0i : D0iÿ!X 0. Soit

OX 0 Lÿ1
Di

h i
le faisceau d'anneaux de fractions aÁ deÂnominateurs dans le sous-

faisceau des geÂneÂrateurs de LD0
i
. Soit i=n le S-faisceau de Zariski deÂfini par :

S0 ÿ!G D0i; j
0
i
ÿ1 OX 0 Lÿ1

D0
i

h i�
= iO�bX 0 (n)

� �� �
:
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Il est clair que l'on a une bijection :

i=n(S0) ÿ!� G X 0;OX 0 Lÿ1
D0

i

h i�
= iO�bX 0 (n)

� �
;

car le support deO�X 0 Lÿ1
Di

h i�
= iO�X0 (n) est D0i. Une section u de ce faisceau au-

dessus de X 0 donne lieu aÁ un OX0 -sous-module inversible K de OX 0 Lÿ1
Di

h i
,

localement engendreÂ par un repreÂsentant u de u, muni d'un isomorphisme :

jn : OX0i n
' K 
OX0 OX0i n

X0i n � Xi n �S S0
ÿ �

:

(Remarquer que pour tout k � 1; . . . ; n; k 6� i, on a que K 
OX0 OX0k n
est

canoniquement isomorphe aÁ OX0k n
). En faisant correspondre aÁ u la section

de Jn au-dessus de S0 donneÂe par le couple (K; jn) on obtient un morphisme

de S-groupes

jÿ1
i OX Lÿ1

Di

h i�
= iO�X(n)

� �
ÿ! Jn:(1.2.6)

D'autre part le morphisme Xi nÿ!X donne lieu aÁ un morphisme de S-

groupes

i=nÿ!OXi
[Tÿ1]�=O�Xi n

' Pic(n)
Xi=S(1.2.7)

ouÁ T est un geÂneÂrateur de Ii. Le lemme (0.8) montre que (1.2.7) est en fait

un isomorphisme.

AÁ partir du morphisme (1.2.6) et de l'isomorphisme (1.2.7) on deÂfinit un

homomorphisme de S-groupes

i=n ' PicX(n)
i
=Sÿ! Jn;(1.2.8)

et on a un diagramme commutatif

(1.2.9)

Notons par

ei : i=ÿ!ZS resp: ei m : i=mÿ!ZS

ÿ �
le S-homomorphisme d'augmentation deÂfini comme dans (0.25) (resp.

(0.26)).

Jacobienne locale d'une courbe formelle relative 35



Soit e0i m (resp. e0i) la restriction de ei m (resp. ei) aÁ iJm (resp. iJ).

Noter que ei m (resp. ei) est compatible avec l'augmentation canonique

PicbX(m)=S
ÿ!ZS resp: lim

m 
PicbX(m)=S

ÿ!ZS

� �
:

Le morphisme (1.2.8) donne lieu par restriction aÁ un morphisme

iJnÿ! Jn:(1.2.10)

et finalement aÁ un morphisme

Yn
i�1

i Jnÿ! Jn :(1.2.11)

Par passage aÁ la limite en n on obtient un morphisme de S-groupesYn
i�1

iJÿ! lim
n 

Jn:(1.2.12)

Soit Ti un geÂneÂrateur de Ii. Soit W1
Ti
2 J(Ui) la section deÂfinie aÁ partir de Ti

comme dans (0.31), (iii). Notons par F1
Ti

l'image de W1
Ti

par le S-homomor-

phisme iJÿ! J induit par (1.2.12). Soit FUi
la fibre de F en Uiÿ!X ÿD.

Le lemme suivant exprime la compatibiliteÂ de la proprieÂteÂ universelle de la

jacobienne globale (J;F) de X ÿD avec la proprieÂteÂ universelle de
iJ; W1

Ti

� �
(cf. TheÂoreÁme (1.4.4)).

LEMME 1.2.13. Avec les notations ci-dessus on a :

(i) - F1
Ti
� FUi

mod Ker J omb(Xi)� �ÿ! J(S)� �� �;
(ii) - Pour tout S-scheÂma en groupes commutatif et lisse G le dia-

gramme suivant est commutatif

ouÁ la premieÁre (resp. deuxieÁme) fleÁche verticale est induite par F (resp.

W1
Ti

), la fleÁche horizontale supeÂrieure (resp. infeÂrieure) est induite par

(1.2.12) (resp. la restriction G(X ÿD)ÿ!G(Ui)).
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PREUVE. Le (ii) reÂsulte immeÂdiatement de (i), montrons donc (i).

Posons pour simplifier la notation D � Di, J � iJ, X � X1, U � U1 et

n � 1. On a alors D(n)� Xn et X � lim
n!

D(n) � lim
n!

Xn. Notons par LD l'ideÂal

de deÂfinition de la diagonale D � X 0 � X �S X, et par LD0 la restriction de

LD aÁ X �S (X ÿD). Par deÂfinition F est la section de J au-dessus de X ÿD

donneÂe par le couple LD0 ; 1� �, ouÁ

1 2 G X�S (X ÿD); LD0 
OX�S (XÿD)
OX�S(XÿD)

� �
:

Notons par LDU0 ; 1 U

ÿ �
le couple formeÂ par le OXU

-module inversible LDU

obtenu aÁ partir de LD par passage aÁ la fibre XU � X �S U � X �S (X ÿD),

et par la trivialisation 1 U de LDU le long de X�S U, induite par celle de LD0

le long de X�S (X ÿD). Il est clair que la fibre FU de F est donneÂe par la

classe de LDU
; 1 U� �.

Quitte aÁ substituer S par un recouvrement de Zariski S0 ÿ!S on peut

supposer :

(1) qu'il existe une fonction meÂromorphe relative T de X et un voisi-

nage ouvert U de D, contenu dans le domaine de deÂfinition de T, tel que :

LDjU � T:OU ;

c.aÁ.d. T donne lieu par restriction aÁ U, aÁ un geÂneÂrateur de LDjU.

(2) Posons XU � X �S U, DU � D \ XU, et DU � D�S U. Notons tou-

jours par T la fonction meÂromorphe relative de X �S U donneÂe par T 
 1.

Soit t 2 G XU ;OXU

ÿ �
la section donneÂe par 1
 T. Il existe un voisinage

ouvert W � U �S U de DU tel que :

LDjW � (tÿ T):OW :

On a alors LDU
jW � T:OW.

On deÂfinit une fonction meÂromorphe relative de XU en posant :

m � T(tÿ T)ÿ1:

Notons par m LDU

ÿ �
le OXU

-module inversible fractionnaire de XU deÂfini

par :

G V ;m LDU

ÿ �ÿ � � ms j s 2 G V ;LDU

ÿ �� 	
;

ouÁ LDU
deÂsigne l'ideÂal de deÂfinition de DU dans XU.

On a ainsi un isomorphisme :

m : LDU
ÿ!� m LDU

ÿ �
(� )
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donneÂ par la multiplication par m. Posons

L � Lÿ1
DU

OXU

m LDU

ÿ �
:

Il reÂsulte de (2) et de la deÂfinition de m (resp. de l'isomorphisme (� )) que :

LjW � OW

et que la fibre (L)X de L en X � X �S Dÿ!XU est eÂgale aÁ OX. Il est alors

clair que leOXU
-module inversible L est muni de la trivialisation eÂvidente

1 au-dessus de W. Soit LU; 1U� � le couple formeÂ du module donneÂ par la

fibre de L en Uÿ!U, et de la trivialisation de LU le long de D�S U in-

duite par 1. Soit mU la fibre de l'isomorphisme (� ) en U. On a alors un

isomorphisme induit par mU :

LDU ; 1U� � ' LDU0 ;mU(1)
ÿ �

LU; 1U� �;(��)
ouÁ LDU

deÂsigne la fibre de LD enU (� ideÂal de deÂfinition de DU dans X�S U).

Notons que la classe de LDU0 ;mU(1)
ÿ �

donne une section J au-dessus de

U qui coõÈncide avec l'image de W1
T par (1.2.12) (Noter aussi que la fonction

meÂromorphe T donne un geÂneÂrateur de I � B), ouÁ W1
T est deÂfini d'apreÁs

(0.31), (iii). D'autre part on a que la classe de LU; 1U� � donne lieu, d'apreÁs

ce qui preÂceÁde, aÁ une section de

Ker J(omb(X))ÿ! J(S)� �:
L'affirmation (i) reÂsulte alors de l'isomorphisme (��). C.Q.F.D.

(1.3) Soit

X � P1
S � Proj A[T0;T1]� � Sÿdroite projective� �:(1.3.1)

On pose

D(0) � V (T1) resp: D(1) � V (T0)� �(1.3.2)

et

D � D(0)

a
D(1):(1.3.3)

Soit

U(1) � P1
S ÿD(0) � Spec A[T0;T1](T1)

ÿ �
(1.3.4)�

resp: U(0) � P1
S ÿD(1) � Spec A[T0;T1](T0)

ÿ �
;

U � P1
S ÿD � Spec A[T0;T1](T0;T1)

ÿ ��
:
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Noter que U(0), U(1) et U sont des ouverts affines de P1
S. Soit X(0) (resp.

X(1)) le compleÂteÂ formel de X le long de D(0) (resp. D(1)). On pose

B(0) � G X(0);OX(0)

ÿ �
resp: B(1) � G X(1);OX(1)

ÿ �ÿ �
;(1.3.5)

et

I(0) � Ker B(0)ÿ!A� � resp: I(1) � Ker B(1)ÿ!A� �� �:(1.3.6)

Soit J;F� � (resp. J(0);F(0)� �, J(1);F(1)� �) la jacobienne relative de

P1
S ÿD resp: U(1) � P1

S ÿD(0);
ÿ

U(0) � P1
S ÿD(1)

�
. (cf. [3], [5]).

Soit (0)J (resp. (1)J) le S-groupe deÂfini aÁ partir de B(0) (resp. B(1))

comme dans § 0. Le S-homomorphisme (1.2.12) donne lieu aÁ un S-homo-

morphisme

(0)J� (1) Jÿ! J resp: (0)Jÿ! J(0);
(1) Jÿ! J(1)

ÿ �
:(1.3.7)

Dans ce paragraphe on se propose d'expliciter J (resp. J(0), J(1)) comme

un quotient du groupe de nature locale (0)J� (1) J (resp. (0)J, (1)J).

On deÂsigne par L(0) � OX (resp. L(1) � OX , LD � OX) l'ideÂal de deÂfinition

de D(0) (resp. D(1), D). On a alors que l'ideÂal I(0) �B(0) (resp. I(1)�B(1))

est induit par L(0) (resp. L(1)). On identifie V I(0)� � � omb X(0)� � �Spec B(0)� �
(resp. V I(1)� � � omb X(1)� � � Spec B(1)� �) aÁ D(0) (resp. D(1)).

Soit T la fonction meÂromorphe relative de X � P1
S deÂfinie par la section

T1Tÿ1
0 2 G U(0);OX� �:

Il est clair que U(0) est le domaine de deÂfinition de T.

Soit S0 un S-scheÂma. On deÂsigne par TS, la fonction meÂromorphe re-

lative de X �S S0 � P1
S, donneÂe par T. On veÂrifie que T (resp. Tÿ1) donne

lieu aÁ un geÂneÂrateur de L(0) (resp. L(1)) dans l'ouvert U(0) (resp. U(1)). On

note par T (resp. T0) le geÂneÂrateur de I(0) � B(0) (resp. I(1) � B(1)) induit

par T (resp. Tÿ1).

Posons

U(0) � omb X(0)� � ÿD(0) � Spec B(0) Iÿ1
(0)

� �ÿ �
resp: U(1) � omb X(1)� � ÿD(1) � Spec B(1) Iÿ1

(1)

� �ÿ �ÿ �
:

(1.3.8)

Soit

W1
T 2 (0) J U(0)� � resp: W1

T0 2 (1) J U(1)� �ÿ �
:

la section deÂfinie comme dans (0.31), (iii), aÁ partir du geÂneÂrateur T (resp. T0)
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de I(0) (resp. I(1)), c.aÁ.d. W1
T (resp. W1

T0 ) est donneÂ par la section

T 
 1 1
 T ÿ T 
 1� �ÿ12 B(0) b
AB(0) Iÿ1
(0)

� �
resp: T0 
 1 1
 T0 ÿ T0 
 1� �ÿ12 B(1) b
AB(1) Iÿ1

(1)

� �� �
:

Soit XU � X �S U. Notons par t la section de OXU
donneÂe par l'image

inverse par X �S Uÿ!U de la restriction de T aÁ U � U(0) (= domaine de

deÂfinition de T). On deÂfinit une fonction meÂromorphe relative de XU en

posant
m(0) � TU tÿTU� �ÿ1:

REMARQUE 1.3.9. On a un morphisme eÂvident

omb X(0) �S U(0)� �ÿ!U(0) �S U:

L'image m0(0) de m(0) dans

G omb X(0) �S U(0)� �; Oomb X(0)�U(0)� �
� �

donne lieu par restriction aÁ

omb X(0) �S U(0)� � ÿD(0) �S U(0)

aÁ une section m}0 qui est en fait une uniteÂ. On a ainsi une section de

Gm U(0)� � au-dessus de U(0), et l'on veÂrifie qu'elle coõÈncide avec W1
T .

Soit LD0 � OXU
l'ideÂal de deÂfinition dans XU du sous-scheÂma

D \ X �U� �. Soit pr1 : X �S Uÿ!X la premieÁre projection. La fonction

meÂromorphe relative m(0) donne lieu aÁ un isomorphisme

LD0 ' pr�1 L(0)� �(1.3.10)

que l'on deÂsigne toujours par m(0).

Soient S0 un S-scheÂma, et n 2 G S0;ZS0� �. On deÂsigne par

div(0) T
n
S0

ÿ �
resp: div(1) T

n
S0

ÿ �ÿ �
la section de (0)J � GmS U(0)� � resp: (1)J � GmS U(1)� �ÿ �

au-dessus de S0

donneÂe par la restriction de la fonction meÂromorphe relative T
n
S0 aÁ

U(0)� �fS0g� omb X(0) �X S0� � ÿD(0) �S S0

resp: U(1)� �fS0g� omb X(1) �X S0� � ÿD(1) �S S0
� �

:
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Remarquer que si l'on deÂsigne par

e(0) : (0)Jÿ!ZS resp: e(1) : (1)Jÿ!ZS

ÿ �
le S-homomorphisme d'augmentation deÂfini comme dans (0.9), on a

alors

e(0) div(0) T
n
S0

ÿ �ÿ � � n resp: e(1) div(1) T
n
S0

ÿ � � ÿn
ÿ �ÿ �

:

On deÂfinit un S-homomorphisme :

ZSÿ! (0)J� (1) J(1.3.11)

en faisant correspondre aÁ une section n 2 G S0;ZS0� � la section

div(0) Tn
S0

ÿ �
; div(1) Tn

S0
ÿ �ÿ �

de (0)J� (1) J au-dessus de S0. Soit

Div: princD(X) �(0) J� (1) J:

le S-sous-groupe engendreÂ par l'image de (1.3.11) et par celle du morphisme

diagonal

Gÿ! (0)J� (1) J:

(Les composantes de ce dernier sont respectivement les S-homomorphi-

smes

GmSÿ!GmS X(0)� � � (0) J et GmSÿ!GmS X(1)� � � (1) J

induits respectivement par X(0)ÿ!S et X(1)ÿ!S).

On pose

(0)^0 � Ker (0)J0ÿ!GmS

ÿ �
(1.3.12)

resp: (1)^0 � Ker (1)J0ÿ!GmS

ÿ �ÿ �
et

(0)^ � (0) J =GmS resp: (1)^0 �(1) J =GmS

ÿ �
(1.3.13)

A partir d'un scindage de e(0) (resp. e(1)) on construit un S-isomorphi-

sme
(0)^ ' (0) ^0 �ZS resp: (1)^ ' (1) ^0 �ZS

ÿ �
:

LEMME 1.3.14. Avec les notations ci-dessus on a une deÂcomposition en

produit direct

(0)J� (1) J ' Div: princD(X)� (0)J� (1) ^0
ÿ �

:
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PREUVE. Soit u � u(0);u(1)� � une section de (0)J� (1) J au-dessus de

S0. Posons

u0(1) u00(1) � u(1) div(1) TS0� �e(1) U(1)� �

avec u0(1) 2 G S0;GmS� �, et u00(1) 2 G S0; (1) ^0
ÿ �

.

Soit v � v(0); v(1)� � deÂfini par :

v(0) � u0(1) div(0) TS0� �ÿe(1)(u(1)

et

v(1) � u0(1) div(1) TS0� �ÿe(1)(u(1) :

Il est clair que l'on a v 2 G (S0, Div: princD(X)) et que uvÿ1 2
G S0; (0) J� (1) ^0
ÿ �

. On peut alors eÂcrire

u � v uvÿ1
ÿ �

:

On veÂrifie que l'on deÂfinit ainsi une deÂcomposition en produit direct de
(0)J� (1) J. C.Q.F.D.

Notons par 10 (resp. 11) la trivialisation du compleÂteÂ formel

LD0� �^0 resp: LD0� �^1
ÿ �

de LD0 le long de D(0) �S U (resp. D(1) �S U) donneÂe par

1 2 G X(0) �S U;OX(0)�SU

ÿ � � G X(0) �S U; LD0� �^0
ÿ �

resp: 1 2 G X(1) �S U;OX(1)�SU

ÿ � � G X(1) �S U; LD0� �^1
ÿ �ÿ �

:

Le couple 10; 11� � correspond aÁ une trivialisation du compleÂteÂ

formel LD0� �^ de LD0 le long de DU � D�S U. On a alors que la

classe d'isomorphisme de LD0 ; 10; 11� �� � donne lieu aÁ une section de

J au-dessus de U � P1
S ÿD, qui coõÈncide avec F. En vertu de l'i-

somorphisme (1.3.10) on a alors que la section de J correspondante

au couple

pr�1 L(0)� �; m(0) 10� �; m(0) 11� �� �ÿ �
est eÂgale aÁ F. On veÂrifie que

m(0) 10� � � T(tÿ T)ÿ1 2 (0) J(U)(1.3.15)

resp: m(0) 11� � � (T0tÿ 1)ÿ1 2 (1) J0(U)
� �

:
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REMARQUE 1.3.16. Par (1.3.9) on a que la restriction de m(0) 10� � aÁ

omb X(0) �S U(0)� � ÿD0 �S U(0) coõÈncide avec la section W1
T de (0)J1 au-dessus

de U(0). Ce dernier s'identifiant au (0)J0-torseur des trivialisations de L(0).

Il est clair que Div: princD(X) est contenu dans le noyau de (1.3.7). On a

alors aÁ partir de (1.2.4) et de (1.3.7) un diagramme commutatif aux lignes

exactes.

(1.3.17)

D'ouÁ on a le

LEMME 1.3.18. Le S-homomorphisme (1.3.7) induit, par passage au

quotient un S-isomorphisme

(0)J� (1) J=Div: princD(X) ' J;

et aÁ fortiori un S-isomorphisme

(0)J� (1) ^0 ' J:

D'autre part on veÂrifie que la (0)J� (1) ^0-composante de

m(0)(10);m(0)(11)� � donneÂe par la deÂcomposition en produit direct

(1.3.14) est eÂgale aÁ

ÿT(tÿ T)ÿ1; (1ÿ tT0)ÿ1
� �

:

En reÂsumeÂ on a la

PROPOSITION 1.3.19. Le S-homomorphisme (1.3.7) induit un isomor-

phisme (0)J� (1) ^0 ' J, faisant correspondre aÁ la section

ÿT(tÿ T)ÿ1; (1ÿ tT0)ÿ1
� �

2 (0)J� (1) ^0
ÿ �

(U)

la section F 2 J(U).

Le choix d'un geÂneÂrateur T de I(0) (resp. T0 de I(1)) donne lieu aÁ un

isomorphisme

(0)^ � (0) J=GmS ' (0) ^0 �ZS resp: (1)^ � (1) J=GmS ' (1) ^0 �ZS

ÿ �
:
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On a alors la

PROPOSITION 1.3.20. Le S-homomorphisme (1.3.7) induit un isomor-

phisme

(0)^0 �ZS ' (0) ^ ' J(0) resp: (1) ^0 �ZS ' (1) ^ ' J(0)

ÿ �
tel que la section (T(1ÿ tÿ1T)ÿ1 2 (0) ^(U) (resp. (T0(1ÿ tÿ1T0)ÿ1 2 (1)

^0(U)) correspond aÁ F(0) (resp. F(1)).

L'inclusion Uÿ!U(0) (resp. Uÿ!U(1)) donne lieu aÁ un S-homomor-

phisme

p(1) : Jÿ! J(1) resp: p(0) : Jÿ! J(0)� �;(1.3.21)

tel que si l'on note par F0(1) (resp. F0(0)) la restriction de F(1) (resp. F(0)) aÁ

U � U(0) (resp. U � U(1)) on a

F0(1) � p(1) � F resp: F0(0) � p(0) � F
ÿ �

:(1.3.22)

Avec les identifications de (1.3.19) et de (1.3.20) on veÂrifie que p(1) corre-

spond aÁ la projection canonique

(0)J� (1) ^0 ' ZS � (0) J(0) � (1) ^0ÿ!ZS � (1) ^0;(1.3.23)

et p(0) aÁ la projection canonique

(0)J� (1) ^0 ' GmS � (0) ^ � (1) ^0
ÿ �ÿ! (0) ^ :(1.3.24)

NOTATION 1.3.25. Notons par W1
T (resp. W0

T) la section de (0)J (resp.
(0)J0) au-dessus de U donneÂe par la restriction de la fonction meÂromorphe

relative m1
(0) � TU(tÿTU)ÿ1 (resp. m0

(0) � (tÿTU)ÿ1) aÁ

U(0)� �fUg� omb X(0) �S U� � ÿD(0) �S U:

( Cette restriction donne lieu aÁ une section de GmS U(0)� � au-dessus de U

qui appartient en fait aÁ (0)J(U).)

La proprieÂteÂ universelle de (J;F) entraõÃne l'existence d'un S-homo-

morphisme unique

q(0) : Jÿ! (0)J(1.3.26)

veÂrifiant :

W1
T � q(0) � F:(1.3.27)
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REMARQUE 1.3.28. (i) - Compte tenu de (1.3.19) on voit que q(0) est le S-

homomorphisme (0)J� (1) ^0ÿ! (0)J obtenu par composition de la pro-

jection canonique
(0)J� (1) ^0ÿ! (0)J

avec l'automorphisme b de (0)J faisant correspondre aÁ la section Tn
u de

(0)J la section Tn(ÿ 1)nu.

(ii) - Soit G un S-groupe. Soit a 2 G(U(0)) tel qu'il existe un S-homo-

morphisme

f : (0)Jÿ!G resp: f : (0)J0ÿ!G
ÿ �

veÂrifiant a � f � W1
T (resp. a � f � W0

T). On a alors une extension a de

a : U(0)ÿ!G aÁ U en posant

a � f � W1
T resp: a � f � W0

T

ÿ � �cf: �1:3:9��:
Soit q0

(0) : J0ÿ! (0)J0 le composeÂ de q(0) avec la projection canonique
(0)J � Z� (0) J0ÿ! (0)J0. Compte tenu de (1.3.27) on trouve

a � f � q(0)� � � F resp: a � f � q0
(0)

ÿ � � Fÿ �
:

PROPOSITION 1.3.29. Soit A un anneau. On pose S � Spec (A). Soit G

un S-scheÂma en groupes lisse et seÂpareÂ. Soit h 2 HomSÿgr
(0)J;G
ÿ �

. Posons

c � h � W1
T 2 (0) J(U). On suppose que c admet un prolongement c aÁ

P1
S ÿD(1).

Alors le morphisme c est constant, c.aÁ.d. il existe une section

s : Sÿ!G au-dessus de S tel que c s'obtient par composition de P1
Sÿ!S

avec s.

PREUVE. Le morphisme c admet la factorisation suivante

c � h � q(0) � F� � �cf: �1:3:27��:
Puisque c se prolonge aÁ P1

S ÿD(1) on peut trouver h0 2 HomSÿgr J(1);G� �
tel que

c � h0 � p(1)� � � F �cf: �1:3:22��:
(En fait on a c � h0 � F(1)). L'uniciteÂ de la factorisation de la section c de

G au-dessus de U donne l'eÂgaliteÂ

h0 � p(1) � h � q(0):

Posons g � h0 � p(1) � h � q(0). D'autre par d'apreÁs (1.3.22) on a que
(0)J0 � Ker p(1) , et d'apreÁs (1.3.28) (i), on a (1)^0 � Ker q(0) . D'ouÁ il
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reÂsulte que
(0)J0 � (1) ^0 � Ker(g):

Puisque d'apreÁs (1.3.19) la section F correspond par l'isomorphisme
(0)J0 �ZS � (1) ^0 ' J aÁ la section

ÿT(tÿ T)ÿ1; (1ÿ tT0)ÿ1
� �

;

on a que la ZS-composante de F est eÂgale aÁ T. Il en reÂsulte que c � g � F
admet un prolongement c aÁ P1

S. Donc c est constant, c.aÁ.d. il existe une

section s de G au-dessus de S tel que c correspond aÁ l'image inverse de s
par P1

Sÿ!S. C.Q.F.D.

(1.4) On reprend dans ce numeÂro les notations de § 0.

Soit G un S-groupe. On pose

G(X)� � Ker G(omb(X))ÿ!G(S)� �;(1.4.1)

et

F(G) � G(U)=G omb(X)� � resp: F�(G) � G(U)=G(X)�
ÿ �

:(1.4.2)

Soient W0 et W1 comme dans (0.32). On a alors par composition avec W0

(resp. W1) un homomorphisme de groupes

(1.4.3) r : HomSÿgr J0;G
ÿ �ÿ!F(G) resp: r� : HomSÿgr(J;G)ÿ!F�(G)

ÿ �
:

Le couple J0; W0
ÿ �

(resp. (J; W1)) veÂrifie la proprieÂteÂ universelle suivante

THEÂ OREÁ ME 1.4.4. On reprend les notations ci-dessus. Soit A un an-

neau noetheÂrien et posons S � Spec (A). Soit G un S-scheÂma en groupes

commutatif, lisse et seÂpareÂ. On a alors r et r� sont des isomorphismes.

La preuve de ce theÂoreÁme est donneÂe dans les paragraphes § 2, § 3, § 4

et § 5. CommencËons par deÂmontrer la

PROPOSITION 1.4.5. Soit A una anneau. On pose S � Spec (A). Soit G

un S-scheÂma en groupes comme dans (1.4.4). Alors les homomorphismes r
et r� sont injectifs.

PREUVE. Reprenons ici les notations de (1.3). Sans perte de geÂneÂraliteÂ

on peut supposer que B � B(0), X � X(0), U � U(0), J
0 � (0) J0 et J � (0) J, et

que r� (resp. r) est obtenu par composition avec W1
T (resp. W0

T). Pour
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montrer que r� (resp. r) est injuectif il suffit donc de voir que quel que soit

h 2 HomSÿgr
(0)J;G
ÿ �

(resp. h 2 HomSÿgr
(0)J0;G)
ÿ �

) tel que la section

h � W1
T de G au-dessus de U(0) admet un prolongement aÁ G omb(X)� �, et en

plus appartient aÁ l'image de

Ker G(omb(X))ÿ!G(S)� �
on a h � 0 (resp. tel que la section h � W0

T de G au-dessus de U(0) admet un

prolongement aÁ G(omb(X)) alors h � 0). Voyons que r� est injectif. Mon-

trons que pour cela il suffit de prouver que c � h � W1
T admet un pro-

longement c aÁ P1
S ÿD(1). On reprend ici les notations de la preuve de

(1.3.29). On peut eÂcrire c � g � F avec g : Jÿ!G qui se factorise par

Jÿ!ZS. Le prolongement c de c aÁ P1
S s'obtient alors comme le composeÂ de

P1
Sÿ!S, de Sÿ!ZS donneÂ par 1, et du homomorphisme ZSÿ!G induit

par g. L'hypotheÁse h � W1
T 2 Ker G(omb(X)� �)ÿ!G(S) entraõÃne que la re-

striction de c aÁ D(0) est donneÂe par la section eÂleÂment neutre de G, d'ouÁ que

g � 0 et a fortiori que h � 0 vu (1.3.28)(i).

Prouvons que c admet un prolongement c aÁ P1
S ÿD(1). Supposons

d'abord que A est noetheÂrien. Dans ce cas on a le morphisme fpqc suivant

omb(X(0))
a

Uÿ!P1
S ÿD(1):

Comme la restriction de c aÁ U(0) est eÂgale aÁ h � W1
T , et par hypotheÁse la

section h � W1
T de G au-dessus de U(0) admet un prolongement aÁ omb(X(0)), il

en reÂsulte que c admet un prolongement c aÁ P1
S ÿD(1).

Soit A un anneau quelconque. Pour tout x 2 Spec (A) soit hK(x) la

fibre en Spec (K(x)) de h, ouÁ K(x) deÂsigne le corps reÂsiduel de A en x.

L'hypotheÁse entraõÃne que hK(x) � W1
T 2 G (U(0))fK(x)g

ÿ �
appartient aÁ

Ker G(omb(XK(x)))ÿ!G K(x)� �� �. Le cas noetheÂrien appliqueÂ pour

A � K(x) entraõÃne que hK(x) est le morphisme 0, donc que l'image (en-

sembliste) de h est la section uniteÂ de G. Ainsi quitte aÁ localiser Spec (A)

on peut supposer que h se factorise par un ouvert affine W � G voisi-

nage de la section uniteÂ. L'hypotheÁse h � W1
T 2 G(omb(X)) jointe au fait

que A[[T]] \ A[T;Tÿ1] � A[T] implique qu'il existe un prolongement c aÁ

P1 ÿD(1) de c. Ce qui acheÁve la preuve de la proposition. C.Q.F.D.

Soit S0 � Spec (A0)ÿ!S un S-scheÂma affine.

Soient
r0 : HomS0ÿgr J0

S0 ;GS0
ÿ �ÿ!F(GS0 )

et
(r�)0 : HomS0ÿgr JS0 ;GS0� � ÿ!F�(GS0 )

deÂfinis comme dans (1.4.3).

Jacobienne locale d'une courbe formelle relative 47



L'injectiviteÂ de r et r� entraõÃne par descente fideÁlement plate la pro-

position suivante.

PROPOSITION 1.4.6. On reprend les notations ci-dessus et on suppose

que S0 � Spec (A0) est un S-scheÂma fideÁlement plat. Soit G un S-scheÂma en

groupes commutatifs , lisse et seÂpareÂ. On a alors que si r0 et (r�)0 sont des

isomorphismes de groupes r et r� le sont aussi.

(1.5) Dans ce numeÂro on suppose que S est noetheÂrien. Les con-

structions suivantes ont pour but d'associer au S-groupe �W un S-foncteur

omb( �W), qui s'obtient comme la limite inductive d'un ind-objet de SchjS si S

est affine, et en geÂneÂral comme la limite inductive d'un systeÁme inductif de

S-espaces localement anneleÂs, et au S-groupe = un S-foncteur =omb qui est

un J-torseur de Zariski au-dessus de omb( �W). Pour effectuer ces con-

structions on supposera que S est affine bien qu'elles gardent un sens en

geÂneÂral.

On met aÁ profit que �W est isomorphe aÁ la limite inductive lim
n!

Wn

(cf. (0.44)) pour deÂfinir omb( �W). Noter que si S est un scheÂma noetheÂrien

(resp. noetheÂrien affine) alors Wn est un S-scheÂma formel noetheÂrien (resp.

noetheÂrien affine). Soit omb(Wn) l'espace localement anneleÂ au-dessus de S

qui lui correspond par (0.53). Si S est affine omb(Wn) est un S-scheÂma

affine. Pour tout couple d'entiers 05m � n on note par

imn : omb(Wm)ÿ! omb(Wn)(1.5.1)

le morphisme donneÂ par Wmÿ!Wn (cf. (0.42)). Soit omb( �W) le S-faisceau

de Zariski deÂfini par le S-foncteur

Tÿ! lim
n!

HomS(T; omb(Wn));(1.5.2)

c'est-aÁ-dire omb( �W) est alors la limite inductive du systeÁme inductif

omb(Wn); (im n)� �. Pour tout entier n > 0 on a un S-morphisme d'immersion

iWn
: Wnÿ! omb( �W):(1.5.3)

Soit

i �W : �W � lim
n!

Wnÿ! omb( �W)(1.5.4)

le S-morphisme deÂfini par (iWn
).
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LEMME 1.5.5. (i) Soit Z un S-scheÂma de preÂsentation finie seÂpareÂ. Soit

h � (hn)n>0 : �W � lim
n!

�Wnÿ!Z

un S-morphisme, c'est-aÁ-dire un morphisme de S-scheÂmas formels quand

on regarde Z comme un S-scheÂma formel. Il existe alors un unique S-

morphisme
omb(h) : omb( �W)ÿ!Z

tel que h � omb(h) � i �W .

(ii) Soient Y un S-scheÂma formel noetheÂrien et k : Yÿ! �W un S-

morphisme qui se factorise aÁ travers iWn
: Wnÿ! �W pour n convenable.

Alors il existe un unique morphisme omb(k) : omb(Y)ÿ! omb( �W) tel

que Yÿ! omb(Y)ÿ! omb( �W) soit eÂgal au composeÂ k � i �W .

REMARQUE 1.5.6. La limite inductive lim
n!

omb(Wn) existe dans la

cateÂgorie LocannjS des S-espaces localement anneleÂs et on la note par

Omb( �W). Soit hX le S-foncteur deÂfini par un espace localement anneleÂ X.

Omb( �W) veÂrifie la proprieÂteÂ universelle suivante : il existe une bijection

HomS omb( �W); hX

ÿ � ' HomLocannjS Omb( �W); X
ÿ �

:

LEMME 1.5.7. Soit G un S-scheÂma en groupes seÂpareÂ de type fini. Soit Z

un S-scheÂma formel noetheÂrien. Soit t un G-torseur trivialisable au-dessus

de Z. Il existe alors un G-torseur tomb sur omb(Z) et un morphisme de G-

torseurs jt : tÿ! tomb au-dessus de iZ : Zÿ! omb(Z) tel que :

(i) Pour tout diagramme commutatif de S-foncteurs

ouÁ Y deÂsigne un S-scheÂma formel affine noetheÂrien, on a un unique dia-

gramme commutatif

tel que

jt � s � s � iY:
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En particulier on a une bijection

G(Z; t) ' G(omb(Z); tomb):

(ii) Le diagramme suivant est carteÂsien

c.aÁ.d. on reÂcupeÁre t comme le compleÂteÂ formel de tomb le long du sous-

scheÂma fermeÂ de omb(Z) donneÂ par Z .

PREUVE. EÂtant donneÂes deux sections s et s0 de t au-dessus de Z, soit

d(s; s0) 2 G(Z) deÂfini par :

d(s; s0)s0 � s:

Soit G�S Z; (d(s; s0))� � le systeÁme inductif de G-torseurs au-dessus de Z,

qui associe G�S Z aÁ s, et dont les morphismes de transition correspondent

aÁ la multiplication par d(s; s0). Il est clair que l'on a un isomorphisme

canonique de G-torseur au-dessus de Z

t ' lim
s!

G�S Z s 2 G(Z; t)� �:

On deÂfinit

tomb ' lim
s!

G�S omb(Z) s 2 G(Z; t)� �

ouÁ les morphismes de transition sont donneÂs par

omb(d(s; s0))� � s; s0 2 G Z; t� �� �:
Les proprieÂteÂs (i) et (ii) de tomb reÂsultent facilement de sa deÂfinition.

C.Q.F.D.

Dans le cas ouÁ B ' A[[T]] on peut appliquer la construction de (1.5.7) au

J0 (resp. J, J0
n, Jn)-torseur (m)=0 (resp. (m)=, (m)=0

n, (m)=n) (cf. (0.45)) car il

est trivialisable. Avec les notations de (0.47) on pose

(m)=0
n

ÿ �
omb
� lim

m!
J0

n � omb(Wm);(1.5.8)

ouÁ les morphismes de transition sont donneÂs par omb (m)h(U;V )n

ÿ �ÿ �
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(cf. (0.47)). (Noter que la donneÂe d'un geÂneÂrateur U de I entraõÃne un

scindage, sU (cf. (0.46)) et

(m)=0
omb � lim

n 
(m)=0

n

ÿ �
omb

;(1.5.9)

ouÁ les morphisme de transition de la limite projective sont induits par ceux

du systeÁme projectif J0
n

ÿ �
. Soit

(m)=omb resp: (m)=n

ÿ �
omb

� �
(1.5.10)

leJ-torseur (resp.Jn-torseur) deÂfini aÁ partir duJ0-torseur (1.5.9) (resp.J0
n-

torseur (1.5.8)) et du S-homomorphisme J0ÿ!J (resp. J0
nÿ!Jn).

On a alors de manieÁre eÂvidente un systeÁme inductif

(m)=0
omb

ÿ �
resp: (m)=omb

ÿ �
; (m)=0

n

ÿ �
omb

� �
; (m)=n

ÿ �
omb

� �� �
(m > 0)

de J0 (resp. J, J0
n, Jn)-torseurs au dessus du systeÁme inductif omb(Wm)� �.

Notons par

=0
omb resp: =omb; =0

n

ÿ �
omb

; =n� �omb

� �
(1.5.11)

le S-faisceau limite inductive deÂfini par ce systeÁme. On a ainsi unJ0 (resp.J,

J0
n, Jn)-torseur de Zariski au-dessus de omb( �W).

On deÂfinit

(m)=n
omb resp: (m)=n

n

ÿ �
omb

� �
(1.5.12)

aÁ partir de l'augmentation induite par e (resp. en) (cf. (0.26)). On deÂfinit de

meÃme =n
omb (resp. =n

n

ÿ �
omb

). On a alors

=n
omb � lim

m!
(m) =n

omb resp: =n
n

ÿ �
omb
� lim

m!
(m)=n

n

ÿ �
omb

 !
(1.5.13)

On donne une interpreÂtation geÂomeÂtrique des objets ci-dessus calqueÂs sur

la construction de (1.1.18) dont on reprend les notations. Soient

(m)Ln resp: (m)L
n
n

ÿ �
(1.5.14)

le module inversible sur X�S omb(Wm) (resp. Xn �S omb(Wm)) donneÂ par

Sym(m) ID� �n (resp. Sym(m) ID� �nn) (cf. (0.55)), et

(m)Ln
ÿ ��

resp: (m)L
n
n

ÿ ��� �
(1.5.15)
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le fibreÂ principal associeÂ. Le faisceau image directe

pr�
(m)Ln
ÿ ��� �

resp: prn
�

(m)L
n
n

ÿ ��� �� �
(1.5.16)

au-dessus de omb(Wm) est un Gm(X) (resp. Gm(Xn))-torseur canonique-

ment isomorphe aÁ
(m)=n

omb resp: (m)=n
n

ÿ �
omb

� �
:

On deÂfinit un systeÁme inductif de faisceaux inversibles

(m)Ln
ÿ �

resp: (m)L
n
n

ÿ �ÿ �
au-dessus de X� omb(Wm)� � (resp. Xn � omb(Wm)� �). Par passage aÁ la li-

mite inductive on a donc un module inversible

Ln resp: L
n
n

ÿ �
(1.5.17)

au-dessus de X� omb( �W) (resp. X� omb( �W)
ÿ �

). On deÂsigne par Ln� ��
(resp. (m)L

n
n

ÿ ��
) le fibreÂ principal associeÂ aÁ Ln (resp. L

n
n). L'image directe

pr� Ln� ��� � (resp. prn
� L

n
n

ÿ ��ÿ �
) est un Gm(X) (resp. Gm(Xn))-torseur au-

dessus de omb( �W) qui est canoniquement isomorphe aÁ=n
omb (resp. =n

n

ÿ �
omb

).

(OuÁ pr : X� omb( �W) resp: prn : Xn � omb( �W)
ÿ �ÿ! omb( �W) deÂsigne la

projection.)

Le OX�X-module inversible

Sym(1)(ID)1 � ID � OX�X

donne lieu aÁ un ideÂal I omb
D de omb(X� X) (cf. (0.55)). On obtient (1)L1 (resp.

(1)L
1
n) comme la restriction de Iomb

D aÁ X� omb(X) (resp. Xn � omb(X)).

On veÂrifie qu'un geÂneÂrateur de ID donne lieu aÁ un geÂneÂrateur de I omb
D

dont la restriction aÁ X� U ,!X� omb(X) est inversible, donc

1 2 G X� U; (1) L1
ÿ �

resp: 1 2 G Xn � U; (1) L
1
n

� �� �
:

La section 1 donne lieu alors aÁ une section

f 0 (resp: f 0n) de pr�
(1)L1
ÿ ��' (1) =1

omb resp: prn
�

(1)L
1
n

� ��
' (1)=1

n

� �
omb

� �
:

Il est clair que f 0n est eÂgale au composeÂ de f 0 avec (1)=1
ombÿ! (1)=1

n

� �
omb

.

DEÂ FINITION 1.5.18. On deÂsigne par

f : Uÿ!=omb

le S-morphisme obtenu en composant f 0 avec (1)=1
ombÿ!=omb , et on l'ap-
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pelle le morphisme d'Abel-Jacobi donneÂ par le couple X;=� �. On note par

fn : Uÿ! =n� �omb le composeÂ de f (resp. f 0n) avec =ombÿ! (=n)omb (resp.
(1)=1

n

� �
omb
ÿ! (=n)omb ).

On donne la description suivante du morphisme d'Abel-Jacobi f en

termes du choix d'un geÂneÂrateur T de I. On a alors le releÁvement suivant

du morphisme g0

Par deÂfinition du J-torseur (1)= on a alors un isomorphisme (1)= ' X� J de

J-torseurs au-dessus de X qui donne lieu aÁ un isomorphisme de J-torseurs

(1)=omb ÿ!� omb(X)� J(1.5.19)

par deÂfinition de (1)=omb (cf. (1.5.7)). Le morphisme d'Abel-Jacobi

f 2 G U; (1) =omb

ÿ �
corrrespond par la bijection suivante induite par (1.5.19)

G U; (1) =omb

ÿ � ÿ!� J(U)

aÁ la section ÿW1
T � ÿT(tÿ T)ÿ1. On voit donc que f se deÂfinit aÁ l'aide du

morphisme g0
T : Xÿ! �W et du morphisme W1

T : Uÿ!J, le premier veÂrifie

la proprieÂteÂ universelle donneÂe par (0.39) et le second celle donneÂe par

(1.4.4). Il en reÂsulte que f : Uÿ!=omb veÂrifie aussi une proprieÂteÂ uni-

verselle que l'on verra dans le prochain paragraphe.

(1.6) On deÂsigne par G un S-scheÂma en groupes commutatif et lisse.

Soit G0 la composante neutre de G. On a alors que G0 est repreÂsentable

par un ouvert de G, seÂpareÂ et de preÂsentation finie au-dessus de S ([7 bis],

VIB, 3.10 et 5.5).

Soit U un geÂneÂrateur de I. On lui associe alors un scindage

(m)sU : Wmÿ! (m)= �cf: �0:47�� resp: sU : �W ÿ!=ÿ �
;

du J-torseur (m)=ÿ!Wm (resp. de l'extension 1ÿ!Jÿ!=ÿ! �W ÿ! 1),

qui donne lieu, par deÂfinition de (m)=omb, aÁ un scindage

(m)sU omb : omb(Wm)ÿ! (m)=omb ;(1.6.1)

d'ouÁ un scindage de =omb donneÂ par le systeÁme inductif (m)sU omb

ÿ �
sU omb : omb( �W)ÿ!=omb :(1.6.2)
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Soit

h : =ÿ!G

un S-homomorphisme. Soit h0 : Jÿ!G l'homomorphisme obtenu par re-

striction de h aÁ J. D'autre part le morphisme

h � sU : �W ÿ!G

se factorise par G0ÿ!G. On peut alors appliquer (1.5.5) et on trouve ainsi

un S-morphisme (h � sU)omb : omb( �W)ÿ!G, tel qui redonne h � sU par

restriction aÁ �W ÿ! omb( �W). Il existe alors un unique morphisme

homb : =ombÿ!G(1.6.3)

qui rend commutatif le diagramme suivant

(1.6.4)

ouÁ la fleÁche horizontale est obtenue aÁ partir de h0, homb, et la loi de com-

position de G. On veÂrifie que homb est indeÂpendant du choix de U. On a alors

una application

HomSÿgr(=;G)ÿ!G(U)(1.6.5)

qui fait correspondre aÁ un S-homomorphisme h : =ÿ!G la section homb � f

de G au-dessus de U. On peut maintenant eÂnoncer le theÂoreÁme principal de

ce travail.

THEÂ OREÁ ME 1.6.6. Soit S � Spec (A) un scheÂma affine et noetheÂrien.

Soit G un S-scheÂma en groupes commutatif, lisse et seÂpareÂ. Soient B une

A-algeÁbre adique isomorphe aÁ A[[T]] , X � Spf (B), U et = deÂfinis aÁ partir

de X comme dans § 0. On a alors que pour toute section s 2 G(U) il

existe un unique S-homomorphisme

h : =ÿ!G

tel que s � homb � f , ouÁ f : Uÿ!=omb deÂsigne le morphisme d'Abel-Jacobi

de (X;=), c.aÁ.d. la fleÁche (1.6.5) est bijective.
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Montrons d'abord le

LEMME 1.6.7. Sous les hypotheÁses de (1.6.6) on a que la fleÁche (1.6.5) est

injective.

PREUVE. Soient h; g 2 HomSÿgr(=;G) tels que homb � f � gomb � f ,

montrons que h � g. Soient h0; g0 les restrictions de h et de g aÁ J.

Puisque le morphisme homb (resp. gomb ) rend commutatif le dia-

gramme (1.6.4), on a

h0 � ÿW1
T

ÿ � � g0 � ÿW1
T

ÿ �
mod G(X)�
ÿ �

:

Soit b : Jÿ!J l'automorphisme deÂfinit dans (1.3.28). On a alors

b(ÿ W1
T) � W1

T, d'ouÁ

h0 � bÿ1
� �

� W1
T � g0 � bÿ1

� �
� W1

T mod G(X)�
ÿ �

:

On a alors d'apreÁs (1.4.5) tel que h0 � bÿ1 � g0 � bÿ1, d'ouÁ que h0 � g0. Donc

h � g0
T

ÿ �0
omb
� g � g0

T

ÿ �0
omb

;

ouÁ h � g0
T

ÿ �0
omb

(resp. g � g0
T

ÿ �0
omb

) deÂsigne la restriction de h � g0
T

ÿ �
omb

(resp.

g � g0
T

ÿ �
omb

) aÁ U � omb(X). On a alors

h � g0
T

ÿ �
omb
� g � g0

T

ÿ �
omb

car G0 est seÂpareÂ. On conclut que les restrictions h00 et g00 respectivement de

h et g aÁ sT( �W) (cf. (0.46)) coõÈncident (cf. (0.39)). Il en reÂsulte que h � g, car

h � h0h00 et g � g0g00.

ReÂduction de la preuve de (1.6.6) aÁ celle de (1.4.4).

D'apreÁs (1.6.7) il suffit de montrer que la fleÁche (1.6.5) est surjective.

Soit donc s 2 G(U). D'apreÁs (1.4.4) il existe un unique S-homomor-

phisme
h0 : Jÿ!G

tel que s � s h0 � W1
T

ÿ �ÿ12 G(X)�. Notons que ~s la restriction de s aÁ X.

On a alors ~somb � s car G est seÂpareÂ. D'apreÁs (0.39) on peut trouver un

S-homomorphisme h00 : sT( �W)ÿ!G tel que h00 � g0
T � ~s, d'ouÁ

h00 � g0
T

ÿ �
omb
� ~somb � s:

Soit h : =ÿ!G le S-homomorphisme tel que hjJ � h0, et hjsT( �W) � h00.
Par deÂfinition de (1.6.5) on a que homb � f � s. C.Q.F.D.
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(1.7) Soient X;D; (J;F); . . . etc: comme dans (1.2).

Supposons que S est noetheÂrien et que D soit donneÂ par une section de

X au-dessus de S, et que le compleÂteÂ formel X � bX=D de X le long de D soit

isomorphe aÁ Spf A[[T]]� �. Soient =, f (morphisme d'Abel-Jacobi de

(=;X)),... etc. deÂfinis aÁ partir de X comme dans § 0. On veut expliciter les

rapports qui existent entre (=; f ) et (J;F).

Le morphisme (1.2.8) donne lieu par passage aÁ la limite projective aÁ un

S-homomorphisme

= ' lim
n 
PicX(n)=Sÿ! J � lim

n 
PicX(n)=S;(1.7.1)

qui donne lieu aÁ partir de la construction de (1.6.3) aÁ un S-homomor-

phisme

=ombÿ! J;(1.7.2)

que l'on se propose d'interpreÂter geÂomeÂtriquement. Soit LD l'ideÂal de deÂ-

finition de la diagonale D � X �S X. Soit Sym(m)(X) la puissance symeÂ-

trique m-eÁme de X. Pour toute section n de ZS on deÂfinit le OX�SSym(m)(X)-

module inversible Sym(m)(LD)n en suivant la deÂfinition de Sym(m)(ID)n. Le

morphisme (1.7.1) est caracteÂriseÂ par le fait que, l'image du couple

Sym(m) ID� �n; j
� �

, formeÂ par le OX�SWm
-module inversible Sym(m)(ID)n, et

d'une trivialisation j de Sym(m)(ID) le long de X�S Wm, est eÂgale aÁ la classe

du couple Sym(m)(LD)
n
Wm
; j

� �
, ouÁ Sym(m)(LD)

n
Wm

deÂsigne la restriction de

Sym(m)(LD)n aÁ X �S Wm, et j deÂsigne la trivialisation de Sym(m)(LD)
n
Wm

donneÂe par j.

Notons par Sym(m)(LD)
n
omb(Wm) la restriction de Sym(m)(LD)n aÁ

X �S omb(Wm). On a alors que (1.7.2) fait correspondre au couple
(m)Ln; j
ÿ �

ouÁ j deÂsigne une trivialisation de (m)Ln le long de X�S omb(Wm),

la classe du couple Sym(m)(LD)
n
omb(Wm); j

� �
, ouÁ j deÂsigne la trivialisation

donneÂe par j.

Par deÂfinition du morphisme d'Abel-Jacobi f : Uÿ!=omb correspond,

d'apreÁs (1.5.18), le couple I omb
D ; 1

ÿ �
, ouÁ 1 deÂsigne la trivialisation de I omb

D au-

dessus de X�S U donneÂe par 1. On a alors par ce qui preÂceÁde que l'image

de f par (1.7.2) coõÈncide avec la classe du couple (LD)U; 1U� � que l'on note FU

dans (1.2.13). On a ainsi le
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LEMME 1.7.3. Le diagramma suivant est commutatif

2. Preuve de (1.4.4) dans le cas d'un corps de base

Le (1.4.6) permet de ramener la preuve de (1.4.4) pour un corps de base

k au cas ouÁ celui-ci est algeÂbriquement clos. Dans ce numeÂro on deÂsigne par

k un corps algeÂbriquement clos.

Soit G un k-scheÂma en groupes commutatif et lisse. On a alors une suite

exacte

1ÿ!G0ÿ!Gÿ!Aÿ! 1;(2.1)

ouÁ G0 est le produit d'un k-tore trivial T par un k-groupe lisse unipotent

commutatif N, et A est une extension d'un k-groupe eÂtale G par une k-

varieÂteÂ abeÂlienne A0 (cf. [15]).

Soit B � k[[T]]. Soient J, J0, W1
T, W0

T ... etc construits aÁ partir de B

comme dans § 0.

Il est facile de veÂrifier que r+ est une bijection si et seulement si r en est

une. Montrons donc que

r : Homkÿgr(J
0;G) ÿ!� F(G)

deÂfini par composition avec W0
T, est bijective. On a le diagramme d'homo-

morphismes de groupes aÁ lignes exactes :

(2.2)

Soit g 2 G(U). L'image de g de g dans A(U) provient d'une section, que l'on

note aussi g, de A omb(X)� � par la restriction A omb(X)� �ÿ!A(U), en vertu

du criteÁre valuatif de propreteÂ. (Noter que B� � k[[T]][Tÿ1] est alors un

corps valueÂ, et que les composantes connexes de A sont des k-scheÂmas

propres). Puisque le G0-torseur G, au-dessus de A est Zariskien, il existe
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un releÁvement g0 2 G omb(X)� � de g 2 A omb(X)� �. (Remarquer que

omb(X) � Spec (k[[T]]) est un k-scheÂma local). On a alors

gg0 ÿ1 2 G0(U);

et il en reÂsulte que

F(G0) � F(G) :(2.3)

D'autre part

Homkÿgr(J
0;A) � 0(2.4)

car il n'y a pas de k-homomorphisme non-trivial d'un k-groupe affine

connexe dans la k-varieÂteÂ abeÂlienne A0, ni dans le k-groupe eÂtale G. La

suite exacte (2.1) donne alors lieu aÁ un isomorphisme de groupes

Homkÿgr(J0;G0) ' Homkÿgr(J0;G) :(2.5)

On est alors rameneÂ aÁ montrer que W0
T induit une bijection

Homkÿgr(J0;G0) ' F(G0). Noter que F(G0) � F(T)� F(N). Il suffit alors

de montrer que r est bijective pour G � T et pour G � N.

Comme le corps k est algeÂbriquement clos on a que T est un produit

d'un nombre fini de copies de Gmk. Il suffit alors de montrer que r est

bijective si T � Gmk. Compte tenu que J0 � Gmk � ^0, que ^0 est un k-

groupe pro-unipotent, et qu'il n'y a pas de k-homomorphisme non-trivial

d'un k-groupe unipotent N dans Gmk (cf. [6]), la fleÁche

Homkÿgr Gmk;Gmk� �ÿ!Homkÿgr J0;Gmk

ÿ �
(2.6)

induite par la projection J0ÿ!Gmk est bijective. On eÂcrit

W0
T � t 1ÿ tÿ1T

ÿ �
;(2.7)

avec t 2 Gmk k[[t]][tÿ1]
ÿ �

. On a alors 1ÿ tÿ1T
ÿ � 2 ^0 k[[t]][tÿ1]

ÿ �
. Soit

h 2 Homkÿgr Gmk;Gmk� � ' Z donneÂ par xÿ! xn, n 2 Z. On a alors que r
associe aÁ h la classe de tn dans

F Gmk� � � Gmk k[[t]][tÿ1]
ÿ �

=Gmk[[t]]:(2.8)

Or ce dernier est le groupe de la valuation de k[[t]][tÿ1] , qui est isomorphe aÁ

Z, et on a alors r(h) � n. Ce qui donne que r est bijective.

Soit G un k-groupe lisse unipotent commutatif. Il existe alors une suite

de composition

0 � Gn � . . . � G1 � G0 � G(2.9)
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tel que pour tout 1 � i � nÿ 1 le groupe Gi=Gi�1 soit isomorphe au groupe

additif Gak pour tout 0 � i � nÿ 1 (cf. [6]). On proceÁde aÁ montrer que r est

bijective par reÂcurrence sur la dimension n de G.

Montrons d'abord que

r : Homkÿgr J0;Gak

ÿ �ÿ!F Gak� �(2.10)

est une bijection. Notons que

Homkÿgr J0;Gak

ÿ � � Homkÿgr ^0;Gak

ÿ �
(2.11)

car il n'y a pas de k-homomorphisme non-trivial de Gmk dans Gak. EÂ tant

donneÂ une section F(T) 2 Gak k[[T]][Tÿ1]
ÿ �

on lui associe un k-homomor-

phisme

hF(T) : ^0ÿ!Gak(2.12)

deÂfini par

hF(T)(u) � Res F(T)
du

u

� �
;(2.13)

et u 2 ^0(A) ouÁ A deÂsigne une k-algeÁbre. On deÂfinit Res F(T)
du

u

� �
comme

dans [16]. La fonctorialiteÂ de l'opeÂration Res montre que hF(T) est un

morphisme de k-groupes (cf. loc. cit.).

En vertu de (1.4.5) il suffit de prouver que r est surjectif. On a la for-

mule suivante

Res F(T)
dW0

W0

� �
� ÿF(t) mod Gak k[[T]]� �� �;(2.14)

En effet, pour tout entier positif m on a l'identiteÂ suivante dans

k[[t]][tÿ1]
ÿ �

[[T]][Tÿ1]dT :

Tÿm d(1ÿ tÿ1T)

1ÿ tÿ1T
� ÿ

X
0�i

Tÿm�i

ti�1
dT;(2.15)

d'ouÁ il reÂsulte que le coefficient de
dT

T
est eÂgal aÁ ÿ 1

tm
, ce qui montre (2.14).

La suite de composition (2.9) donne pour tout 0 � i5n la suite exacte

suivante

1ÿ!Gi=Gi�1ÿ!G=Gi�1ÿ!G=Giÿ! 1 :(2.16)

Pour achever la reÂccurence il suffit de voir qu'eÂtant donneÂ une suite exacte

de k-groupe unipotents et lisses

1ÿ!Gakÿ!Gÿ!G0 ÿ! 1(2.17)
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tel que r : Homkÿgr ^0;G0
ÿ �ÿ!F(G0) soit une bijection, on a alors que

r : Homkÿgr ^0;G
ÿ �ÿ!F(G) est aussi une bijection.

Rappelons d'abord quelques reÂsultats. Soit k un corps parfait de ca-

racteÂristique p > 0. On deÂsigne par W(k)� le groupe additif des vecteurs

de Witt sur k, et par Wr(k)� son r-eÁme tronqueÂ, vus comme k-foncteurs en

groupes. On a alors :

(a) Le k-groupe ^0 est isomorphe aÁ un produit d'une infiniteÂ de copies

de W(k)�, une copie pour chaque entier q premier avec p. (Si k est de ca-

racteÂristique 0 alors ^0 est isomorphe aÁ un produit d'une infiniteÂ de copies

de Gak).

Soit

F(t) �
Y

(n;p)�1

(1ÿ tn)m(n)=n;(2.18)

ouÁ m deÂsigne la fonction de MoÈbius. Soit A une k-algeÁbre. Soient

h 2 T A[[T]] et

x!� x0; x1; . . .� �
un vecteur de Witt aÁ coefficients dans A, c.aÁ.d. x!2W(k)�(A). On pose

h
!� (h; 0; . . . ) 2W(k)� A[[T]]� � :

On a alors

x!� h
!� (x0; x1; . . . ) � (h; 0; . . . ) � x0h; x1hp; . . . ; xnhpn

; . . .
ÿ �

:(2.19)

Soit

E( x!� h
!

) � F(x0h)F(x1hp) . . . F xnhpnÿ �
. . .(2.20)

(Exponentielle de Artin-Hasse de x!� h
!

):

Etant donneÂe une section a!i

ÿ �
du k-groupe (W(k)�)(i)

(i;p)�1
aÁ valeurs dans la

k-algeÁbre A, on lui associe la seÂrie formelle

g �
Y

(i;p)�1

E a!i T
!i

� �
(2.21)

de A[[T]]. On veÂrifie que l'on a ainsi un k-isomorphisme de groupesY
(i;p)�1

(W(k)�)(i) ÿ!� ^0(2.22)

(cf. [13], pg. 102). Il en reÂsulte que pour tout entier n > 1 on a un k-iso-

60 Carlos Contou-CarreÁre



morphisme de groupes Y
(i;p)�1;i�n

(Wr(i)(k)�)(i) ÿ!� ^0
n ;(2.23)

ouÁ r(i) deÂnote un entier deÂpendant de i (cf. loc. cit., pg. 103, Proposition 9).

Dans le cas ouÁ k est un corps de caracteÂristique 0 on a un k-isomor-

phisme Y
1�i

Gak� �(i)ÿ!� ^0(2.24)

faisant correspondre aÁ la section (ai) aÁ valeurs dans une k-algeÁbre A la

seÂrie formelle

g � exp
X

1�i�n

ait
i

i

 !
:(2.25)

Pour tout entier n � 1 on a un k-isomorphismeY
1�i�n

Gak� �(i)ÿ!� ^0
n :(2.26)

REMARQUE 2.26. bis(a) Dans le cas ouÁ k est de caracteÂristique 0 et u est

une section ^0 aÁ valeur dans la k-algeÁbre A tel que u � exp

�P
1�i

ait
i

i

�
. On

a pour tout i � 1

ai � Res Tÿi du=u
ÿ �

:

Si k est de caracteÂristique p > 0, on introduit pour tout i � 1 premier

avec p le vecteur de Witt T
!ÿi � Tÿi; 0; . . .

ÿ �
aÁ valeurs dans k[[T]][Tÿ1].

EÂ tant donneÂ une section u de ^0 aÁ valeurs dans une k-algeÁbre A de la forme

u � Q
(i;p)�1

E
�

a!i � T
!i�

, soit Res
�

T
!ÿi

du=u
�

le symbole deÂfini par Witt

(cf. [17], pg. 369). On a alors pour tout entier i > 0 premier avec p

a!i � Res
�

T
!ÿi

du=u
�
:

(b) Si k est un corps parfait de caracteÂristique p > 0 on a

Ext1
k W(k)�;Gak

ÿ � � 0 :(2.27)

Si k est de caracteÂristique 0 on a

Ext1
k Gak;Gak� � � 0 :(2.28)
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On note par uW0 : Uÿ!^0 le k-morphisme donneÂ par la section

1ÿ tÿ1T 2 ^0 k[[t]][tÿ1]
ÿ �

, et par uW0
n : Uÿ!^0

n le composeÂ de uW0 avec

^0ÿ!^0
n.

Soit g : Uÿ!G un k-morphisme. Par hypotheÁse (de reÂcurrence) il

existe un k-homomorphisme h : ^0
nÿ!G0 tel que

s0 � p � g� � h � u W0
n

ÿ �ÿ12 G0 omb(X)� �:
Comme le Gak-torseur G au-dessus de G0 est de Zariski, on peut relever s0

en une section s 2 G omb(X)� � puisque omb(X) est un k-scheÂma local.

Quitte aÁ substituer g par gsÿ1 on peut supposer que g veÂrifie :

p � g � h � u W0
n :(2.29)

On a alors le diagramme commutatif de k-morphismes :

(2.30)

ouÁ la fleÁche en pointilleÂ deÂsigne le k-homomorphisme aÁ construire. Soit

0ÿ!Gakÿ!Hÿ!
Y

(p;i)�1;i�n

W(k)�
ÿ �(i)ÿ! 0(2.31)

la suite exacte de k-groupes obtenue aÁ partir de (2.17) et du k-homomor-

phisme composeÂ Y
(p;i)�1;i�n

W(k)�
ÿ �(i)ÿ!^0

n ÿ!
h

G0(2.32)

obtenu aÁ partir de (2.30). Il reÂsulte de (2.27) que

Ext1
k

Y
(p;i)�1;i�n

W(k)�
ÿ �(i)

;Gak

 !
� 0 ;(2.33)

d'ouÁ l'extension (2.31) est triviale. Compte tenu que le carreÂ infeÂrieur du

diagramme (2.30) commute on a alors qu'il existe un k-homomorphisme

f : ^0ÿ!G(2.34)
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qui releÁve ^0ÿ!^0
n ÿ!

h
G0. On en deÂduit

g f � u W0
ÿ �ÿ12 Gak(U):

On conclut qu'il existe un k-homomorphisme f : ^0ÿ!Gak tel que

g f � u W0
ÿ �ÿ1� f � u W0 mod Gak omb(X)� �� �;

d'ouÁ
g � f f

ÿ � � u W0 mod Gak omb(X)� �� �:
On acheÁve ainsi la preuve que r est une bijection dans le cas d'un corps de

base k.

REMARQUE 2.35. (a) Soit k un corps parfait. La preuve du fait que r
est une bijection pour un k-groupe unipotent connexe U peut se faire aÁ

partir de : `̀ Tout k-groupe unipotent connexe U est isomorphe aÁ un sous

groupe fermeÂ d'un produit fini
Q

Wr(i)(k)�
ÿ �(i)

''. On peut ensuite montrer

que r est un isomorphisme pour Wr(k)� aÁ l'aide du symbole de Witt, qui

constitue l'extension naturelle de l'opeÂration Res F(T) du=u� � deÂfinie plus

haut ce qui donne que r est un isomorphisme pour
Q

Wr(i)(k)�
ÿ �(i)

, et aÁ

fortiori pour tout sous-groupe fermeÂ.

(b) A quelques deÂtails preÁs la preuve que l'on vient de donner permet de

montrer que r est une bijection pour tout k-scheÂma en groupes G locale-

ment de preÂsentation finie.

3. Reduction de la preuve de (1.4.4) au cas ouÁ A est noetheÂrien et reÂduit

Le but de ce numeÂro est la deÂmonstration de la proposition suivante, qui

rameÁne la preuve de (1.4.4) au cas d'une base reÂduite. On reprend les no-

tations de (1.4.4).

PROPOSITION 3.1. Soit A un anneau noetheÂrien. On suppose que :

(i) Pour tout ideÂal q de A eÂgal aÁ son radical les fleÁches r et r� de (1.4.4)

obtenues aÁ partir de A=q sont des bijections.

(ii) Il existe un ideÂal I de A de carreÂ nul, c.aÁ.d. I2 � 0, tel que les fleÁches

r et r� de (1.4.4) obtenues aÁ partir de A=I sont des bijections. Alors les

fleÁches r et r� de (1.4.4) obtenues aÁ partir de A sont des bijections.

Montrons d'abord comment (3.1) aÁ partir de la Proposition (3.1) on

rameÁne la preuve de (1.4.4) au cas ouÁ A est noetheÂrien et reÂduit. Soit N � A

Jacobienne locale d'une courbe formelle relative 63



le nilradical de A. Il existe alors un entier m � 0 tel que Nm�1 � 0, et une

chaõÃne finie

0 � Nm�1 � Nm � . . . � N � A:(3.2)

Posons A(j) � A=Nj�1 pour 0 � j � m. L'ideÂal Nj=Nj�1 de A(j) est de carreÂ

nul. Si l'on suppose (1.4.4) pour tout anneau reÂduit et noetheÂrien on a la

condition (i) de (3.1) assureÂe pour A(j). (Pour tout ideÂal q � A(j) eÂgal aÁ son

radical on a a que A(j)=q est reÂduit). On deÂmontre alors par reÂcurrence sur

l'entier m que (3.1) entraõÃne (1.4.4) pour A noetheÂrien.

Soit I � A un ideÂal de carreÂ nul. Posons S � Spec (A), A0 � A=I, et

S0 � Spec (A0). EÂ tant donneÂ un S-scheÂma X on note X0 le produit X �S S0.

On deÂsigne par Sfppf (resp. S0� �fppf ) le grand site fppf au-dessus de S (resp.

S0). Soit i : (S0)fppf ÿ!Sfppf le morphisme naturel. Soit G un S-scheÂma en

groupes lisse, commutatif, et seÂpareÂ. Soit v1
G=S la restriction duOS-module

des diffeÂrentielles V1
G=S aÁ la section uniteÂ de G, c.aÁ.d.

v1
G=S � e� V1

G=S

� �
;

ouÁ e : Sÿ!G deÂsigne la section uniteÂ.

Soit Y un S-scheÂma. Soit G� le S-faisceau (fppf) en groupes deÂfini par

HomS(Y ;G�) � HomS0
(Y0;G0):(3.2)

On a alors G� � i�i�G. On deÂfinit le S-faisceau en groupes K aÁ partir de

la suite exacte de faisceaux :

1ÿ!Kÿ!Gÿ!G� ÿ! 1:(3.3)

Noter que Gÿ!G� est un epimorphisme car G est S-lisse. On a la de-

scription suivante du faisceau K. Soit S0 un S-scheÂma affine

K(S0) � Hom OS0 v1
G=S0 ;IOS0

� �
;(3.4)

ouÁ l'on deÂsigne par I l'ideÂal de OS donneÂ par I.

La preuve de la proposition (3.1) meÁne aÁ la consideÂration d'une cateÂ-

gorie de S-faisceaux en groupes plus geÂneÂraux que celle des S-scheÂmas

en groupes lisses.

DEÂ FINITION 3.5. Soit G un S-faisceau en groupes commutatif. On dit

que G veÂrifie la proprieÂteÂ (A) (resp. (B)) si la fleÁche

G omb(X)� � �HomSÿgr J0;G
ÿ �ÿ!G(U)
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deÂduite aÁ partir de W0
T par composition et de l'opeÂration de G est une bi-

jection

resp: Ext1
Sÿgr J0;G

ÿ � � 0 et H1 omb(X);G� � � 0
� �

:

DEÂ FINITION 3.6. Un S-faisceau en groupes commutatifs est neÂgligeable

si G(S0) � 0 pour tout S-scheÂma plat S0.

PROPOSITION 3.7. Soit Gÿ!G0 un homomorphisme de faisceaux en

groupes commutatifs aÁ noyau et conoyau neÂgligeables. Alors pour tout S-

scheÂma plat S0 on a :

(i) Le morphisme Hi(S0;G)ÿ!Hi(S0;G0), pour tout i � 0; 1, est un

isomorphisme;

(ii) Pour tout S-scheÂma en groupes plat G la fleÁche

Ext i(G;G)ÿ!Ext i(G;G0); pour i � 0; 1;

est un isomorphisme.

PREUVE. de (i). Il reÂsulte de [7 bis], Exp. IV, 4.10 que le foncteur qui a

un faisceau en groupes abeÂlien G de Sfppf associe sa restriction au petit site

fppf de S est exact. D'ouÁ que G et sa restriction au petit site fppf ont la meÃme

cohomologie. En particulier, si G est neÂgligeable on a pour tout i > 0,

Hi(S;G) � 0. L'affirmation reÂsulte alors de la suite exacte de cohomologie.

On deÂduit formellement (ii) de (i) aÁ partir de la description d'une

extension de G par G en termes d'un G-torseur sur G comme celle donneÂe

dans [5]. C.Q.F.D.

On a les proprieÂteÂs de permanence suivantes de la condition (A) (resp.

(B)).

COROLLAIRE 3.8. Soit Gÿ!G0 comme dans (3.7). Alors G veÂrifie (A)

(resp. (B)) si et seulement si G0 veÂrifie (A) (resp. (B)). (Noter que J0,

omb(X) et U sont des S-scheÂmas plats).

PROPOSITION 3.9. Soit 0ÿ!G0 ÿ!Gÿ!G00 ÿ! 0 une suite exacte de

S-faisceaux en groupes abeÂliens. On a alors :

(i) Si G0 et G00 veÂrifient (B) alors G veÂrifie (B).

(ii) Si G0 veÂrifie (A) et (B) et G00 veÂrifie (A) alors G veÂrifie (A).

(iii) Si G0 et G00 veÂrifient (A) et (B) alors G veÂrifie (A) et (B).
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PREUVE. de (i). ReÂsulte trivialement de la suite exacte de cohomologie

et de la suite exacte des Ext 's. L'affirmation (iii) reÂsulte immeÂdiatement

de (i) et de (ii). Prouvons alors (ii). On a le diagramme commutatif de suite

exactes :

L'exactitude de la suite aÁ gauche reÂsulte de (B) pour G0. La premieÁre et

la troisieÁme fleÁche horizontales sont des isomorphismes car G0 et G00

veÂrifient (A).

D'autre part G(U)ÿ!G00(U) est un eÂpimorphisme car G0 veÂrifie (B). D'ouÁ

la deuxieÁme fleÁche horizontale est aussi un isomorphisme. C.Q.F.D.

Soit N un OS-module. Soit W(N) le S-groupe vectoriel deÂfini par

W(N)(S0) � G S0;OS0 
OS
N

ÿ �
(3.10)

pour tout S-scheÂma S0.
Il est clair que W(N) est un faisceau fppf.

PROPOSITION 3.11. (i) Tout faisceau neÂgligeable G0 veÂrifie (A) et (B).

(ii) On suppose le theÂoreÁme (1.4.4) deÂmontreÂ pour S affine et noe-

theÂrien. Alors GaS veÂrifie (A) et (B).

(iii) Soit S0 un sous-scheÂma fermeÂ de S et soit S0 ,!S l'immersion

canonique. On suppose le theÂoreÁme (1.4.4) deÂmontreÂ pour S0. Alors

W(OS0 ) � i�GaS0 veÂrifie (A) et (B).
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PREUVE. L'affirmation (i) reÂsulte immeÂdiatement de (3.8). Voyons

comment (iii) se deÂmontre aÁ partir de (ii). Notons d'abord que

G omb(X); i�GaS0� � � G omb(X)S0 ;GaS0� �
resp: H1 omb(X); i�GaS0� � � H1 omb(X)S0 ;GaS0� �ÿ �

;

et

HomSÿgr J0; i�GaS0
ÿ � � HomS0ÿgr J0

S0 ;GaS0
ÿ �

:

Il en reÂsulte trivialement que (A) pour GaS0 donne (A) pour i�GaS0 .

Comme J0 est affine et i�GaS0 � W(OS0 ) alors ExtSÿgr J0; i�GaS0
ÿ �

est

isomorphe aÁ

H2 J0; i�GaS0
ÿ � ' H2 J0

S0 ;GaS0
ÿ �

:

Or ce dernier groupe est isomorphe aÁ

ExtS0ÿgr J0
S0 ; i�GaS0

ÿ � � 0;

d'ouÁ

ExtSÿgr J0; i�GaS0
ÿ � � 0:

Donc (B) pour GaS0 donne (B) pour i�GaS0 . Prouvons maintenant (ii). On a

vu que les extensions deJ0 par GaS sont classeÂes par le groupe H2 J0;GaS

ÿ �
.

Comme GaS est un S-scheÂma de preÂsentation finie et J0� lim
n 

J0
n on a

H2 J0;GaS

ÿ � � lim! H2 J0
n;GaS

ÿ �
:

EÂtant donneÂe une extension

0ÿ!GaSÿ!Eÿ!J0ÿ! 1

il existe un entier n � 0 et une extension

0ÿ!GaSÿ!En ÿ!p J0
nÿ! 1

tel que E ' En �J0
n
J0. Notons par W0

T

ÿ �
n

l'image de W0
T parJ0(U)ÿ!J0

n(U).

D'autre part

En(U)ÿ!J0
n(U)

est une surjection car H1 U;GaS� � � 0, U eÂtant un scheÂma affine. Il existe

un releÁvement g 2 En(U) de W0
T

ÿ �
n

qui rend commutatif le diagramme

suivant
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Le S-groupe En est repreÂsentable par un S-scheÂma lisse et seÂpareÂ de preÂ-

sentation finie en tant qu'extension de J0
n par GaS . L'hypotheÁse entraõÃne

qu'il existe un entier m � n et un S-homomorphisme

h : J0
mÿ!En

tel que

g � h � W0
T

ÿ �
m

mod En omb(X)� �� �;
d'ouÁ

p � h : J0
mÿ!J0

n

veÂrifie :

W0
T

ÿ �
n
� p � h� � � W0

T

ÿ �
m

mod J0
n omb(X)� �ÿ �

:

La proprieÂteÂ d'uniciteÂ de la factorisation donne que p � h coõÈncide avec le

morphisme canonique de J0
m dans J0

n. On a ainsi le diagramme commu-

tatif :

L'extension Em � En �J0
n
J0

m de J0
m par GaS est scindeÂe. En effet on veÂrifie

immeÂdiatement que le couple h; IdJ0
m

� �
est un scindage de Em . D'autre

part E ' Em �J0
m
J0 ce qui prouve bien (ii). C.Q.F.D.

PROPOSITION 3.12. On suppose veÂrifieÂ l'hypotheÁse (i) de (3.1).

Soit N un OS-module de type fini. Alors W(N) veÂrifie (A) et (B).

PREUVE. Comme N est un OS-module de type fini et S est noetheÂrien

on peut trouver une suite de composition.

0 � N0 � N1 � . . . � Np � N(� )
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tel que Ni�1=Ni (0 � i � pÿ 1) soit isomorphe auOS-module donneÂ par un

A-module de la forme A=q, ouÁ q deÂsigne un ideÂal premier de A. La deÂ-

monstration se fait par reÂcurrence sur la longueur de la suite (� ). Pour

p � 1 l'eÂnonceÂ reÂsulte de (3.11), (iii). Si p > 1 on a une suite exacte

0ÿ!Fÿ!W(Npÿ1)ÿ!W(N)ÿ!W(A=q)ÿ! 0

ouÁ F est neÂgligeable. Alors Im W(Npÿ1)ÿ!W(N)
ÿ �

veÂrifie (A) et (B) d'a-

preÁs (3.8). On conclut par (3.9), (iii). C.Q.F.D.

PROPOSITION 3.13. MeÃme hypotheÁse que dans (3.12). Le S-faisceau en

groupes K deÂfini dans (3.3) veÂrifie (A) et (B).

PREUVE. Posons N � HomOS
v1

G=S;I
� �

. On a alors un morphisme

naturel de S-faisceaux W(N)ÿ!K donneÂ pour tout S-scheÂma S0 par la

fleÁche naturelle

G S0;HomOS
v1

G=S;I
� �


OS
OS0

� �
ÿ!G S0;HomOS0 v

1
G=S0 ;IOS0

� �� �
�cf : �3:4��

Comme v1
G=S est localement libre ce morphisme est surjectif aÁ noyau neÂ-

gligeable. L'affirmation reÂsulte alors de (3.8) et de (3.12). C.Q.F.D.

PREUVE. de (3.1). D'apreÁs (ii) G0 � G�S S0 veÂrifie (A), alors G� veÂrifie

(A) comme on le voit immeÂdiatement par deÂfinition de G�. D'apreÁs (3.13) K

veÂrifie (A) et (B). Donc G satisfait (A) d'apreÁs (3.9), (ii). C.Q.F.D.

On reprend les notations de (1.4.4).

PROPOSITION 3.14. Soit A un anneau artinien. Les fleÁches

HomSÿgr J0;G
ÿ � ÿ!r F(G)

et

HomSÿgr J;G� � ÿ!r
�

F�(G)

sont des isomorphismes.

REMARQUE 3.15. Dans (3.14) le fait que G soit seÂpareÂ n'intervient

pas.

Le deÂvissage donneÂ par la Proposition (3.1) rameÁne la preuve de (3.14)

au cas d'un corps de base, et l'on sait que tout k-scheÂma en groupes est

seÂpareÂ.
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NOTATION 3.16. Soit A un anneau local complet et mA son ideÂal ma-

ximal. Si X (resp. f : Xÿ!Y) est un A-scheÂma (A-morphisme) on deÂsigne

par bX (resp. bf ) le compleÂteÂ formel de X le long de X 0 � X �A Spec (A=mA)� �
(resp. le prolongement de f aux compleÂteÂs). Noter que si G est un A-scheÂma

en groupes alors bG est muni d'une structure de groupe.

Le reÂsultat suivant nous sera utilise par la suite

PROPOSITION 3.17. Soit A un anneau local complet. Soit G un A-scheÂma

en groupes lisse. Soit a 2 G A[[t]][tÿ1]
ÿ � � G(U). Il existe un A-homomor-

phisme unique

f : bJ0ÿ! bG
et une section d de G au-dessus de X � Spf A[[t]]� � tel queba � f � bWT� �d:

PREUVE. Posons

U(n) � U�A Spec A=mn�1
A

ÿ �
;

a(n) � a�A Spec A=mn�1
A

ÿ �
;

G(n) � G�A Spec A=mn�1
A

ÿ �
; . . . etc:

D'apreÁs (3.14) on a pour tout entier n � 0 un unique A=mn�1
A -homomor-

phisme

f (n) : J0
ÿ �(n)ÿ!G(n)

tel que

d(n) � a(n) f (n) � W0
T

ÿ �(n)
� �ÿ1

2 G X(n)
� �

:

On construit ainsi, de proche en proche, un systeÁme projectif

f � f (n)
ÿ �

(n � 0) de A-homomorphismes et un autre d � ÿd(n)
�
(n � 0) de

A-morphismes dans G. Il est clair que f et d satisfont aÁ la condition de

l'eÂnonceÂ. (Noter que comme A[[T]] est local complet, d provient d'un eÂleÂ-

ment de G omb(X)� �.) C.Q.F.D.

4. Preuve de (1.4.4) dans le cas d'un trait complet S de base

(4.1). On deÂsigne par V un anneau de valuation discreÁte complet, par

m son ideÂal maximal, et par K son corps des fractions. On pose
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S � Spec (V ) (trait complet). Soit k � V=m le corps reÂsiduel de V que l'on

peut supposer algeÂbriquement clos par (1.4.6) et par (6.82) de [8].

Soit G un S-scheÂma en groupes lisse commutatif et seÂpareÂ. Soit G0 � G

le S-sous-groupe ouvert dont les fibres geÂomeÂtriques sont les composantes

connexes de l'indentiteÂ (composantes neutre de G0).

On reprend ici les notations de (1.3). On pose X � X(0) (compleÂteÂ formel

de P1
S le long de D(0)) et B � G X;OX� �. On note par T (resp. T0) la section de

B (resp. B(1)) donneÂe par T (resp. Tÿ1), ouÁ T deÂsigne la fonction meÂro-

morphe de P1
S deÂfinie dans (1.3). On a alors B � V [[T]] (resp. B(1) �

V [[T0]]),

omb X(0)� � � omb(X) � Spec V [[T]]� � resp: omb(X(1)) � Spec V [[T0]]� �� �;
U(0) � U � Spec V [[T]][Tÿ1]

ÿ �
resp: U(1)) � Spec V [[T0]][T0 ÿ1]

ÿ �ÿ �
;

On pose J � (0) J. Avec la notation (1.3.25) on a une section W1
T (resp. W0

T) de

J (resp. J0) au-dessus de U tel que la restriction aÁ U coõÈncide avec W1
T (resp.

W0
T) (cf. (1.3.9)). On a la deÂcomposition suivante

W0
T � Tÿ1(1ÿTÿ1T)ÿ1 resp: W0

T � tÿ1(1ÿ tÿ1T)ÿ1
� �

(4.1.1)

qui correspond aÁ la deÂcomposition en produit direct J0 � GmS � ^0. On

note par mW0
T (resp. mW0

T) la section de GmS au-dessus de U (resp.U) donneÂe

par Tÿ1 (resp. tÿ1), et par uW0
T (resp. uW0

T) la section de ^0 au-dessus de U

(resp. U) donneÂe par 1ÿ Tÿ1T (resp. 1ÿ tÿ1T).

LEMME 4.1.2. Soit a 2 G(U). Il existe alors a0 2 G0(U) tel que

a � a0 mod G(omb(X))� �:
PREUVE. Soit ak l'image de a dans G(Ufkg) (k � V=m). Par [6] on a une

suite exacte de k-groupes

1ÿ!G0
kÿ!Gk ÿ!r Gkÿ! 1 ;

ouÁ Gk deÂsigne un k-groupe eÂtale constant. La section p(ak) se prolonge en

une section p(ak) de Gk au-dessus de Spec k[[T]]� � � omb(Xk). Il existe alors

un releÁvement bk de p(ak) aÁ Gk, G0
k eÂtant lisse. Comme G est un S-scheÂma

lisse, la section bk de G au-dessus de Spec ((V=m)[[T]]) se releÁve en une

section b de G au-dessus de X et aÁ fortiori au-dessus de

omb(X) � Spec (V [[T]]). Puisque akb
ÿ1
k 2 G0(Uk) (par construction de b)

et comme G0 est ouvert il existe un voisinage ouvert V de

Uk � Spec (k[[T]][Tÿ1]) dans U tel que a � bÿ1(V) � G0. Alors a0 � a � bÿ1

veÂrifie la condition de l'eÂnonceÂ. En effet l'ouvert a0 ÿ1(G0) contient la fibre
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fermeÂe Uk, et induit sur la fibre geÂneÂrique UK un ouvert fermeÂ (car G0
K est

ouvert et fermeÂ dans GK) non-vide contenant UK donc eÂgal aÁ UK

(U � Uk

`
UK). C.Q.F.D.

REMARQUE 4.1.3. On peut, d'apreÁs (4.1.2), supposer par la suite G aÁ

fibre connexes, c.aÁ.d. G � G0, et donc qu'il est repreÂsentable par un S-

scheÂma de preÂsentation finie.

Notons que si le theÂoreÁme (1.4.4) est vrai alors la deÂcomposition en

produit direct J0 � GmS � ^0 doit neÂcessairement se refleÂter dans

G(U)=G(omb(X)).

Soit a � h � W0
T, la deÂcomposition

W0
T � mW0

T;
u W0

T

ÿ � 2 GmS(U)� ^0(U)

donne lieu aÁ deux sections ma � h �m WT et ua � h � u WT de G au-dessus de

U tel que a �m a ua. Ce qui entraõÃne la deÂcomposition de G(U)=G(omb(X))

en produit direct.

On reprend ici les notations de (3.17) avec A � V et mA � m. Soit

a 2 G(U), d'apreÁs (3.17) quitte aÁ multiplier a par d 2 G(omb(X)), on peut

supposer que pour tout entier n � 0 il existe un V=mn�1-homomorphisme

f (n) : J0
ÿ �(n)ÿ!G(n)

avec a(n) � f (n) � W0
T

ÿ �(n)
. On pose W0

T

ÿ �(n)� ( mW0
T)(n); ( uW0

T)(n)
� �

et

ma(n) � f (n) � mW0
T

ÿ �(n)

resp: ua(n) � f (n) � uW0
T

ÿ �(n)
� �

:

On pose f � f (n)
ÿ � 2 HomSÿgr

bJ0; bG� �
. On a alors avec la convention (3.16) :

ba � f � bW0
T:(4.1.4)

On pose mW0 �m W0
T , uW0 � u W0

T et on introduit maintenant les S-

morphismes formels suivants

mba � f �m bW0 : bUÿ! bG(4.1.5)

et

uba � f � u bW0 : bUÿ! bG:(4.1.5 bis)

En fait on a mba � ma(n)
ÿ �

(resp. uba � ua(n)
ÿ �

) (n � 0), et ba �m ba uba.
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Terminologie et notation (i). Soit X un S-scheÂma. On deÂsigne par bX le

compleÂteÂ formel de X pour la topologie m-adique et on l'appelle la fibre

formelle de X. Soit f : Xÿ!Y un morphisme de S-scheÂmas. On deÂsigne

par bf : bXÿ! bY le S-morphisme de scheÂmas formels induit par f et on

appelle la fibre formelle de f (cf. (3.16)).

(ii) Soit n � 1. On deÂsigne toujours par W0
T � W0 le morphisme composeÂ

U ÿ!W
0
T

J0ÿ!J0
n:

Expliquons la strateÂgie de la preuve de (1.4.4) pour un trait complet de

base S. On introduit aÁ partir du morphisme formel

ba resp: mba; u ba� � : bUÿ!G

(cf. (4.1.5) et (4.1.5) bis) un S-morphisme formel

a resp: ma; u a� � : bUÿ!G

redonnant ba (resp. mba; u ba) par composition avec bU � bU(0)ÿ! bU (cf. (4.1.19),

(ii) et (4.1.24)). Dans (4.1.6) on prouve que mba et uba sont algeÂbrisables. Pour

cela il faut consideÂrer la trace trun
a (resp. trUn a) de a (resp. a) par rapport aÁ

un certain morphisme fini un : Uÿ!U (resp. U : Uÿ!U) (cf. (4.1.8) et

(4.1.9)), et utiliser une proprieÂteÂ de pureteÂ pour les sections d'un S-scheÂma

en groupes aÁ valeur dans omb(X) (cf. (4.1.15)). On montre finalement que mba
est eÂgal aÁ la fibre formelle de trun

a pour n convenable. Au (4.2) on deÂmontre

le lemme d'algeÂbrisation (4.2.1) pour un morphisme c : omb bU� �
K
ÿ!PN

K

dont la composition avec

omb bU(0)

� �
K

resp: omb bU(1)

� �
K

� �
ÿ! omb bU� �

K

provient d'un morphisme

U(0)K resp: U(1)K� �ÿ!PN
K :

A l'aide du lemme citeÂ on prouve que ma et ua sont algeÂbrisables dans un

sens preÂciseÂ au lemme (4.3.8). A partir de ce fait on prouve que mf et uf sont

algeÂbrisables (cf. Propositions (4.3.13) et (4.4.24)).

On deÂmontre d'abord la

PROPOSITION 4.1.6. Le S-morphisme formel mba : bUÿ! bG (resp.
uba : bUÿ! bG) est algeÂbrisable, c.aÁ.d. il existe un S-morphisme

ma : Uÿ!G resp: ua : Uÿ!G� �
qui redonne mba (resp. uba) par passage aÁ la fibre formelle. On a a �m a ua.
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Notons que l'on a :

U � P1
S ÿD � Spec (V [T;Tÿ1]) �cf: �1:3:4��:(4.1.7)

Soit

U : U � P1
S ÿDÿ!P1

S ÿD(4.1.8)

le S-morphisme fini correspondant au V -homomorphisme V [T;Tÿ1]ÿ!
V [T;Tÿ1] faisant correspondre Tn aÁ T. Soit

un : Uÿ!U(4.1.9)

la restriction de Un aÁ U, c.aÁ.d. le S-morphisme fini qui correspond au V -

homomorphisme V [[T]][Tÿ1]ÿ!V [[T]][Tÿ1] deÂfini par Tÿ!Tn. On con-

feÁre aÁ [7], Ch. XVII, 6.2.3 pour la preuve du reÂsultat suivant

PROPOSITION 4.1.10. On peut d'une et d'une seule facËon deÂfinir, pour

tout morphisme f : Xÿ!S, seÂpareÂ, plat de preÂsentation finie, et quasi-

fini, et tout faisceau abeÂlien F sur S, un morphisme trace

Trf : f! f �Fÿ!F

(On deÂsigne par f!;F le sous-faisceau de f�F dont les sections sur un U eÂtale

sur S sont les sections de F sur U �S X dont le support est propre au-dessus

de U) redonnant le morphisme trace habituel si S est le spectre d'un corps,

de sorte que les conditions suivantes soient veÂrifieÂes :

(i) Trf est fonctoriel sur F.

(ii) Trf est compatible aÁ tout changement de base.

LEMME 4.1.11. On a les eÂgaliteÂs suivantes :

trun
W0

T � (ÿ 1)n�1(tÿ Tn)ÿ1

et

trun
W1

T � (ÿ 1)n�1Tn(tÿ Tn)ÿ1:

PREUVE. En vertu de (ii) de (4.1.10) il suffira de montrer l'eÂgaliteÂ en se

placËant sur Z, et comme J est seÂpareÂ au-dessus de Z, il suffit de la veÂrifier

apreÁs le changement de base

Spec (Q)ÿ!Spec (Z):

Soit Q0 l'extension de Q engendreÂe par les racines n-eÁme de l'uniteÂ :

u1; u2; . . . ; un. Il suffit alors de calculer la trace de la section
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(tÿ T)ÿ1 2 J Q0[t; tÿ1]
ÿ �

par rapport au morphisme eÂtale

Spec Q0[t; tÿ1]
ÿ �ÿ!Spec Q0[t0; t0 ÿ1]

ÿ �
;

donneÂ par t0 ÿ! tn. Or on a l'eÂgaliteÂ :

(u1tÿ T)ÿ1 (u2tÿ T)ÿ1 . . . (untÿ T)ÿ1 � (ÿ 1)n�1(t0 ÿ Tn)ÿ1:

Ce qui montre bien la premieÁre formule (par (ii) de (4.1.10)). La deuxieÁme

en reÂsulte. C.Q.F.D.

LEMME 4.1.12. Soit k un corps et Gk un k-groupe lisse. Soit

a 2 Gk(k[[T]][Tÿ1]). Il existe un entier n > 0 tel que

trun0 a � trun00 a mod Gk(k[[T]])� �

si n0;n00 � n, et si n0 et n00 sont impairs.

PREUVE. Puisque l'on a prouveÂ (1.4.4) pour le cas d'un corps de base

(cf. § 2), on peut supposer qu'il existe un entier n > 0 et un k-homomor-

phisme h : J0
nÿ!Gk tel que a � h � W0

T. Il suffit alors de veÂrifier l'affir-

mation pour a eÂgal au morphisme composeÂU ÿ!W
0
T

J0ÿ!J0
n en vertu de (i)

de (4.1.10), ce qui immeÂdiat aÁ partir de (4.1.11). C.Q.F.D.

Si F : Xÿ!Y est un S-morphisme rationnel du scheÂma X dans un

S-scheÂma seÂpareÂ localement de type fini Y . On note par dom(F) � X le

plus grand ouvert de deÂfinition de F dans X. Soient

pr1 resp: pr2� � : omb(X�S X)ÿ! omb(X)

la projection sur le premier (resp. deuxieÁme) facteur, et

D : omb(X)ÿ! omb(X�S X)

le morphisme diagonal. Supposons que G soit un S-scheÂma en groupes

seÂpareÂ et localement de type fini. Soit p � (m;T) � V [[T]] l'ideÂal maximal

engendreÂ par m et par T. Notons par x 2 omb(X) le point qui correspond

aÁ p. Soit

F : omb(X)ÿ fxgÿ!G(4.1.13)

un S-morphisme. Soit

H : omb(X�S X)ÿ!G(4.1.14)
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le S-morphisme rationnel deÂfini par

H � (F � pr1)(F � pr2)ÿ1:

PROPOSITION 4.1.15. Avec les notations ci-dessus on a que F admet un

unique prolongement

F : omb(X)ÿ!G:

Prouvons d'abord le

LEMME 4.1.16. Soit H deÂfini comme ci-dessus. On a alors l'eÂgaliteÂ

suivante entre parties ouvertes de omb(X)

dom(F) � Dÿ1(dom(H)):

PREUVE. On a dom(F)� Dÿ1(dom(H)). En effet si x2 dom(F)� omb(X)

et si l'on pose y � D(x), on a pr1(y) � pr2(y) � x, et par deÂfinition de H on a

y 2 dom(H).

Prouvons que Dÿ1 dom(H)� � � dom(F). Le S-morphisme pr1 :

omb(X�S X)ÿ! omb(X) eÂtant fideÁlement plat, et le diagramme suivant

commutatif

F admet alors un prolognement aÁ x 2 omb(X) si et seulement si la fibre de

la restrction pr1jdom(H(F � pr2)) en x est non-vide.

Soit x 2 omb(X) tel que D(x) 2 dom(H). Soit q l'ideÂal premier de V [[T]]

correspondant aÁ x. Posons q � qV [[T]]� �b
V V [[T]]. Il est clair que q est

premier. Soit y le point de omb(X�S X) donneÂ par q. On veÂrifie que

pr2(y) 2 dom(F) car le point geÂneÂrique d'une fibre de omb(X)ÿ!S ap-

partient toujours aÁ dom(F). D'autre part on a que y 2 dom(H), car y est

une geÂneÂrisation de D(x). Il en reÂsulte qu'au point y les morphismes H et

F � pr2 sont deÂfinis. Ainsi la fibre de pr1jdom(H(F � pr2)) en x est non-

vide, d'ouÁ x 2 dom(F). C.Q.F.D.

PREUVE. de (4.1.15). Soit U un ouvert affine de G voisinage de l'i-

mage de S par la section identiteÂ eG de G. Cet ouvert existe car S est

local. Le S-morphisme rationnel H : omb(X�S X)ÿ!G donne lieu aÁ un
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S-morphisme rationnel

H0 : omb(X�S X)ÿ!U:

En plus on a

Dÿ1 dom(H0)� � � Dÿ1(dom(H)):

En effet si H admet un prolongement aÁ D(x) (x 2 omb(X)) on a neÂcessai-

rement H D(x)� � � eG(x0), ouÁ x0 deÂsigne l'image de x par omb(X)ÿ!S, car G

est seÂpareÂ sur S.

D'autre part omb(X�S X) est une scheÂma reÂgulier, donc normal.

L'ouvert U eÂtant affine, le compleÂmentaire omb(X�S X)-dom(H0) de

dom(H0) dans omb(X�S X) est une reÂunion de composantes irreÂductibles

de codimension 1 dans omb(X�S X). Soit Z une telle composante. Il existe

f 2 V [[T]] b
V V [[T]] tel que Z � V ( f ). Soit f 0 l'image de f par

V [[T]]
V V [[T]]ÿ! V [[T]]
V V [[T]]

T 
 1ÿ 1
 T� � ' V [[T]] :

On a alors

Dÿ1(Z) � V ( f 0):

Comme V [[T]] est un anneau reÂgulier alors V ( f 0) est soit une reÂunion de

composantes irreÂductibles de codimension 1 soit vide. Par (4.1.16) on a

omb(X)ÿ Dÿ1(dom(H0)) � omb(X)ÿ Dÿ1(dom(H)) � omb(X)ÿ dom(F)

donc on trouve que omb(X)ÿ dom(F) est soit une reÂunion de compo-

santes irreÂductibles de codimension 1 soit vide. Par hypotheÁse on a

alors omb(X)ÿ dom(F) �1, c.aÁ.d. F admet un prolongement aÁ

omb(X). C.Q.F.D.

COROLLAIRE 4.1.17. Soit a 2 G(U) tel que afKg 2 G(omb(XK)). On a

alors que a 2 G(omb(X)).

PREUVE. Comme U
`

omb(XK)ÿ! omb(X) donne lieu aÁ un recou-

vrement fpqc de omb(X)ÿ fxg � U [ omb(XK). On a alors que a admet un

prolongement aÁ omb(X)ÿ fxg, et on conclut par (4.1.15). C.Q.F.D.

COROLLAIRE 4.1.18. Soit a 2 G(U). Il existe un entier n > 0 tel que :

trun0 a � trun00 a mod G(omb(X))� �
si n0;n00 � n sont des entiers impairs.
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PREUVE. Par (4.1.12) il existe un entier n tel que

trun0 afKg � trun00 afKg mod GK(omb(XK))� �

si n0;n00 � n sont impairs. La restriction de

b � trun0 a
ÿ �

trun00 a
ÿ �ÿ12 G(U)

aÁ UfKg admet un prolongement aÁ omb(XK) en vertu de (4.1.12).

On conclut que b 2 G(omb(X)) par (4.1.17). C.Q.F.D.

REMARQUE 4.1.19. (i) - Soit W0
T 2 J0(U) la section deÂfinie dans (1.3.25).

On peut alors eÂcrire

W0
T � Tÿ T� �ÿ1:

La deÂmonstration de (4.1.11) donne

trUn W
0
T � (ÿ 1)n�1 Tÿ Tn� �ÿ1:

(ii) - Soit a 2 G(U) veÂrifiant la condition (4.1.4), ba � f � bW0
T . Soit a� f � bW0

T.

On a alors un diagramme commutatif :

LEMME 4.1.20. Soit a 2 G(U) comme dans (ii) ci-dessus. Il existe alors

un entier n > 0 tel que trun0 a � trun00 a, si n0;n00 � n sont des entiers im-

pairs.

PREUVE. Montrons que l'entier n obtenu aÁ partir de a par (4.1.18)

veÂrifie la condition de l'eÂnonceÂ. Il reÂsulte de (i), (4.1.9) que pour tout couple

d'entiers impairs n0;n00 on a

trUn0 W
0
T

ÿ �
trUn00 W

0
T

ÿ �ÿ1� (1ÿ TTn0 )ÿ1(1ÿTÿ1Tn00 ):(� )

D'ouÁ il reÂsulte que trUn0 W
0
T

ÿ �
trUn00 W

0
T

ÿ �ÿ1
admet un prolognement aÁ

P1
S ÿD(0). Par deÂfinition de a on a, pour tout entier n > 0, l'eÂgaliteÂ
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suivante

trUn0 a
(n)

ÿ �
trUn00 a

(n)
ÿ �ÿ1� f (n) trUn0 W

0
T

ÿ �
trUn00 W

0
T

ÿ �ÿ1
� �(n)
� �

�cf: �4:1:10��

Si n0;n00 > n la section

b(n) � trUn0 a
(n)

ÿ �
trUn00 a

(n)
ÿ �ÿ1

de G(n) au-dessus de U(n) � (P1
S)(n) ÿD(n)

(0) , admet un prolongement aÁ (P1
S)(n)

car la restriction

b(n)jU(n) � trun0 a
(n)

ÿ �
trun00 a

(n)
ÿ �ÿ1

admet un prolongement aÁ omb(X)(n). On a ainsi un S(n)-morphisme de la

droite projective P1
S(n) dans G(n) qui est alors constant (cf. Exp. XVIII, [7]).

D'autre part d'apreÁs (� ) il reÂsulte que la restriction de b(n) aÁ D(n)
(1) � (P1

S)(n)

coõÈncide avec la section identiteÂ de G(n) au-dessus de D(n)
(1) . On en deÂduit

pour n0;n00 > n que pour tout entier n > 0 on a

trUn0 a
(n) � trUn00 a

(n)

et aÁ fortiori

trun0 a
(n) � trun00 a

(n) d'ouÁ trun0 a � trun00 a :

C.Q.F.D.

PREUVE. de la Proposition (4.1.6).

Soit n un entier comme dans (4.1.20), et ` > n un entier impair. Si

n 2 N il existe n(n) 2 N pair tel que n(n) > n et f (n) se factorise par

(J0)(n)ÿ! J0
n(n)

ÿ �(n)
. D'apreÁs (4.1.20) on a tru` a � trun(n)�1

a, d'ouÁ tru` a
(n) �

trun(n)�1
a(n). D'autre part, par (4.1.11), on a, pour tout n > 0,

trun(n)�1
a(n) �m a(n) ;

d'ouÁ tru` a� �(n)� tru` a
(n) �m a(n), donc mba est algeÂbrisable. En fait mba est la

fibre formelle de ma � tru` a . C.Q.F.D.

Posons

W0
T �m W0

T
uW0

T;(4.1.21)

ouÁ mW0
T : Uÿ!GmS (resp. uW0

T : Uÿ!^0) est donneÂe par la section de

GmS au-dessus de U, donneÂe par la restriction de Tÿ1 aÁ U (resp. de ^0
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au-dessus de U donneÂe par la section (1ÿ Tÿ1T)ÿ1) (cf. (4.1.1)). Avec les

notations de (1.3) et celles ci-dessus on a le diagramme commutatif

suivant

(4.1.22)

Le S-morphisme formel

est eÂgal aÁ la fibre formelle mba de ma. D'autre part il reÂsulte d'apreÁs (4.1.22)

que le morphisme composeÂ

est eÂgal aÁ

f � mbW0
ÿ �ÿ1� mba� �ÿ1 ;(4.1.23)

d'ouÁ il reÂsulte qu'il est eÂgal aÁ la fibre formelle de maÿ1, donc qu'il est al-

geÂbrisable.

DEÂ FINITION 4.1.23. On pose

ma � f �m bW0
T resp: ua � f � u bW0

T

ÿ �
;

d'ouÁ

a �m a ua:

80 Carlos Contou-CarreÁre



On a alors le diagramme commutatif

Notons que ua : bUÿ!G admet un prolongement aÁ bU(1), ouÁ

U(1) � P1
S ÿD(0) (cf. (1.3.4)). En effet ua � f � u bW0

T, et uW0
T est donneÂ par la

section (1ÿ Tÿ1T) de ^0 au-dessus de U, qui admet un prolongement

eÂvident aÁ U(1). Ce qui suffit aÁ prouver que omb( ua) composeÂ avec

omb bU(1)

� �
ÿ! omb(bU) se factorise par un morphisme omb(X(1))ÿ!G, et

aÁ fortiori par U(1)ÿ!G.

On a alors la

PROPOSITION 4.1.25. Le morphisme

ma : bUÿ! bG
veÂrifie la condition suivante : la restriction de ma aÁ bU(0) (resp. bU(1))

s'obtient par passage aÁ la fibre formelle aÁ partir du morphisme

trun
a : Uÿ!G resp: trun

a� �ÿ1: Uÿ!G
� �

pour un entier n convenable.

Il s'agit maintenant de montrer, aÁ partir de (4.1.25), que le morphisme
ma (resp. ua) provient, par passage aÁ la fibre formelle, d'un S-morphisme

W ÿ!G, ouÁ W deÂsigne un voisinage ouvert de la fibre speÂciale Uk de U.

Le S-scheÂma G eÂtant seÂpareÂ et de preÂsentation finie, on a alors un S-

morphisme de scheÂmas

omb( ma) resp: omb( ua)� � : omb(bU)ÿ!G(4.1.26)

induisant mba (resp. uba) par restriction aÁ bUÿ! omb(bU). D'autre part la

fibre geÂneÂrique GK de G est un K-scheÂma en groupes lisse et connexe, et

l'on sait alors que GK est une K-varieÂteÂ quasi-projective. Il existe alors une

immersion dans un K-espace projectif

i : GK ÿ!PN
K :(4.1.27)

COROLLAIRE 4.1.28. Le K-morphisme

i � omb( ma)K resp: i � omb( ua)K� � : omb(bU)K ÿ!PN
K
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obtenu en composant la fibre geÂneÂrique omb( ma)K resp: omb( ua)K� � de

(4.1.26) avec i, veÂrifie les conditions :

a) - La composition de i � omb( ma)K resp: i � omb( ua)K� � avec

omb
�bU(0)

�
K
ÿ! omb(bU)K provient d'un K-morphisme U(0)K

ÿ!PN
K

par composition avec omb bU(0)

� �
K
ÿ!U(0)K.

b) - La composition de i � omb( ma)K resp: i � omb( ua)K� � avec

omb bU(1)

� �
K
ÿ! omb(bU)K provient d'un K-morphisme U(1)K

ÿ!PN
K par

composition avec omb bU(1)

� �
K
ÿ!U(1)K. Notons que ua : bUÿ!G admet

un prolongement aÁ bU(1), ouÁ U(1) � P1
S ÿD(0) (cf. (1.3.4)). En effet

ua � f � u bW0
T et uW0

T est donneÂ par la section (1ÿ Tÿ1T)ÿ1 de ^0 au-dessus

de U, qui admet un prolongement eÂvident aÁ U(1) . Ce qui suffit aÁ prouver

que omb( ua) composeÂ avec omb(bU(1))ÿ! omb(bU) se factorise par un

morphisme omb(X(1))ÿ!G.

(4.2) Le but de ce numeÂro est de prouver le

LEMME D'ALGEÂ BRISATION (4.2.1). On reprend les notations du numeÂro

preÂceÂdent. Soit

c : omb(bU)K ÿ!PN
K

un K-morphisme tel qu'il existe un diagramme commutatif :

Alors in existe un K-morphisme

c : UK ÿ!PN
K

et un diagramme commutatif
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Soient V [T]^ (resp. V [Tÿ1]^) le compleÂteÂ formel de V [T] (resp. V [Tÿ1])

pour la topologie m-adique, et V [T;Tÿ1]^ le compleÂteÂ formel de V [T;Tÿ1]

pour la topologie m-adique. Noter que

bU � Spf V [T;Tÿ1]^
ÿ �

;(4.2.2)

d'ouÁ

omb(bU) � Spec V [T;Tÿ1]^
ÿ �

:(4.2.3)

D'autre part on a

bU(0) � Spf V [T]^
ÿ �

resp: bU(1) � Spf V [Tÿ1]^
ÿ �� �

(4.2.4)

et

(4.2.5) omb bU(0)

� �
� Spec V [T]^

ÿ �
resp: omb bU(1)

� �
� Spec V [Tÿ1]^

ÿ �� �
L'anneau V [T]^ est un anneau de Zariski et comme

V [T;Tÿ1]^ � V [T]^fTg (localiseÂ compleÂteÂ de V [T]^�(4.2.6)

il en reÂsulte que le morphisme

omb(bU)
a

omb X(0)� �ÿ! omb bU(0)

� �
(4.2.7)

resp: omb(bU)
a

omb X(1)� �ÿ! omb bU(1)

� �� �
est fideÁlement plat.

L'anneau V [[T][Tÿ1]^ obtenu comme le compleÂteÂ formel de V [[T]][Tÿ1]

pour la topologie m-adique est un anneau de valuation discreÁte de corps

reÂsiduel k[[T]][Tÿ1]. Le criteÁre valuatif de propreteÂ donne alors le

LEMME 4.2.8. Avec les notations de (4.2.1). Il existe un diagramme

commutatif :
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Noter que omb(X(0)) (resp. omb(X(1))) est un scheÂma local. Soit

x(0) 2 omb(X(0)) (resp. x(1) 2 omb(X(1))) le point fermeÂ. Le S-morphisme

omb bU(0)

� � a
U(0)K

a
omb(X(0)K)ÿ! omb(X(0))ÿ fx(0)g(4.2.9)

resp: omb bU(1)

� � a
U(1)K

a
omb(X(1)K)ÿ! omb(X(1))ÿ fx(1)g

� �
est fideÁlement plat. D'autre part le morphisme

U(0)K ÿ!PN
K resp: U(1)ÿ!PN

K

� �
;(4.2.10)

donneÂ par l'hypotheÁse de (4.2.1), composeÂ avec

U(0)fKg � Spec K[[T]][Tÿ1]
ÿ �ÿ!U(0)K

resp: U(1)fKg � Spec K[[Tÿ1]][T]
ÿ �ÿ!U(1)K

ÿ �
admet un prolongement

omb(X(0)K)ÿ!PN
K resp: omb(X(1)K)ÿ!PN

K

� �
(4.2.11)

en vertu du criteÁre valuatif de propreteÂ. GraÃce au morphisme fideÁlement

plat (4.2.9) et aÁ partir des morphismes donneÂs par (4.2.8), (4.2.10) et (4.2.11)

on deÂmontre le

LEMME 4.2.12. Avec les notations de (4.2.1). Il existe un diagramme

commutatif

Il existe un eÂclatement (cf. [12])

Z(0)ÿ! omb(X(0)) resp: Z(1)ÿ! omb(X(1))� �(4.2.13)

de centre un sous-scheÂma fermeÂ t(0) (resp. t(1)) de support x(0) (resp. x(1)),

et un diagramme commutatif

(4.2.14)
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D'autre part il reÂsulte du criteÁre valuatif de propreteÂ qu'il existe un diviseur

d de la fibre speÂciale omb(bU)k � Uk et un diagramme commutatif :

(4.2.15)

On peut alors trouver un eÂclatement

Y ÿ!P1
V(4.2.16)

ayant pour centre un sous-scheÂma fermeÂ T de P1
V de meÃme support que d,

tel que si l'on pose omb(bU)0 � omb(bU)�P1
V

Y on a les diagrammes com-

mutatifs

(4.2.17)

et

(4.2.17 bis)

ouÁ la fleÁche diagonale est eÂgale au morphisme composeÂ de c avec PN
K ,!PN

V .

REMARQUE 4.2.18. Il est clair que omb(bU)0 s'identifie aÁ l'eÂclatement de

omb(bU) de centre le sous-scheÂma omb(bU)�P1
V

T. En effet, soient A un

anneau, Aÿ!A0 une extension fideÁlement plate, et q � A un ideÂal.

Posons

X � Spec (A) resp: X 0 � Spec (A0); q0 � qA0� ;

~X � Proj A� q� q2 . . .
ÿ �

; ~X 0 � Proj A0 � q0 � q02 � . . .
ÿ ��

:

On a alors
~X 0 ' ~X �A X 0:
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Il en reÂsulte, si l'on pose U0 � U �P1
V

Y, que le compleÂteÂ formel bU0 de U0,
pour la topologie m-adique, s'identifie canoniquement au compleÂteÂ formel

omb(bU)0
� �^

, pour la topologie m-adique, de omb(bU)0. En effet, le mor-

phisme omb(bU)ÿ!U est plat, et pour tout entier n > 0 il induit un iso-

morphisme des voisinages n-eÁmes.

omb(bU)0n � omb(bU)n �P1
V

Y ÿ!U0n � Un �P1
V

Y :

Soit T � P1
V un sous-scheÂma fermeÂ ayant son support contenu dans

d [ fx(0)g [ fx(1)g tel que :

(i) U �P1
V

T � T ,

(ii) omb(X(0))�P1
V

T � t(0) ,

(iii) omb(X(1))�P1
V

T � t(1) .

Soit

Zÿ!P1
V(4.2.19)

l'eÂclatement de P1
V de centre T. On a alors

ZU � U �P1
V

Z � U �P1
V

Y ; Z(0) � omb(X(0))�P1
V

Z;

et Z(1) � omb(X(1))�P1
V

Z:

Posons

omb bU(0)

� �0
� omb bU(0)

� �
�P1

V
Z(4.2.20)

resp: omb bU(1)

� �0� omb bU(1)

� �
�P1

V
Z

� �
;

et notons par omb bU(0)

� �0� �^
resp: omb bU(1)

� �0� �^� �
son compleÂteÂ for-

mel.

Comme le morphisme (4.2.7) est fideÁlement plat on en deÂduit aÁ partir de

(4.2.18) et (4.2.7) que le morphisme

omb(bU)0
a

Z(0)ÿ! omb bU(0)

� �0
(4.2.21)

resp: omb(bU)0
a

Z(1)ÿ! omb bU(1)

� �0� �
l'est aussi. On deÂfinit un V -morphisme

omb(bU(0))
0 ÿ!PN

V(4.2.22)

resp: omb(bU(1))
0 ÿ!PN

V

� �
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aÁ partir du morphisme omb(bU)0 ÿ!PN
V donneÂ par (4.2.17), et du morphisme

Z(0)ÿ!PN
V (resp. Z(1)ÿ!PN

V ) donneÂ par (4.2.14), graÃce au fait que (4.2.21)

est un morphisme fideÁlement plat. Soit

U0(0) � U(0) �P1
V

Z resp: U0(1) � U(1) �P1
V

Z
� �

;(4.2.23)

et deÂsignons par bU0(0) (resp. bU0(1)) le compleÂteÂ formel de U0(0) (resp. U0(1))

pour la topologie m-adique.

On a alors l'isomorphisme de V -scheÂmas formels

bU0(0) ' omb bU(0)

� �0� �^
(4.2.24)

resp: bU0(1) ' omb bU(1)

� �0� �^� �
:

Notons que bU0(0) et bU 0(1) sont des ouverts du compleÂteÂ formel bZ de Z et que

bZ � bU0(0) [ bU0(1) resp: bU0 � bU0(0) \ bU 0(1)

� �
:(4.2.25)

D'autre part il est facile de veÂrifier que l'on a un diagramme commutatif

(4.2.26)

(cf. (4.2.22)).

Il reÂsulte de (4.2.24) que la fleÁche horizontale supeÂrieure (resp. ver-

ticale aÁ droite) de (4.2.26) induit, par passage aÁ la fibre formelle, un

morphisme bU0(0)ÿ!PN
V resp: bU0(1)ÿ!PN

V

� �
;(4.2.27)

tel que le diagramme suivant :

(4.2.28)
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ouÁ bc0 deÂsigne le morphisme induit par c0 (cf. (4.2.24)), commute. On deÂfinit

ainsi aÁ partir de (4.2.28) (cf. (4.2.25)) un V -morphisme formel

bZÿ!PN
V :(4.2.29)

Le V -scheÂma Z est un V -scheÂma projectif il existe alors un V -morphisme

Zÿ!PN
V(4.2.30)

redonnant (4.2.29) par passage aÁ la fibre formelle. Notons par c : U0 ÿ!PN
V

la restriction de (4.2.30) aÁ U0. On a alors le diagramme commutatif

(4.2.31)

(Le carreÂ commute par deÂfinition de c compte tenu que bU0 ÿ!U0

se factorise par omb(bU)0 ÿ!U0; le triangle supeÂrieur (resp. infeÂrieur)

commute par deÂfinition de c0 (resp. comme on le veÂrifie par re-

striction de c0 aÁ bU0)). A partir du triangle supeÂrieur de (4.2.31) et du

triangle infeÂrieur de (4.2.17) bis on obtient le diagramme commutatif

suivant :

ouÁ la fleÁche diagonale est donneÂe par la diagonale de (4.2.17) bis, et la fleÁche

verticale droite par le composeÂ de la fibre cK : UK ÿ!PN
K de c avec

PN
K ÿ!PN

V . On acheÁve de deÂmontrer ainsi (4.2.1).

(4.3) Soit f : bJ0ÿ! bG deÂfini comme dans (4.1.4). On pose

mf � f jbGmS resp: uf � f j b̂ 0
ÿ �

:(4.3.1)

On a alors aÁ partir de (4.1.24) que

(4.3.1bis) ma�m f �m bW0
T resp:mba�m f �m bW0

T;
u a� u f � u bW0

T;
u ba� u f � u bW0

T

ÿ �
:
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Le but de ce numeÂro est de prouver que mf est algeÂbrisable, c'est-aÁ-dire que

l'on a un diagramme commutatif de S-groupes

CommencËons par prouver que ma (resp. ua) est algeÂbrisable. Soit Uloc le

localiseÂ de l'ouvert U de PN
V par rapport aÁ l'ideÂal premier de deÂfinition de la

fibre speÂciale p � m V [T;Tÿ1], c.aÁ.d.

Uloc � Spec V [T;Tÿ1]p

ÿ �
:(4.3.2)

Noter que le morphisme

omb(bU) � Spec V [T;Tÿ1]^
ÿ �ÿ!Uloc(4.3.3)

est fideÁlement plat. Le lemme d'algeÂbrisation (cf. (4.2.1)) et (4.1.28), ap-

pliqueÂ aÁ

i � omb( ma)K resp: i � omb( ua)K� � : omb(bU)K ÿ!PN
K

donne lieu aÁ un K-morphisme UK ÿ!PN
K et aÁ un diagramme commu-

tatif

(4.3.4)

Comme le morphisme i � omb( ma)K (resp. i � omb( ua)K) se factorise par

i(GK)ÿ!PN
K , et (4.3.3) est fideÁlement plat, on en deÂduit un diagramme

commutatif de K-morphismes

(4.3.5)

Le morphisme horizontal provient alors d'un unique K-morphisme
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Uloc� �K ÿ!GK , par composition avec i, tel que le diagramme suivant

(4.3.6)

est commutatif. Puisque (4.3.3) est fideÁlement plat et omb( ma)K (resp.

omb( ua)K) admet le prolongement omb( ma) (resp. omb( ua)) aÁ omb(bU) il en

reÂsulte un diagramme commutatif

(4.3.7)

Par un argument de preÂsentation finie on clonclut qu'il existe un voi-

sinage ouvert W 0 (resp. W 0
(1)) de la fibre speÂciale Uk (resp. U(1)k), et un

S-morphisme W 0 resp: W 0
(1)

� �
ÿ!G redonnant ma (resp. ua) par pas-

sage aÁ la fibre formelle. Soient W (resp. W(1)) le domaine de deÂfinition

du S-morphisme rationnel donneÂ par W 0 (resp: W 0
(1))ÿ!G, et

W (resp: W(1))ÿ!G le prolongement de W 0 (resp: W 0
(1))ÿ!G aÁ W

(resp. W(1)). On a alors le

LEMME 4.3.8. Il existe un ouvert W � U (resp. W(1) � U(1)) voisinage

de la fibre speÂciale Uk (resp. U(1)k), avec U(0);U(1) � W (resp. W(1)), et un

S-morphisme W (resp: W(1))ÿ!G tel que par passage aÁ la fibre formelle

donne ma (resp. ua).

PREUVE. Soit W (resp. W(1)) comme ci-dessus. Il suffit de prouver

que U(0);U(1) �W (resp: W(1)). Soient p�V [[T]][Tÿ1] un ideÂal premier,

q � p \ V [T;Tÿ1] , Uq � Spec V [T;Tÿ1]q
ÿ �

, et U(0)p � Spec V [[T]][Tÿ1]p
ÿ �

.

Voyons que W (resp: W(1)) � U(0) . Notons que W \Uq 6�1 (resp.

W(1) \Uq 6�1) car le point geÂneÂrique de Uq appartient aÁ W

(resp. W(1) ).

Soient R(U), R(Uq), R(U(0)), R(U(0)p) et R(bU(0)) respectivement le corps

de fractions de U, Uq, U(0), U(0)p, et bU(0). Comme U(0)pÿ!Uq est fideÁlement
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plat il suffit de montrer que le diagramme

(� )

commute, ouÁ la fleÁche horizontale supeÂrieure est induite par

W (resp: W(0))ÿ!G. Or la commutativiteÂ de (� ) deÂcoule de la commu-

tativiteÂ du diagramme obtenu aÁ partir de (� ) en posant Spec (R(bU(0))) aÁ la

place de Spec (R(U(0))); cette commutativiteÂ reÂsultant de (4.3.7), et (4.1.19),

(ii), compte tenu que ma � tru` a et ua � a( ma)ÿ1 pour ` assez grand (cf.

preuve de (4.1.6)). On proceÁde aÁ prouver que U(1) � W comme ci-dessus aÁ

partir du fait que bU(1)ÿ!Uÿ!G est algeÂbrisable. C.Q.F.D.

Comme mW0
T eÂtablit un isomorphisme entre U et GmS, on deÂfinit un S-

morphisme

mW0
T(W)ÿ!G(4.3.9)

comme eÂtant le seul qui rend commutatif le diagramme suivant

(4.3.10)

ouÁ le morphisme horizontal est donneÂ par (4.3.8). Noter que bW � bU, et
mW0

T(W)
ÿ �^� bGmS, et que le diagramme (4.3.10) donne par passage aÁ la

fibre formelle le diagramme

Le morphisme W �W ÿ!GmS composeÂ de mW0
T �m W0

T et la multi-

plication de GmS est fideÁlement plat. En effet la platitude est facilement

veÂrifieÂe et la surjectiviteÂ reÂsulte du lemme (0.33), compte tenu queU(0) �W .

Posons W (2) � W �W . Soit W (2) 0 l'image inverse de mW0
T(W) par

W (2)ÿ!GmS. Il est clair que le compleÂteÂ formel bW (2) 0 de W (2) 0 s'identifie aÁ
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bU � bU. La commutativiteÂ du diagramme suivant

ouÁ la fleÁche horizontale est induite par ma�m a, et la verticale droite par la

multiplication de G, entraõÃne celle de

(4.3.11)

Le morphisme composeÂ W (2) 0 ÿ!G admet un prolongement W (2)ÿ!G,

d'ouÁ par descente fideÁlement plate il reÂsulte que le morphisme
mW0

T(W)ÿ!G admet un prolongement mg : GmSÿ!G. (Noter que
mW0

T(W) est un ouvert scheÂmatiquement dense de GmS et que G est seÂpareÂ).

Comme la fibre formelle mf : bGmSÿ! bG de mg : GmSÿ!G est un S-ho-

momorphisme, il en reÂsulte que mg est un S-homomorphisme de groupes

qui veÂrifie

ma �m g �m W0:(4.3.12)

On a alors la

PROPOSITION 4.3.13. Il existe un S-homomorphisme de groupes
mg : GmSÿ!G dont la fibre formelle mbg coõÈncide avec mf et tel que
ma �m g �m W0.

(4.4) Montrons que uf : b̂ 0ÿ! bG provient par passage aÁ la fibre for-

melle d'un S-homomorphisme ug : ^0ÿ!G, c.aÁ.d. qu'il existe un dia-

gramme commutatif de S-groupes
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La preuve de ce fait suit les meÃmes lignes que celle de (4.3.13). Com-

mencËons par prouver la

PROPOSITION 4.4.1. Il existe un entier n, un S-homomorphisme formel
ufn : b̂ 0

n ÿ! bG0 et un diagramme commutatif

Notons d'abord qu'il reÂsulte de (4.1.11) que

trun

uW0 � (1ÿ tÿ1Tn)ÿ1;(4.4.2)

et de la preuve de (4.1.20) qu'il existe n, tel que n0;n00 � n entraõÃnent que

trun0
ua � trun00

ua:(4.4.3)

LEMME 4.4.4. On a alors que trun0
ua coõÈncide avec la section identiteÂ de

G pour tout entier n0 � n.

(La Preuve de (4.4.4) suit celle de (4.1.6).)

REMARQUE 4.4.5. Posons uf � uf (m)
ÿ �

et uba � ua(m)
ÿ �

et ubW0 �
( uW0)(m)
� �

. Comme on a uf (m) � ( uW0)(m) � u a(m), il en reÂsulte que

uf (m) trun
uW0

ÿ �(m)
� �

, pour tout entier n � n, coõÈncide avec la section iden-

tique de G(m) (au-dessus de U(m)).

Soient 0 � n � p des entiers. On pose

^0
np � Ker ^0

pÿ!^0
nÿ1

� �
;(4.4.6)

et, pour tout n � n � p, on deÂsigne par^0
np[n] le sous-groupe de^0

np dont les

sections sont de la forme 1�P aqTnq (1 � q � [p=n]). On a un S-homo-

morphisme Y
n�n�p

^0
np[n]ÿ!^0

np(4.4.7)

donneÂ par la multiplication de ^0
p.
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On veÂrifie facilement que (4.4.7) est un S-eÂpimorphisme. Soit pour tout

n � n � p,

U[n] �
Y[p=n]�2

k�1

U(k) on pose U(k) � U(0)� �:(4.4.8)

Soit, pour tout n � n � p,

g[n] : U[n]ÿ! ^0
np [n](4.4.9)

le morphisme obtenu en composant

Y[p=n]�2

trun
uW0 : U[n]ÿ!

Y[p=n]�2

^0
np ;

(c.aÁ.d. le morphisme produit ([p=n]� 2)-fois de trun
uW0 : U(0) ÿ!^0

np

(p � n � n)) avec le morphisme induit par le produit ^0
np. Il reÂsulte de (0.33)

que (4.4.9) est fideÁlement plat, et aÁ fortiori que le morphismeY
n�n�p

g[n] :
Y

n�n�p

U[n]ÿ!
Y

n�n�p

^0
np[n](4.4.10)

l'est aussi.

Soit V � Q
n�n�p

^0
np[n] l'ouvert de platitude du morphisme �4:4:7�. Soit

W �
Y

n�n�p

U[n]

l'image inverse de V par
Q

n�n�p
g[n]. Soit V0 � ^0

np l'ouvert image de V par

(4.4.7). Il reÂsulte du theÂoreÁme de platitude geÂneÂrique (cf. [10], pg. 153) et du

theÂoreÁme de platitude par fibres (compte tenu que (4.4.7) est un morphisme

surjectif) que les fibres de V0 sont non-vides. On a alors que le morphisme

V0 � V0 ÿ!^0
np

induit par le produit est fideÁlement plat (encore par le theÂoreÁme de plati-

tude par fibres). Soit W ÿ!^0
np le morphisme composeÂ de la restriction deQ

n�n�p
g[n] aÁ W avec (4.4.7). Il reÂsulte de ce qui preÂceÁde que le morphisme

W �W ÿ!^0
np ;(4.4.11)

obtenu aÁ partir de la multiplication de ^0
np; est fideÁlement plat. Pour tout

n � n � p on a un morphisme

g[n] : U[n]ÿ!G(4.4.12)
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composeÂ de
Q[p=n]�2

trun
ua avec le morphisme

Q[p=n]�2

Gÿ!G donneÂ par la loi

de composition de G. Soit Y
n�n�p

U[n]ÿ!G(4.4.13)

le morphisme obtenu aÁ partir de
Q

n�n�p
g[n] et la loi de composition de G. Soit

W ÿ!G(4.4.14)

le morphisme donneÂ par la restriction de (4.4.13) aÁ W. Soit

W �W ÿ!G(4.4.15)

le morphisme induit par la loi de composition de G aÁ partir de (4.4.14).

PREUVE. de la Proposition (4.4.1)

Posons ( ^0 )(m) � ^0 �S Sm, ouÁ Sm � Spec (V=mm�1) . . .etc.

Soit uf (m) : ( ^0 )(m)ÿ!G(m) la restriction de uf . On montre par un ar-

gument de preÂsentation finie qu'il existe un entier p � n et un Sm-homo-

morphisme uf (m)
p : ( ^0

p )(m)ÿ!G(m) qui permet de factoriser uf (m) aÁ travers

( ^0 )(m)ÿ! ( ^0
p )(m). Il suffit alors de prouver que ( ^0

np )(m) � Ker uf (m)
p . On a

un diagramme commutatif

ouÁ la fleÁche horizontale est induite par (4.4.15), la verticale par (4.4.11), et la

diagonale par la restriction de uf (m)
p aÁ ( ^0

np )(m) � ( ^0
p )(m). Vu que la fleÁche

verticale est fideÁlement plate et la remarque (4.4.5), on en deÂduit que la

restriction de uf (m)
p aÁ ( ^0

np )(m) est l'homomorphisme trivial. C.Q.F.D.

Soient W(1) � U(1) le voisinage de la fibre speÂciale U(1)k et

b : W(1)ÿ!G(4.4.16)

le S-morphisme donneÂs par (4.3.8). La fibre formelle bb de b induit alors ua.

Le morphisme

U � . . .�U
z���������}|���������{(n�1)ÿfois

ÿ!J0
n(4.4.17)
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obtenu aÁ partir de
Qn�1

W0
T et le produit de J0

n est fini et fideÁlement plat. Soit

W(1) � U(1) deÂfini comme dans (4.3.8). Soit

Yn�1

W(1) \U� �ÿ!J0
n(4.4.18)

le morphisme donneÂ par la restriction de (4.4.17) aÁ l'ouvert
Qn�1

W(1) \U.

Son image est un ouvert de J0
n voisinage de la fibre speÂciale (J0

n)k. (Ceci

reÂsulte du fait que W(1) \U est un voisinage de la fibre speÂciale Uk) Soit

W �
Yn�1

W(1) \U� �ÿ!G(4.4.19)

le morphisme obtenu par composition de
Qn�1

b (cf. (4.4.16)) et celui donneÂ

par la loi de composition de G

Yn�1

Gÿ!G:

Soit x un point de la fibre speÂciale (J0
n)k. Notons par (J0

n)x le S-scheÂma lo-

caliseÂ en x du S-scheÂma J0
n, et par

Qn�1

U

� �
x

(resp. Wx) l'image inverse de

(J0
n)x par (4.4.18) (resp. (4.4.19)). Il est clair que

Qn�1

U

� �
x

(resp. Wx) est un

S-scheÂma semi-local, et que
Qn�1

U

� �
�Wx.

LEMME 4.4.20. Le S-morphisme

Yn�1

U

 !
x

ÿ!G

se `̀ descend'' en un S-morphisme

(J0
n)xÿ!G:

Le (4.4.20) reÂsulte du

LEMME 4.21. Soit X un S-scheÂma local noetheÂrien. Soit Y ÿ!X un S-

morphisme fideÁlement plat et fini. Soit Z un S-scheÂma de preÂsentation

finie et seÂpareÂ

Notons par bX (resp. bY ; bZ) le compleÂteÂ formel de X (resp. Y ;Z) le long de

la fibre speÂciale Xk (resp. Yk;Zk). Soit f : bXÿ! bZ un S-morphisme formel

tel qu'il existe un S-morphisme Y ÿ!Z rendant commutatif le dia-
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gramme suivant

Alors le S-morphisme Y ÿ!Z se descend en un S-morphisme g : Xÿ!Z

tel que bg � f .

La preuve de (4.4.21) reÂsulte par descente fideÁlement plate aÁ partir des

isomorphismes

omb(bY) ' omb(bX)� Y

et

omb(Y � Y)^ ' omb(bX)� (Y � Y);

qui proviennent du fait que Y ÿ!X est fini.

Le lemme (4.4.20) reÂsute de (4.4.21) en posant Y � Qn�1

U

� �
x

,

X � (J0
n)x, et Z � G. On prend comme f le morphisme induit par ufn

(cf. (4.4.1)) et comme le morphisme Y ÿ!Z celui induit par (4.4.19). Il

reÂsulte de (4.4.20) l'existence d'un ouvert W 0 � J0
n voisinage de la fibre

speÂciale (J0
n)k, et d'un S-morphisme

W 0 ÿ!G

tel que par passage au compleÂteÂ formel bW 0 � (J0
n)^ coõÈncide avec le S-ho-

momorphisme bJ0
nÿ! b̂ 0

n ÿ!
ufn bG:

D'autre part le diagramme suivant est commutatif

(4.4.22)

Le morphisme horizontal (resp. vertical) eÂtant donneÂ par
Qn�2 bb � Qn�2

u a

(resp.
Qn�2

W0
T) suivi de

Qn�2 bGÿ! bG (resp.
Qn�2 bJ0

nÿ! bJ0
n) induit par la loi de
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composition de bG (resp. bJ0
n). La commutativiteÂ reÂsulte de ua � u fn � bW0

T.

Comme le point geÂneÂrique j de
Qn�2

W(1) \ U appartient aÁ l'image du

morphisme

omb
Yn�2

W(1) \ U� �^W 0

 !
ÿ!

Yn�2

W(1) \ U ;

on deÂmontre que le diagramme suivant

(4.4.23)

est commutatif. (Noter que le morphisme horizontal est la restriction aÁQn�2

W(1) \ U� �W 0 de (4.4.19) et que le diagramme (4.4.22) s'obtient par

passage aÁ la fibre formelle de (4.4.23)). Comme le morphisme horizontal de

(4.4.23) admet un prolongement aÁ
Qn�2

W(1) \ U� �, compte tenu queQn�2

W(1) \ U� �ÿ!J0
n est fideÁlement plat (On a d'apreÁs (4.3.8) que

U(0) � W(1) \ U. Il suffit alors d'appliquer (0.33)), on a alors

LEMME 4.4.24. Le S-morphisme W 0 ÿ!G admet un prolongement

J0
nÿ!G qui est en fait un S-homomorphisme. On a aussi un diagramme

commutatif

de S-homomorphismes tel que ua � u gn � u W0
T.

CONCLUSION (4.4.25). D'apreÁs (4.1.6) on a a �m a ua, avec
ma �m g �m W0

T et ua � u gn � W0
T (cf. (4.3.13) et (4.4.24)). Soit g �m g ugn :

J0
nÿ!G le S-homomorphisme deÂfini aÁ partir de la deÂcomposition

J0
n � GmS

� ^0
n . Compte tenu que W0

T � mW0
T;

u W0
T

ÿ �
on a a � g � W0

T .

L'uniciteÂ de la factorisation formelle (cf. (3.17)) ba � f � bW0
T entraõÃne quebg � f .
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On acheÁve ainsi la deÂmonstration du theÂoreÁme (1.4.4) dans le cas d'un

trait complet de base S. En vertu de (1.4.6) ceci entraõÃne le theÂoreÁme (1.4.4)

pour un trait de base.

5. Preuve du theÂoreÁme (1.4.4)

Montrons d'abord la

PROPOSITION 5.1. Soit A un anneau noetheÂrien local reÂduit. Notons

par bA le compleÂteÂ formel de A pour la topologie mA-adique. (On pose

U � Spec (A[[T]])). Soit a 2 G(U) tel qu'il existe un bA-homomorphisme

formel f : bJ0ÿ! bG avec ba � f � bW0
T . Il existe alors g 2 HomAÿgr(J0;G) tel

que a � g � W0
T .

PREUVE. Supposons d'abord que A est inteÁgre. Soit V un anneau de

valuation discreÁte qui majore A. Soit K le corps des fractions de A. Noter

que K est aussi le corps des fractions de V. Soit U0 � Spec (V [[T]][Tÿ1]).

Soit a0 le morphisme composeÂ suivant

U0 ÿ!U ÿ!a G:

D'apreÁs § 4 il existe un V-homomorphisme g0 : J0
V ÿ!GV tel que

a0 � g0 � W0
T mod G(V [[T]])� �. L'hypotheÁse donne ba0 � bg0 � bW0

T , d'ouÁ il reÂ-

sulte que a0 � g0 � W0
T. On veÂrifie ensuite que la fibre geÂneÂrique g0K de g0 est

un K-homomorphisme de J0
K dans GK, tel que aK � g0K � (W0

T)K. On peut

meÃme supposer par un argument de locale preÂsentation finie qu'il existe

un K-homomorphisme pour n convenable

gK : (J0
n)K ÿ!GK

tel que aK � gK � (W0
T)K.

Montrons que gK admet un prolongement aÁ J0
n. On a le diagramme

commutatif suivant
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La fleÁche verticale admet un prolongement
Qn�2

Uÿ!G, aÁ savoir, le com-

poseÂ de
Qn�2

a avec
Qn�2

Gÿ!G. D'ouÁ gK admet aussi un prolongement g aÁ

J0
n , qui doit eÃtre neÂcessairement un A-homomorphisme.

Supposons maintenant A reÂduit. Soit I l'ensemble des composantes

irreÂductibles de Spec (A). Pour tout s 2 I notons par Ks le corps des frac-

tions de la composante irreÂductible s. Posons S0 �Spec
Q
s2I

Ks

� �
. D'apreÁs

ce qui preÂceÁde (en raisonnant composante par composante) on peut

trouver un S0-homomorphisme gS0 : J0
nÿ!GS0 tel que aS0 � gS0 � W0

T

ÿ �
S0 .

On conclut aÁ l'existence d'un S-homomorphisme g prolongeant gS0 par un

argument de fideÁle platitude calqueÂ sur celui qui preÂceÁde. C.Q.F.D.

Soit A un anneau noetheÂrien. Montrons (1.4.4) si S � Spec (A). La

proposition (3.1) permet de supposer que A est reÂduit. Soit s un

point de S, et notons par Ss le localiseÂ de S en s. Soit a 2 G(U). Par

(5.1) il existe un Ss-homomorphisme fs : J0
Ss
ÿ!GSs

tel que afSsg �
fs � (W0

T)Ss
mod G(omb(XSs

))� �. Donc aSs
� fs � (W0

T)Ss
. On peut alors

trouver un ouvert Us voisinage de s, et un Us-homomorphisme

fUs
: J0

Us
ÿ!GUs

tel que aUs
� fUs

� (W0
T)Us

mod G omb XUs
� �� �� �. On

conclut par (1.4.6) qu'il existe un S-homomorphisme f : J0ÿ!G tel

que a � f � W0
T mod G(omb(X))� �. Ce qui acheÁve la preuve de (1.4.4).

6. AutodualiteÂ de =

Soit A un anneau noetheÂrien. Soit S � Spec (A). Il reÂsulte alors de

(1.6.6) en posant G � GmS un isomorphisme

HomSÿgr =;GmS� � ' GmS(U) � =(S):

On a alors l'isomorphisme suivant de foncteurs en groupes sur la cateÂgorie

des S-scheÂmas noetheÂriens affines

HomSÿgr =;GmS� � ' =:(6.1)

En fait (6.1) est la restriction d'un isomorphisme entre les foncteurs cor-

repondants sur la cateÂgorie des scheÂmas affines, qui fait de = sont propre

dual de Cartier. Supposons d'abord que A est une algeÁbre sur le corps des

nombres rationnels Q. Pour tout entier m 2 Z et toute section w de =
posons

@m w � Res(Tm dw=w):(6.2)
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On deÂfinit un S-morphisme

h. . . ; . . .i : = � =ÿ!GmS(6.3)

comme suit. Soient

u � Te(u) 1� aÿ1tÿ1 � . . .� aÿntÿn
ÿ �

a0 � a1t� . . .� � �
te(u)u0 a0 u00 2 GmS(A[[t]][tÿ1])

et

v � Te(v) 1� aÿ1tÿ1 � . . .� aÿntÿn
ÿ �

a0 � a1t� . . .� � �
te(v)v0 a0 v00 2 GmS(A[[t]][tÿ1]):

On pose :

hu; vi � (ÿ 1)e(u)e(v) ae(u)
0

ae(v)
0

 ! exp
P

m>0

@m u @ÿm v=m

� �
exp

P
m>0

@m v @ÿm u=m

� � :(6.4)

Notons que la somme
P

m>0

@m u @ÿm v=m resp:
P

@m v @ vÿm u=m� � s'eÂ-

tend aÁ un nombre fini de termes non nuls et deÂfinit alors un eÂleÂment nil-

potent de A.

Il est clair que h. . . ; . . .i est un S-bi-homomorphisme qui veÂrifie la

condition d'anti-symeÂtrie

hu; vi � hv;uiÿ1 resp: hu;ui � (ÿ 1)e(u)
� �

:(6.5)

VeÂrifions qu'eÂtant donneÂ la section v de GmS au-dessus de U alors le S-

homomorphisme f : =ÿ!GmS qui lui correspond d'apreÁs (1.6.6) est donneÂ

par

f (u) �5u; v > :(6.6)

Noter que l'on a l'identiteÂ suivante

d(1ÿ tTÿ1)=(1ÿ tTÿ1) �
X
m>0

tmTÿmÿ1

 !
dT;(6.7)

qui entraõÃne pour tout entier m > 0

Res(Tm d(1ÿ tTÿ1)=(1ÿ tTÿ1) � tm:(6.8)

D'autre part l'identiteÂ (2.15) dans (A[[t]][tÿ1])[[T]][Tÿ1]dT donne pour tout
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entier m > 0

Res Tÿmd(1ÿ tÿ1T)ÿ1=(1ÿ tÿ1T)ÿ1
� �

� tÿm:(6.9)

Notons que pour tout entier m > 0 on a les identiteÂs suivantes

(6.10) @m u� @m u0 et @m v� @m v0 resp: @ÿm u� @ÿm u00 et @ÿm v� @ÿm v00� �:
Il n'y a qu'un nombre fini d'entiers m > 0 tel que @m u 6� 0 (resp. @m v 6� 0),

et d'autre part @m u (resp. @m v) est un eÂleÂment nilpotent de A pour tout m.

On a aussi

v00 � exp
X
m>0

@ÿm v tm

m

 !
resp: v0 � exp

X
m>0

@m v tÿm

m

 ! !
:(6.11)

Soit= � J� �W le scindage de = donneÂ par T. Notons par f 0 (resp. f 00) la re-

striction de f aÁ J (resp. �W). Soit f 00omb : omb( �W)ÿ!GmS le S-morphisme in-

duit par f 00 d'apreÁs (1.5.5). Pour veÂrifier que le S-homomorphisme f donne lieu,

selon la construction de (1.6), aÁ la section v � Te(v)v0a0v00 il suffit de voir que :

(i) - Le S-homomorphisme f 0 composeÂ avec la section ÿT(tÿ T)ÿ1 de J
au-dessus de U donne a0v0;

(ii) - le composeÂ de la section (1ÿ tTÿ1) de omb( �W) au-dessus de omb(X)

avec f 00omb donne v00.

En effet, noter que le morphisme

fomb : =omb ' J� omb( �W)ÿ!GmS (cf: (1:6:3))

est obtenu comme le composeÂ de f 0; f 00omb

ÿ �
avec le morphisme

GmS �GmSÿ!GmS donneÂ par la loi de composition GmS. Il en reÂsulte,

compte tenu de la description du morphisme d'Abel-Jacobi donneÂe aÁ la

suite de la deÂfinition (1.5.18), que (i) et (ii) entraõÃnent que v correspond aÁ f

selon la construction de (1.6), vu l'uniciteÂ du morphisme f qui factorise v.

Soit u � ÿT(tÿ T)ÿ1 on a alors (Noter que e(u) � 1)

hu; vi � hÿT(tÿ T)ÿ1; vi �(6.12)

� (ÿ 1)e(v)e(u) ae(u)
0 =(ÿ tÿ1)e(v)

� �
exp

X
m>0

@m v @m(1ÿ tÿ1T)ÿ1

m

 !ÿ1

� a0 v0;

comme il reÂsulte de (6.9) et de (6.11), ce qui montre (i). D'autre part on a

h1ÿ tTÿ1; vi � exp
X
m>0

@ÿm v @m(1ÿ tTÿ1)

m

 !
� v00;(6.13)

ce qui montre (ii), et finalement que v provient de f .
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DeÂtaillons maintenant comment on passe de l'accouplement (6.4) de =
deÂfini sur le corps des rationnels Q aÁ un accouplement deÂfini sur Z.

Soit AN� le foncteur en anneaux dont les sections au-dessus d'un an-

neau A est l'ensemble des suites (an)(n � 1) de A muni de la loi d'addition

(resp. de multiplication) produit. Soit A(ÿN�) le foncteur en anneaux dont

les sections au-dessus d'un anneau A est l'ensemble des suites (aÿn)(n � 1)

de A, tel qu'il existe un entier N veÂrifiant : pour tout n � 1 on a aN
ÿn � 0, et

aÿ(N�1) � aÿ(N�2) � . . . � 0, muni de la loi d'addition (resp. multiplication)

produit. Soit W (resp. �W) le foncteur en anneaux deÂfini par le foncteur en

ensembles sous-jacent aÁ AN� (resp. A(ÿN�)), muni de l'unique loi d'addition

� et l'unique loi de multiplication � qui rend le morphisme fonctoriel

w1 : Wÿ!AN� resp: wÿ1 : �Wÿ!A(ÿN�)
� �

;(6.14)

deÂfini par

w1((Yn)) �
X

nd�m

n Yd
n

 !
resp: wÿ1((Xÿn)) �

X
nd�m

n Xd
ÿn

 ! !
(6.15)

un homomorphisme de foncteurs en anneaux.

On a un isomorphisme de groupes

E1 : Wÿ! ^0 resp: Eÿ1 : �Wÿ! �W
ÿ �

(6.17)

deÂfini par

(6.17) E1((Yn))�
Y1
n�1

1ÿYnTn� �ÿ1 resp: Eÿ1((Xÿn))�
Y1
n�1

1ÿXÿnTÿn� �
 !

:

Notons par WQ, �WQ, AN�
Q ,...etc. respectivement la fibre du foncteur W, �W,

AN� ,...etc. au-dessus de Q. On peut alors caracteÂriser E1 (resp. Eÿ1)

comme eÂtant le seul homomorphisme qui rend commutatif le diagramme

suivant

(6.18)

ouÁ la fleÁche oblique droite fait correspondre aÁ la section (an) (resp. (aÿn)) de
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AN� (resp. A(ÿN�)) la section exp
P

m>0

amtm

m

� �
resp: exp ÿP

m>0

aÿmtÿm

m

� �� �
.

La preÂ-image de v 2 �WQ (resp.^Q ) par cette fleÁche est donneÂe par la section

(vÿm) de A(ÿN�)
Q ouÁ vÿm � @m v (m > 0) (resp. la section (vm) de AN�

Q ouÁ

vm � @ÿm v (m > 0)) (cf. (6.2)).

On a un morphisme

AN� �A(ÿN�)ÿ!A(ÿN�)(6.19)

deÂfini par (yn)(xÿn) � (ynxÿn) qui fait de A(ÿN�) un AN� -module. Soit

�0 : W� �Wÿ! �W(6.20)

le morphisme deÂfini aÁ partir de (6.19), de w1 et de wÿ1 qui fait de �W un W-

module. Soit

�W ÿ!GmS(6.21)

le S-homomorphisme faisant correspondre 1�P
i

aÿi aÁ la section

1� aÿ1tÿ1 � . . .� aÿntÿn. Notons par

E : �Wÿ!GmS(6.22)

le homomorphisme composeÂ de Eÿ1 avec (6.21).

Soient v � Eÿ1(x)Te(v)aE1(y) et u � Eÿ1(x0)Te(u)a E1(y0), avec

x; x0 2 �W, a; a 2 G(S;O�S), y;y0 2W. On redeÂfinit (6.4), en geÂneÂral, en po-

sant

hu; vi � (ÿ 1)e(u)e(v) ae(u)

ae(v)

� �
E(x0 �0 y)
� �ÿ1

E(x �0 y0):(6.23)

Il reÂsulte par construction que l'accouplement (6.22) coõÈncide avec (6.4) sur

la cateÂgorie des Q-algeÁbres. Soit v comme ci-dessus. Posons y � (yn) et

x � (xÿn). On veÂrifie immeÂdiatement

(1ÿ tTÿ1) �0 (y1; y2; . . . ) � ty1; t
2y2; . . .

ÿ �
(6.24)

resp: (1ÿ tÿ1T) �0 (xÿ1; xÿ2; . . . ) � (tÿ1xÿ1; t
ÿ2xÿ2; . . . )

ÿ �
:

On a alors

h1ÿ tTÿ1; vi � E1(y) resp: h1ÿ tÿ1T; vi � Eÿ1(x)
ÿ �

;(6.25)

ce qui nous permet de montrer que l'accouplement h. . . ; . . .i donne lieu aÁ un

homomorphisme h. . . ; vi : =ÿ!GmS qui correspond bien aÁ la section v de

GmS par (1.6.6).
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