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Jacobienne locale d’une courbe formelle relative
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ABSTRACT - This article is devoted to the proof of a relative duality formula on a
noetherian scheme S, giving rise on the spectrum of a field S = Speck to local
symbols of class field theory. Relative local symbols are obtained in terms of the
universal property of a couple (3, f), of a S-group functor S, associated to a S-
formal curve X locally of the form X = Spf A[[T']] (S = SpecA). S is a S-group
extension of the completion W of the universal S-Witt vectors group W, by the
group of units Og[[T]]*. We associate an S-functor Somp to S, and we define an
Abel-Jacobi morphism f : 2l = Spec A[[T][T '] — Somp , Setting up a group

isomorphism:
Homyg_4(3, G) ~ GQU),

where G denotes a commutative smooth S-group scheme. We define an S-bi-
homomorphism

S x S— G,

which is a local symbol (The Tame Symbol), identifying S to its own Cartier dual
group § = Homg_, (3, Gy,), and inducing the above isomorphism for G = Gy,.
It follows that & may be interpreted as the relative Loop Group:

G QD) : 8'— o (Ugy)

S’" = Spec A’ denotes a S-scheme, and we write gy = Spec A[[TNT-], and
as the A-universal group of Witt-Bivectors.

The couple (S, f) may be seen as the local analogue of the relative Rosenlicht
Jacobian (Generalized Jacobian) defined by a S-smooth curve X.
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Introduction

Le but de ce travail est d'interpréter le symbole local du corps de
classes géométrique (cf. [14]) en termes d’une proprieté universelle d’un
couple (3,f), ou J est un foncteur en groupes au-dessus d'un schéma
noethérien S, associe a une courbe formelle X localement de la forme
X = SpfA[[T]], ou S = SpecA, et ou f désigne un morphisme de type
Abel-Jacobi de il = Spec A[[TT][T~!] vers un S-foncteur 3, défini par 3,
et induisant une bijection fonctorielle

Homg_(3, G) ~ GQU),

pour un S-schéma en groupes commutatif lisse et séparé G (cf. (**) plus
bas).

Le cas G = G, de cette bijection est particulierement intéressant et
peut-étre explicité comme l'autodualité de Cartier de J. La formule qui
rend cette auto-dualité est désignée par le symbole moderé.

Le symbole moderé intervient depuis plus d’une dizaine d’années dans
plusieurs travaux concernant en particulier le corps de classes local et les
rapports entre ce dernier et la physique théorique, pour lesquels on con-
fere le lecteur aux reférences supplémentaires. Une version analytique de
ce dernier est donné par P. Deligne dans [D]. G. Anderson et P. Romos ont
demontré une formule de reciprocité pour celui-ci (cf. [A-R]), permettant
de retrouver plusieurs lois de reciprocité pour une courbe compléte au-
dessus dun corps algébriquement clos. P. Romos a démontré la proprieté
de Steinberg (cf. [PR]). M. Kapranov, et E. Vasserot formulent et prouvent
un théoreme local de Riemann-Roch pour des gerbes determinantielles, ot
la auto-dualité de J joue un role central (cf. [K-V]). Le symbole moderé
intervient dans la definition des algebres chirales (cf. [Bei-Dr]), ainsi que
dans les calculs des e-facteurs pour les determinants de Gauss-Manin (cf.
[Bei], [B-B-E]).

Le présent article s’insére dans un programme de travail sur les dua-
lités globales et locales a coefficients continus proposés par A. Gro-
thendieck a 'auteur (confer aussi la lettre de A. Grothendieck a J. P. Serre
du 10/8/60). Ce programme comporte dans un premier temps ’extension de
la formule de dualité de [7], pour une S-courbe propre et lisse, a coefficients
dans un S-schéma en groupes G commutatif et plat, au cas d'une S-courbe
lisse. Dans [3] et [5] on construit une jacobienne généralisée relative pour
une courbe lisse X — D, donnée par le complémentaire d’un diviseur relatif
fermé D d’une courbe propre X sur une base S, qui vérifie certaines hy-
pothéses, et un morphisme d’Abel-Jacobi @: X — D —J qui permet
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d’établir un isomorphisme de groupes
(*) HomS*g’r‘(Ja G) = G(X - D)7

pour tout S-schéma en groupes lisse G. (Cette construction constitue
Pextension naturelle des jacobiennes de Rosenlicht-Serre au cas relatif, et
un premier pas vers la démonstration d’une formule de dualité en termes
de champs de Picard associés a X — D). L’étude des jacobiennes généra-
lisés globales mene a I'introduction des symboles locaux a valeurs dans un
S-schéma en groupes G. Ces symboles locaux ont été introduits par J. P.
Serre dans [14] dans le cas ou S est le spectre d’un corps.
La jacobienne généralisée ./ est une extension de la jacobienne Pic x /5
de la courbe propre X par le S-groupe J° de nature locale autour de D,
défini par
RN —>F<D’ Ox )
X
ol S’ est un S-schéma, X s désigne le schéma formel obtenu par change-
ment de base a partir du complété formel X = X /pdeXlelongde D, et O~

X
le faisceau de groupes des unités de O~ v
1

Supposons S =Spec(4) affine et posons omb ()A( /D) =
Spec (F ()A(/D, (93(\ )) Par la bijection (x), la donnée d’une section s de G
/D

au-dessus de X — D donne lieu a un S-homomorphisme v : J — G dont
la restriction ' & 3° ¢ J (symbole local donné par y) dépend essen-
tiellement de la restriction de s a 1l = omb ()A( /D) — D, c.a.d. de la partie
singuliére de s le long de D. Un des résultats de ce travail (cf. Théoreme
(1.4.4)) est de montrer que a toute courbe formelle lisse de la forme
X ~ Spf(Osl[T1]) = Spf(A[LT]]), au dessus d'une base affine et noe-
thérienne S, on peut associer un S-groupe 3° et un morphisme

¢’ W = Spec(I'(X,0x)) —D—3° (D= V(D))

vérifiant la propriété universelle suivante : pour tout S-schéma en
groupes G lisse et séparé on a une bijection

Homegr (307 G) = G(u)/G(omb(f{)),

ou omb(X) = Spec(I'(X,Ox)) = Spec(A[[T]]). En plus si X :)A(/D, on a
alors que @ et ¢° coincident sur J(A) 2 une section de J(omb(X)) pres.
L’énoncé de (1.4.4) a été proposé a titre conjecturel par A. Gro-
thendieck.
Pour se débarrasser de 'hypothese A noethérien il suffit de montrer
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I’énoncé suivant qui permet de ramener la preuve de (1.4.4) au cas noe-
thérien. Etant donné ¢ e GQ)/G(omb(X)) il existe une Z-sous-algebre
A’ C A de type fini et ¢ € G(Spec(A'[[TT[T'])) tel que sa restriction &

GQU) = G(Spec(AlITTIT 1)

induit & par passage au quotient.

Notons par Lp C Ox I'idéal de définition du diviseur V(T) = D C X. On
désigne par Ox[Lp'] le faisceau en anneaux de fractions de Oy par rapport
aux sections de l'idéal Lp qui sont localement des générateurs, et par
Ox[L3'T" le faisceau des unités de Ox[Lp']. Soit S’ un S-schéma. On pose

Y=XxgS8 etD =D x5S,

et on désigne par Lp, I'idéal de définition de D' dans X'. On définit le
faisceau (’),{[L[),l]* comme ci-dessus & partir X', D', et L, alaplace de X, D,
et Lp. On définit un S-faisceau de Zariski en groupes commutatif par

S 8 — T (D, 0L, T).

Ce S-groupe est le sujet principal de ce travail. On donne une interprétation
des sections de S en termes d’idéaux fractionnaAires inversibles de Ox munis
d’une trivialisation, ce qui dans le cas ou X = X ,p entraine I'existence d’un
morphisme naturel de S-groupes § — J reliant S et la jacobienne géné-
ralisée. Ce S-groupe < apparait naturellement méme dans le cas d’'un corps
de base k. En supposant k algébriquement clos, pour fixer les idées, on a que
le groupe des ideles est un sous-groupe du produit des groupes < corre-

spondant aux diviseurs x définis par les points de X avaleurs dansk: [ S.
X

Le S-groupe S est une extension du complété formel du groupe des
vecteurs de Witt universel W, introduit dans [1] par Cartier, par un S-
groupe (pro-lisse) J extension de Zg par 3°. Le théoréme principal (cf.
Théoreme (1.6.6)) de ce travail montre que < a la propriété universelle
suivante : pour tout S-schéma en groupes commutatif lisse et séparé G on a
un isomorphisme de groupes :

(% %) Homg_ (S, G) ~ GQ),

qui résulte de la propriété universelle de W vis a vis des morphismes de X
dans un groupe formel, (cf. [2]), et de celle du couple (30, ¢") (cf. Théoréme
(1.4.4)), et peut s’interpréter comme une formule de dualité locale.

Le S-groupe < est muni d’'un auto-accouplement, anti-symétrique que
'on explicite dans § 6,

(s X QS — G,
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et qui fait que S soit isomorphe a son propre dual de Cartier, c.a.d.

~

HﬂS—gr(gv QWLS) —

Noter d’autre part que I'(U, G ,,5) = I'(S,S). La fleche induite par
(...,...) coincide alors avec celle donnée par la propriété universelle de &
si G = G 5. On a un isomorphisme

S:szstmeAO.

Le (...,...) induit I'accouplement entre W et A’ = Ker(3’ — C ,s),
ou 30— G g désigne le morphisme naturel, donné dans [1].

La construction de I'isomorphisme () passe par celle d'un morphisme
d’Abel-Jacobi, version locale du morphisme @. Remarquons d’abord que
méme dans le cas d’'un corps de base S = Spec (k) il n’existe pas de mor-
phisme fonctoriel 2l — < induisant 'isomorphisme (). En effet comme
U ~ Spec (k[[T]][T‘l]) alors W) se réduit a la section donnée par I'élé-
ment neutre de W. D’ou si un tel morphisme existait on aurait

Homs_gT(W7 @) C Ker(Homg_,(S, G) — GQ)),

ol la fleche est induite par composition avee i — .
On construit alors un objet intermédiaire Sy, qui est un S-foneteur,
entre les S-schémas formels et les S-schémas, et un morphisme

f: u_’%omba

tel que l'on a une inclusion & C Somp, et a tout S-homomorphisme
h: 3 — G dans un S-schéma en groupes G commutatif et lisse, il corre-
spond un unique morphisme gy : Sompy — G dont la restriction a &
coincide avec . On démontre finalement que f induit 'isomorphisme (s ).
Notons que Somp n'est pas un S-foncteur en groupes.

Pour poser le probleme universel dont S est solution dans le cas oti 'on
se donne un schéma noethérien S de base, et une S-courbe formelle X,
isomorphe a Spf(Osl[T1]), autant que pour donner une interprétation
géométrico-fonctorielle de Sqnp, il est nécessaire de revenir sur la con-
struction de 'ombre d'un schéma formel noethérien, suggérée par A.
Grothendieck, qui n’a jamais été traitée systématiquement.

On donne dans § 0 le matériel minimum indispensable a nos besoins. (A
la conaissance de lauteur il n’existe pas de références). Les constructions
de (1.5) sont ménées en supposant X isomorphe a Spf(Os[[T]]) et S affine
et noethérien. Il est alors immédiat que l'on peut dans le cas général
donner un sens a '’énoncé du théoréme principal, qui résulte alors d'une
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conséquence du cas traité par nous, et étendre la construction de Sopyp...ete,
a ce cas. On peut interpréter omb(X) comme un “trait relatif” au-dessus de
S, U comme son point générique, et le S-groupe & = G ,g(U) comme
“I'espace des lacets relatifs de G ,¢”.

Le S-groupe W n’étant pas un S-schéma formel noethérien, la premiére
difficulté est de définir omb(W). On définit omb(W) comme une limite in-
ductive de la catégorie des S-schémas Sch|g si S est affine et noethérien, et
comme une limite inductive de la catégorie des S espaces localement an-
nelés Locann|g si S est un schéma noethérien. Alors oy, apparait comme
une limite inductive de Sch|g (resp. Locann|; ) si S est affine et noethérien
(resp. noethérien) muni d’une structure de J-torseur au-dessus de omb(W).
On donne ensuite une description géométrique du S-foncteur S, qui en
entraine une autre du morphisme d’Abel-Jacobi f : U — Sy, et permet
d’établir la compatibilité de f* avec @.

Disons un mot sur la structure de la démonstration du théoreme (1.6.6).
Elle est ramenée a celle de (1.4.4). On traite d’abord le cas d’un corps de
base. On retrouve alors essentiellement les symboles locaux correspondant
au groupe multiplicatif G g et aux tronqués des groupes additifs des
vecteurs de Witt (symbole de Witt). On montre ensuite comment le théo-
réme (1.4.4), dans le cas d'un anneau noethérien réduit de base, entraine le
méme pour tout anneau noethérien de base. On introduit a cette fin une
catégorie de S-faisceaux fppf en groupes commutatifs, définie a partir des
propriétés (A) et (B) (cf. § 3), pour lesquels le théoreme (1.4.4) est valable,
et ayant certaines propriétés de permanence. Soit Sy = Spec (A/I) avec
I? = 0. Si G est un S-groupe comme dans I'hypothése du théoréme (1.4.4)
soit Gy = G xg Sy alors 'image directe G = i,Gy par le morphisme na-
turel @ : (So)gpr — Sippr appartient a cette catégorie. Finalement en sup-
posant vrai le théoreme (1.4.4) pour tout anneau réduit de base et pour Sy
on prouve, a partir de la suite exacte 1 — K — G — G — 1 (cf. (3.3)),
que G vérifie les conditions (A) et (B) done la conclusion du théoreme
(1.4.4). En combinant ce résultat avec le précédent on obtient (1.4.4) pour le
spectre d'un anneau artinien de base. Dans § 5 on voit comment la preuve
de (1.4.4) pour une base noethérienne réduite se ramene au cas d’un trait
complet de base S, c.a.d. le spectre S = Spec (V) d’'un anneau de valuation
discrete complet V. La démonstration de (1.4.4) pour S = Spec (V) con-
stitue la clé de voute de la preuve de (1.4.4). Au début du § 4 (apres (4.1.5)
bis) on explique la stratégie de la preuve de (1.4.4) dans ce cas. Elle est
basée sur le fait suivant. Soit 0,, : Ul — U le S-morphisme fini et fidele-
ment plat défini par le V-homomorphisme V[[T][T~']— VI[TTI[T ']
donné par 7' — T". On a alors que pour toute section o € G(!) il existe un
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entier n tel que si #/, n” > n sont des entiers de méme parité on a
(k% %) trg, o = try ,a (mod G(omb(X))).

(I1 s’agit 1a d’un avatar local du résultat suivant concernant les jacobiennes
généralisées au-dessus d’un corps k qui résulte de la Proposition 9, pg. 47 de
[14] et des constructions suivantes. Soient X, D comme ci-dessus. Soit
h € GX — D). 1l existe un entier n vérifiant les trois propriétés équiva-
lentes suivantes :

— Pour tout morphisme fini et plat g : X — IP}. tel que g~(0) = D® (n-
voisinage infinitésimal de D dans X) on a que tr, & : Pl — {0} — G admet
un prolongement & P} et il est alors constant.

— Le morphisme % se factorise par X — D — J — Picyw 4, ot X

désigne la somme amalgammée X [] Spec (k).
D
— La section % induit un morphisme constant sur chaque D"™-classe

d’équivalence linéaire (cf. loc. cit.).) Il est une conséquence immédiate de
(1.4.4) pour un corps. On passe au cas général grace a 'adaptation sché-
matique (cf. 4.1.15) d’'un lemme de pureté de Weil (cf. [18]), pour les
morphismes rationnels d’'une variété dans un groupe algébrique G. Le
théoréme (1.4.4) pour le spectre d’'un anneau artinien de base nous permet
de cAonstruire une factorisation formelle o =f 0 ¢° (cf. (4.1.4)) de o, ol
f: 3" — G désigne un S-homomorphisme du complété formel le long de
la fibre spéciale 3" de 3° dans G, et 3 : U—G (resp. P u— 30) le
morphisme induit par « (resp. ¢°) par restriction au complété formel Udell
le long de la fibre spéciale. Grace a (x*#) et a une application du lemme
d’algébrisation (cf. (4.2.1)) d'un morphisme de la “fibre géométrique
omb(LA/' ) K” du complété formel Ule long de la fibre spéciale de 'ouvert
U c P, complémentaire du diviseur 0 et du diviseur co de PL, dans un
espace projectif P, vérifiant certaines conditions locales d’algébricité on
conclut que f provient d’un morphisme algébrique.

Soit S’— S une extension fidelement plate affine du schéma noe-
thérien affine S. Plusieurs fois dans ce travail on utilise le fait que la bi-
jection

Homg g (3%,Gs) — G(Wgy)/Glomb(Xy)) (cf. (0.4))

induite par gog, : Uy — Sg,, entraine le théoreme (1.4.4). Ce résultat est un
corollaire de l'injectivité de la fleche

Homg_,(3’, G) — GQD/G(omb(¥))
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pour toute base affine S (cf. Proposition (1.4.5)) dont la preuve dépend des
propriétés de la jacobienne généralisée de la droite projective P}g moins le
diviseur de I'infini et de I'origine, que I'on calcule explicitement dans (1.3).

Le processus de démonstration du (1.4.4) est constructif (notamment
les dévissage concernant les anneaux artiniens qui semblent mener a des
symboles de type Kawada-Satake (cf. [18]), ainsi que les constructions pour
un anneau de valuation discrete V).

L’isomorphisme (xx) entraine une suite exacte scindée

1 — G(omb(X))" — GQI) — GQI)/G(omb(¥))" — 1,

oll Glomb(X))" = Ker(G(omb(?E))—> G(S)). Noter que G(omb(X)) ne dé-
pend que du complété formel G le long de la section unité. Autant la
structure de G(X) comme module au-dessus de I'anneau des endomorphi-
smes de A permet de récupérer G, autant ’action des opérateurs V,, et F,,
sur GQU)/G(omb(¥X)) (cf. [2]) doit permettre de donner une décomposition
des symboles locaux et une description de la structure de G(QU) (d’inter-
préter dans ce contexte les courbes typiques...ete).

Les remarques suivantes indiquent dans quel sens I'étude de ce travail
peut étre poursuivie. La filtration naturelle de 3° dont les quotients sont
les 32 doit aussi se retrouver dans GQQI)/G(omb(X)) grace a (xx*) et au fait
essentiel que Homg,gr(SO, G) = lim HomS,gT(Sg, G) lorsque G est locale-
ment de présentation finie. La considération de la structure de cette fil-
tration semble livrer des renseignements intéressants sur G.

D’autre part, vu les arguments de § 3, il est naturel de se demander
pour quels S-faisceaux en groupes G les théoremes (1.4.4) et (1.6.6) sont
vrais, ensuite d’étudier pour ces groupes les propriétés de la fleche natu-
relle

Exts ,(3",6) — H'(W,G)
(resp. Ext}(3°, @) x H'(omb(¥), G) — H'(11, G))

déduite de ¢).. Autrement dit, il s’agit d’étudier les liens entre les catégories
de Picard EXT(SO, @), TORSQ, G), et TORS(omb(X), @) pour arriver plus
généralement & comparer les objets R Hom(3°, G) et R 'L, G).

II semble que le théoréme (1.6.6) joint aux résultats de J. P. Serre (cf.
Sur les corps locaux a corps résiduel algébriquement clos, B.S.M.F., vol. 89,
1961) permettent de prouver, pour les courbes lisses au-dessus d’un corps
une formule de dualité qui correspond a celle de [7].

Resterait a établir les rapports entre ce travail et ceux de I. Barsotti sur
les propriétés des groupes des bi-vecteurs de Witt en connexion avec les
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variétés abéliennes en caractéristique positive (compte tenu des rapports
entre les extensions de la jacobienne J d’une courbe propre et lisse X par
un groupe affine commutatif avec les jacobiennes généralisés, et de ces
derniéres avec 3J).

La possibilité de I'existence de I'extension 3 fut conjecturée par A.
Grothendieck.

0. Définitions préliminaires

Soit A un anneau unitaire commutatif. On désigne par A[[7T']] la A-algebre
adique des séries formelles a coefficients dans A. Soit B une A-algebre
adique augmentée isomorphe a A[[T]]. On note [ I'idéal de B donné par le
noyau du morphisme canonique B — A. Etant donnée une A-algébre A’ on
désigne par B&4A’ le produit tensoriel complété pour la topologie I-adique.
On pose

Biay = BRnA'
et
Hay = IBay.

Noter que pour B = A[[T]], on a B4, ~ A'[[T]] canoniquement.

I est clair que Byay = B et I14) = 1. Un générateur 7' de I donne lieu a
un générateur de /{4, que I'on note toujours 7. L’anneau des fractions
By A/}[Tfl] est indépendant du choix de 7" et on le note Biay {I {’j,}} . Soit n un

entier naturel. On pose B, = & /1. Onaalors B, 4 A’ = By /I’{“;l}. Soit
0.1) X = Spf(B) (resp. X,, = Spec (B,,))

Soit S = Spec(4). Etant donné un S-schéma S, on désigne par
X = Xg = X xg S'le §’-schéma formel obtenu & partir du S-schéma formel
X par le changement de base S—§'. Soit A’ une A-algebre. Posons
S’ = Spec (4’). On a alors

que I'on note aussi X4:.. On pose
0.3) omb(Xg) = omh(X4/) = Spec (B41})
et

(0.4) W= Spec(BU 1) (resp. Mgy = Upay = Spec(Buay [Ih ).
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Remarquer que omb(Xg) (resp. Ug}) n’a de sens a priori que pour S’
affine, et que I'objet g, dépend de X et pas seulement du S-schéma .

Soit S’ un S-schéma. Soit O[T 1] le faisceau d’anneaux de fractions de
Oy a dénominateurs dans le sous-faisceau d’ensembles S, engendré par la
section 7" de Oy donnée par un générateur 7 de I (cf. [11], (20.1.1), pg. 226).
Le faisceau Oy [T1] est indépendant du choix de 7.

On désigne par Oy (resp. Oy[T7T") le faisceau des unités de Oy (resp.
O.{,[Tfl]), Soit G,g(X) (resp. G,,gQQD) le S-foncteur en groupes défini par

0.5)  Gps®S) = T'(¥,0%) (resp. GugQDES) = I'(¥,0u[T7T)).

Il résulte de la définition que G g(¥) (resp. G,g(QD) est un S-faisceau
de Zariski sur le grand site. On pose

(0.6) S = Cpg@D) (resp. 3° = Cypg()).

Soit A’ une A-algebre. Posons S’ = Spec (4’). On a alors
Gips@)(S) = Biy, (resp. ConsQD(S) = Biay [1{;{,}} )

Done si B=A[[T]] on a G, X)S)=ATI]" (resp. G, QS =
A'IITNITT).

Les deux lemmes suivants nous permettent de décrire S en termes de
S-groupes connus.

LeEMME 0.7.  Toute unité u de A[[TTI[T 1], c’est a dire w € A[[TN[T'T,
s’éerit d’une fagon unique de la forme :

uw =T~ (a_yT’" +.oo4a 4T +ag+ Z aiTi>,
i>1
avec n € I'(Spec(4),Z) avec a_y,...,a_1 des nilpotents de A, et ay un
éléement tnversible de A, c.a.d. ay € A*.
PREUVE. Ecrivons u = S° 0T, et posons pour tout p € Spec (A) :
i€
w(p) = inf{i | b; non-nilpotent dans Ay},
et
Wp) = inf{i | b; & p}.

Voyons que = v, et que v est une fonction localement constante sur
Spec (A) (et définit ainst une section de 7).
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Montrons que u(p) =inf v(p) (¢ C p) (le inf pris sur Uensemble des
idéaux premiers @ C p). Pour tout i € 7 tel que 1<ty = inf v(q) (¢ C p) on
a b; € (qAp = Nilradical de A, (Donc b; est nilpotent). Comme il existe
q tel que iy = v(q) on a b;, & q d’ou bj, est non-nilpotent dans A,. Ce qui
prouve bien Uégalité.

Noter d’autre part que q C p = v(q) < v(p). Or lunité u donne liew a
une unité dans (A/qA)[TNT 1] Comme Uanneau A/qA est intégre on en
déduit que la classe by de byg dans A/gA est inversible. La considéra-
tion de Uhomomorphisme A/qA — A/pA entraine que la classe by de
b, dans A/pA est un élément inversible de A /pA donc que b,y & p. D'ou
que v(q) = v(p). St A est un anneau local d’idéal maximal m les deux
égalités précédentes donnent pu(m) = v(m), ce qui entraine U'énoncé de la
proposition dans le cas ou A est local.

Soit p € Spec A. Si on applique la proposition a Uimage u, de u dans
Ap[[T]][T*I] on obtient que b,y est un élément inversible dans Ay, et que b;
est nilpotent dans A, st 1<v(p). Il existe alors f € A tel que :

fEp a_y, ... a_ysontdesnilpotents dans Ay, et ag € A]f. On en déduit
la proposition dans le cas général.

LEMME 0.8. Soit C une sous-A-algebre de A[[T]] contenant T et
tel que A~ C/TC. Alors toute unité u de C[T~'] sécrit de fagon
unique sous la forme u=T%uw' u" ou n e I'(SpecA,7), uw €C* et
w=a_,T"+...+a1T"+1 avec a_,,...,a_1 wilpotents dans A.

PreUVE. Cas ou C = A[[T]]. Quitte a localiser A, on peut supposer
que:

u = <a,,T’” +odaq T Y vag+ ZaiTl)

i>1

avec a_y, ..., a_1 des nilpotents de A et ay une unité de A.
Soit v € A[[TNTT* de la forme : v=0_,T P +...+oa 1T  + o+

S o T avec 0_p...0_1 des nilpotents, et oy une unité. On écrit alors
i>1

v=0v +oyg+v" avec v e T1A[T 1], vt e TA[[T]], et oy € A*. On
définit par récurrence ume suite d’éléments w, =wu, + oy’ +u de
A[[TTIT'] du méme type que v ci-dessus en posant :

Uo = b Uy ="/ (o ey = 14y (0‘5") +y )

Soit I} (resp. I)) lidéal engendré par les coefficients de w, (vesp. w,). 11
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est immédiat que I, C Iy et que I | C I, I} d'ou I} C (I5)". Comme I

est un idéal nilpotent, car il est engendré par un nombre fini de nilpotents,
on aw! = 0 pourn assez grand, c.a.d. w, =u, + ocg”). Or par construction
de la suite il existe w' € A[[T]]" tel que w, =uu = oc<0") u”, avec
w" € T A[T1] a coefficients dans I et ac(()”) c A", donu = u’.ocf)").u”. Ce
qui donmne le cas C = A[[T]] immédiatement. L'unicité de la décomposi-

tion est triviale.

Cas général. L'hypothese C/TC ~ A entraine que TA[[TIINC = TC.
D’autre part on a T € C. Il en vésulte que tout élément’s € M = A[[T]]/C
est uniquement divisible par T, c.a.d. il existe s’ unique tel que s =T
Donc si My = M ®¢ C[T~1] le C-morphisme naturel M — My est un
isomorphisme. On a alors le diagramme commutatif avec les lignes
exactes :

0 C A[[T]] M 0

l |

0——C[T™'] —= A[[T]J[T™"] —> My —0

qui permet de prowver que C[T')NA[[T]]=C. Soit uwe C[T ] C
A[ITIT-1T

On éeritw' = T w' u". On a alovs que w' € C[T~']" N A[[T]]. D’apres ce
que lon vient de voir ' € C* d’ou on a ainsi montré le cas général.

Soit I € Sle S-sous-faisceau en groupes engendré par la section 7' de
donnée par un générateur 7' de I et par le S-sous-groupe J° C 3. Le S-
groupe J est indépendant du choix de 7'.

Par définition de J, on a une suite exacte de S-groupes

(0.9) 1 —3—3—Zg—0.

Le choix d’un générateur 7' de I donne lieu a un scindage de (0.9). D’ou il
résulte que J est isomorphe au produit Zg x 3.
On définit un S-groupe par

(0.10) W=9/3.

On a donc une suite exacte de S-groupes

(0.11) 1 —3—3—W-—1.

Soient B = A[[T]] et A’ une A-algébre. On définit le S-sous-foncteur en
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groupes Wy de S par
012) Wrd)={1+a T +...+a T7"|d,...,a_, € NilA)}.

(Nil(A’) désigne le nilradical de A’.) 11 est facile de voir que Wy est en fait
un S-sous-faisceau de Zariski de 3. Le lemme (0.8), montre que I'on a un
isomorphisme de S-foncteurs

(0.13) S Wrx3

qui entraine que la suite exacte (0.11) est scindée.
On définit un S-foncteur G, <(X,) en posant pour tout S-schéma S’

(0.14) CpgX)S) =T (35’ ;)

ol X, = X, xg S, et Oy C Oy désigne le sous-faisceau des unités.
On pose '

(0.15) 30 = Gimg(X0).

On a alors que 3’ (resp. 32) est isomorphe au S-groupe des séries formelles
inversibles : 8" — Og[[T]]" (resp. séries formelles inversibles tronquées a
lordren+1: 8’ — (Osf[[T]]/(T”“))*).

On a pour tout entier n > 0, un S-homomorphisme

(0.16) -3

donné par le S-homomorphisme de restriction G, o(¥) — G, g(X,).
Soit

0.17) 3y, = S/Ker(3' — 37).
La suite exacte (0.9) donne lieu a une autre

(0.18) 1—3 —3, — Zs—0.
Soit

(0.19) 3y = S/Ker(3' — 3).

La donnée d’un isomorphisme B ~ A[[T]] entraine celle d'un isomorphi-
sme de S-schémas

(0.20) S%zSpec(A[ao,. - [ao’l]) (resp. SOQSpec(A[ai][aal](ieN)).).
Si m > n, il existe un S-homomorphisme canonique 3’ — J.. On vé-

rifie que la limite projective liin 30 s'identifie & 3°. Pour tout n > 0 le
m



14 Carlos Contou-Carreére

homomorphisme canonique hm \5"—>32/ correspond a celui donné
par (0.16).

On a alors que J° est un S-groupe pro-lisse. En composant (0.16) avec le
S-homomorphisme canonique

Cing(¥) = I — Ciys(Xo) = Gipg
on obtient un S-homomorphisme J° — G, .
Soit
(0.21) A? = Ker (3" — Cpg) (resp. A) = Ker(3) — Ciq)).
On a alors les décompositions canoniques en produit direct
0.22) 30 = Gpg x A" (resp. 30 = Gpg x AD).

On vérifie facilement que A° s’identifie 2 la limite projective hm /\0
La suite exacte (0.11) donne la suite exacte

(0.23) 0—3,— S —W-—0.

D’apres (0.8) le choix d’un isomorphisme B ~ A[[T]] donne lieu a un iso-
morphisme de S-groupes

024) W x Zgx Gpgx A" (resp. I, ~ W x Zg x Gpgx A%, neN)
On a alors un S-homomorphisme
(0.25) e: — Zg

tel que si u € S(A') séerit u = T"u'u” (m € 7), grace a (0.24), alors
e(u) = m. Il est facile de voir que ¢ est indépendant du choix d’un iso-
morphisme B ~ A[[T]]. On pose I° = Ker ¢, et 3% =¢1(n) pour toute
section n de Zg. On a ainsi une suite exacte de S-groupes

026 1—3"—3 -5 Zg—0 (resp.l—>%0—>\sn N LS—>0),

ou 3% = Q%/Ker(3° — Q%). L’homomorphisme ¢ est compatible avec
I’homomorphisme J — Zg donné par (0.9).

11 résulte de la définition de Wy (cf. (0.12)) que Wy est isomorphe au
complété formel du groupe des vecteurs de Witt universel introduit par P.
Cartier dans [1], et que si A). désigne le S-groupe défini comme dans (0.21)
a partir de B = A[[T1], alors Wy s’identifie au dual de Cartier de /\% (cf. loc.
cit.). Soit

0.27) B = Spec(Ala_] (i € NT))
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le S-espace affine restreint. Pour tout % € N on définit un idéal de Ala_;]
par

(0.28) K™ = (a"y,...,a",,ani1,...).

La famille d’idéaux (K™) (n € N) est un systéme fondamental d’idéaux
ouverts d’'une unique topologie linéaire de Al[a_;]". Soit Ala_;]" la A-alge-
bre topologique complétée de A[a_;]. Il est clair que 'on a un isomorphisme
de S-foncteurs

Wy =~ B89 = Spf(Ala_;1" (i € N)).

Il résulte de (0.24) que le choix d’un isomorphisme B ~ A[[T]] entraine un
S-isomorphisme de groupes

(0.29) W~ Wy,

donc un isomorphisme de S-foncteurs W ~ L.

Soit I, Cc B&4B Ulidéal de définition de la section diagonale
A: X— X xgX. Soit d un générateur de [,. L'image de d dans
By = B®4B[I '], que l'on note toujours d, est un élément inversi-
ble. En effet, notons que si B=A[[T]] on a alors BBl ']~
A[[t])[t"YI[T]] en notant par T (resp. t) I'élément 7 ® 1 (resp. 1 ® T) de
A[[T]] @4A[[TTI[T']. De méme on a B&4B ~ A[[t, T1]. 11 est facile de
voir que

Iy=@-1),

d'oti il existe u € A[[t, T1]" tel que d = u(t — T). On a dans A[[¢]][t 1 ][7T]] 1a
relation

t-—T) 1=t (1 +y tiT’i>,
i>1

qui donne que d est inversible dans A[[t]][¢][[7]] et entraine I'affirmation
en général. Soit d, I'image de d par le A-homomorphisme

(0.30) B®4B—B

obtenu par passage au quotient par l'idéal (1 ® I)(B®4B).

NoraTioN 0.31. (3) - Soit gog la section de 3° = Grg(¥) au-dessus de
U = Spec(B[I']) donnée par

d7! € (BRABII ) = G = 3°Q0).
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(i1) - L'élément (d. ® 1)d~" donne liew a une section de S = Gy g ()
au-dessus de U, qui appartient en fait au S-sous-groupe I C S (J est
engendré par la section d, @ 1 et par 3°), que U'on désigne par L.

(iii) - Soit ¢ la section de 30 au-dessus de U donnée par
(t—T)t € BBl 1= 3°). Soit ok la section de 3 au-dessus de U

donnée par T(t — T)". Si Lon pose d =t — T on a ¢ = ¢} et g} = — ph.

(La considération de ¢ (resp. p}) pour un génératewr d quelconque de
14 est imposée par les constructions géométriques du § 1.)

LEMME 0.32. Avec les notations de (0.31), on a :

(i) - La classe ¢° de ¢) dans 3°Q) / 3°(X) est indépendante du choix de
d et coincide avec celle de ¢Y..

(i) - La classe ¢' de —¢}, dans JQ) / Ker(SO(f) — ’0(8’)) est indé-
pendante du choix de d et coincide avec celle de ¢}..

PREUVE. Soitd un autre génératewr de I 4. Il existe alorsu € (B R AB) )
tel que d' = ud. Notons par d., (vesp. d., u,) l'image de d' (vesp. d, u) par
(0.30). On a alors

(d,@1)d ' = (uo @ Du'(d, ®1)d .
Il est clair que Uimage de (u, @ 1)u~! par (0.30) est égale a 1. Il en résulte
(i1), compte tenu de (0.30). La preuve de (1) est analogue. C.Q.F.D.
ProposITION 0.33. On reprend les notations de (0.31). Soit T un
générateur de 1. On suppose S noethérien. Soit

n+2 n+2

[[er: [JTu—3

n+2
le S-morphisme obtenu en composant le S-morphisme [ U — 3 fui-
n+2
sant correspondre a une section (i, ...,%y2) de [[ W Uélément

n+2
(ﬂOT(ﬁﬁ) e ¢2‘(90n+2) € SO (H u)

avec le S-morphisme canonique 30 — 32 (cf- (0.16)).

n+42
On a alors que ] ¢ est un S-morphisme fidlement plat.
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PrREUVE. Soit g, (1<j<n+2) la j-eme fonction symétrique de

(1, ..., tys2), c.0.d.

0; :Z by -ty (1<oi<...<oj<n+2)
On pose
t—Tts—T)...(tpyo—T) =g+ a1 T + ... + @y T + (= 12742,
ce qui donne :
(+) Wiz = (1" (1<j<n+2).
Le A-homomorphisme

Alag, ..., ap1] —Alt, ... tygel

défini par les équations () est fidelement plat. Ce qui résulte du fait bien

connu que Alty, ...ty 2] est un Aloy, . .., o0, 2]-module libre de type fini.
11 en résulte que le A-homomorphisme induit
(* *) A[a07 s 7a/1l+1] [aal] —)A[tlv cee 7t%+2] I:tl_lv cee 7@?.}.2}

est ausst fidelement plat.
n+2 -1
Soit g = ( 11 (/)OT) . 1l est clair que le A-homomorphisme corre-

spondant & g :
Alag, ..., a][ag'] — Al [t ] ®a .. @4 Alltys2ll[t, 5]
est obtenu en composant (*x) avec le A-homomorphisme plat
Alay, ... a,][ag"] — Alag, ..., ani1l[ag ]

a gauche, et avec le A-homomorphisme plat (c’est ici que Uhypothese A
noethérien intervient).

Alt[t"] @4 ... @4 Altui2l[t, o] — Al I[E"] @4 ... @4 Alltui2][t, 1]

a droite. On a ainsi que g est un A-morphisme plat. Montrons que g est
surjectif. On est alors ramené a montrer que pour tout corps algé-
briquement clos k, qui soit une A-algebre, le k-morphisme fibre g de g au-
dessus de Spec (k) est surjectif.

Notons par g, le k-morphisme

Spec(k((t1) @ ... @ k((tyi2))) — Spec(klao, ..., ] [aal})

défini a partir des équations (x). On voit facilement que g, se factorise a
travers g, et qu’il est un k-morphisme plat. Il nous suffit de montrer que g,
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est surjectif. Soit 9"y le k-morphisme
Spec(k(ty) @ ... @ k(tys2)) — Spec(klao, . .., a.][ag'])
défini a partir des équations (x). Putsque g), se factorise par g”;. et que
k) @ ... @ k(tni2) — k() @ .. @5 k((Er12))

est fidelement plat on est ramené a montrer que g}, est surjectif.
11 suffit de voir que pour tout (cy, ..., c,) € k"1 avec ¢y # 0, le systéme
d’équations

(o) (—1)j0n+2—j—0j=0 0<j<m

admet une solution (x1,...,%,.2) dans une extension (finie) K du corps
k(u) des fractions rationnelles en Uindéterminée u, dont toute les com-
posantes soient transcendantes sur k.

Soit K une extension finie de k(u) contenant toutes les racines
X1, .., %py2 du polynome

P(T) = (co+c1T+ ... +c,T" +uT™ 1 + T2).

Le lemme (0.34) ci-dessus montre bien que le point (x1,. .., %, 2) fourni
une solution de (x*x) avec la propriété voulue. On a ainst que 9", est un
morphisme surjectif. C.Q.F.D.

LEMME 0.34. Soit t un élément algébrique sur k différent de 0. Alors
Pt) =co+cit+ ...+ cyt" +ut™ + "1 est un élément transcendant
sur k.

PREUVE. Quitte a substituer le polynome P(T) par une puissance
P(TY (i € N) on p est la caractéristique de k, on peut supposer que t est
séparable sur k. Soit k' une extension algébrique de k qui contient toutes les
racines ty, . ..,tq du polynome minimal de t (de degré d). Supposons que
P(ty), ..., P(ty) sont algébriques sur k. Il existe un polynome Q(T) € k[ul[T]
de degré en T < d tel que :

(@) - Q1) = P(t1), ... Qta) = P(tq);
(b) - les coefficients de Q(T) sont des polyndmes en u de degré < 1, et il
existe au moins un coefficient de Q(T) qui n’appartient pas a k.

L'hypothése de  séparabilité de t donne que la matrice [t!]
1<i<d, 0<j<d)estderang d. Il en résulte que l'on peut exprimer u
comme une combinaison linéaire dans k des éléments algébriques sur k
P(ty),...,P(ty) ce qui est absurde.
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On procéde a définir deux sectlons y e W(X) et o' € (W X Zg)(X)
correspondant respectivement a ¢° € oan / 30(36) et a ¢le \5(11) /
Ker(3°(X) — 3%(S)) comme l'on verra dans § 1.

NoTaTION 0.35.  (3) - Soit d € I, C B&aB (vesp. do) un générateur d’i-
déal de définition I de la diagonale de X xg X (resp. défini comme dans
(0.30)). Notons par d, limage de d dans B @aB,, (n>0). On vérifie faci-
lement que d, (resp. (do ® 1)1 d,) est une unité de B, (I 7 én}), c.a.d.

d, (resp. (do ® 1)'d,) € (B [I5,])"-
(ii) - Soit
Vg,,, (resp. V¢1in> € r(%%vng(u)) = (B{Bn} [1{731”}})*

la section donnée pcw (do ® 17 d, (resp. d,). On a que yg" est en fait une
section de S° C & = G,,,gQ).

Soient n,m € N n >m. On vemﬂe que la restriction de yd (resp. yd )a
X,, — X, est égale yd (resp. yd ). Soit

7y X—Q° (resp. 75 ¥—19)

le S-morphisme (de S-foncteurs) donné par le systeme (ygn) (resp. (thi,,) ).
Noter que X = liLn X,.
n

Si B = A[[T1] alors B, ~ A[[t]] /(tn+l)

Soitd =T —t.Onaalorsy) =1-—_ (Tesp T —t) € (A[lL]l/ ¢ ) ITIT T
Noter que

(8) <tegrege (m () = (e )

Soit U un générateur de 1. On désigne par 1% (resp. y.) la section de 3°
(resp. 3) au-dessus de X dommée par 1—uU-1 (resp. U —u) €
(B&4B)[U'T, 0w Uon désigne U @ 1 par U et 1@ U paru. Sid = U —u
on a alors Y5 = 1% (resp. 7} = yL).

(i12) - On montre comme dans (0.32) que la classe de yg (resp. yb ) dans

30%)/Ker (3°(X) — 3°S)) (resp. I(X) / 3°(¥))
est indépendante du choix de d. Notons par

Wi X—W (resp. ' X—S /3 =2Zgx W)
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le S-morphisme donné par Uimage de )5 (vesp. y}) dans
30¥)/3°®) = W) (resp. SX)/I().

REMARQUE 0.36. Les constructions de 30, 39 S0 (resp. 32, T S
%) ainsi que celle de ¢°, ¢l, )°, 9! sont fonctorielles vis & vis des iso-
morphismes de A-algebres adiques augmentées isomorphes a A[[T]].

On a plus précisément, avec les notations de (0.31) et de (0.35), le ré-
sultat suivant. Sotent B' ~ B un A-isomorphisme et d' un générateur de
1, C B'@4B'. Alors limage d de d’ par B'@4B ~ BRB' est un généra-
teur de I, C B&aB et la section 7Y (resp. ¢k, 7% v}) correspond foncto-
riellement a la section 79, (vesp. %, 79, 75.).

Soit B = A[[T1]. Il résulte du lemme (0.7) 'existence d’'un scindage
(0.37) W—g°
de la suite exacte
(0.38) 1—3 -3 —W—1
dont 'image est égale a Wr (ef. (0.12)). On obtient alors un relévement
P x—W—3g°

de 7°: X — W, qui g'avére étre égal a la section 7} (cf. (0.35),i)) de S,
donnée par 1 —tT1. On a ainsi que le morphisme

. X = Spf(A[[T]]) — Wy c §°

de X dans le complété formel du groupe des vecteurs de Witt coincide avec
le morphisme noté [¢] dans [1]. Il résulte alors de loc. cit. la

PROPOSITION 0.39. Soient S, X,7°, W définis comme ci-dessus. Soit G
un S-schéma en groupes commutatif et lisse. Le couple (W,)°) vérifie la
propriété universelle suivante : “La fleche

Homs_y, (W, G) — Ker(G(X) — G(S))
induite par composition avec y° est bijective”.
Soit Sym™(X) la puissance symétrique n-éme de X, i.e. le quotient du
produit n-éme X xg ... xg X par Paction du groupe symétrique S,. On a

que Sym™(X) est représentable par un S-schéma formel isomorphe au
spectre formel Spf(A[la_q,...,a_,]]), de 'anneau adique des séries
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formelles
Alla1,...,anllena q,...,0 4,

a coefficients dans A.
La multiplication de W donne lieu a un S-morphisme

(0.40) Sym™ (%) : Sym™(x¥) — W,

qui est en fait une immersion fermée de S-schémas formels. En effet on
vérifie, si X = Spf(A[[T1]), que I'image de Sym™ (%) : Sym™(¥) — Wy
est donnée par le sous-foncteur de Wy dont les sections
1+a T +...+a_,T™ vérifient a_,_; =...=a_,, =0. Le n-éme
X" =X xg...xgX didentifie a Spf(Allty,...,t,]]) et le morphisme
X" — Sym™(¥) correspond au A-homomorphisme de A-algébres

Alla_q,...,a_ 1 — Allt1, ..., t,]]
faisant correspondre ( — Dio; a a_i, ou g; désigne la i-eme fonction sy-

métrique de t1,...,1,.
On identifie Sym™ (¥) & son image dans W et 'on pose

(0.41) W, = Sym™ ().

Pour tout couple d’entiers 1 < m < n, on a un morphisme

(0.42) Sym"™ (%) — Sym™ (%),

qui correspond au A-homomorphisme A[[a_1,...,a_,]]—Alla_1,...,0_p]]
obtenu par passage au quotient par I'idéal engendré par a_,,_1,...,a_,. Ce

morphisme se déduit par passage au quotient du morphisme X" — X" donné
par le A-homomorphisme A[[t, ..., t,]] — Allt1, ..., t,]] envoyant ; sur 0
pour ¢ > m.

Etant donnés des entiers 0 <m <n < pon aun diagramme commu-
tatif :

Sym™ (%) Sym™ (%)
043) T~
Sym(P) ( x)

On a ainsi un systeme inductif (W,,) de S-schémas formels.
Notons par ligl W, la limite inductive prise dans la catégorie des S-
n

faisceaux de Zariski. On a alors
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PROPOSITION 0.44.  Awec les notations ci-dessus on a que les inclusions
W, — W induisent un isomorphisme de S-faisceaux de Zariski

lim W, ~ W.
w
Notation 0.45.  Sotent n,m > 0 des entiers, et v une section de Zg au-

dessus d'un S-schéma S'.

(i) - La suite exacte (0.11) donne liew aux suites exactes
1—3 =3 —Ww—1

et
1— 30 —3% —W-—1 (cf. (0.26) et (0.23)).

Soit ™30 (resp. ™30) le J-torseur (resp. I -torseur) au-dessus de
W, obtenu a partir de la premiere (resp. deuxieme) suite exacte ci-dessus
et du morphisme W,, — w.

(i) - Soit "™ (resp. "™J,) le J-torseur (resp. J,-torseur) obtenu a
partir de la suite exacte 1 — SO — 3 —W—1 (cf- (0.11)) et du mor-
phisme W, — W.

(i1) - Soit ¢ = &71(v) (resp. 35 = &, (v) (¢f. (0.26)). On a un S'-mor-
phisme 3L — Wy (resp. 3L — W) qui fait de ¥ (vesp. 33) un 3y-tor-
seur (resp. (30)g torseur). Notons par ™32 (resp. ™3F;) le 3° (resp. 30)-
torseur 1mage inverse par (W,,)s — WS/.

La suite exacte (0.11) (resp. 1 — 30— W —1 (cf. (045), 1))
nous permet de regarder S (resp. ) comme un J-torseur (resp. J°-tor-
seur) au dessus de W. La donnée d’'un générateur U de I entraine un
isomorphisme de A-algebre adique augmentées A[[T]] ~ B. Par foncto-
rialité (cf. (0.36)) on en déduit un scindage

(0.46) oy: W—3Q°
de la suite exacte
1—3 =3 —Ww—1
et un relevement
y?] cX—Q0de )’ x—W
a partir de celui de la suite exacte (0.38) tel que

W =Uel-10U)(Ue1) e (BE4B)W e ™) =9,
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Soient U et V des générateurs de /. On a alors

RO T =Vel-1V)Vel) {(Uel-10U)  (Us1)c
(B&4B) = 3°(®)
En fait y“),(y%)fl est une section de Ker (SO(%) — SO(S)).

Noter que 'ensemble des isomorphismes de A-algebres adiques aug-
mentées Isom(A[[T]],B) de A[[T]] avec B, s’'identifie a 'ensemble des
générateurs de . Notons par Aut(B) les A-automorphismes de la A-alge-
bre adique B. On a alors que Aut(B) opere sur Isom(A[[T]], B), qui devient

alors un Aut(B) torseur a gauche. )
On définit un S-homomorphisme (U, V) : W—>30 par (U, V)oy =oay.

Noration 0.47. Notons par oy (vesp. ™ay,) le scindage de
30— W, (resp. ™SS0 — W) induit par ay. On pose
DT, V) = Doy (Mey) e T(W,, 30
(fresp. MU, V), = (7”>01/71,((7")0U7,)71€ (W, 32))
D’ou
O, V) = U, Vyoy® =52 (%) e I, 30,
et en général

WU, V) = U, V) o Sym™0).

Noter que ™n(U, V) : Sym™(¥) — 3 s'obtient par passage au quo-
tient a partir de

m m

[[YwUvy: ] x—3,

ProposITION 0.48. On reprend la notation ci-dessus. Le choix d’un
génératewr U de I C B donne liew & un scindage oy : W — S0 de la suite
exvacte 1 — 3° — 30 — W — 1 (vesp. un relévement )Y, : ¥ — 3°). Un
couple de générateurs U,V de I détermine un homomorphisme
WU, V): W—3° tel que : WU, V)oy = oy, qui est caractérisé comme
lunique homomorphisme qui vérifie

WU, V)0 =5%(9) " (ef. (0.42)).
La donnée de (U, V) équivaut a celle du systeme inductif (" (U, V)).
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(En fait on peut établir plus généralement, grice a la propriété uni-
verselle du couple (W, yo), une correspondance bijective entre relevements
de 7" et les scindages de cette suite exacte).

Supposons que A soit un anneau noethérien. Soit Alg.adm|, la caté-
gorie des A-algebres admissibles au sens de [8]. Cette catégorie est la
catégorie opposée de celle des S-schémas formels affines Schf aff|.

Soit S’ un S-schéma formel affine donné par la A-algebre admissible A’.
Soit K un idéal de définition de S’. Alors Spec (4’/K) est un A-schéma et
S = lii)n Spec (A’/K), ou K parcourt 'ensemble des idéaux de définition de S’.

On exprime ainsi S’ comme une limite inductive de S-schémas.

DEFINITION 0.49. On définit S 3% S, @2 (n € IN) comme des foncteurs
en groupes de Schf aff |g comme swit. Soit 8" = Spf(4’). On pose alors
(") = lim S(A'/K),
—
K
308" = lim S°A'/K),
—
K
S8 = lim $,(A'/K),
K

S8 = lim I (A'/K),
K

ou K parcours Uensemble des idéaux de définition de A'.

REMARQUE 0.50. On peut définir $ 30 G, et %2 sur la catégorie des
S-schémas formels Schf | a partir de (0.49).

Un S-schéma formel S’ donne lieu & un S-foncteur. Alors S(S’) (resp.
38, 3,8, @,OZ(S’)) coincide avec I'ensemble des morphismes de S-
foncteurs de S’ dans S (vesp. 3%, Sy, S9).

Soit U un générateur de 1. On a alors un S-isomorphisme S ~ W x 3
qui induit pour tout S-schéma formel noethérien S’ un isomorphisme

3(S) ~ W(S) x IS,

ot W(S’) désigne les points du S-schéma formel W a valeurs dans S'.
L’homomorphisme (d’augmentation) (0.25) donne lieu & un homomorphi-
sme

o~
ook
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de foncteurs en groupes de Schf|q, de maniére que la suite de foncteurs en
groupes de Schf|g

11— -8 —7s—1

est exacte.

Soient A’ une A-algebre adique (cf. [8], Déf. (7.1.9)) et K un idéal de
définition de A’. Alors (K") constitue un systéme fondamental de voisi-
nages ouverts de 0 dans A’. Soit B’ = BR,A' = Bay; (K"B') est un sy-
stéme fondamental d’idéaux ouverts d’'une topologie linéaire de B.
Comme A’ est noethérienne, B’ est complet pour cette topologie. Cette
topologie compacte coincide avee la topologie KB'-adique de B'. Elle est
indépendante de K. Soit Spec(B’) le complété formel du A’-schéma
Spec (B') au-dessus de

Spec (A'/K) — Spec (A').

S/pEC(B’ ) est égal au spectre formel de B’ muni de la topologie KB'-adique.
On pose
omb(X’) = Spec(B).
A
Noter que si B = A[[T] alors B’ [I{j,}} = lim A'TNIT1 ) K" A'TITIT 1,
car K" (n € N) est unidéal de type fini de A’. Cette derniere limite s’identifie a
+00
I'anneau des séries formelles > a,7" ot a,,—0 dans A’ quand n— — occ.

N=—00

D’autre part par définition on a

3@A) = lim A'/K"DITNT T =lim (AN /K AT -y

(0.51) . N
= <1131 A’[[T]][T-l]/K"A'[[T]][T—I]) - (B’ Ik ) :

On a finalement la

A
PROPOSITION 0.52.  Méme hypothése que ci-dessus sur A’. Soit B’ {I Iy j,}}
le complété formel de B [I {j }} par rapport a la topologie KB’ {I {ji,}} -adique.
A
Alors que (A) sidentifie au groupe des unités [B’ {I 1y j,}] }, c.a.d. aux

~ A —
sections de C.,,q au-dessus de W = Spf (B’ {I {j,}} ) C omb(X').

Les définitions et les constructions de §1 sont données a partir d'une
courbe formelle X — S au dessus d’une base noethérienne et affine S. Les
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constructions suivantes doivent permettre de définir ces méme objets dans
le cas ol S est un schéma noethérien et X — S une courbe formelle de la
forme X = Spf(Og[[T1]). On esquisse la construction d'un foncteur de la
catégorie des schémas formels noethériens vers celle des espaces locale-
ment annelés

(0.53) X — omb(X)
qui associe a tout sheéma formel noethérien X un espace localement annelé
omb(X) = (Z,0y)

noethérien, sobre (c.a.d. toute partie fermée irréductible a exactement un
point générique), et avec O cohérent. On a d’autre part un homomorphi-
sme fonctoriel

(0.54) ix : X — omb(X)

tel que iy est un homomorphisme de X sur une partie fermée X’ de omb(X),
de maniere que I'on retrouve X comme le “complété formel” de omb(X) le
long de X’. Notons respectivement par Coh(X) et Coh(omb(X)) la catégorie
des modules cohérents sur le schéma formel X et sur I'espace annelé
omb(X). L’on suppose 'une et 'autre munies de la structure de produit
tensoriel et des isomorphismes d’associativité et de commutativité. On a
alors que iy induit une équivalence de catégories

(0.55) i% : Coh(omb(X)) — Coh(X).

Soit, C un anneau adique noethérien. Soit X = Spf(C). On a alors un iso-
morphisme canonique

(0.56) omb(X) ~ Spec (C).

Le morphisme (0.54) correspond alors au morphisme canonique
Spf(C) — Spec (C).

Donnons la construction de omb(X) pour un schéma formel noethérien X.
Soit PF(X) 'ensemble quotient de 'ensemble des idéaux cohérents I de Oy
par la relation d’équivalence : «I ~ I'» §'il existe un entier n > 0 tel que
I"cI'etI’" C I".Onaalors que PF(X) avec sa relation d’ordre réticulé est
'ensemble des parties fermées d’'un espace topologique sobre X. Les points de
X correspondent aux éléments irréductibles de 'ensemble ordonné PF(X).

Soit 1 un idéal cohérent de Ox. On dénote par V(I) le fermé de X défini
par 1. On définit un X-faisceau en anneaux Oy en posant

(0.57) I'(X - V(I),0x) = lim Hom o, (I", Ox).
n
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On pose

(0.58) omb(X) = (X, Og).

On vérifie qu’étant donné un morphisme de schémas formels f : X — Y il
existe un unique morphisme d’espaces localement annelés

(0.59) omb(f) : omb(X) — omb(Y)

tel que omb(f) o ix = iy of.

II résulte de [8], Proposition (6.9.17), pg 323, que si C est un anneau
adique noethérien, et si 'on pose X = Spf(C), la définition de omb(X)
donne lieu a un isomorphisme canonique omb(X) ~ Spec (C).

ProposITION 0.60.  Soit A un anneau noethérien. Soit C une A-algebre
adique noethérienne. On pose Y = Spf(C) et Y = Spec (C).

Soit Z un A-schéma séparé de présentation finie. Soit f : Y — Z un
A-morphisme formel. (On consideére Z comme un A-schéma formel en
munissant Oy de la topologie discrete). Il existe alors um unique A-
morphisme

f:Y—Z
redonnant f par restriction a ), c.a.d. tel que
f :f o ’i«y .

PrREUVE. Soitg: 9 x4 X le Y-morphisme formel donné par le graphe
def. Le théoreme [6.4.1] de [9] montre qu’il existe un unique Y -morphisme
G: Y —Y x4 X redonnant g par restriction a 9. Soit f le morphisme
CcOMmPOosé

Y —-Y x4 X—X.

On vérifie que f satisfait aux conditions de l'énoncé. C.Q.F.D.

1. Jacobienne locale d’une courbe formelle relative. Enoncé du théo-
réme principal

(1.1) On donne dans ce numéro une interprétation géométrico-fonc-
torielle des objets introduits dans § 0. On reprend la notation de § 0. Soit 7'
un générateur de 1.
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DEFINITION 1.1.1. Soit S" un S-schéma. On pose X' = X xgS'. Soit
Oy[T~le faisceau en O -algébres défini comme dans § 0. On entend par
idéal fractionnaire inversible (i.f1) de O[T~ un Oy-sous-module K de
(’)x,[T—l] localement de la forme u Oy, o w désigne une section de
O.{«[T*I]*, c.a.d. une section inversible de O[T,

Etant données deux ifi. K et K’ de Ow[T1] on définit de maniére
évidente leur produit KK' = K ® o, K'. On a K = Oy K = KOy. On vé-
rifie que I'ensemble des i.fi. K de O [7T'] muni du produit ci-dessus est
un groupe abélien. Un S-morphisme S” — S’ induit un S-morphisme
f: X" =2XxgS"— ¥ L’image inverse f*(K) dun i.fi. K de O[T '] est
un ifi. de O [T71].

DEFINITION 1.1.2. Soit Picy s le S-foncteur en groupes abéliens faisant
correspondre o S’ Uensemble des i.fi. K de Ox[T71].

Remarquer que 'on a un épimorphisme de faisceaux

(1.1.3) S— PiCx/S

envoyant une section u de ' sur le i.f.i. w Oy. On vérifie immediatement que
le noyau de (1.1.3) est égal & 3°. D’autre part la suite exacte (0.11) donne lieu
a la suite exacte

(1.1.4) 1 —3 -3 —Zgx W—1,

d’oti 'isomorphisme

(1.1.5) Picy/s ~ Zg x W.

On a alors un homomorphisme (d’augmentation)
Picx)s — Lg-

Le générateur T de I donne lieu par fonctorialité (cf. (0.36)) a un scindage
or: Zg— $ delasuite exacte (1.1.4). Ce qui entraine, vu (1.1.5), que tout
ifi. K de Op [T~ '] est globalement principal, c.a.d. de la forme K = u Oy
avec u € I'(X', 0x[T71])".

Soit, pour tout entier n, Picy /s C Picy /S le sous-foncteur image inverse
de la section de Zg donnée par n. On a alors un isomorphisme

Picys =~ W.
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Soit X), = X, xg 8’ (n € N). On désigne par Picym /s 1e S-fonteur fai-
sant correspondre a S’ 'ensemble des couple (K, &,) formés d'un i.f.i. K de
O[T~ et d’'un isomorphisme &, : Oy ~ K @y Oy (= K,).

Le morphisme (1.1.3) se reléve en un morphisme

(1.1.6) C\xy — @x(7z)/s

envoyant u sur (u Oy, wmod 7"), ott w mod 7" désigne I'isomorphisme
&, donné par la restriction a X], de u. Le noyau de (1.1.6) est celui de
R 32, et ce morphisme est surjectif car 3° — 32 Pest. On a alors un
isomorphisme de S-foncteurs.

(1.1.7) Piicx“”/s ~ g, (Cf. (0.19))

La donnée de T donne lieu a un isomorphisme S, ~ 32 X Zig X w.
Le morphisme naturel Pic yu g — Picy/s définit une augmentation
Pic yw /s — Ls par la composition avec I'augmentation de Pic y/s.
Pour tout entier v, soit P_ic;.@,) /s C Pic yw /s le sous-foncteur image in-
verse de la section v de Zg par 'augmentation Pic yw /g~ 2L On a un
isomorphisme

@%n)m =~ %%

On pose
1.1.8) B™ = A 4 "1,

ca.d. B™ = {b e B|limage de b — b.1 dans B/I"*! vaut zéro}, ou b dé-
signe la classe de b dans B/I ~ A. Il est clair que B™ C B est une A-sous-
algébre que 'on muni de la topologie B™ N I-adique.

Soit

(1.1.9) %(") — Spf(B(”)).
On a alors un S-morphisme de schémas formels
(1.1.10) X x™

qui permet d’identifier ¥™ & la somme amalgammée ¥ [] S.
Posons &
£(7’L) _ £(vz) Xg NG
et

-(n)

(1.1.11) 0L = Ker(05,, — 0F).

Notons par Ox[T~']"/ O;TW le S-faisceau quotient. On a alors un isomor-



30 Carlos Contou-Carreére

phisme de S-foncteurs

(1.1.12) Pic yu g Ox[Tfl]*/O;?m-

qui justifie la notation Pic yu /s
Noter que l'on a les isomorphismes suivants :

et
. - 0 ~ 0
(1.1.14) lim Pici, s = 3.

Soit S’ = Spf(A’) un S-schéma formel affine. Si K est un idéal de définition
de A’ on pose S = Spec(A’/K). On a ainsi un systeme inductif de S-
schémas (S)) tel que S’ = lil)n S. Posons

n

(1.1.15) Pic x/5(S') = 1%11 Pic y/s(Sk)

et

(1.1.16) Pic y5(8") = lim Pic yo 5(Sk)-
%

On peut interpréter 'ensemble Pic x/s(S") (resp. Pic yw /S(S’ )) comme
I'ensemble Homg(S’, Pic y/5) (resp. Homg (S’, Pic v /s>) de S-morphismes

fonctoriels. On peut ainsi définir Pic x /g (resp. Pic v / ) comme un foncteur
de Schf|g. L'isomorphisme (1.1.7) donne lieu a un isomorphisme de fonc-
teurs de Schf|g

(1.1.17) Pic g g = S (= 3 x W (cf. (0.17))).

REMARQUE 1.1.18.  Soient X' = X xg X et 3, C O lidéal de définition
de la diagonale 4 C X xg X. Notons par 3 4, Uidéal de Oxyx,, induit par
34 On a alors que 3 4, est un i.f.1. de Oxy ng[T‘l], et le systeme projectif
(S4m) détermine une section de Pic x /s au-dessus de X, qui correspond a la
section y* (cf. (0.35), (i13)) par Uisomorphisme (1.1.5).

m+1
Soient un entier m > 0, et un entier 1 <7 < m + 1. Posons 9 = [[ X.

Notons par
m+1

p: H%—»%



Jacobienne locale d’une courbe formelle relative 31

la premiere projection, et pour tout 1<i <m +1:
m+1

Di H X— X xgX

le morphisme défini par la premieére et la i-eme projection. Soit I C Ox
I'idéal donné par I C B. On vérifie que le Og-module inversible

P13 R0y - ®oy Pp(S4)
provient d'un Ox xg W,,-module inversible Sym(””(
par le morphisme canonique :

3,4) par I'image inverse

m+1

P =] ¥— X xsSym™(¥).
Soit
Sym™ (3, = p" (7" @0, Sym™(3y).

Alors Sym™(3,) est un ifi. de Oxxyw, [T1], et défini une section de
7?_ico3E /S au-dessus de W, et qui coincide avec Sym(m)(yo).
Soit v une section de Zg. On définit un i.fi. de Ox,w

m

[T-'] en posant
Sym (S = p* (3 oy, Sym"(S).

Soit Sym(m)(SA)fy le fibré principal associé. On désigne par
Sym(’")(SA)}; sa restriction & X, x W,, comme module inversible. Soit
(Sym(m)(ﬁé,)i)* le fibré principal associé. Notons par pr (resp. pr") la
projection de X xg W,, (resp. X,, xg W,,) sur W,,,. Alors le faisceau image
directe

r. ((Sym™ @)
(reSp~ pr’! ( (Sym“”)(iig)li,) ))

est un G, (X)-torseur (resp. (,,(X,)-torseur) au-dessus de W,, qui s’i-
dentifie canoniquement a3 (resp. ™S5,).

Soit S — Zg xg W une section admettant une factorisation a travers
S — ZS X8 Wm.

Soit v la section de Zg donnée par S — Zg x W. Alors il lui correspond
le i.f.i. de Ox,[T1]'image inverse de Sym(’”)(SA)2 par le morphisme induit
XS i fwm .

On suppose maintenant A noethérien. Soit A’ une A-algébre adique.
Soit K un idéal de définition de A’. Posons S = Spf(4d’) et
S!, = Spf(A’/K™) (m € N). Alors B' = B&,A’ est une A'-algébre com-
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plete pour la topologie KB'-adique de maniere que le spectre formel de B’
muni de cette topologie, s’identifie au complété formel omb(X'), ou
X' = Spf(B"), le long de S} = Spec (A’/K), comme il résulte du fait que A’
est noethérien. On a alors

omb(% XS S,m) ~ omb(.’E’) X S;n'

Une section de Pic x/s au-dessus de S;, correspond a la donnée d’un idéal
principal L,, C Oxygs [T'] lequel donne lieu & un idéal inversible de

omb(X xg.S,). D’ou la donnée d’une section de

Picx/s(S") = lim Picx/s(S;,)
m

entraine celle d'une famille (L,,) de modules inversibles au-dessus du sy-

stéme inductif (omb(¥') xg S/,), et & fortiori celle d’'un (’)/\b“,)—module
ombp(

inversible L. Soit Il' C omb(¥') louvert défini comme dans (0.52). On vérifie
qu’il existe une section

wel (fl’,(’)*f\ )
omb(x')

telle que

K=uO0"~ COx.
omb(¥') w

LEMME 1.1.19.  Awec les notations ci-dessus, la donnée d’une section de
Pic yw /S au-dessus de S, équivaut a celle d’un couple (L, E,) formé dun

O~  -module inversible L de la forme
omb(X')

L=uO~ ,uel (W 0~
omb(X') omb(X')

et d’un isomorphisme

En: O% ~ L Qoy O¥;z (Cf (061))

(1.2). Soit S un schéma. Soit X — S une S-courbe projective et lisse
muni d'un diviseur de Cartier D— X relatif effectif. Notons par
p™ . D™ —; S le n-éme voisinage infinitésimal de D dans X. Soit

1.2.1) X" =xT[s

D)

la somme amalgammée de X avec S le long de D™ (cf. [3], [5]).
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Posons pour tout entier n > 0
(1.2.2) Jn = EXW)/S (resp. J = 1{i;_n mXW/S)

(cf. loc. cit.). Le S-schéma X™ admet une section canonique

S—Xx"=x][Ss
D

et 'on peut donc décrire les sections de J,, au-dessus du S-schéma S’ comme
étant 'ensemble des classes d’isomorphisme des couples (L, &,) formés d'un
Ox,-module inversible L et d’une trivialisation

ni Opy =L oy, Opiy-

Soit A € X xg (X — D) le diviseur de Cartier donné par I'image de la re-
striction a X — D du morphisme diagonal

A: X—XxX.

On désigne par &™ la section de J, au-dessus de X — D, donnée par la
classe d’isomorphisme du couple (L 4, 1) formé de I'idéal de définition L ,, et
de la trivialisation de L 4 le long de D™ xg (X — D) donnée par la section 1
de L 4. D’apres loc. cit., on a pour tout S-schéma en groupes commutatif et
lisse G, une bijection

(1.2.3) Homg_,.(J,G) ~ GX — D)

induite par la composition avec la section @ = lim @™ de J au-dessus de
X - D. "

Pour tout entier n > 0 on a une suite exacte de S-faisceaux fpqe en
groupes
(124) 1 Gpg — " (Gpupw) — Ju — Piey s — 1

Supposons que le diviseur D soit une réunion disjointe :
y
D=1 Di
i=1

ou D; désigne I'image d’une section S — X. Soit X; la S-courbe formelle
affine obtenue par la complétion formelle de X le long de D;. On a alors

X; =1lim D{".
w
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On pose X;, = Dgn). On définit G o(¥;) (resp. Gg(¥;,)) comme dans §0
avec X = X;. On a alors un isomorphisme de S-groupes :

,
(1.2.5) I Gus@i) = p(Gy po)-
=1

Supposons maintenant que S = Spec(4), ou A désigne un anneau
noethérien, et que pour tout ¢ = 1,...,v on ait un isomorphisme

X; ~ Spf(AI[T])).

Un tel isomorphisme existe toujours localement sur S. On pose
B; = I'(X;,0x,). On a alors que B; est une A-algébre adique augmentée
isomorphe a A[[T']]. Notons par Lp, I'idéal de définition de D; dans Ox. Soit
I; C B;l'idéal correspondant a Lp, ®o, Oy,. On a alors un isomorphisme

D; = Spee (Bi/I;) (vesp. D" = X, = Spec(Bi/I!*1)),
c.a.d. lespace sous-jacent a X; (resp. X;,,) s'identifie a D;.
On pose
A; = Spec(B; [I;']) = omb(X;) — D;.
et (comme dans § 0)
'S = Gy (resp. '3 = G5, 'F, = Cs(Xi).

et on définit ' C ‘S comme le S-groupe engendré par ‘3° et la section de
i donnée par un générateur 7; de I;, et pour tout entier n > 0, ', (resp.
i%¥,,) comme dans (0.17) (resp. (0.19)).

On donne, dans ce paragraphe, quelques rapports existants entre ', i
et J. Pour tout S-schéma S on pose X' =X xg8, D;xg8, et
LD',L = L[)i ®OS OSf. Soit

20}5, n) — Ker(@}}, i (OX’/L%‘)’ )*) '
L’immersion fermée j; : D; — X en induit une autre j; : D; — X'. Soit

Ox [Ll—)_l} le faisceau d’anneaux de fractions & dénominateurs dans le sous-
3

faisceau des générateurs de Ly . Soit ‘S, le S-faisceau de Zariski défini par :
[

S/—>F(D;,j;1<0X/[LD,1T/ioi ))

i X'
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Il est clair que I'on a une bijection :

iF,08) r(X',OX, [L;),] JioL )

X7 ()

car le support de Oy, [Lgil} ’ / iO;(, w est D’. Une section % de ce faisceau au-

dessus de X’ donne lieu a un Oy-sous-module inversible K de Oy {L[ﬂ,

localement engendré par un représentant « de %, muni d'un isomorphisme :
¢u: Oy, ~K ®o,, Oy (X, = X, x5 5).

(Remarquer que pour tout k =1,...,v,k # 14, on a que K ®0X, Oy est

canoniquement isomorphe a Oy, ). En faisant correspondre a % la section

de J,, au-dessus de S’ donnée par le couple (K, &,) on obtient un morphisme
de S-groupes

(1.2.6) jit (OX [L[ﬂ /io;(m) T

D’autre part le morphisme X;, — X donne lieu a un morphisme de S-
groupes
1.2.7) w— Ox[T7'1/0F, ~ Pic)

ou T est un générateur de 7;. Le lemme (0.8) montre que (1.2.7) est en fait
un isomorphisme.

A partir du morphisme (1.2.6) et de I'isomorphisme (1.2.7) on définit un
homomorphisme de S-groupes

(1.2.8) '3y, =~ Piegw /S — Jy,

et on a un diagramme commutatif

1 Gs(X;,) Pic xm jg —Pic y jg —1
(1.2.9) l [ J
1— H G,s(%.,)/G, o J, Picg g — 1
Notons par

. i
gt 'S—Zg (resp. &im 'S — Zg)

le S-homomorphisme d’augmentation défini comme dans (0.25) (resp.
(0.26)).
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Soit &, (vesp. &) la restriction de &, (vesp. &) a '3, (vesp. J).
Noter que ¢;,, (resp. ¢;) est compatible avee 'augmentation canonique

Pic}(m/s — g (resp. liin E}(\(’”)/S — Zs) )

m

Le morphisme (1.2.8) donne lieu par restriction a un morphisme
(1.2.10) LR f—

et finalement a un morphisme

y

(1.2.11) I's.—7.
i=1

Par passage a la limite en % on obtient un morphisme de S-groupes
(12.12) I['3— lim J,.

i=1

Soit 7'; un générateur de I;. Soit ¢} T, € Q) 1a section définie a partir de T';
comme dans (0.31), (iii). Notons par d)l I'image de (0T par le S-homomor-
phisme 'J — J induit par (1.2.12). 801t Dy, lafibre de @ en U; — X — D.
Le lemme suivant exprime la compatibilité de la propriété universelle de la
jacobienne globale (J,®) de X — D avec la propriété universelle de
( i) (0%'1-) (cf. Théoréme (1.4.4)).

LEMME 1.2.13. Awec les notations ci-dessus on a :

@ - (Dh = &y, (mod Ker(J (omb(¥X;)) — J(S)));
(i) - Pour tout S-schéma en groupes commutatif et lisse G le dia-
gramme swivant est commutatif

Homs_gT(J, G) mg_,,

| N

G(X-D) G(u,)/Ker (G (omb(X,)) — G(S)),

(3,G)

o la premiere (resp. deuxieme) fleche verticale est induite par @ (resp.
(plTi), la fleche horizontale supérieure (resp. inférieure) est induite par
(1.2.12) (resp. la restriction GX — D) — GQ;)).
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PREUVE. Le (i1) vésulte immeédiatement de (i), montrons donc (1).
Posons pour simplifier la notation D =D;, J="3, X=X, U =1, et
v=10OnaalorsD™ =X, et X = lim D™ = lim X,,. Notons par L. Vidéal

n n

de définition de la diagonale 4 C X' = X xg X, et par L 4 la restriction de

LyaX xg (X — D). Par définition @ est la section de J au-dessus de X — D
donnée par le couple (L 4,1), ou

le F(% Xg X — D)7 LA’ ®OX><S(X7D) OBEXS(XfD)>-

Notons par (Ly,,1x) le couple formé par le Ox,-module inversible L,
obtenu a partir de L 4 par passage a la fibre Xoy = X xg W C X xg (X — D),
et par la trivialisation 1y de L4, le long de X xg 2, induite par celle de L 4
le long de X x5 (X — D). Il est clair que la fibre &y de @ est donnée par la
classe de (L 4, 1y).

Quitte a substituer S par un recouvrement de Zariski S' — S on peut
supposer :

(1) qu’il existe une fonction méromorphe relative T de X et un voisi-
nage ouvert U de D, contenu dans le domaine de définition de T, tel que :

Lp|lU =T.0p,
c.a.d. T donne liew par restriction a U, a un générateur de Lp|U.

(2) Posons Xy =X xg U, A4y = ANXy, et Dy =D xg U. Notons tou-
jours par T la fonction méromorphe relative de X xg U donnée par T & 1.
Soit t € I'(Xy, Ox,) la section donnée par 1® T. I existe un voisinage
ouwvert W C U xg U de Dy tel que :

LW =@ —T).0y.

On a alors Lp,|W = T.Ow.
On définit une fonction méromorphe relative de Xy en posant :

m="T¢—T)" .

Notons par m(Ly,) le Ox,-module inversible fractionnaire de Xy défini
par
I'(V,m(Ly,)) ={ms|se'(V,Ly)},

ou L, désigne lidéal de définition de Ay dans Xy.
On a ainsi un isomorphisme :

(%) m: LDU SN m(LAU)
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donné par la multiplication par m. Posons
L = Lp), ®0y, m(Lay).

1l résulte de (2) et de la définition de m (resp. de l'isomorphisme (x)) que :
LIW = Oy

et que la fibre (L)y de L en X = X xg D — Xy est égale a Oy. Il est alors
clair que le Ox,-module inversible L est muni de la trivialisation évidente
1 au-dessus de W. Soit (Ly, 1y) le couple formé du module donné par la
fibre de L en W — U, et de la trivialisation de Ly le long de D xg W in-
duite par 1. Soit my la fibre de Uisomorphisme (x) en . On a alors un
1somorphisme induit par my :

(%) (Lay, Ly) = (Lp,, , my D) (Lay, Lyy),

o Lp,, désigne la fibre de Lp en N (= idéal de définition de Dy dans X x s ).

Notons que la classe de (LDH, ,mu(l)) donne une section J au-dessus de
U qui coincide avec Uimage de ¢} par (1.2.12) (Noter aussi que la fonction
méromorphe T donne un générateur de I C B), ou ¢} est défini d’aprés
(0.31), (7i1). D’autre part on a que la classe de (Ly, 1,) donne lieu, d’apres
ce qui précede, a une section de

Ker(J(omb(X)) — J(S)).
Laffirmation (i) résulte alors de l'isomorphisme (). C.Q.F.D.

(1.3) Soit
(1.3.1) X = P}g = Proj(AlTy, T1]1) (S—droite projective).

On pose

(1.3.2) Dy =V(T1) (resp. D) = V(T0))
et

(1.3.3) D =D [] Do

Soit

(1.3.4) U = Py — Dy = Spec(A[To, T1lir,))

(resp. U = P§ — D) = Spec(A[To, T1 1)),
U = P}~ D = Spee(AlTo, Tilr, 1) ).



Jacobienne locale d’une courbe formelle relative 39

Noter que Uy, U et U sont des ouverts affines de . Soit ¥ (resp.
X(x)) le complété formel de X le long de Dy (resp. D). On pose

(1.3.5) B(()) = F(%(O), Ox(o)) (resp. B(Oo) = F(X(oo), Ox(%))),
et
(1.3.6) Iy = Ker(Bg — A) (resp. I) = Ker(B) — A)).

Soit (J,®) (resp. (Joy), Pw), (Jo0)s Pioey)) la jacobienne relative de
Py — D (resp. Uy = Py — Dy, Uy = P§ — D). (cf. [3], [5)).

Soit @F (resp. ©“93) le S-groupe défini & partir de B (resp. B.))
comme dans § 0. Le S-homomorphisme (1.2.12) donne lieu a un S-homo-
morphisme

(1.3.7) O3 x 3 —J (resp. V3—J0), I —J())-

Dans ce paragraphe on se propose d’expliciter J (resp. J(g), J(~)) comme
un quotient du groupe de nature locale @ x ) J (resp. ©F, 95).

Ondésignepar L C Oy (resp. L) C Ox,Lp C Ox)l'idéal de définition
de D) (resp. D), D). On a alors que l'idéal 1) C By (resp. (c0) C B(x))
est induit par L) (resp. L(,)). On identifie V (g)) C omb(X ) = Spec(B )
(resp. V(I (»)) C omb(X(w)) = Spec(B(x))) & D) (resp. Do)

Soit T la fonction méromorphe relative de X = Pg définie par la section

TlTal € F(U(O),OX).

I1 est clair que U(g) est le domaine de définition de T.

Soit S’ un S-schéma. On désigne par Tg, la fonction méromorphe re-
lative de X xg S8’ = P, donnée par T. On vérifie que T (resp. T ) donne
lieu a un générateur de L) (resp. L)) dans louvert Uy, (resp. Uiy)). On
note par T (resp. 1) le générateur de I(g) C By (resp. I(n) C B()) induit
par T (resp. TL).

Posons
(138) U = omb(¥()) — Do) = Spec(B) I 5)])
(resp. Uy = omb(X(x)) — Dy = Spec(B) [ 10)]))-
Soit

¢1T c® I(Ug)) (resp. (p%,, c 3(11(00))).

la section définie comme dans (0.31), (iii), a partir du générateur T (resp. T")
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de I () (vesp. I (), c.a.d. ¢} (resp. k) est donné par la section
T®l1eT-T®1) '€ Bo®aBo 5]
(resp. T@110T —T' ©1) '€ Boo ®aBeo [1(;;)]).
Soit Xy = X xg U. Notons par ¢ la section de Oy, donnée par I'image
inverse par X xg U — U de la restriction de T a U C Uy (= domaine de
définition de T). On définit une fonction méromorphe relative de Xy en

posant
mg) =Tyt —Ty) .

REMARQUE 1.3.9. On a un morphisme évident
omb(X() xs Uy) — Uy xs U.

L’image my,, de m) dans
r (omb(%(o) xg U)), Oomb(ae(mxlt(m))
donne liew par restriction a
omb(X) xs U)) — Doy xs U

a une section m”y qui est en fait une unité. On a ainsi une section de
G,, (W) au-dessus de Wy, et Uon vérifie quelle coincide avec pk.

Soit Ly C Ox, lidéal de définition dans Xy du sous-schéma
AN (X x U). Soit pr; : X xg U — X la premiére projection. La fonction
méromorphe relative g donne lieu a un isomorphisme

(1.3.10) L,y ~pri(L)

que l'on désigne toujours par m.
Soient S’ un S-schéma, et n € I'(S’, Zg ). On désigne par

div) (Tg) (resp. divi (Tg))

la section de ©J C G 5(U)) (resp. ®J C Gg(Ux))) au-dessus de S’
donnée par la restriction de la fonction méromorphe relative Ty, a

(u(())){sf}: Omb(f(o) Xx S/) — D(O) X8 S,
(resp. (W) (= 0mb(X (o) xx 8') — Do) X5 S’).
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Remarquer que si 'on désigne par
eo V3 —Zs (resp. g 1 I3 — Zs)

le S-homomorphisme d’augmentation défini comme dans (0.9), on a
alors

2o (dive (Ty) =2 (resp. oo (divi (Tg) = —n)).
On définit un S-homomorphisme :
(1.3.11) Zg—OFx 3

en faisant correspondre a une section n e I'(S,Zg) la section
(divi) (TG ), divs) (TG)) de @F x & J au-dessus de S'. Soit

Div. prine,(X) c@ 3 x '3,

le S-sous-groupe engendré par 'image de (1.3.11) et par celle du morphisme
diagonal
G — <O)S 5 (00 3.

(Les composantes de ce dernier sont respectivement les S-homomorphi-
smes

G _ (o) x

QmS o QmS($(0)) Jet QmS o QmS(%(OO)) = 3

induits respectivement par X — S et X() — ).

On pose
(1.3.12) OA = Ker(V3° — Gg)
(resp. “A" = Ker (3’ — Cyq))
et
(1.3.13) OAN=O03/Cpg (vesp. A" =2 J/C )

A partir d'un scindage de g (resp. &) on construit un S-isomorphi-
sme

OA @ A0 7 (resp. A~ (0 A0 Zg).

LEMME 1.3.14.  Awec les notations ci-dessus on a une décomposition en
produit direct

O3 x ) 3~ Div. princpyX) x (OF x ).
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PREUVE. Soit u = (U, Use)) une section de OF x © J au-dessus de
S'. Posons

Ul Uiy = Woo) AV (o0) (T ) (Vo)

avec uy., € I'(S', Gyg), et ul,, € (S, A).
Soit v = (v, V(o)) défini par :

V) = uzoo) dil}(o)(qs/)ﬂxm(um)
et

—&(00) (U(o0)

Vioo) = Ufoe) AV(o) (T

Il est clair que lon a vel (S, Diw. princp(X)) et que =
(S, @3 %) A%, On peut alors écrire

w=v(uv?).
On vérifie que Uon définit ainst une décomposition en produit dirvect de

OF 5 9 3 C.Q.F.D.

Notons par 1, (resp. 1) la trivialisation du complété formel
(Ls)y (resp. (LA/)/O\O)
de L le long de D) xg U (resp. D) xs U) donnée par
1€ (Xg) xs U,Oxxv) = (X xs U, (Ly)y)
(resp. 1€ I'(¥) x5 U, Oxxsv) = I (X0) xs U, (Ly)L)).

Le couple (1), 1) correspond a une trivialisation du complété
formel (L,)" de Ly, le long de Dy =D xgU. On a alors que la
classe d’isomorphisme de (L,,(1),1.)) donne lieu a une section de
J au-dessus de U :Pé—D, qui coincide avec @. En vertu de l’i-
somorphisme (1.3.10) on a alors que la section de J correspondante
au couple

(pr} (L), (m)(Lo), maoy(1s)))

est égale a @. On vérifie que

(1.3.15) moy(1y) = Tt — T)* €@ )
(resp. my(L,) = (I't — 1) 3°(U)).
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REMARQUE 1.3.16. Par (1.3.9) on a que la restriction de mq)(l,) a
omb (¥ xs U()) — Dy x5 W) coincide avec la section g} de OF* au-dessus
de Uy. Ce dernier s’identifiant au ©3°-torseur des trivialisations de L.

Il est clair que Div. prine;,(X) est contenu dans le noyau de (1.3.7). On a
alors a partir de (1.2.4) et de (1.3.7) un diagramme commutatif aux lignes
exactes.

11— (0)30 % (m)ao/@ms e (0)3 % (oo)ﬁ/DiV. princD(X) _>ZS — 0
(1.3.17) l

1— O30 x 3% J Zg—>0

D’oti on a le
LEmMME 1.3.18. Le S-homomorphisme (1.3.7) induit, par passage au
quotient un S-isomorphisme
05 % ©) 5/Div. princy(X) ~ J,
et a fortiort un S-isomorphisme
O 5 N0~ .
D’autre part on vérifie que la ©F x ) AV-composante de

(m)(Ly), my(1)) donnée par la décomposition en produit direct
(1.3.14) est égale a

(—T(t -7la- tT’)’l).
En résumé on a la

ProposiTION 1.3.19. Le S-homomorphisme (1.3.7) induit un isomor-
phisme OF x ) A0 ~ J, faisant correspondre a la section

(-1 =D a—ryT) € (O3 % A)W)

la section @ € J(U).

Le choix d’'un générateur 7' de (g (resp. 7" de () donne lieu a un
isomorphisme

ON=© 3/ Gg =@ A” x Zg (resp. A=) F/Gipg = A x Zg).
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On a alors la

PropPOSITION 1.3.20. Le S-homomorphisme (1.3.7) induit un isomor-
phisme

OA0 Zyg ~O A~ J o) (’I"@S}O. (©) A0 X Zg ~ ) A~ J(o))

tel que la section (T(1 —t1T)1 €@ AU) (resp. (T'A —t1T") ! @
AN(U)) correspond a @y (resp. D).

L’inclusion U — Uy (resp. U — Ul,)) donne lieu a un S-homomor-
phisme
(1.3.21) P * J—>J(QO) (resp. Do) : J—>J(0)>,

tel que si 'on note par ¢E:>o) (resp. q§£0)) la restriction de @, (resp. @) a

U cC Uy (resp. U C Uy 0n a

(1.3.22) D) = Py 0 P (resp. Pl = p(y o D).

Avec les identifications de (1.3.19) et de (1.3.20) on vérifie que p(. corre-
spond a la projection canonique

(1.3.23) OF 5 CIN0 ~ 7,6 5 O FO 5 0D N0 75 ) AD,
et p a la projection canonique

(1.3.24) OF x ) A0 (~ Gipg x O A x N — O 5,

NOTATION 1.3.25. Notons par ¢y (resp. ¢3) la section de O3 (resp.
O3°) qu-dessus de U donnée par la restriction de la fonction méromorphe
relative mjy, = Ty(t — Tyt (resp. mip, = (t — THYa

(W) 1ry= omb(X) xs U) = Dy xs U.
( Cette restriction donne liew a une section de G,,g(U () au-dessus de U
qui appartient en fait a OJ(U).)
La propriété universelle de (J,®) entraine 'existence d’'un S-homo-
morphisme unique
(1.3.26) 0 : J— 93
vérifiant :

(1.3.27) (0%[ =4qq) ° D,
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REMARQUE 1.3.28. (%) - Compte tenu de (1.3.19) on voit que q) est le S-
homomorphisme OF x ©) N0 — OF obtenu par composition de la pro-
Jection canonique

(0)3 % (c0) /\0 N (0)3
avec Uautomorphisme f de O3 faisant correspondre a la section T" de
O3 la section T"(—1)"u.

(it) - Soit G un S-groupe. Soit o € GQ)) tel qu’il existe un S-homo-

morphisme
f:93—G (resp. f: O3 —G)

vérifiant o =f ok (resp. o =fo¢}). On a alors une extension o de
o Ug— G a U en posant

a=fopy (resp.a=fopy) (cf. (1.3.9)).

Soit ¢ : J* — @3 le composé de q( avec la projection canonique
OF5 =7 xO 3 - O3% Compte tenu de (1.3.27) on trouve

%= (foqo)o® (resp. &= (foqgy)o®).

ProrosiTION 1.3.29. Soit A un anneau. On pose S = Spec (A). Soit G
un S-schéma en groupes lisse et séparé. Soit . € Homg_g( V3, G). Posons
y=hoopy €9 JWU). On suppose que y admet un prolongement ¥ a
Py — Do)

Alors le morphisme w est constant, c.a.d. il existe une section
o: S— G au-dessus de S tel que v s'obtient par composition de leq — 8
avec a.

PREUVE. Le morphisme w admet la factorisation suivante

w = ho(go o ) (cf. (1.3.27)).

Puisque y se prolonge & Py — D) on peut trouver ' € H oms_gr(J (), G)
tel que
w= (I opuey) o ® (cf. (1.3.22)).

(En fait on ay = h' o @)). L'unicité de la factorisation de la section y de
G au-dessus de U donne Uégalité

B 0 Pisey = h o qq).

Posons g =h' opy =hoqe. Dautre par dapres (1.3.22) on a que
O30 < Ker pisy, et d’apres (1.3.28) (i), on a A c Ker qq). Dol il
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résulte que
(0)30 % (c0) /\0 c K@’}”(g)

Puisque d’apres (1.3.19) la section @ correspond par lisomorphisme
OF0 x Zg x A0~ J i la section

(—T(t -7l a- tT’)‘l),

on a que la Zg-composante de @ est égale a T. Il en résulte que y = g o @
admet un prolongement y a P}S. Donc i est constant, c.a.d. il existe une
section o de G au-dessus de S tel que y correspond a image inverse de o
par Pé — 8. C.Q.F.D.

(1.4) On reprend dans ce numéro les notations de § 0.
Soit G un S-groupe. On pose

1.4.1) G(X)" = Ker(G(omb(X)) — G(S)),
et
1.4.2) F(G) = GQ)/G(omb(X)) (resp. FHG) = G(H)/G(%)*).

Soient ¢° et p' comme dans (0.32). On a alors par composition avec ¢°
(resp. ¢') un homomorphisme de groupes

(14.3) p:Homg 4, (3°,G) — F(G) (resp. p': Homg (3, @) — F(@)).

Le couple (3%, ¢°) (resp. (3, ¢")) vérifie la propriété universelle suivante

THEOREME 1.4.4. On reprend les notations ci-dessus. Soit A un an-
neau noethérien et posons S = Spec (A). Soit G un S-schéma en groupes
commutalif, lisse et séparé. On a alors p et p™ sont des isomorphismes.

La preuve de ce théoréme est donnée dans les paragraphes § 2, § 3, § 4
et § 5. Commencons par démontrer la

PropPoSITION 1.4.5. Soit A una anneau. On pose S = Spec (A). Soit G
un S-schéma en groupes comme dans (1.4.4). Alors les homomorphismes p
et pT sont injectifs.

PREUVE. Reprenons ici les notations de (1.3). Sans perte de généralité
on peut supposer que B = B, X = X, W =g, ' =0 P et 3=O 3 et
que pt (resp. p) est obtenu par composition avec ¢k (resp. ¢}). Pour
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montrer que p* (resp. p) est inguectif il suffit donc de voir que quel que soit
h € Homg o ("3, G) (resp. h € Homs (V3% @) tel que la section
h o ¢} de G au-dessus de W) admet un prolongement & G(omb(X)), et en
plus appartient a limage de

Ker(G(omb(X)) — G(S))

on a h =0 (resp. tel que la section h o ¢). de G au-dessus de W, admet un
prolongement a G(omb(X)) alors h = 0). Voyons que p* est injectif. Mon-
trons que pour cela il suffit de prouver que y = ho gy admet un pro-
longement ¥ a Pfg — D). On reprend ici les notations de la prewve de
(1.3.29). On peut écrive w = go ®@ avec ¢ : J — G qui se factorise par
J — Zg. Le prolongement y de y a P}g s’obtient alors comme le composé de
Py — 8, de S — Zg donné par 1, et du homomorphisme 7.g — G induit
par g. L’hypothese h o (plT € Ker(G(omb(X))) — G(S) entraine que la ve-
striction dew a D) est donnée par la section élément neutre de G, d’ou que
g = 0 et a fortiori que h = 0 vu (1.3.28)(7).

Prouvons que w admet un prolongement w a Pé — D(,). Supposons
d’abord que A est noethérien. Dans ce cas on a le morphisme fpqc sutvant

omb(Xq) [[ U— P§ — D).

Comme la restriction de y a W, est égale a h o ¢k, et par hypothese la
section b o ¢} de G au-dessus de Uy admet un prolongement & omb(X ), il
en résulte que w admet un prolongement w a ]P}g — Do)

Soit A un anneau quelconque. Pour tout x € Spec(A) soit hiy la
fibre en Spec (K(x)) de h, ou K(x) désigne le corps résiduel de A en wx.
L’hypothése entraine que hiw o ¢y € G((Ug)kwy) appartient d
Ker(Glomb(Xg)) — G(K())). Le cas mnoethérien appliqué pour
A = K(x) entraine que hgg, est le morphisme 0, donc que l'image (en-
sembliste) de h est la section unité de G. Ainsi quitte a localiser Spec (A)
on peut supposer que h se factorise par un owvert affine W C G voisi-
nage de la section unité. L’hypothése h o gk € Glomb(X)) jointe au fait
que A[[TIINA[T,T~1] = A[T] implique qu’il existe un prolongement ¥ o
pt— D de w. Ce qui acheve la preuve de la proposition. C.Q.F.D.

Soit S = Spec (A’) — S un S-schéma affine.
Soient , -
P HomS’—gr (\SSH GS’) — F(Gg)

et
(p*) : Homg g (3g,Gs) — F*(Gs)

définis comme dans (1.4.3).
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L’injectivité de p et p™ entraine par descente fidelement plate la pro-
position suivante.

PROPOSITION 1.4.6.  Omn reprend les notations ci-dessus et on suppose
que S’ = Spec (A') est un S-schéma fidelement plat. Soit G un S-schéma en
groupes commutatifs, lisse et séparé. On a alors que si p' et (p*) sont des
isomorphismes de groupes p et p* le sont aussi.

(1.5) Dans ce numéro on suppose que S est noethérien. Les con-
structions suivantes ont pour but d’associer au S-groupe W un S-foncteur
omb(W), qui s’obtient comme la limite inductive d’'un ind-objet de Sch|g si S
est affine, et en général comme la limite inductive d’un systeme inductif de
S-espaces localement annelés, et au S-groupe S un S-foncteur Sopp qui est
un J-torseur de Zariski au-dessus de omb(W). Pour effectuer ces con-
structions on supposera que S est affine bien qu’elles gardent un sens en
général.

On met & profit que W est isomorphe & la limite inductive liLn W,
n

(cf. (0.44)) pour définir omb(W). Noter que si S est un schéma noethérien
(resp. noethérien affine) alors W,, est un S-schéma formel noethérien (resp.
noethérien affine). Soit omb(W,,) 'espace localement annelé au-dessus de S
qui lui correspond par (0.53). Si S est affine omb(W,,) est un S-schéma
affine. Pour tout couple d’entiers 0 < < n on note par

(1.5.1) Ty © omb(Wy,) — omb(W,,)

le morphisme donné par W,, — W, (cf. (0.42)). Soit omb(W) le S-faisceau
de Zariski défini par le S-foncteur

(1.5.2) T— 1ii>n Homg(7', omb(W),)),

cest-a-dire omb(W) est alors la limite inductive du systeme inductif
(omb(W,,), (i)). Pour tout entier # > 0 on a un S-morphisme d’immersion

(15.3) iw, : W, — omb(W).
Soit
(1.5.4) iy = W =lim W, — omb(W)

le S-morphisme défini par (iw,).
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LEmME 1.5.5. (i) Soit Z un S-schéma de présentation finie séparé. Soit

h=(u)yso: W=lm W, —Z
n

un S-morphisme, c’est-a-dire un morphisme de S-schémas formels quand
on regarde Z comme un S-schéma formel. Il existe alors un unique S-
morphisme .
omb(h) : omb(W) — Z
tel que h = omb(h) o iy.
(i) Soient Y un S-schéma formel noethérien et k: 9 — W un S-
morphisme qui se factorise a travers iy, : W, — W pour n convenable.
Alors il existe un unique morphisme omb(k) : omb(Q) — omb(W) tel
que ) — omb(9)) — omb(W) soit égal au composé k o (&

REMARQUE 1.5.6. La himite inductive liLn omb(W,,) existe dans la

n
catégorie Locann|g des S-espaces localement annelés et on la note par
Omb(W). Soit hy le S-foncteur défini par un espace localement annelé X.
Omb(W) vérifie la propriété universelle suivante : il existe une bijection

Homgs (omb(W), hy) =~ Homy,pcqmn) (Omb(W), X).
LEMME 1.5.7.  Soit G un S-schéma en groupes séparé de type fini. Soit 3
un S-schéma formel noethérien. Soit t un G-torseur trivialisable au-dessus
de 3. Il existe alors un G-torseur Ty, sur omb(3) et un morphisme de G-

torseurs j; : T — Topp au-dessus de iz : 3 — omb(3) tel que :
(1) Pour tout diagramme commutatif de S-foncteurs

K

ou 9 désigne un S-schéma formel affine noethérien, on a un unique dia-

gramme commutatif
e

omb() —— omb(3)
tel que

Jeoo =0 oly.
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En particulier on a une bijection
I'(3,7) =~ I'(omb(3), Tomp)-

(i1) Le diagramme suivant est cartésien

j T ST 7—omb
izt 3 —— omb(3),
c.a.d. on récupere T comme le complété formel de Ty, le long du sous-
schéma fermé de omb(3) donné par 3.
PREUVE. Etant données deux sections o et ¢ de t au-dessus de 3, soit
d(o,d’) € G(3) défini par :
d(o,d')d =o.

Soit (G xs 3, (d(o,d"))) le systeme inductif de G-torseurs au-dessus de 3,
qui associe G Xg 3 a g, et dont les morphismes de transition correspondent
a la multiplication par d(c,d’). Il est clair que Uon a un isomorphisme
canonique de G-torseur au-dessus de 3

r:liLn Gxs3 (6€l(3,0).
On définit
Tomb = 15{1 G xg omb(3) (0' e I'(3, T))

o les morphismes de transition sont donnés par
(omb(d(a,0")) (0,0 € I'(3,7)).
Les propriétés (1) et (i1) de tony résultent facilement de sa définition.

C.QF.D.

Dans le cas ou B ~ A[[T]] on peut appliquer la construction de (1.5.7) au

~ &0 ~

3 (resp. 3, 3%, 3,,)-torseur ™30 (resp. "G, M0 M, ) (cf. (0.45)) car il
est trivialisable. Avec les notations de (0.47) on pose

(15.8) (99) = lim 35 x omb(WW,),
m

ol les morphismes de transition sont donnés par (omb(“™n(U,V),))
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(cf. (0.47)). (Noter que la donnée d’'un générateur U de [ entralne un
scindage, oy (cf. (0.46)) et

(1.5.9) S = lm (37)
n

omb ’

ot les morphisme de transition de la limite projective sont induits par ceux
du systéme projectif (7). Soit

(1510) (m)gomb (resp. ((m)%")omb>

le 3-torseur (resp. J,,-torseur) défini a partir du So—torseur (1.5.9) (resp. 33,
torseur (1.5.8)) et du S-homomorphisme 3’ — J (resp. 32 —3,)-
On a alors de maniére évidente un systéme inductif

("h) (resp (“Som). ("3 gun)- ("3 my)) On>0)

de ° (resp. J, 32, 3,)-torseurs au dessus du systeme inductif (omb(W,,)).
Notons par

(15.11) St (resp. Sombs (35) s (Su)oms)

le S-faisceau limite inductive défini par ce systéme. On a ainsiun J° (resp. ,
32’ 3,)-torseur de Zariski au-dessus de omb(W).
On définit

(15.12) OS2 (resp (S5) )

a partir de 'augmentation induite par ¢ (resp. ¢,) (cf. (0.26)). On définit de
méme S (resp. (7)) On a alors

m m

v i (M) Y Y . (m) Y
(1.5.13) C‘\yomb - lin C‘xyomb (resp. (S”)ombi lﬂn( %n)omb>

On donne une interprétation géométrique des objets ci-dessus calqués sur
la construction de (1.1.18) dont on reprend les notations. Soient
(1.5.14) mpr (resp. “™L3)

le module inversible sur X xg omb(W,,) (resp. X,, xg omb(W,,)) donné par
Sym™(Z 4)* (resp. Sym™ (Z4)%) (cf. (0.55)), et

1515 ("2)" (vesp. ("'23)")
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le fibré principal associé. Le faisceau image directe
(1.5.16) pr, (( (ML) *) (resp. pr” (( ML) *))

au-dessus de omb(W,,) est un G, ,(X) (resp. G,,(X,,))-torseur canonique-
ment isomorphe a

o %:_;mb (resp. ( o S;_’l)omb) .
On définit un systeme inductif de faisceaux inversibles
(L) (resp. (L)

au-dessus de (¥ x omb(W,,)) (resp. (X,, x omb(W,,))). Par passage a la li-
mite inductive on a donc un module inversible

(1.5.17) L' (vesp. Ly)

au-dessus de X x omb(W) (resp. (X x omb(W))). On désigne par (LY)"
(vesp. ("L3)") le fibré principal associé a L! (resp. Lj). L'image directe
pr, (L)) (resp. prf((Lﬁ)*)) est un G,,(X) (resp. G,,(X,))-torseur au-

Vv

dessus de omb(W) qui est canoniquement isomorphe a 3, (resp. (%};)Omb).
(Ol pr: X x omb(W) (resp. pr, : X, x ornb(W)) — omb(W) désigne la
projection.)

Le Oxy.x-module inversible

SymP(Z )t =T, C Oxux

donne lieu & un idéal Z9™ de omb(X x ¥) (cf. (0.55)). On obtient (VL1 (resp.
WLy comme la restriction de 79 3 X x omb(X) (resp. X, x omb(X)).

On vérifie qu'un générateur de Z, donne lieu & un générateur de 7P
dont la restriction a8 X x U — X x omb(X) est inversible, donc

Ler(xxu,®r) (vesp.1e (%, x W,V L)),
La section 1 donne lieu alors a une section
f' @esp. f}) de pr, (VL) =@ %%mb (resp. prf((l)L%L)*: ((1)%,12) b).
om

Il est clair que f/ est égale au composé de f” avec (D%%mb — ((1)%%) g
om

DEFINITION 1.5.18. On désigne par
fo W— Somp

) 1
le S-morphisme obtenu en composant f avec VI, — Somp, €t on Lap-
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pelle le morphisme d’Abel-Jacobi donné par le couple (X,). On note par
f(, 2 U — () le composé de [ (vesp. f) avec Somp — (Sn)omp (resp.

1
ak&ﬁ ’ (gn)omb)-
omb

On donne la description suivante du morphisme d’Abel-Jacobi f en
termes du choix d'un générateur 7' de I. On a alors le relevement suivant

du morphisme 7°
S
27

Y: X——wW (cf. (0.35),(ii)).

Par définition du J-torseur V3 on a alors un isomorphisme VS ~ X x Jde
J-torseurs au-dessus de X qui donne lieu a un isomorphisme de J-torseurs

(1.5.19) D — omb(X) x

par définition de P, (ef. (1.5.7)). Le morphisme d’Abel-Jacobi
f € Ir(U,Y ) corrrespond par la bijection suivante induite par (1.5.19)

I Somy) — I
a la section —¢p} = Tt — T)~!. On voit done que f se définit & I'aide du
morphisme 7% : X — W et du morphisme ¢}, : Ul — 3, le premier vérifie
la propriété universelle donnée par (0.39) et le second celle donnée par

(1.4.4). 11 en résulte que f: U — Sy vérifie aussi une propriété uni-
verselle que I'on verra dans le prochain paragraphe.

(1.6) On désigne par G un S-schéma en groupes commutatif et lisse.

Soit G° la composante neutre de G. On a alors que G° est représentable
par un ouvert de G, séparé et de présentation finie au-dessus de S ([7 bis],
VIp, 3.10 et 5.5).

Soit U un générateur de /. On lui associe alors un scindage

oy Wi — ™S (cf. (0.47)) (resp. oy : W—73)

du J-torseur ™ — W,, (resp. de I'extension 1 — J— S — W — 1),
qui donne lieu, par définition de " Jgmp, & un scindage

1.6.1) gt omb : omb(W,,) — ™S

d’ot un scindage de Sop, donné par le systeme inductif (o )

(1.6.2) U omb : 0Mb(W) — Somp
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Soit

h: S—G

un S-homomorphisme. Soit #' : J— G ’homomorphisme obtenu par re-
striction de 2 a 3. D’autre part le morphisme

hooy: W—G

se factorise par G° — G. On peut alors appliquer (1.5.5) et on trouve ainsi
un S-morphisme (% o o7)omp : 0mb(W) — G, tel qui redonne % o gy par
restriction a W — omb(W). 1l existe alors un unique morphisme

(1.6.3) Fromp = Somp — G

qui rend commutatif le diagramme suivant

~ v Cx
J X \somb G

(1.6.4)
homb

R
0

Y

mb

ou la fleche horizontale est obtenue a partir de /', komy, et la loi de com-
position de G. On vérifie que %y, est indépendant du choix de U. On a alors
una application

(1.6.5) Homg_,,(3,G) — GQ)

qui fait correspondre a un S-homomorphisme 2 : & — G lasection Aoy o f
de G au-dessus de . On peut maintenant énoncer le théoréme principal de
ce travail.

THEOREME 1.6.6. Soit S = Spec(A) un schéma affine et noethérien.
Soit G un S-schéma en groupes commutatif, lisse et séparé. Soient B une
A-algebre adique isomorphe a A[[T]], X = Spf(B), Wet S définis a partir
de X comme dans § 0. On a alors que pour toute section o € GQU) il
existe un unique S-homomorphisme

h: —G

tel que o = hyyp o f, ou f : W — Sy désigne le morphisme d’Abel-Jacobt
de (X,9), c.a.d. la fleche (1.6.5) est bijective.
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Montrons d’abord le

LEMME 1.6.7.  Sous les hypotheses de (1.6.6) on a que la fleche (1.6.5) est
myjective.

PrREUVE. Sotent h,g € Homg_4,.(3,G) tels que howp of = Jomp o f,
montrons que h = g. Soient I/, g’ les restrictions de h et de g a 3.

Puisque le morphisme hopy (vesp. Gomp) rend commutatif le dia-
gramme (1.6.4), on a

W o(~ph) =g o (~ph) (mod GRX)").

Soit f: I—3J lautomorphisme définit dans (1.3.28). On a alors
B(— o} = o1, doit

(h/ o ﬂfl) o (p%, = (g’ oﬁfl) o (p%, (mod G(fﬁ).
On a alors d’aprés (1.4.5) tel que b/ o = = ¢ o B, d’ott que ' = ¢'. Donc

(h °© yg');mb: (g °© yg'):)mb’

ot (h o)), (resp. (g o y(});mb ) désigne la restriction de (h o 7Y)
(go y‘%)mb) a W C omb(X). On a alors

' , (1esp.

om

(h’ ° y(%')omb: (g ° y(%)omb

car G° est séparé. On conclut que les restrictions k' et g respectivement de
het g aor(W) (cf. (0.46)) coincident (cf. (0.39)). Il en résulte que h = g, car
h — hlh// et g — g/gl/‘

Réduction de la preuve de (1.6.6) a celle de (1.4.4).

D’apres (1.6.7) il suffit de montrer que la fleche (1.6.5) est surjective.
Soit donc o € GQU). D’apres (1.4.4) il existe un unique S-homomor-
phisme
W 3—G

tel que @ = a (I o ¢}, e G(X)". Notons que & la restriction de & a X.
On a alors Gy, = @ car G est séparé. D’apres (0.39) on peut trouver un
S-homomorphisme K" . ap(W) — G tel que b 0}, = &, d’oi
(h” © y%)omb: Gomh = O-

Soit b : S — G le S-homomorphisme tel que h|J = I, et h|, gy, = k"
Par définition de (1.6.5) on a que hyyp o f = o. C.Q.F.D.
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(1.7) Soient X, D, (J,®),...etc. comme dans (1.2).

Supposons que S est noethérien et que D soit donné par une section de

X au-dessus de S, et que le complété formel X = X /p de X le long de D soit
isomorphe a Spf(A[[T]]). Soient S, f (morphisme d’Abel-Jacobi de
(S, X)),... ete. définis a partir de X comme dans § 0. On veut expliciter les
rapports qui existent entre (3, f) et (J, @).

Le morphisme (1.2.8) donne lieu par passage a la limite projective a un
S-homomorphisme

(1.7.1) S~ 1<1Ln ’P_iCx(n)/S —dJ = l(an mx(n)/s,
n n

qui donne lieu a partir de la construction de (1.6.3) a un S-homomor-
phisme

(1.7.2) Somb —

que l'on se propose d’interpréter géométriquement. Soit L4 I'idéal de dé-
finition de la diagonale 4 C X xgX. Soit Sym”(X) la puissance symé-

trique m-eme de X. Pour toute section v de Zg on définit le OXXSSym(M(X)'

module inversible Sym(m)(L )% en suivant la définition de Sym(m)(I Y Le
morphisme (1.7.1) est caractérisé par le fait que, I'image du couple

(Sym(M)(IA)K7 f), formé par le Ox, v, -module inversible Sym™(Z ,)*, et

m

d’une trivialisation ¢ de Sym(’”)(I 1) lelong de X xg W, est égale ala classe
du couple (Sym(m)(LA)%;Vm,Z), ot Sym™ (L Ay, désigne la restriction de
Sym™ (L))" & X xg W, et & désigne la trivialisation de Sym" (L )y,
donnée par ¢. /

Notons par Sym"(L A)(L;mb(Wm) la restriction de Sym™(L,)" &
X xgomb(W,,). On a alors que (1.7.2) fait correspondre au couple
(LY, &) ot & désigne une trivialisation de ™ L le long de ¥ x5 omb(W,,),
la classe du couple (Sym(M)(LA)f;mb(Wm),E), ou ¢ désigne la trivialisation
donnée par &.

Par définition du morphisme d’Abel-Jacobi f : U — Sy, correspond,
d’apres (1.5.18), le couple (I jmb, l), ou 1 désigne la trivialisation de 7 jmb au-
dessus de X xg U donnée par 1. On a alors par ce qui précede que 'image
de f par (1.7.2) coincide avec la classe du eouple ((L)y, 1)) que I'on note @y
dans (1.2.13). On a ainsi le
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LEMME 1.7.3. Le diagramma suivant est commutatif

frl—=9

£

omb

~

d: X

J (cf. (1.2.13)).

2. Preuve de (1.4.4) dans le cas d’un corps de base

Le (1.4.6) permet de ramener la preuve de (1.4.4) pour un corps de base
k au cas ou celui-ci est algébriquement clos. Dans ce numéro on désigne par
k un corps algébriquement clos.

Soit, G un k-schéma en groupes commutatif et lisse. On a alors une suite
exacte

2.1) 1 —G"—G—A—1,

ou G* est le produit d’'un k-tore trivial T par un k-groupe lisse unipotent
commutatif N, et A est une extension d'un k-groupe étale I" par une k-
variété abélienne A° (cf. [15]).

Soit B = K[[T]]. Soient 3, 3%, ¢}, ¢) ... et construits & partir de B
comme dans § 0.

Il est facile de vérifier que p* est une bijection si et seulement si p en est
une. Montrons done que

p: Homy (3°,G) — F(G)

défini par composition avec g%, est bijective. On a le diagramme d’homo-
morphismes de groupes a lignes exactes :

1—> G (omb(%)) — G (omb(X)) — A (omb(X))

w T

1— G G(u) AW

Soit g € GQU). L’image de g de g dans A(U) provient d’une section, que I'on
note aussi g, de A(omb(X)) par la restriction A(omb(X)) — AQU), en vertu
du critére valuatif de propreté. (Noter que B* = k[[T]][T~'] est alors un
corps valué, et que les composantes connexes de A sont des k-schémas
propres). Puisque le G%-torseur G, au-dessus de A est Zariskien, il existe



58 Carlos Contou-Carreére

un relevement ¢ € G(omb(X)) de g€ A(omb(X)). (Remarquer que
omb(X) = Spec (k[[T]]) est un k-schéma local). On a alors

g9 ' € G°Q),
et il en résulte que
23) F(G°) =F@G)
D’autre part
2.4) Homy (3%, A4) =0

car il n’y a pas de k-homomorphisme non-trivial dun k-groupe affine
connexe dans la k-variété abélienne A°, ni dans le k-groupe étale I". La
suite exacte (2.1) donne alors lieu a un isomorphisme de groupes

2.5) Homy,_(3°,G%) =~ Homy_,(3°,G)

On est alors ramené & montrer que ¢) induit une bijection
Homy_4,(3°,G) =~ F(G°). Noter que F(G°) = F(T) x F(N). 1l suffit alors
de montrer que p est bijective pour G = T et pour G = N.

Comme le corps k est algébriquement clos on a que T est un produit
d’un nombre fini de copies de G,,. Il suffit alors de montrer que p est
bijective si T = G,,.. Compte tenu que J° = G, x A?, que A est un k-
groupe pro-unipotent, et qu’il n’y a pas de k-homomorphisme non-trivial
d’un k-groupe unipotent N dans G (cf. [6]), la fleche

(2.6) Homygr (Crnye, Cipyie) — Homy g (3%, Gy )

induite par la projection 3° — G, est bijective. On écrit

@.7) gy =t(1—t'T),

avec t € Gy (K[[E1[E1]). On a alors (1—¢17) € A°(K[[¢]I[t1]). Soit

h € Homy_ g (G, Gy ) >~ 7 donné par © — a”, n € Z. On a alors que p
associe a & la classe de " dans

(2.8) F(Cye) = G (RLIETET) / Crpi 1211

Or ce dernier est le groupe de la valuation de k[[¢]][t '], qui est isomorphe &
7, et on a alors p(h) = n. Ce qui donne que p est bijective.

Soit G un k-groupe lisse unipotent commutatif. Il existe alors une suite
de composition

2.9) 0=G,Cc...cGicGy=G
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tel que pour tout 1 < i < n — 1le groupe G;/G;.1 soit isomorphe au groupe
additif G, pour tout 0 < ¢ < n — 1 (cf. [6]). On procede a montrer que p est
bijective par récurrence sur la dimension » de G.

Montrons d’abord que

(2.10) p i Homy g (3%, Gy ) — F(Cy)
est une bijection. Notons que
(211) Homk—gr (SO) Qak) = Homk—gr (/\07 Qak)

car il n'y a pas de k-homomorphisme non-trivial de G, dans G . Etant
donné une section F(T) € G (K[[TTI[T']) on lui associe un k-homomor-
phisme

(2.12) heay : A — Gy
défini par

du
(2.13) hF(T)(?/L) = Res (F(T) u) N

etu € A\°(A) ot A désigne une k-algébre. On définit Res | F(T) d% comme

dans [16]. La fonctorialité de l'opération Res montre que hpr) est un
morphisme de k-groupes (cf. loc. cit.).

En vertu de (1.4.5) il suffit de prouver que p est surjectif. On a la for-
mule suivante

0
2.14) Res (F(T) ‘f/)lg) = —F(t) mod(Ciy (KI[TT])),

En effet, pour tout entier positif m on a lidentité suivante dans

(kN ) ITIMT - 11dT

a1 —t7) 7o

d’otr il résulte que le coefficient de dTT est égal a — %, ce qui montre (2.14).

La suite de composition (2.9) donne pour tout 0 < 7<n la suite exacte
suivante

(2.16) 1—>Gi/Gi+1 —>G/Gi+1—>G/Gi—>1

Pour achever la réccurence il suffit de voir qu’étant donné une suite exacte
de k-groupe unipotents et lisses

2.17) 1—G,,—G—G —1
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tel que p: Homy_ g (A°,G') — F(G’) soit une bijection, on a alors que
p: Homy_g (A%, G) — F(G) est aussi une bijection.

Rappelons d’abord quelques résultats. Soit £ un corps parfait de ca-
ractéristique p > 0. On désigne par W(k)" le groupe additif des vecteurs
de Witt sur k, et par W,.(k)* son r-eme tronqué, vus comme k-foncteurs en
groupes. On a alors :

(a) Le k-groupe A est isomorphe & un produit d’une infinité de copies
de W(k)", une copie pour chaque entier ¢ premier avec p. (Si k est de ca-
ractéristique 0 alors A est isomorphe & un produit d’une infinité de copies
de Qak)-

Soit

(2.18) F(@) = H 1— t?’L)/l(’ll)/’rL’

(n,p)=1

ou u désigne la fonction de Mobius. Soit A une k-algebre. Soient
h e TA[[T]] et

7 = (9{)0,901, .. )
un vecteur de Witt a coefficients dans A4, c.a.d. @ € W(k)" (A). On pose
7 = (h,0,...) € Wk)* (AILTT))
On a alors
— T n

2190 @k =(xo,®1,...) (1,0,...) = (xoh, 1k, ... 2k . ..)
Soit
(2.20) E(T - 1) = FeghF @yl ... F (w1 ..

(Exponentielle de Artin-Hasse de @ - ﬁ).

Etant donnée une section (E’i) du k-groupe (W(k)*)(i) a valeurs dans la
N . . L. (2,p)=1
k-algebre A, on lui associe la série formelle

@2.21) g= 11 E<Eﬁ”)
(1p)=1
de A[[T1]]. On vérifie que 'on a ainsi un k-isomorphisme de groupes

(2.22) [T weH” = A

(i,p)=1

(cf. [13], pg. 102). Il en résulte que pour tout entier » > 1 on a un k-iso-
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morphisme de groupes

(2.23) [T We®@H? = A,

(i,p)=li<n

ou 7(¢) dénote un entier dépendant de 7 (cf. loc. cit., pg. 103, Proposition 9).
Dans le cas ou k est un corps de caractéristique 0 on a un k-isomor-
phisme

(2.24) I G.)" = A°
1<i

faisant correspondre a la section (a;) a valeurs dans une k-algebre A la
série formelle

(2.25) g= exp( Z %)

1<i<n
Pour tout entier » > 1 on a un k-isomorphisme

2.26) I[[ G = A)

1<i<n

REMARQUE 2.26. bis(a) Dans le cas ou k est de caractéristique 0 et u est

. . R it
une section A° @ valeur dans la k-algébre A tel que u = exp ( > al—. ) On
a pour tout i > 1 1<

a; = Res(T~" du/u).

Si k est de caractéristique p > 0, on introduit pour tout ¢ > 1 premier

5 _
avec p le vecteur de Witt T = (T-,0,...) a valeurs dans K[[T1[T'].
Etant donné une section % de A° & valeurs dans une k-algébre A de la forme

u= [[] E (E)i . Tﬂ), soit Res (TH du/u) le symbole défini par Witt
(i,p)=1
(cf. [17], pg. 369). On a alors pour tout entier ¢ > 0 premier avec p

@; = Res (TH du/u).
(b) Sik est un corps parfait de caractéristique p > 0 on a
2.27) Ext;, (Wk)",G ) =0
Si k est de caractéristique 0 on a

(2.28) Ext} (G, Go) =0
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On note par “¢°: U — A" le k-morphisme donné par la section
1—¢717T € A(K[[1IIE 1), et par “pl : AW — A% le composé de “o° avec
N — /\?u

Soit g : U — G un k-morphisme. Par hypothese (de récurrence) il
existe un k-homomorphisme  : A — G’ tel que

s = (mog)(ho"¢?) '€ G'(omb(¥)).

Comme le G, -torseur G au-dessus de G’ est de Zariski, on peut relever s’
en une section s € G(omb(X)) puisque omb(X) est un k-schéma local.
Quitte a substituer g par gs—! on peut supposer que g vérifie :

(2.29) nog=nho"¢

On a alors le diagramme commutatif de k-morphismes :

1 G, G z @’ 1
4 mog
i g9
; u h
U0 3
(2.30) @) :
W(k)"* ~ 0 Al 1
(zmr)l=l ( ) A "
l )
() @
W(k)*t W (k)T ;
(pi)=1,i<n ( ) (pi)=Li<n ( () )

ot la fleche en pointillé désigne le k-homomorphisme a construire. Soit
2.31) 0—Gy—H— [[ Wr)’—o0
(pa)=li<n

la suite exacte de k-groupes obtenue a partir de (2.17) et du k-homomor-
phisme composé

(2.32) H (W(k)Jr)(i) . /\g i} Ve
(p,))=1i<n
obtenu a partir de (2.30). Il résulte de (2.27) que
(233) EXt}C( H (W(k)+)(i)?gak> =0 )
(p,i)=1,i<n

d’ou 'extension (2.31) est triviale. Compte tenu que le carré inférieur du
diagramme (2.30) commute on a alors qu’il existe un k-homomorphisme

(2.34) f:AN—G
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N I o
qui releve A° — AY — G’. On en déduit

g(Ffo" ¢°) '€ Gy

On conclut qu’il existe un k-homomorphisme f : A’ — G, tel que

g(Fo" ") '=fo" ¢ (mod G, (omb(X))),
d’ou o
9= (ff)o" ¢’ (mod G , (omb(X))).
On achéve ainsi la preuve que p est une bijection dans le cas d’un corps de
base k.

REMARQUE 2.35. (a) Soit k un corps parfait. La preuwve du fait que p
est une bijection pour un k-groupe unipotent connexe U peut se faire a
partir de : “Tout k-groupe unipotent connexe U est isomorphe a un sous
groupe fermé d’un produit fini || (Wm-)(lc)*)(l) ”. On peut ensuite montrer
que p est un isomorphisme pour W,(k)" a Uaide du symbole de Witt, qui
constitue Uextension naturelle de Uopération Res(F(T)du/w) définie plus
haut ce qui donne que p est un isomorphisme pour [T (W, k)") Vet a
Sfortiori pour tout sous-groupe fermé.

(b) A quelques détails pres la preuve que l'on vient de donner permet de
montrer que p est une bijection pour tout k-schéma en groupes G locale-
ment de présentation finie.

3. Reduction de la preuve de (1.4.4) au cas ou A est noethérien et réduit

Le but de ce numéro est la démonstration de la proposition suivante, qui
ramene la preuve de (1.4.4) au cas d’une base réduite. On reprend les no-
tations de (1.4.4).

ProposITION 3.1.  Soit A un anneau noethérien. On suppose que :

(i) Pourtoutidéal q de A égal a son radical les fleches p et p* de (1.4.4)
obtenues a partir de A/q sont des bijections.

(i) 1l existe un idéal I de A de carré nul, c.a.d. I? = 0, tel que les fléches
p et pt de (1.4.4) obtenues a partir de A/I sont des bijections. Alors les
fleches p et p™ de (1.4.4) obtenues a partir de A sont des bijections.

Montrons d’abord comment (3.1) a partir de la Proposition (3.1) on
ramene la preuve de (1.4.4) au cas ou A est noethérien et réduit. Soit N C A
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le nilradical de A. Il existe alors un entier m > 0 tel que N"*! = 0, et une
chaine finie

(3.2) 0=N""1cN"c...cNCA.

Posons AY = A/N/*1 pour 0 < j < m. L'idéal N//N/*! de A est de carré
nul. Si I'on suppose (1.4.4) pour tout anneau réduit et noethérien on a la
condition (i) de (3.1) assurée pour AY. (Pour tout idéal ¢ C A? égal a son
radical on a a que AY /q est réduit). On démontre alors par récurrence sur
I’entier m que (3.1) entraine (1.4.4) pour A noethérien.

Soit I C A un idéal de carré nul. Posons S = Spec(4), Ay =A/I, et
So = Spec (Ayp). Etant donné un S-schéma X on note X, le produit X xg Sp.
On désigne par Sgpr (resp. (So)g,,) le grand site fppf au-dessus de S (resp.
So). Soit 7 : (So)gppr — Stppt le morphisme naturel. Soit G un S-schéma en
groupes lisse, commutatif, et séparé. Soit wf, /s larestriction du Og-module
des différentielles Qf, /s & la section unité de G, c.a.d.

g =€ (Qé/s),

oue: S— (G désigne la section unité.
Soit ¥ un S-schéma. Soit G* le S-faisceau (fppf) en groupes défini par

(32) HomS(Y, G+) = HOH]SO(Y(), Go)

On a alors G = i,7*G. On définit le S-faisceau en groupes K a partir de
la suite exacte de faisceaux :

3.3) 1—K—G—G"—1.
Noter que G — G est un epimorphisme car G est S-lisse. On a la de-
scription suivante du faisceau K. Soit S’ un S-schéma affine

3.4) K(8') = Hom o, (wf5,3 0 ),

ot 'on désigne par Z 'idéal de Og donné par 1.

La preuve de la proposition (3.1) mene a la considération d’une caté-
gorie de S-faisceaux en groupes plus généraux que celle des S-schémas
en groupes lisses.

DEFINITION 3.5. Soit G un S-faisceaw en groupes commutatif. On dit
que G vérifie la propriété (A) (vesp. (B)) st la fleche

G(omb(X)) x Homs_y, (3", G) — GQ)
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déduite a partir de ¢ par composition et de Uopération de G est une bi-
Jection

(7"68}?. Extéfg,, (3%,G) =0 et H' (omb(X),G) = 0)

DEFINITION 3.6. Un S-faisceau en groupes commutatifs est négligeable
st G(S") = 0 pour tout S-schéma plat S'.

ProrosiTiON 3.7. Soit G — G’ un homomorphisme de faisceaux en
groupes commutatifs a noyau et conoyau négligeables. Alors pour tout S-
schéma plat S' on a :

(i) Le morphisme H(S',G) — H(S',G"), pour tout i =0,1, est un
1somorphisme;
(ir) Pour tout S-schéma en groupes plat I' la fleche

Ext'(I',G) — Ext'(I',G"), pour i =0,1,

est un isomorphisme.

PREUVE. de (2). Il vésulte de [T bis), Exp. IV, 4.10 que le foncteur qui a
un faisceau en groupes abélien G de Sg,,r associe sa restriction au petit site
fopfde S est exact. D'ow que G et sa restriction au petit site fppf ont la méme
cohomologie. En particulier, si G est négligeable on a pour tout i > 0,
H(S,G) = 0. L’affirmation résulte alors de la swite exacte de cohomologie.

On déduit formellement (i) de (1) a partir de la description dune
extension de I' par G en termes d’'un G-torseur sur I' comime celle donnée
dans [5]. C.Q.F.D.

On a les propriétés de permanence suivantes de la condition (A) (resp.

B)).

COROLLAIRE 3.8. Soit G — G’ comme dans (3.7). Alors G vérifie (A)
(resp. (B)) si et seulement si G' vérifie (A) (resp. (B)). (Noter que RY
omb(X) et U sont des S-schémas plats).

ProposiTION 3.9. Soit 0 — G' — G — G" — 0 une suite exacte de
S-faisceaux en groupes abéliens. On a alors :

(1) St G' et G" vérifient (B) alors G vérifie (B).

(ir) St G’ vérifie (A) et (B) et G” vérifie (A) alors G vérifie (A).
(i11) Si G’ et G” vérifient (A) et (B) alors G vérifie (A) et (B).



66 Carlos Contou-Carreére

PREUVE. de (7). Résulte trivialement de la suite exacte de cohomologie
et de la suite exacte des Euxt ’s. L'affirmation (i11) résulte immédiatement
de (1) et de (11). Prouvons alors (i1). On a le diagramme commutatif de suite
exactes :

0 0
G (omb(x)) x Homg_,, (3, ) G'(u)
G (omb(X)) x Homg_, (3",G) a(u)

G (omb(X)) x Homg_, (3°,G") ar ()

L’exactitude de la suite a gauche résulte de (B) pour G'. La premiere et
la trotsieme fleche horizontales sont des isomorphismes car G' et G”
vérifient (A).

D’autre part GQL) — G" () est un épimorphisme car G’ vérifie (B). D’ou
la deuxieme fleche horizontale est aussi un isomorphisme. C.Q.F.D.

Soit N un Og-module. Soit W(N) le S-groupe vectoriel défini par
(3.10) WNN)S') = F(S’, Os R0y N)

pour tout S-schéma S'.
11 est clair que W(N) est un faisceau fppf.

ProposITION 3.11.  (3) Tout faisceau négligeable G' vérifie (A) et (B).

(1) On suppose le théoreme (1.4.4) démontré pour S affine et noe-
thérien. Alors G,g vérifie (A) et (B).

(111) Soit S" un sous-schéma fermé de S et soit S'— S Uimmersion
canonique. On suppose le théoreme (1.4.4) démontré pour S'. Alors
W(Og) = i.G,g vérifie (A) et (B).
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PREUVE. Laffirmation (i) résulte immédiatement de (3.8). Voyons
comment (i11) se démontre a partir de (it). Notons d’abord que

I'(omb(X),1,.G,g) = I'(omb(X)g,G,g)
(resp. H'(omb(X),1.G,g) = H' (omb(¥)g,G,g)),
et

Homsfgr (307 i*QaS’) = HomS’fgr (32‘/ ) Qas’) .

11 en résulte trivialement que (A) pour G,g donne (A) pour 1,G .
Comme 3" est affine et i.G,g = W(Ogs) alors Extg_g,(3°,1.G,g) est
isomorphe a
H2 (SO, ?:*QGSI) ~ I{2 (:ng, Qas/) .

Or ce dernier groupe est isomorphe a

Euxty g (3%,3.Gug) =0,
d’on
Euts_ (3°,1.G,g) = 0.
Donc (B) pour G,g donne (B) pour .G ,g. Prowvons maintenant (it). On a

vu que les extensions de 3° par G g sont classées par le groupe H(3°, G ).
Comme G,g est un S-schéma de présentation finie et R l(iLn 32 on a
n

H*(3',G,) = lim H*(3),Gls).
Etant donnée une extension

0—G,—FE— 0 —1
il existe un entier n > 0 et une extension

0—Gys—E, = 3 —1

tel que B ~ B, x5 3°. Notons par (¢}),, Uimage de ¢, par 3°Q1) — 3, QD).
D’autre part

E,Qn) — 30

est une surjection car H*(W, G ,5) = 0, U étant un schéma affine. 11 existe
un relevement y € E,QN) de (¢), qui rend commutatif le diagramme
suvant
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v U,—>En

Le S-groupe E,, est représentable par un S-schéma lisse et séparé de pré-
sentation finie en tant qu'extension de 32 par G,g. L’hypothése entraine
qu’il existe un entier m > n et un S-homomorphisme

b3, — B
tel que
y=ho (¢}), (mod E,(omb(X))),
d’on
moh: 3, —3,
vérifie :

(¢7),= (moh) o (p}),, (mod 3 (omb(X))) .

La propriété d’unicité de la factorisation donne que 7 o h coincide avec le
morphisme canonique de 3°, dans 3°. On a ainsi le diagramme commu-
tatif :

En T 30 —1
N
~0
‘JTTL

Lextension K, = Ey, X0 30 de 3° par G est scindée. En effet on vérifie
mmmédiatement que le couple (h, Id~ ) est un scindage de E,,. D’autre

part B ~ Ky, x5 30 ce qui prouve bien (ii). C.Q.F.D.

PROPOSITION 3.12.  On suppose vérifié Uhypothése (1) de (3.1).
Soit N un Og-module de type fini. Alors W(N) vérifie (A) et (B).

PrREUVE. Comme N est un Og-module de type fini et S est noethérien
on peut trouver une suite de composition.

(%) 0=NyCN;C...CN,=N
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telque N;11/N; (0 <1 < p — 1) soit isomorphe au Os-module donné par un
A-module de la forme A/q, on q désigne un idéal premier de A. La dé-
monstration se fait par récurrence sur la longueur de la suite (x). Pour
p = 1 l’'énoncé résulte de (3.11), (1i1). St p > 1 on a une suite exacte

0—F—WWN,1) —WN)—WA/q9 —0
ou F' est négligeable. Alors Im (W(Np,l) — W(N)) vérifie (A) et (B) d’a-
pres (8.8). On conclut par (3.9), (ii1). C.Q.F.D.

ProPoSITION 3.13.  Méme hypothése que dans (3.12). Le S-faisceau en
groupes K défini dans (3.3) vérifie (A) et (B).

PREUVE. Posons N = Hom, wt, /S,S). On a alors un morphisme
naturel de S-faisceaux W(N) — K donné pour tout S-schéma S’ par la
fleche naturelle

r(S', Hom, (wg . 3) R0, OS/> — r(s', Hom,, (a)(l; 53 os,)) (cf . (3.4))

Comme ¢ est localement libre ce morphisme est surjectif & noyaw né-
gligeable. L'affirmation résulte alors de (3.8) et de (3.12). C.Q.F.D.

PREUVE. de(3.1). D’apres (i) Gy = G xg So vérifie (A), alors G vérifie
(A) comme on le voit immédiatement par définition de G*. D’apres (3.13) K
vérifie (A) et (B). Donc G satisfait (A) d’apres (3.9), (11). C.Q.F.D.

On reprend les notations de (1.4.4).

ProposITION 3.14.  Soit A un anneau artinien. Les fleches
Homgs ,,(3°,G) 2 F(G)
et
Homs_g(3,G) N FH(G)
sont des isomorphismes.

REMARQUE 3.15. Dans (3.14) le fait que G soit séparé n’intervient
pas.

Le dévissage donné par la Proposition (3.1) ramene la preuve de (3.14)
au cas d’'un corps de base, et l'on sait que tout k-schéma en groupes est
séparé.
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NotaTioN 3.16.  Soit A un anneaw local complet et my son idéal ma-
wimal. SiX (resp. [+ X — Y) estun A-schéma (A-morphisme) on désigne
pwr)A( (resp. f) le complété formel de X le long de X' = X x4 (Spec (A/my))
(resp. le prolongement de f aux complétés). Noter que si G est un A-schéma
en groupes alors G est muni d’une structure de groupe.

Le résultat suivant nous sera utilise par la suite

PROPOSITION 3.17.  Soit A un anneau local complet. Soit G un A-schéma
en groupes lisse. Soit o € G(A[[t]Ilt 1) = GQ). 11 existe un A-homomor-
phisme unique

~

f:3—G
et une section o de G au-dessus de X = Spf(Allt]]) tel que
o= (fopr)o.
PREUVE. Posons
U™ =12 x4 Spec(A/miy),
o = o x 4 Spec(A/m;™),
G™ = G x4 Spec(A/m5),. . etc.

D’apres (3.14) on a pour tout entier n > 0 un unique A /mﬁ“

phisme

-homomor-

fo (30)@) ()

tel que
o =2 (£ o (p) ") e G(x).

On construit ainsi, de proche en proche, un systeme projectif
f=(f")n > 0) de A-homomorphismes et un autre 5 = (5("))(1@ >0) de
A-morphismes dans G. Il est clair que f et 6 satisfont a la condition de
Uénoncé. (Noter que comme A[[T]] est local complet, 6 provient d'un élé-
ment de G(omb(X)).) C.Q.F.D.

4. Preuve de (1.4.4) dans le cas d’un trait complet S de base

(4.1). On désigne par V un anneau de valuation discrete complet, par
m son idéal maximal, et par K son corps des fractions. On pose



Jacobienne locale d’une courbe formelle relative 71

S = Spec (V) (trait complet). Soit k = V' /m le corps résiduel de V que l'on
peut supposer algébriquement clos par (1.4.6) et par (6.82) de [8].

Soit G un S-schéma en groupes lisse commutatif et séparé. Soit G° ¢ G
le S-sous-groupe ouvert dont les fibres géométriques sont les composantes
connexes de I'indentité (composantes neutre de G°).

On reprend ici les notations de (1.3). On pose X = X(g) (complété formel
de P§ le long de D) et B = I'(¥, Ox). On note par T (resp. 7") la section de
B (resp. B(s,)) donnée par T (resp. ThHonT désigne la fonction méro-
morphe de lP}g définie dans (1.3). On a alors B = V[[T]] (resp. B(x) =
VIIT'1D,

omb(X ) = omb(X) = Spec(V[[T1]) (resp. omb(X.)) = Spec(VI[T"1])),
W) = U = Spec(VIITIT 1) (resp. i) = Spee(VIIT'NIT 1)),

On pose J =@ 3. Avec la notation (1.3.25) on a une section ¢k (resp. py) de
3 (resp. 3°) au-dessus de U tel que la restriction a 2 coincide avec ok (vesp.
(o‘%) (cf. (1.3.9)). On a la décomposition suivante

“.1.1) =T la-T ! (resp. M=t11 - t—lT)-l)

qui correspond & la décomposition en produit direct 3° = G,,g x A’. On
note par m(p% (resp. m(p%) lasection de (&g au-dessus de U (resp. 1) donnée
par T (resp. t 1), et par “p} (resp. “¢)) la section de A” au-dessus de U
(resp. U) donnée par 1 — Tir (resp. 1 —t717).

LEMME 4.1.2.  Soit o € GQI). 11 existe alors o/ € GO(N) tel que
o =d (mod Glomb(X))).

PREUVE. Soit o Uimage de o dans GQyy) (k =V /m). Par[6] on a une
suite exacte de k-groupes

1—>G2—>Gk L Fk—>1

3

ou Iy, désigne un k-groupe étale constant. La section p(ay) se prolonge en
ume section p(oy,) de I'y, au-dessus de Spec(k[[T1]) = omb(X},). Il existe alors
un relevement By, de p(a) a Gy, G% étant lisse. Comme G est un S-schéma
lisse, la section f;, de G au-dessus de Spec((V/m)I[T]]) se releve en une
section i de G au-dessus de X et a fortiori au-dessus de
omb(X) = Spec (VI[T1]). Puisque akﬂ,jl € G°Q1y) (par construction de p)
et comme G° est ouvert il existe un woisinage ouvert V de
W, = Spec (K[[TTT 1) dans U tel que o - (V) C G°. Alors o/ =o- !
vérifie la condition de U'énoncé. En effet Louvert o/ ~1(G°) contient la fibre
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fermée Wy, et induit sur la fibre générique Vg un owvert fermé (car G% est
ouvert et fermé dans Gg) mon-vide contenant Uy donc égal a Uy
A =1 [T UR). C.Q.F.D.

REMARQUE 4.1.3. On peut, d’apres (4.1.2), supposer par la suite G a
fibre connexes, c.a.d. G = G, et donc qu’il est représentable par un S-
schéma de présentation finie.

Notons que si le théoreme (1.4.4) est vrai alors la décomposition en
produit direct J° = G,,q x A" doit nécessairement se vefléter dans
GQI)/G(omb(X)).

Soit o = h o ¢, la décomposition
o7 = ("9, " 07) € GiusD) x A°QD)

donne liew a deux sections "o = h o™ ppet "o = h o" ppde G au-dessus de
U tel que o =™ o"a. Ce qui entraine la décomposition de GQ)/G(omb(X))
en produit direct.

On reprend ici les notations de (3.17) avec A =V et my = m. Soit
o € GQU), d’apres (3.17) quitte a multiplier o par ¢ € G(omb(X)), on peut
supposer que pour tout entier n > 0 il existe un V /m"*!-homomorphisme

f(’ﬂ) . (30)
)
avee o™ = f® o (¢3)". On pose (¢3)"'= <( Y () )<n>> ot
) , (n)
ma(n) :f(n) o (m¢(7)‘)

(7"68[). u(x(n) :f(n) ° (uw(j)')(n)) )

(n) . G(n)

Onposef = (™) € Homg_g, (SO, 5) On a alors avec la convention (3.16) :

(4.1.4) a=fopy.

0

On pose "¢ =" ¢f, “¢® =" ¢Y et on introduit maintenant les S-

morphismes formels suivants

(4.1.5) mg=fomg: W—G
et
(4.1.5 bis) "G =fo"3": U—G.

En fait on a "' = (") (resp. "% = (“a™)) (n > 0), et @ =" @"%.
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Terminologie et notation (i). Soit X un S-schéma. On désigne par X le
complété formel de X pour la topologie m-adique et on I'appelle la fibre
formelle de X. Smt f: X — Y un morphisme de S-schémas. On désigne
par f X—YlesS- morphisme de schémas formels induit par f et on
appelle la fibre formelle de f (cf. (3.16)).

(ii) Soit % > 1. On désigne toujours par ¢9 = ¢° le morphisme composé

0

7 ~0 ~0
U — 3 —3,.

~

Expliquons la stratégie de la preuve de (1.4.4) pour un trait complet de
base S. On introduit a partir du morphisme formel

@ (resp. "3,"3): U—G
(cf. (4.1.5) et (4.1.5) bis) un S-morphisme formel
o (resp. "o, %) : U—G

redonnant o (resp. "o, * &) par composition avec U= ﬁ(o) U (cf. (4.1.19),
(ii) et (4.1.24)). Dans (4.1.6) on prouve que "a et “o sont algébrisables. Pour
celail faut considérer la trace try, « (resp. tro, @) de o (resp. @) par rapport a
un certain morphisme fini 6, : W — U (resp. @: U — U) (cf. (4.1.8) et
(4.1.9)), et utiliser une propriété de pureté pour les sections d'un S-schéma
en groupes a valeur dans omb(X) (cf. (4.1.15)). On montre finalement que "o
est égal ala fibre formelle de try, o pour »n convenable. Au (4.2) on démontre
le lemme d’algébrisation (4.2.1) pour un morphisme y : omb( U ) — IPN

dont la composition avec

omb (ﬁ«))) p (resp. omb (ﬁ@)) K) — omb (ﬁ) p

provient d'un morphisme
U (resp. Weox) — Py

A Taide du lemme cité on prouve que " et “a sont algébrisables dans un
sens précisé au lemme (4.3.8). A partir de ce fait on prouve que "f et *f sont
algébrisables (cf. Propositions (4.3.13) et (4.4.24)).

On démontre d’abord la

PROPOSITION 4.1.6. Le S-morphisme formel ™ S U—G (resp.
Uy . U— G) est algébrisable, c.a.d. il existe un S-momohzsme
Mo . W— G (resp. "o: U— Q)

qui redonne "o (resp. o) par passage a la fibre formelle. On a o =" oo
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Notons que I'on a :

4.1.7) U =Py — D = Spec(V[T,T']) (cf. (1.3.4)).
Soit
4.1.8) ©: U=Py—D—Ps—D

le S-morphisme fini correspondant au V-homomorphisme V[T, T '] —
V[T, T '] faisant correspondre T" i T. Soit

(4.1.9) O, : U—U

la restriction de @, a 1, c.a.d. le S-morphisme fini qui correspond au V-
homomorphisme V[[T][T~'] — V[[TTI[T] défini par T — T™. On con-
fere a [7], Ch. XVII, 6.2.3 pour la preuve du résultat suivant

PropPosITION 4.1.10.  On peut d’une et d’'une seule fagon définir, pour
tout morphisme f : X — S, séparé, plat de présentation finie, et quasi-
fini, et tout faisceau abélien F' sur S, un morphisme trace

Try: fif 'F—F

(On désigne par fi, F le sous-faisceau de f. F dont les sections surun U étale
sur S sont les sections de F' sur U x g X dont le support est propre au-dessus
de U) redonnant le morphisme trace habituel si S est le spectre dun corps,
de sorte que les conditions suivantes soient vérifiées :

(v) Try est fonctoriel sur F.
(1t) Try est compatible a tout changement de base.

LEMME 4.1.11.  On a les égalités suivantes :
tro, o = (=" ¢ -1

et
tro, pp = (= D" - T

PREUVE. Envertu de (ii) de (4.1.10) il suffira de montrer l'égalité en se
placant sur 7, et comme J est séparé au-dessus de 7, il suffit de la vérifier
apres le changement de base

Spec (Q) — Spec (7).

Soit Q' lextension de Q engendrée par les racines n-éme de l'unité :
01,09, ...,0, Il suffit alors de calculer la trace de la section



Jacobienne locale d’une courbe formelle relative 75

t-—"T)'e I(Q't, t711) par rapport au morphisme étale
Spec(Q'[t,t1]) — Spec(Q'[t',t' 1),
donné part —t". Or on a Uégalité :
Ot =) Ot =) Ot =T = (="~ T
Ce qui montre bien la premiere formule (par (it) de (4.1.10)). La deuxieme

en résulte. C.Q.F.D.

LEMME 4.1.12. Soit k un corps et Gy un k-groupe lisse. Soit
o € Gp(k[[TNIT1]). Il existe un entier n > 0 tel que

t?"gn, o= t?"gn,, o (WLOd Gk(k[[T]]))

sin',n" >mn, et stn' et n' sont impairs.

PrREUVE. Puisque l'on a prouvé (1.4.4) pour le cas d’un corps de base
(cf- § 2), on peut supposer qu’il existe un entier n > 0 et un k-homomor-
phisme h : \"52 — Gy, tel que o= h o ¢Y. Il suffit alors de vérifier Uaffir-

0

. , . PN .
mation pour o égal au morphisme composé W — 3 — 3% en vertu de (i)

de (4.1.10), ce qui immédiat a partir de (4.1.11). C.Q.F.D.

Si F': X—Y est un S-morphisme rationnel du schéma X dans un
S-schéma séparé localement de type fini Y. On note par dom(#) C X le
plus grand ouvert de définition de F' dans X. Soient

pr; (resp. pry) : omb(¥X xg X) — omb(X)
la projection sur le premier (resp. deuxiéme) facteur, et
A: omb(X) — omb(X xg X)

le morphisme diagonal. Supposons que G soit un S-schéma en groupes
séparé et localement de type fini. Soit p = (m, T') C V[[T]] I'idéal maximal
engendré par m et par T. Notons par x € omb(¥) le point qui correspond
a p. Soit

(4.1.13) F: omb(X)—{x} —G
un S-morphisme. Soit

(4.1.14) H: omb(X xgX)—G
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le S-morphisme rationnel défini par
H = (F opr;)(Fopry) .

PROPOSITION 4.1.15.  Avec les notations ci-dessus on a que F admet un
unique prolongement

F: omb(¥)—G.

Prouvons d’abord le

LEMME 4.1.16. Soit H défini comme ci-dessus. On a alors Uégalité
sutvante entre parties ouvertes de omb(X)

dom(F) = A N(dom(H)).

PREUVE. Onadom(F) C A (dom(H)). En effet six € dom(F) C omb(X)
et si l'on pose y = A(x), on a pri(y) = pra(y) = x, et par définition de H on a
y € dom(H).

Prouvons que A1 (dom(H)) C dom(F'). Le S-morphisme pr; :
omb(X xg X) — omb(X) étant fidelement plat, et le diagramme suivant
commutatif

H(Fopr,): omb(X x4 X) ¢

pﬁl /

omb(X) )

F admet alors un prolognement a x € omb(X) si et seulement st la fibre de
la restrction pri|dom(H(F o prs)) en x est non-vide.

Soit x € omb(X) tel que Ax) € dom(H). Soit q Uidéal premier de V[[T]]
correspondant @ x. Posons § = (qVI[T1)®vVIITI). 11 est clair que § est
premier. Soit y le point de omb(X xg X) donné par §. On vérifie que
pr2(y) € dom(F) car le point générique d’une fibre de omb(X) — S ap-
partient toujours a dom(F'). D’autre part on a que y € dom(H), car y est
une génévisation de Ax). Il en résulte qu’au point y les morphismes H et
F o pry sont définis. Ainst la fibre de pri|dom(H(F o prz)) en x est non-
vide, d’on x € dom(F). C.Q.F.D.

PREUVE. de (4.1.15). Soit U un ouvert affine de G voisinage de 1’i-
mage de S par la section identité eg de G. Cet ouvert existe car S est
local. Le S-morphisme rationnel H : omb(X xg X) — G donne liew a un
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S-morphisme rationnel
H : omb(X xgX)—U.

En plus on a
A Y dom(H")) = A (dom(H)).

En effet si H admet un prolongement a A(x) (x € omb(X)) on a nécessai-
rement H(A(x)) = eq(&'), on &’ désigne l'image de x par omb(X) — S, car G
est séparé sur S.

D’autre part omb(X xg X) est une schéma régulier, donc normal.
Lowvert U étant affine, le complémentaire omb(X xg X)-dom(H') de
dom(H") dans omb(X xg X) est une réunion de composantes vrréductibles
de codimension 1 dans omb(X xg X). Soit Z une telle composante. Il existe
f e VIITN&v VLTI tel que Z = V(). Soit f' limage de f par

VIITN @y VIITI

Vit ey VI — e~ o1

~ VI[T]]

On a alors
AN = V().

Comme VI[T]] est un anneau régulier alors V(f') est soit une réunion de
composantes irréductibles de codimension 1 soit vide. Par (4.1.16) on a

omb(X) — A (dom(H")) = omb(X) — A Xdom(H)) = omb(X) — dom(F)

donc on trouve que omb(X) — dom(F') est soit une réunion de compo-
santes irréductibles de codimension 1 soit vide. Par hypothese on a
alors omb(X) — dom(F') =, cad. F admet un prolongement a
omb(X). C.Q.F.D.

COROLLAIRE 4.1.17. Soit o € GQU) tel que g, € Glomb(Xk)). On a
alors que o € Glomb(X)).

PrREUVE. Comme W || omb(Xg) — omb(X) donne liew a un recou-
vrement fpqc de omb(X) — {x} = U U omb(Xg). On a alors que o admet un
prolongement a omb(X) — {x}, et on conclut par (4.1.15). C.Q.F.D.

COROLLAIRE 4.1.18. Soit o € GQU). Il existe un entier n > 0 tel que :

trg, oo = try,, o (mod G(omb(X)))

sin/,n"” > n sont des entiers impairs.
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PREUVE. Par (4.1.12) il existe un entier n tel que
tro, oqxy = trg,, oxy (mod Gglomb(¥Xk)))
stn',n" > n sont impairs. La restriction de
B = (tra, o) (try, o) '€ GQD)

a Wigy admet un prolongement a omb(Xg) en vertu de (4.1.12).
On conclut que f € Glomb(X)) par (4.1.17). C.Q.F.D.

REMARQUE 4.1.19. (2) - Soit ¢9¢ IS 50(11) la section définie dans (1.3.25).
On peut alors écrire

pg=(T-T)"
La démonstration de (4.1.11) donne
tre, oy = (— 1" (@ -1,

(it) - Soit « € GQ) vérifiant la condition (4.1.4), a = f o @‘% Soita=fo @%.
On a alors un diagramme commutatif :

i (: (IP; - D)A>
/

G (cf. (1.5.28),(ii)).

&)

a

LEMME 4.1.20. Sotit o € GQU) comme dans (1) ci-dessus. Il existe alors
un entier n > 0 tel que trg, o =try , o st n',n" > n sont des entiers im-
PALrs.

PREUVE. Montrons que l'entier n obtenu a partir de o par (4.1.18)
vérifie la condition de Uénoncé. Il vésulte de (1), (4.1.9) que pour tout couple
d’entiers impairs n',n" on a

(%) (tmn, gﬂ%) (tr@m, 4025)71: 1 —Try 1 -7,

D'ou il résulte que (tre, %) (tre,, (p%f1 admet un prolognement a
Py — Dy Par définition de @ on a, pour tout entier v> 0, l'égalité
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sutvante

1M
(tre, @) (tre,, @) "= f(")<<(tr9n, o) (tre,, 3 1) > (cf. (4.1.10))
Sin',n" > n la section

ﬁ(v (t?"@ OC(V)) (tV@ OC(V))

de G au-dessus de U = (PL)” — DE}))), admet un prolongement & (P)"

car la restriction
(\)) (t/ron” a(V)) -

admet un pmlongement @ omb(X)™. On a ainsi un SV-morphisme de la
droite projective I[”Sm dans G qui est alors constant (cf. Exp. XVIII, [T]).
D’autre part d’apres (x) il vésulte que la restriction de ﬁ(‘) a D("> C (TDl o)
coincide avec la section identité de G au-dessus de D(") On en déduit
pour n',n' > n que pour tout entier v> 0on a

ﬁ(v) |u(v) (t?" )

n!

=) _ ()

t?"g o tT@ o %

et a fortiort

trg, o =try, o d'ow try, o = try, o

n

C.Q.F.D.

PREUVE. de la Proposition (4.1.6).

Soit n un entier comme dans (4.1.20), et £ > n un entier impair. St
ve N il existe n(v) € N pair tel que n(v) >mn et fO se factorise par
G — (\Sn(m))( D’aprés (4.1.20) on a trg, o = trg,,., o dow try, o =
trg o D’autre part, par (4.1.11), on a, pour tout v > 0,

n(v)+1

try oW = L

n(v)+

d’ont (trg, o) = trg, o =" o, donc "3 est algébrisable. En fait "3 est la
fibre formelle de ™o = try, o. C.Q.F.D.

Posons
(4.1.21) oy =" 03 " 93,

ou Mgy : U— G,,g (resp. “9% : U— A") est donnée par la section de
G5 au-dessus de U, donnée par la restriction de T! & U (resp. de A
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au-dessus de U donnée par la section (1 — T I (ef. (4.1.1)). Aveec les
notations de (1.3) et celles ci-dessus on a le diagramme commutatif
suivant

u(o) U T @mS
/ o0
(4.1.22)  Spec(V[[T])[T™"]) =
\ ( "”0)71
u(oc) U m 0 @ms
Le S-morphisme formel
U
A~ ~ ey s f _~
U W) G,.s G

est égal a la fibre formelle "a de ™a. D’autre part il résulte d’apres (4.1.22)
que le morphisme composé

[
/ Yip&
~ -~ f ~

—mS G

)

est égal a
(4.1.23) fo (") '=(ma)

d’our il résulte qu'il est égal a la fibre formelle de "o 1, donc qu'il est al-
gébrisable.

DEFINITION 4.1.23. On pose

Mg =fo" gy (resp. "a=f0"0y),
d’on

m = U=
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On a alors le diagramme commutatif

—— 0 (resp. —{ (cf. (4.1.19) (ii)).

u u
S IZAR
G G

Notons que “a: U—G admet un prolongement a ZA]@), ol
Uty = P — Dy (cf. (1.3.4)). En effet “5 = f o §%, et “¢Y est donné par la
section (1 — T1T) de A’ au-dessus de U, qui admet un prolongement
évident & U). Ce qui suffit a prouver que omb("%) composé avec

omb (ﬁ(oo)) — omb(U) se factorise par un morphisme omb(X)) — G, et
a fortiori par U,y — G.
On a alors la

PRrOPOSITION 4.1.25.  Le morphisme
g UG
vérifie la condition suivante : la vestriction de "a a ﬁ(o) (resp. 17(00))
s’obtient par passage a la fibre formelle a partir du morphisme
trog, 0 : U—G (7‘68]0. (trg, o) ' U — G)

pour un entier n convenable.

Il g’agit maintenant de montrer, a partir de (4.1.25), que le morphisme
"% (resp. “m) provient, par passage a la fibre formelle, d'un S-morphisme
W — @G, ou W désigne un voisinage ouvert de la fibre spéciale U}, de U.

Le S-schéma G étant séparé et de présentation finie, on a alors un S-
morphisme de schémas

(4.1.26) omb( %) (resp. omb("“w)) : omb(lA/' )— G

induisant ™o (resp. “a) par restriction a i1 —>0mb(l7 ). D’autre part la
fibre générique Gg de G est un K-schéma en groupes lisse et connexe, et
I'on sait alors que G est une K-variété quasi-projective. Il existe alors une
immersion dans un K-espace projectif

(4.1.27) i: Gg — Py .
COROLLAIRE 4.1.28. Le K-morphisme

i 0 omb("@)k (resp. i o omb("%)g) : omb(U)g —s PY
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obtenu en composant la fibre générique omb(" o)k (resp. omb("%)g) de
(4.1.26) avec 1, vérifie les conditions :

a) - La composition de 1ioomb("m)k (resp.ioomb("a)g) avec
omb (II«))) —omb(U)g  provient dun K-morphisme Uy, — e
par composition avec omb (11(0)) — k.

b) - La composition de 1oomb("a)g (resp.ioomb(“a)k) avec
omb (II(OC)> — omb(D)k provient dun K-morphisme U, — PX par
composition avec omb (11(00)) — Uk Notons que "u U — G admet
un prolongement a U(oo), ot Uiy = P — Dy (¢f (1.34)). En effet

Ug=fol et ”% est donné par la sectwn 1 —T ) de A° au-dessus
de U, qui admet un prolongement évident a U). Ce qui suffit a prouver

que omb("w) composé avec omb(u(m))—wmb(U) se factorise par un
morphisme omb(¥X ) — G.

(4.2) Le but de ce numéro est de prouver le

LEMME D’ALGEBRISATION (4.2.1). On reprend les notations du numéro
précédent. Soit

v omb((A])K — ]P%
un K-morphisme tel qu'il existe un diagramme commutatif :

u(O)K — P (resp. u(OO)K — P

| | | |

omb (ﬁ )K ——= omb G) omb (ﬁ

=~ Z

(0) K (o0

Alors in existe un K-morphisme
W : UK —_— P%

et un diagramme commutatif
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Soient V[T1" (resp. V[T 11") le complété formel de V[T] (resp. V[T 1))
pour la topologie m-adique, et V[T, T~'1" le complété formel de V[T, T1]
pour la topologie m-adique. Noter que

4.2.2) U = Spt(VIT,T7'1),
dott
4.2.3) omb(U) = Spec(VIT, T-11").

D’autre part on a

424 Tg =SpE(VITT) (vesp. Uiy = Spf (VIT'T))

et

(4.2.5) omb(lA](O)> = Spec(V[T1") (resp. 0mb(l7<0c)) = Spec(V[T’l]A))
L’anneau V[T]" est un anneau de Zariski et comme

(4.2.6) VIT, T 1" = V[T]?T} (localisé complété de V[T1")

il en résulte que le morphisme
4.2.7) omb(D) [T omb(¥q)) —>omb([7(0>)
(resp. omb(0) H omb(X()) —>0mb(f]®o>))

est fidelement plat.

L’anneau V[[T][T']" obtenu comme le complété formel de V[[T]][T ']
pour la topologie m-adique est un anneau de valuation discréte de corps
résiduel k[[T1[T']. Le critére valuatif de propreté donne alors le

LEMME 4.2.8. Awvec les notations de (4.2.1). Il existe un diagramme
commutataif :

omb (

) omb (resp. omb (ﬁ( — omb

732

omb (ﬁ omb (

<Z
<Z

(0) (oo
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Noter que omb(Xq) (resp. omb(¥())) est un schéma local. Soit
Xy € omb(X()) (resp. Xy € omb(X(y,))) le point fermé. Le S-morphisme

4.2.9) omb(ﬁ(0)> TT wor JT ombex) — omb(¥) — {20}
(resp. omb (ﬁ(oo)) H W)k H omb(X)x) — omb(X(.)) — {ac(oc)})
est fidelement plat. D’autre part le morphisme
(4.2.10) W — PY (resp. W) — PZI}’),
donné par 'hypothése de (4.2.1), composé avec
Wk} = Spee(KITNIT 1) — Uk
(resp. Uik} = Spec (K[[T_l]][T]) — U(so)k)
admet un prolongement
4.2.11) omb(Xgyx) — PV (resp. omb(¥ .o )x) — ﬂ»%)

en vertu du critere valuatif de propreté. Grace au morphisme fidélement
plat (4.2.9) et a partir des morphismes donnés par (4.2.8), (4.2.10) et (4.2.11)
on démontre le

LEMME 4.2.12. Awvec les notations de (4.2.1). Il existe un diagramme
commutatif

11(0>K — IP’E (resp. u(w)K _ IP’E
omb(%(o)) — {x(o)} _>[p>\1\; omb(%(m)) — {:c(oo)} — ]PS ).

Il existe un éclatement (cf. [12])
(4.2.13) 30 — omb(Xq) (resp. 3(x) — omb(X(,)))

de centre un sous-schéma fermé 7 (resp. 7(,)) de support ) (resp. &),
et un diagramme commutatif

(4.2.14) T / : T / :

omb(¥ ) — {& )} omb(X ) —{z .} ) -
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D’autre part il résulte du critere valuatif de propreté qu'il existe un diviseur
o0 de la fibre spéciale omb(U);, = U}, et un diagramme commutatif :

omb(U),, P}
(4.2.15) l l
omb(0) — § — Py

On peut alors trouver un éclatement
(4.2.16) Y — P},

ayant pour centre un sous-schéma fermé 7' de P}, de méme support que J,
tel que si 'on pose omb(U Y = ornb(U ) X Pl Y on a les diagrammes com-
mutatifs

omb(U) — § — IP)\N/

(4.2.17) l
~ E,
omb(U)’ (cf. [12])
et
omb(U) — § ——=P§
(4.2.17 bis) 7

“i

T F
mb(U),. — omb(T)’,

ou la fleche diagonale est égale au morphisme composé de y avec P% — Pl‘g .

REMARQUE 4.2.18. Il est clair que omb(U Y s’identifie a Uéclatement de
omb(U) de centre le sous-schéma omb(U) xpt T. En effet, sotent A un
anneau, A — A’ une extension fidelement plate, et ¢ C A un idéal.

Posons

X = Spec(A) (resp. X' = Spec(A"), ¢ = qA’,
X=Proj(A®qad..), X =ProjA @q¢d ®q¢*e ))

On a alors ) 3
X ~X x4 X
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1l en résulte, si U'on pose U' = U XpL Y, que le complété formel U' de U,
pour la topologie m-adique, s’identifie canoniquement au complété formel
(omb([A] )’) A, pour la topologie m-adique, de omb(l? Y. En effet, le mor-
phisme omb(U) — U est plat, et pour tout entier v > 0 il induit un iso-
morphisme des voisinages v-emes.

omb(D), = omb(U), xp, ¥ — Uy = Uy % Y .

Soit T C P%, un sous-schéma fermé ayant son support contenu dans
o U {xq)} U{x} tel que:
U xp%/T =T,
(i) omb(Xq)) x Pl T =1y,
(i) omb(X(x)) x o T =Teo) -
Soit
(4.2.19) Z— Py

léclatement de P}, de centre 7. On a alors
ZU =U Xt[Jb Z=U X'P%, Y, 3(0) = On’lb(£(0)) XP{, Z7

. 3(00) = 0mb(X () Xpl, Z.
Posons
~ / N

(resp. omb(f](oo))/: omb((A/'(oc)) Xp1, Z),

A A
et notons par (omb(ﬁ«»)) (resp. <0mb(l7(oo))’> > son complété for-
mel.

Comme le morphisme (4.2.7) est fidelement plat on en déduit a partir de
(4.2.18) et (4.2.7) que le morphisme

(4.2.21) omb(D) [] 30 —>0mb<[7<0>),
(resp. omb(T) H 3(x0) —>0mb(l7(oo))/)

I'est aussi. On définit un V-morphisme

4.2.22) omb(Uyp) — PY
(resp. omb(17<oc))’ — P{}’)
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a partir du morphisme omb(U) — Pi}' donné par (4.2.17), et du morphisme
30— PY (resp. 3(.) — PY) donné par (4.2.14), grice au fait que (4.2.21)
est un morphisme fidélement plat. Soit

(4.2.28) Uly = U %y, % (vesp. Uty = Uy x4, Z)
et désignons par lA](’O) (resp. ﬁ(’oo)) le complété formel de Uj, (resp. U())
pour la topologie m-adique.

On a alors I'isomorphisme de V-schémas formels

(4.2.20) Uy, ~ (cnnlo(ﬁ«»)')A

~ ~ A
(resp. Ul ~ (omb(U(oc)) ) )
Notons que lA](’O) et U (s0) Sont des ouverts du complété formel ZdeZ et que

D’autre part il est facile de vérifier que 'on a un diagramme commutatif

~ / N
omb (Uy)) PN
(4.2.26) T v
~ /
omb(U) omb (U,

(cf. (4.2.22)).

Il résulte de (4.2.24) que la fleche horizontale supérieure (resp. ver-
ticale a droite) de (4.2.26) induit, par passage a la fibre formelle, un
morphisme

(4.2.27) Ul — P} (resp. Tty — 1Y),
tel que le diagramme suivant :

~

/
Y v

(4.2.28) T % T
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ou ¥/’ désigne le morphisme induit par ¥’ (cf. (4.2.24)), commute. On définit
ainsi a partir de (4.2.28) (cf. (4.2.25)) un V-morphisme formel

(4.2.29) Z— Py,
Le V-schéma Z est un V-schéma projectif il existe alors un V-morphisme
(4.2.30) Z—rY

redonnant (4.2.29) par passage ala fibre formelle. Notons pary : U’ — P{\,/
la restriction de (4.2.30) a U’. On a alors le diagramme commutatif

omb(U) —

U
4.2.31) T X lw

@/: [’j/

(Le carré commute par définition de ¥ compte tenu que U —U
se factorise par omb(U) — U’; le triangle supérieur (resp. inférieur)
commute par définition de ¥ (resp. comme on le vérifie par re-
striction de ¥ a U’)). A partir du triangle supérieur de (4.2.31) et du
triangle inférieur de (4.2.17) bis on obtient le diagramme commutatif
suivant :

omb(U),. = omb(U);, \ U, =Uy
amb{T) —— P :

ot la fleche diagonale est donnée par la diagonale de (4.2.17) bis, et la fleche
verticale droite par le composé de la fibre 7y : Ux — PY de ¥ avec
PY — PY. On achéve de démontrer ainsi (4.2.1).

(4.3) Soitf: 3 — G défini comme dans (4.1.4). On pose
4.3.1) "f = f|Cys (resp. “f =f| A).

On a alors a partir de (4.1.24) que

(431b1$) ma:m‘foma% (resp'm&:m‘fom/\O Uy ufoua%’u ufou/\())
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Le but de ce numéro est de prouver que "'f est algébrisable, c’est-a-dire que
I'on a un diagramme commutatif de S-groupes

mf : @mS G
4
@ms ’

Commencons par prouver que "z (resp. “@) est algébrisable. Soit Ui, le
localisé de 'ouvert U de IP par rapport a I'idéal premier de définition de la
fibre spéciale p = m V[T, T 1 cad.

4.3.2) Usoe = Spec(VIT, T11,).
Noter que le morphisme
4.3.3) omb() = Spec(VIT, T1") — Usee

est fidelement plat. Le lemme d’algébrisation (cf. (4.2.1)) et (4.1.28), ap-
pliqué a
i o omb("@)g (resp. ioomb(“@)g) : omb(U)x — P¥

donne lieu & un K-morphisme Ugk —>P% et a un diagramme commu-
tatif

omb("@), (resp. omb(“@),) : o

mb .
(4.3.4) \ /

loc K~

Comme le morphisme % o omb(™a)g (resp. i o omb(“%)g) se factorise par
(Gg) — ]PZ,\(], et (4.3.3) est fidelement plat, on en déduit un diagramme
commutatif de K-morphismes

— . pN

(G N

(435) T /

(Uloc)K

Le morphisme horizontal provient alors dun unique K-morphisme
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(Uroe) ¢ — Gk, par composition avec 1, tel que le diagramme suivant

(Uloc) K~ GK

(4.3.6) T / _ _
omb( ™)k (resp. omb(“@)k)

omb(ﬁ)K

est commutatif. Puisque (4.3.3) est fidélement plat et omb(m&)KA(resp.
omb(“%)g) admet le prolongement omb(™#) (resp. omb( “%)) a omb(U) il en
résulte un diagramme commutatif

Uloc G
43.7) T omb(™@) (resp. omb( “@))
omb(ﬁ)

Par un argument de présentation finie on clonclut qu’il existe un voi-
sinage ouvert W’ (resp. W(’OC)) de la fibre spéciale U}, (resp. Uioyi), €t un
S-morphisme W' (resp. W(’m) — G redonnant ™z (resp. “@) par pas-
sage a la fibre formelle. Soient W (resp. W) le domaine de définition
du S-morphisme rationnel donné par W’ (resp. W(’OO)) — @G, et
W (resp. W(«)) — G le prolongement de W’ (resp. W(’OO))—>G a W
(resp. Wi). On a alors le

LEMME 4.3.8. Il existe un ouvert W C U (vesp. Wy C Uw)) voisinage
de la fibre spéciale Uy, (resp. Uy, avec W), Wiy C W (resp. W), et un
S-morphisme W (resp. W) — G tel que par passage a la fibre formelle
donne ™7 (resp. "7).

PREUVE. Soit W (resp. W) comme ci-dessus. Il suffit de prouver
que Wy, Uy C W (resp. Wi,). Soient p C VIITIT 1] un idéal premier,
q=pNVIT, T, Uy = Spec(VIT, T11,), et Uy, = Spec(VIITNIT ).
Voyons que W (resp. Wi)) D Uy. Notons que WNU; # (resp.
Weoy NUq # &) car le point générique de U, appartient a W
(resp. Wis)). N

Sotent R(U), R(U,), RQy), RQUy) et R ) respectivement le corps
de fractions de U, Uy, W), Uy, €t ﬁ(o). Comme Wy, — U, est fidelement
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plat il suffit de montrer que le diagramme

Spec(R(U)) = Spec(R(U,)) G
(%) T T Mo (resp. ")
Spec(R(u(O))) — Spec(R(u(O)p)) u(o)

commute, on la fleche horizontale supérieure est induite par
W (resp. W) — G. Or la commutativité de (x) découle de la commu-
tativité du diagramme obtenu a partir de (x) en posant Spec (R(ﬁ(o))) ala
place de Spec (R )); cette commutativité résultant de (4.3.7), et (4.1.19),
(1), compte tenu que "o = try, o et "o = a("a) "L pour ¢ assez grand (cf
preuve de (4.1.6)). On procéde a prouver que Uy C W comme ci-dessus o
parvtir du fait que IAI(O@ — U — @G est algébrisable. C.Q.F.D.

Comme "¢y établit un isomorphisme entre U et C,,g, on définit un S-
morphisme

4.3.9) "y (W) — G

comme étant le seul qui rend commutatif le diagramme suivant

W

(4.3.10) lz /

m 0
S%g(w) ’

G

~

ou le morphisme horizontal est donné par (4.3.8). Noter que W=U, et
(mgo%(W))A: Gi,s, €t que le diagramme (4.3.10) donne par passage a la
fibre formelle le diagramme

m_: U G
m QDO
mf
@mS

Le morphisme W x W — G,,¢ composé de "pJ x ™ ¢3 et la multi-
plication de G, est fidelement plat. En effet la platitude est facilement
vérifiée et la surjectivité résulte du lemme (0.33), compte tenu que Uy C W.

Posons W® =W x W. Soit W®' I'image inverse de "¢3(W) par
W® — G, . 1l est clair que le complété formel W’ de W@ gidentifie &
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~

U x U. La commutativité du diagramme suivant

~

W' =UxU G

G x
ot la fleche horizontale est induite par ™z x ™ 7, et la verticale droite par la
multiplication de G, entraine celle de

mg

"or(W) =

W@/ =G x G

(4.3.11) l l

"o (W)

Le morphisme composé W®' — G admet un prolongement W® — G,
d’ot par descente fidélement plate il résulte que le morphisme
"p3(W)— G admet un prolongement ™g: G, ¢— G. (Noter que
m 0 ¢(W) est un ouvert schématiquement dense de G5 et que G est séparé).
Comme la fibre formelle ™f : (J,,ns —Gde ™g: : G,,g — G est un S-ho-
momorphisme, il en résulte que ™g est un S- homomorphisme de groupes
qui vérifie

(4.3.12) My =" go™ ¢,
On a alors la
ProposiTION 4.3.13. Il existe un S-homomorphisme de groupes

"y G, — G dont la fibre formelle ™g coincide avec ™f et tel que
My —m go m 0

(4.4) Montrons que “f : A G provient par passage a la fibre for-

melle d'un S-homomorphisme “g: A’ — G, c.a.d. quil existe un dia-
gramme commutatif de S-groupes

Uf:

G

KO
| A
/\0 .
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La preuve de ce fait suit les mémes lignes que celle de (4.3.13). Com-
mencons par prouver la

ProOPOSITION 4.4.1. Il existe un entier n, un S-homomorphisme formel
“f o N — GO et un diagramme commutatif

Notons d’abord qu’il résulte de (4.1.11) que
(44.2) try, "o = A —t 1T,
et de la preuve de (4.1.20) qu’il existe n, tel que n’,n” > n entrainent que

(4.4.3) try, "o = trg, “o.

LEMME 4.4.4.  On a alors que try, "o coincide avec la section identité de
G pour tout entier w' > n.
(La Prewve de (4.4.4) suit celle de (4.1.6).)

REMARQUE 4.4.5. Posons “f = ("“f®W) et "“a=("“a®) et "“9° =

((“qpo)(")). Comme on a "“f®o ("W =uoW il en résulte que

wfu ((W&, l‘(po)(")), pour tout entier v > m, coincide avec la section iden-
tique de G® (au-dessus de UW).

Soient 0 < n < p des entiers. On pose
(4.4.6) Ay = Rer (A} — A0 ),

et, pour toutn < v < p, on désigne par A [v]le sous-groupe de A}, dont les
sections sont de la forme 1+ o,7" (1 < q < [p/v]). On a un S-homo-
morphisme

(4.4.7) I A.01— A,

N<v<p

donné par la multiplication de A).
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On vérifie facilement que (4.4.7) est un S-épimorphisme. Soit pour tout
n<vy<p,

[p/v]+2
(4.4.8) Ul = J[ k) (on pose (k) = ).
k=1

Soit, pour tout n < v < p,

(4.4.9) vl U] — A, V]

le morphisme obtenu en composant

[p/vl+2 [p/vl+2
H tr(?‘,u(/)o: Uv] — H /\9&1) ,

(c.a.d. le morphisme produit ([p/v]+ 2)-fois de try, "¢ : Up — A,

(p > v > n)) avec le morphisme induit par le produit /\?w‘ Il résulte de (0.33)
que (4.4.9) est fidelement plat, et a fortiori que le morphisme

(4.4.10) IT 01 I wl— ] A),Dl

n<y<p n<y<p n<y<p

Pest aussi.

Soit V C n![(p /\?w[v] I'ouvert de platitude du morphisme (4.4.7). Soit

wc [[ um

n<v<p

limage inverse de V par [] 7[v]. Soit V' C A’ Touvert image de V par

np
n<y<

P
(4.4.7). Il résulte du théoreme de platitude générique (cf. [10], pg. 153) et du
théoreme de platitude par fibres (compte tenu que (4.4.7) est un morphisme
surjectif) que les fibres de V' sont non-vides. On a alors que le morphisme

0
VxV —n,

induit par le produit est fidelement plat (encore par le théoréme de plati-

tude par fibres). Soit W — /\?Zp le morphisme composé de la restriction de
[T svla W avec (4.4.7). Il résulte de ce qui précede que le morphisme

n<v<p
(4.4.11) WxW-—n),

obtenu a partir de la multiplication de A} ; est fideélement plat. Pour tout

0 .
np?

7 < v < p on a un morphisme

(4.4.12) glvl: U] — G
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o iz . [p/v1+2 . )
composé de [[ try "o avecle morphisme [[ G — G donné par laloi

de composition de G. Soit

(44.13) I wi—e¢
n<y<p
le morphisme obtenu a partirde [] g¢lv]etlaloide composition de G. Soit
n<v<p
(4.4.14) W—G

le morphisme donné par la restriction de (4.4.13) a W. Soit
(4.4.15) WxW-—G

le morphisme induit par la loi de composition de G a partir de (4.4.14).

PREUVE. de la Proposition (4.4.1)

Posons ( A?)® = A0 xg S,, ou S, = Spee (V/m/*1) .. ete.

Soit “f®@ : (AY)® — GW la restriction de “f. On montre par un ar-
gument de présentation finie qu'’il existe un entier p > n et un S,-homo-
morphisme “f : ( A Y® — GW qui permet de factoriser “f® i travers
(AW ¢ /\g )% 11 suffit alors de prouver que ( /\gp Y c Ker® iﬁ”). Ona

un diagramme commutatif

(W x W)(“) — oW

e

0 \(w
() 7
ou la fleche horizontale est induite par (4.4.15), la verticale par (4.4.11), et la
diagonale par la restriction de “ IS") a( /\Bbp Y ( /\;)j ¥, Vu que la fleche
verticale est fidelement plate et la remarque (4.4.5), on en déduit que la
restriction de 75”) a( Agp )™ est ’homomorphisme trivial. C.QF.D.

Soient Wy C U le voisinage de la fibre spéciale Uy, et
(4.4.16) fi: Wiy —G

le S-morphisme donnés par (4.3.8). La fibre formelle B de f induit alors "a.
Le morphisme
(n+1)—fois

——— 0
(4.4.17) Ux..xU—3
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n+1
obtenu & partir de [] ¢} et le produit de 3 est fini et fidélement plat. Soit
Wiy C Uy défini comme dans (4.3.8). Soit
n+1

(4.4.18) [[Went)—3)

n+1
le morphisme donné par la restriction de (4.4.17) a l'ouvert [[ Wy NU.

Son image est un ouvert de 32 voisinage de la fibre spéciale (Sg)k. (Ceci

résulte du fait que Wy N U est un voisinage de la fibre spéciale Uy) Soit

n+1

(4.4.19) W=[[Wey nU)—G

n+1
le morphisme obtenu par composition de [ f (cf. (4.4.16)) et celui donné
par la loi de composition de G

Soit, « un point de la fibre spéciale (Sg)k. Notons par (S%)x le S-schéma lo-
calisé en x du S-schéma 32, et par <n]i[1 U ) (resp. 2,,) 'image inverse de
(S?Z)m par (4.4.18) (resp. (4.4.19)). Il est clair q9101e (nﬁl U ) (resp. MWy,,) est un
S-schéma semi-local, et que (nli[l U ) =W, '

LEMME 4.4.20. Le S-morphisme

({fiv) ~

se “descend” en un S-morphisme

(Sg)x__*(;

Le (4.4.20) résulte du

LEMME 4.21.  Soit X un S-schéma local noethérien. Soit Y — X un S-
morphisme fidelement plat et fini. Soit Z un S-schéma de présentation
finie et séparé

Notons p(w)A( (resp. f’, Z) le complété formel de X (vesp. Y, Z) le long de
la fibre spéciale X, (vesp. Yy, Zy). Soit f X—ZunS -morphisme formel
tel quil existe un S-morphisme Y — Z rendant commutatif le dia-
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gramme suivant

*>/Z\
A

Alors le S-morphisme Y — Z se descend en un S-morphisme g : X — Z
tel que g = f.

K <—— =D

La preuve de (4.4.21) résulte par descente fidélement plate a partir des
isomorphismes

omb(Y) ~ omb(X) x Y
et
omb(Y x Y)" ~ omb(X) x (Y x Y),
qui proviennent du fait que ¥ — X est fini.

n+1
Le lemme (4.4.20) résute de (4.4.21) en posant Y = (H U) ,
x

X = (Sg)x, et Z=G. On prend comme f le morphisme induit par “f,
(cf. (4.4.1)) et comme le morphisme Y — 7 celui induit par (4.4.19). 1l
résulte de (4.4.20) lexistence d'un ouvert W' C S?L voisinage de la fibre
spéciale (32)k, et d'un S-morphisme
W —G
tel que par passage au complété formel W = (3" coincide avec le S-ho-
momorphisme
20 0 'ho &
\52 — /\3 — G.

D’autre part le diagramme suivant est commutatif

n+2 __ n+2 A =N
1011 (w.,nv)) G
W/
(4.4.22) l U f
(30)/\ _ Wl KO

3

n+2 n+2
Le morphisme horizontal (resp. vertical) étant donné par [[ f= ] “=&
n—+2 n+2 ~ n+2 —~
(resp. [| oY) suivide [[ G— G (resp. [[ 3" — 3) induit par la loi de
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composition de G (resp. \‘:52) La commutativité résulte de “a =" f, o 9.
n+2
Comme le point générique ¢ de [[ Wiy N U appartient a I'image du

morphisme
n+2 n+2
omb <H (W(oo) n U)/V\V’> - H W(oc) nu s

on démontre que le diagramme suivant
n+2

T (Wi N U)

(4.4.23) l

W/

W/

est commutatif. (Noter que le morphisme horizontal est la restriction a
n+2
[I Wy U)yy de (4.4.19) et que le diagramme (4.4.22) s’obtient par

passage a la fibre formelle de (4.4.23)). Comme le morphisme horizontal de
n+2

(4.4.23) admet un prolongement a [[ (W) N U), compte tenu que

n+2

[I(Weyn U)— 3" est fidélement plat (On a d’aprés (4.3.8) que

Uy € Wiy N U. 11 suffit alors d’appliquer (0.33)), on a alors

LEMME 4.4.24. Le S-morphisme W' — G admet un prolongement
32 — G qui est en fait un S-homomorphisme. On a aussi un diagramme
commutatif
I —G
u gn
A

|4

0
n
de S-homomorphismes tel que “o. =" g, o™ ¢Y.

CONCLUSION  (4.4.25). D’aprés (4.1.6) on a oa=" o, avec
My ="go™ gl et Yau="g, o ¢ (cf. (4.3.13) et (4.4.24)). Soit g =" g"g, :
32— G le S-homomorphisme défini & partir de la décomposition
30 = G x AY. Compte tenu que ¢) = ("¢),"¢}) on a o=goe.
L’unicité de la factorisation formelle (cf. (8.17)) & =f o @% entralne que

9=/
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On achéve ainsi la démonstration du théoréme (1.4.4) dans le cas d’'un
trait complet de base S. En vertu de (1.4.6) ceci entraine le théoreme (1.4.4)
pour un trait de base.

5. Preuve du théoréeme (1.4.4)
Montrons d’abord la

ProposITION 5.1, Soit A un anneau noethérien local réduit. Notons
par A le complété formel de A pour la topologie my-adique. (On pose
U = Spec (A[[T1]). Soit o € GQ) tel quil existe un Zl-homomorphisme
Sformel f : R G avec 3 = f o @Y. Il existe alors g € HomA,g,‘(;KO, G) tel
que o= g o ).

PrREUVE. Supposons d’abord que A est integre. Soit V un anneau de
valuation discrete qui majore A. Soit K le corps des fractions de A. Noter
que K est aussi le corps des fractions de V. Soit W = Spec (V[TT[T']).
Soit o le morphisme composé suivant

w—u = G.

Daprés § 4 il existe un V-homomorphisme ¢ : 3% — Gy tel que
o =go (p% (mod G(VI[T1D). L’hypothése donne o' =g’ o@‘%, d’ouw il re-
sulte que o/ = ¢’ o ¢ On vérifie ensuite que la fibre générique gy de ¢’ est
un K-homomorphisme de 3% dans G, tel que ag = gj o (9. On peut
meéme supposer par un argument de locale présentation finie qu’il existe
un K-homomorphisme pour n convenable

gk : 30k — Gk

tel que ox = gk o (9.
Montrons que gx admet un prolongement 52. On a le diagramme
commutatif sutvant

n—+2
[Tu, Gk
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n+2
La fleche verticale admet un prolongement [| U — G, a sawoir, le com-
n+2 n+2
poséde [| aavec [[ G— G. D’ow g admet aussi un prolongement g &

32, qui doit étre nécessairement un A-homomorphisme.
Supposons maintenant A réduit. Soit I Uensemble des composantes
wréductibles de Spec (A). Pour tout s € I notons par K le corps des frac-

tions de la composante irréductible s. Posons S’ Spec(ﬂ Ks>. D’apres
sel

ce qui précede (en raisomnant composante par composante) on peut
trowver un S'-homomorphisme gs : 30, — Gs tel que ag = gg o (¢9) -
On conclut a Uexistence d'un S-homomorphisme g prolongeant gs par un
argument de fidele platitude calqué sur celui qui précede. C.Q.F.D.

Soit A un anneau noethérien. Montrons (1.4.4) si S = Spec(A). La
proposition (3.1) permet de supposer que A est réduit. Soit s un
point de S, et notons par S le localisé de S en s. Soit o € GQ). Par
(5.1) il existe un S;-homomorphisme f; : 3g5—>GSS tel que wg,) =
fs o (9))s, (mod Glomb(Xs,))). Done ag, =f;0(¢p})s,. On peut alors
trouver un ouvert U; voisinage de s, et un Us-homomorphisme
fu. 3([)]3 — Gy, tel que ag, =fy, o (P)y, (mod Glomb(Xy,))). On
conclut par (1.4.6) quil existe un S-homomorphisme f: 3°— G tel
que a =fo (/)% (mod G(omb(¥X))). Ce qui acheve la preuve de (1.4.4).

6. Autodualité de &

Soit A un anneau noethérien. Soit S = Spec(A4). Il résulte alors de
(1.6.6) en posant G = (g un isomorphisme

Homegr(C\\yanS) = (}mS(u) = s(S)

On a alors I'isomorphisme suivant de foncteurs en groupes sur la catégorie
des S-schémas noethériens affines

6.1) Homg (S, Gyus) =~ S.

En fait (6.1) est 1a restriction d’'un isomorphisme entre les foncteurs cor-
repondants sur la catégorie des schémas affines, qui fait de S sont propre
dual de Cartier. Supposons d’abord que A est une algébre sur le corps des
nombres rationnels Q. Pour tout entier m € 7 et toute section w de &
posons

(6.2) O w = Res(T™ dw/w).
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On définit un S-morphisme
(6.3) () xS — Gy
comme suit. Soient
w=T"1+a it +...+at")(ao+art+...) =
1’ agu” € G, AIITIE D)
et
v=T 14+t +. . ot ) (g +out+...) =
v 00" € G, (AILIIE D).

On pose :

2% m>0

(6.4) (u,v) = (— 1)8(%)é:(v) (_

&(v)
)

1) eXp(Z O Oy v/m)
) exp(Z 8mv8mu/m).

m>0

Notons que la somme > 9, ud_,v/m (resp. >, OpvOvV_yu/m) s’é-
m>0
tend & un nombre fini de termes non nuls et définit alors un élément nil-

potent de A.
Il est clair que (...,...) est un S-bi-homomorphisme qui vérifie la
condition d’anti-symétrie

(6.5) (u,v) = (v,u)"" (resp. (u,u) = (— 1)8(7“),

Vérifions qu’étant donné la section v de &g au-dessus de I alors le S-
homomorphisme f : & — G, ¢ qui lui correspond d’apres (1.6.6) est donné
par

(6.6) fu) = <u,v>.

Noter que l'on a I'identité suivante

6.7) da(l — tT’l)/(l —tTH = <Z tmT””) drT,
m>0

qui entraine pour tout entier m > 0
(6.8) Res(T™d(1 —tT~Y/(1 —tT71) = ™.
D’autre part 'identité (2.15) dans (A[[¢]1[t 'DI[TTI[T'1dT donne pour tout
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entier m > 0

6.9) Res(T’md(l i)y la - t*lT)*l) _——

Notons que pour tout entier m > 0 on a les identités suivantes
(6.10) Oy =0yt €t By v =0y, V' (vesp.O_, u=0_,, u" et d_,v=0_,v").

Il n’y a qu’'un nombre fini d’entiers m > 0 tel que 9, u # 0 (resp. 0, v # 0),
et d’autre part 9, u (resp. 0,, v) est un élément nilpotent de A pour tout .
On a aussi

O_mvt™ Opvt™™
"no__ m ’_ m
6.11) "= exp( E - ) (resp. v = exp( E p” ))

m>0 m>0

Soit & = J x W le scindage de S donné par 7. Notons par f” (resp. f) lare-
striction de f a J (resp. W). Soit 7 , : omb(W) — G5 le S-morphisme in-

duit parf” d’apres (1.5.5). Pour vérifier que le S-homomorphisme f donne lieu,
selon la construction de (1.6), & la section v = T*®v/ 00" il suffit de voir que :

(i) - Le S-homomorphisme f composé avec la section —T¢ — T) 1 de 3
au-dessus de 2l donne ay?';

(i) - 1e composé de la section (1 — t71) de omb(W) au-dessus de omb(X)
avec fo . donne v".

En effet, noter que le morphisme

fomb © Somp = I x omb(W) — G,,5 (cf. (1.6.3))

est obtenu comme le composé de (f'.fr,) avec le morphisme

Gips X Gy — g donné par la loi de composition G,,g. I1 en résulte,

compte tenu de la description du morphisme d’Abel-Jacobi donnée a la

suite de la définition (1.5.18), que (i) et (ii) entrainent que v correspond a f

selon la construction de (1.6), vu I'unicité du morphisme f* qui factorise v.
Soit u = —T(t — T)"" on a alors (Noter que &u) =1)

6.12) (u,v) = (=Tt —T)"v) = 1
—_ipy
_ ( N 1);:(1));:(u) (ch)(u)/( _ tfl)::(v)> exp ( Z am v am(]- t T) ) — % ’U/,

m>0 mn

comme il résulte de (6.9) et de (6.11), ce qui montre (i). D’autre part on a

5 Oy 0yl — tT71)
_ 1 _ — o
(6.13) (1—tT7",v) =exp ( E o > v,

m>0

ce qui montre (ii), et finalement que v provient de f.
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Détaillons maintenant comment on passe de 'accouplement (6.4) de &
défini sur le corps des rationnels Q a un accouplement défini sur 7.

Soit A™ le foncteur en anneaux dont les sections au-dessus d’un an-
neau A est 'ensemble des suites (a,,)(n > 1) de A muni de la loi d’addition
(resp. de multiplication) produit. Soit A" le foncteur en anneaux dont
les sections au-dessus d’un anneau A est ’ensemble des suites (a_,)(n > 1)
de A, tel qu'il existe un entier N vérifiant : pour tout n > 1 onaa”, = 0, et
a_(N+1) = @_N+2) = ... = 0, muni de la loi d’addition (resp. multiplication)
produit. Soit W (resp. 1) le foncteur en anneaux défini par le foncteur en
ensembles sous-jacent & A™ (resp. A7), muni de 'unique loi d’addition
+ et 'unique loi de multiplication * qui rend le morphisme fonctoriel

(6.14) Woo : W — AN (resp. W : “ﬁ\i_>A(—N*>),

défini par

(6.15) w((Yy)) = < Z anf) <resp. w_oo((X_,)) = <Z nXdﬂ))
nd=m =

un homomorphisme de foncteurs en anneaux.
On a un isomorphisme de groupes

(6.17) Ey: W— A" (resp. E_o: W—W)

défini par

(617) EOC((Y”)) = ﬁ(l - YnTn)71 <I'eSp- E—oc((X—n)) = ﬁ (1 _X—W/Tn)) .
n=1 n=1

X7

Notons par W, W, r‘kg,...etc. respectivement la fibre du foncteur ¥, 1V,
AN ,..ete. au-dessus de Q. On peut alors caractériser K. (resp. E_.)
comme étant le seul homomorphisme qui rend commutatif le diagramme
suivant

(woo) * = (w-o0) ~N*
Wo : Ag (resp. W : A((@ N%)
(6.18)
(Eco)o (Eo)o
A o
Q W ),

ou la fleche oblique droite fait correspondre a la section (a,,) (resp. (a_,)) de
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(=N amtm (l_qnt77n
N (resp. A ) la section exp( > resp. exp( — Y. .
m>0 M m>0 m

La pré-image de v € W, (resp. Ao ) par cette fleche est donnée parla section
(v_y) de A( N 00 vy = O v (M > 0) (resp. la section (v,,) de A&Q ol
VU = O_ (m > 0)) (cf. (6.2)).

On a un morphisme
(6.19) AN ACND L, AN

défini par (y,)(@_,) = (y,2_,) qui fait de AT un AN -module. Soit

(6.20) W x W W

le morphisme défini & partir de (6.19), de w.. et de w_., qui fait de W un W-
module. Soit

(6.21) W — G5

le S-homomorphisme faisant correspondre 1+ Z o_; a la section
14+ o1t ' +...+a_,t ™" Notons par
(6.22) E: W—G,g

le homomorphisme composé de £, avec (6.21).

Soient v =E_@T B (y) et u=E_@)T"aE.(y), avec
x,2 €W, a,0€I'(S,0%),y,y € W. On redéfinit (6.4), en général, en po-
sant

6.23)  (u,w)=(— )“’”“”( «w) (B v y)) E@ + ).

Il résulte par construction que 'accouplement (6.22) coincide avec (6.4) sur
la catégorie des Q-algebres. Soit v comme ci-dessus. Posons y = (y,) et
x = (x_y). On vérifie immédiatement

(6.24) A—tTY ¥ (1, y2,...) = (ty1, 2, ...
(resp. (1 — T  (e_y, 0, ...) =t Teq,t 20 0, . .. ).

On a alors
(6.25) (1—tT"v) =E(y) (resp. (1—t'T,v) =E_ (@),
ce qui nous permet de montrer que 'accouplement (..., ...) donne lieu a un

homomorphisme (...,v) : & — G,,5 qui correspond bien a la section v de
G5 par (1.6.6).
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