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Le théoreme de Schanuel pour un corps non commutatif
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ABSTRACT - We prove a version of Schanuel’s theorem in the noncommutative case :
we provide an asymptotic formula for the number of one-dimensional left sub-
spaces of DV of height at most H, where D is a finite dimensional rational division
algebra, N a positive integer and H a real number. The height, as considered in a
previous paper, is defined with the help of a maximal order in D and a positive
anti-involution. We give a completely explicit main term involving class number,
regulator, discriminant and zeta function of D. We also compute an explicit error
term.
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1. Introduction

Dans toute la suite, D est un corps de dimension finie % sur Q. Nous
fixons aussi un entier naturel N > 2. Nous cherchons a estimer, pour un
réel H > 0, le nombre N'(IV, H) de sous-espaces vectoriels a gauche V de
DY de dimension 1 et de hauteur au plus H. Notre but consiste a établir la
majoration

N Nn—1
|N (N, H) - CprincH n| < CerrewrH™"

pour des valeurs entierement explicites de cpinc €t Cerreur-
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Pour expliciter notre formule, il nous faut fixer la hauteur employée.
Nous utilisons la hauteur considérée dans [LR]. Soient done O un ordre
maximal de D et x une anti-involution positive sur D ® R ; la positivité
signifie que la formule |9c|2 = Tr(xx*) oux € D ® R et Tr est la trace de la
R-algebre D ® R définit une norme euclidienne |- | sur D ® R. Les don-
nées O et x resteront fixées par la suite et nous leur associons toujours
cette norme | - | sur D ® R ainsi que 'extension a 'espace (D @ R)" ou m
est un entier. Les éléments de (D ® R)™ sont vus comme des vecteurs
colonnes. Grace & la norme sur D ® R et (D @ R)Y , nous définissons la
hauteur d’un sous-espace (2 droite ou & gauche) V de DV de dimension M
par (voir [LR])

growr _ (N0 .
L vol(O™

en écrivant vol pour le covolume d’'un réseau dans un espace euclidien. Nous
écrirons alors précisément A (gg(;}*le(N ,M,H) pour le nombre de tels sous-
espaces & gauche V qui vérifient HO*(V) < H et de méme N7 (N, M, H)
pour les sous-espaces a droite.

Pour un anneau 2 nous notons Mat,,(2) 'anneau des matrices sur A
avec m > 1 lignes et £ > 1 colonnes. Décrivons ensuite les ingrédients qui
apparaissent dans les constantes Cprine €t Cerreur- 11 s’agit tout d’abord des

entiers d, 71, 12 et r3 définis par I'existence d’'un isomorphisme
D ® R ~ Matgg(R)" x Matgq(C)"? x Matd/gyd/g(ﬂ n*

ou I est le corps des quaternions de Hamilton et 73 est nul si d est impair
(voir le lemme 1.1 de [LR] ; d? est la dimension de D sur son centre). Nous
utilisons aussi des valeurs réelles de la fonction zéta de D donnée par

{p(s) = Card(O/D*
1

pour s > 1 ot la somme porte sur les idéaux a droite non nuls de O (voir
partie 3). Nous notons 4p,, le discriminant absolu du corps D : avec les
notations précédentes, nous avons |4p | = d~"vol(O)? (voir lemme 2.3 ci-
dessous).
En guise de nombre de classes, nous notons 7/ = > [0 : O,(I)*] ou
jj

la somme porte sur un ensemble de représentants des classes d’iso-
morphie (comme O-modules) des idéaux a droite non nuls de O, Oy(I)
est Pordre a gauche {x €D |xl CI} de I et [O*:O,I)"] désigne
[OF: 0" N O N/[OJD)* : O N O] (voir partie 4).
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Finalement nous avons besoin dune notion de régulateur. Nous
définissons R’ comme le volume d'un domaine fondamental de
{x e D® R | INm(x)| < 1} modulo l'action a gauche de O*. Ici Nm est la
norme de lalgebre D ® R. Nous pouvons écrire un peu plus ex-
plicitement R’ = N /w avee w = Card{x € O* | xax* =1} et

N=vol{rx e D@ R)* | Nm(x) <1etVue O |x| < |uwx|}.

Nous étudierons en détail cet ensemble en partie 6. Nous montrerons
en particulier qu’il est borné et nous notons p le supremum de la norme
sur cet ensemble.

Nous notons encore w; = 7/2I'(i/2 4+ 1) le volume de la boule unité de
I'espace euclidien RY. Pour m,m/,k > 1 nous écrivons

m
. m m!
m![k] = Hla}/ﬁ' et ( /) = n L N
pakc m' /i m gg(m — m) g
Nous sommes en mesure d’énoncer notre résultat.

THEOREME 1.1.  Nous avons pour tout réel H > 0

0, N’ Nn—1
|Ng01:e(N’ 1’H) - CprincH n| S CerreurH "

avec

Cprinc =

R QN -Dd*(r-+73/2) (Nd> n <Nd> " (Nd/2>
L) dpoN? - Ndv? d/)m\d/)im\ d/2 )y

et
g TNZn?
Cerreur = /) NV %,D) .

Un résultat antérieur de Franke, Manin et Tschinkel [FMT], établi
dans le cadre plus général des variétés de drapeaux généralisés (voir la
partie 9 de [LR] pour la traduction en termes de hauteur de sous-espaces),
donnait déja le comportement asymptotique ci-dessus mais sans indication
sur le terme reste. Dans le terme principal, la constante donnée n’était pas
explicitée comme ici en fonction de N et des invariants du corps D. Elle est
en revanche exprimée en termes de mesure de Tamagawa sur la variété de
drapeaux correspondante dans le travail de Peyre [P]. Enfin la méthode
est tres différente de celle que nous employons.

Lorsque D est commutatif, notre théoreme s’apparente au résultat de
Schanuel [Scha] a ceci pres qu'il considere la hauteur de Weil d’un point
projectif (définie avec la norme du supremum aux places infinies) alors que
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nous employons une hauteur légérement différente (définie avec la norme
hermitienne standard sur CV). Dans ce cas commutatif, notre terme
principal se retrouve tel quel dans le travail de Thunder [T2], qui a été
repris en termes plus arakeloviens par Gasbarri [G] puis Christensen et
Gubler [CG]. Dans toutes ces références, cependant, le terme reste n’est
pas explicite. Cet aspect est done nouveau méme pour les corps de nom-
bres.

Pour permettre la comparaison avec les références citées, nous devons
remarquer que si D est commutatif alors w est le cardinal des racines de
l'unité dans D tandis que 9N est relié au régulateur usuel Regj, des corps
des nombres par la formule Reg;, = 2"1(27)"*) (ceci est essentiellement la
formule encadrée page 133 de [La] ; la différence d’un facteur 2" provient
du choix légerement différent de norme sur D ® R). Dans le terme reste, il
est également possible de majorer p en fonction de Regy, et n. Toutefois
I'estimation obtenue est exponentielle en Regj, (voir lemme 9.2) alors que
Pon sait qu'un argument di a Schmidt permet d’obtenir un terme reste
linéaire en Regy, : voir la partie 8 de [W] (1a encore il ne semble pas que ce
terme ait été calculé explicitement).

Revenant au cas non commutatif, nous remarquons que nous avons

NS (N, M, H) = NJX(N,N — M, H)

gche

par dualité ((LR] théoréme 7.1). Pour cette raison, nous compterons en fait
dans la suite du texte les sous-espaces a droite de dimension N — 1. Le
principe de ce décompte sera décrit ci-dessous mais, auparavant, nous
examinons comment notre résultat principal dépend des données : comme
la hauteur elle-méme nécessite le choix d'un ordre maximal et d’une invo-
lution (ainsi que le choix d’une orientation gauche/droite), il est naturel de
se demander comment cela influe sur notre formule asymptotique.

Pour cette analyse, et seulement celle-ci, nous considérons d’autres
ordres maximaux et involutions que O et x. Pour les ordres maximaux,
nous rappelons d’abord qu’il n’y a quun nombre fini de classes de
conjugaisons de tels ordres dans D : c¢’est une conséquence du théoreme
de Jordan-Zassenhaus (voir [R] page 232, exercice 26.8 ; deux ordres O
et 0" sont conjugués s'il existe x € D* avec O = x@'x~1). Par ailleurs,
pour un ordre maximal @ de D, nous notons /hp(0') le nombre de
classes d’isomorphie d’idéaux bilateres de ©'. Nous notons aussi N,y le
quasi-régulateur défini comme R’ pour O (nous vérifierons que celui-ci
ne dépend pas de l'involution) et nous généralisons aussi la notation p
en po , pour une anti-involution +'. Enfin nous notons D le corps
opposé de D.
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PROPOSITION 1.2. Le terme Cpine est indépendant de O et . Nous
pouvons écrire

WR =" hya(O)Ry
0!

ou O parcourt un systéme de représentants des ovdres maximaux de D
a conjugaison pres. De plus toutes ces quantités sont les mémes pour D
et D°P.

Comme cette proposition le suggére, nous vérifierons aussi que les
quantités f,(O') et N}y ne dépendent pas du choix de O’ alintérieur d’'une
classe de conjugaison d’ordre maximaux.

Au vu de ces résultats d’invariance, il ne faut pas perdre de vue que la
hauteur dépend réellement des données. Elle dépend de I'ordre O : lorsque
V et x sont fixés on peut avoir supy HO*(V) = + 00 (ou O parcourt les
ordres maximaux de D) ; et, de méme, la hauteur dépend réellement de
l'involution contrairement a ce qui est affirmé page 225 de [B] : on trouve
également des exemples otl, 3 V et O fixés, on a sup,, Ho* (V) = + oo (ou1 x’
parcourt les involutions positives sur D @ R).

Nous montrerons aussi que le nombre N géﬁe(N ,M,H) peut dépendre
de l'involution x. De méme le cardinal w dépend également de I'involution
(en particulier, il n’y a pas d’interpretation intrinseque de w qui généra-
liserait le nombre des racines de 'unité dans le cas commutatif).

Enfin le parametre le plus délicat de notre estimation, le nombre p,
dépend de l'ordre et de I'involution mais le résultat suivant montre que I'on
peut le remplacer par une quantité finie indépendante de tout choix.

PROPOSITION 1.3.  La famille des réels p obtenus en changeant d’ordre,
d’involution et d’orientation est bornée. Plus précisément on a p,-10,, <

-1
PO Pox < POy € Pow oo < P -

Stratégie

Pour expliquer le principe du décompte que nous allons mettre en
ceuvre, commencons par examiner le cas des sous-espaces de codimension
M sur Q (il est certes tout a fait distinct du cas que nous considérerons
mais I'algebre non commutative Mat,;;,(Q) y joue un role un peu analogue
4 celui du corps D). Il s’agit done de compter les sous-espaces V ¢ QY de
codimension M de hauteur bornée. Un tel sous-espace peut étre vu comme
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le noyau d’une application linéaire surjective p: Q¥ — QM. Si V est fixé, ¢
est déterminé modulo un automorphisme de QY. On restreint le choix si
Ton impose de plus p(ZY) = 7M. Dans ce cadre, ¢ est donné par une ma-
trice A € Matyn(7) de rang M déterminée par V modulo GLj(7), le
groupe des matrices inversibles d’ordre M sur /. La hauteur de V s’ex-
prime par H(V) = det(4%4)"/2, ot A est la transposée de A, done nous
cherchons a évaluer le cardinal de

{A € Matyn(7) | det(A'A) < H?, A7N = 7MY /GLy (7).

La condition AZY = 7M nest pas facile & traiter, par opposition par
exemple & A7ZN ¢ 7™ qui signifie simplement A € Matyy(7). Nous pou-
vons nous ramener a une condition de ce type par inversion de Mobius
(cette idée, tres classique, est déja celle exploitée par Schanuel). En effet,
si nous définissons pour tout sous-module A de Z¥ de rang M

fa(H) = Card({A € Matyn(7)
et

det(A'A) < H?, A7N = A} /GLy (7))

ga(H) = Card({A € Matyn(Z) | 0<det(A'4) < H?, AZN ¢ A}/GLy (7)),
alors on constate sans peine que

gaH) = fa(H)

BCA

donc par la formule d'inversion de Mébius (voir partie 3), la quantité que
nous voulons calculer qui se trouve étre f., (H) s’exprime

FoH) =Y w(A)g ),

AczM

ou u est la fonction de Mobius définie sur ’ensemble des sous-modules
de 7™ de rang M. Pourquoi ceci représente-t-il un progrés ? La con-
dition A7V c A apparaissant dans g 4(H) signifie que les colonnes de A
appartiennent a A ou encore que A € Matyy(7) ~ (ZM)N se trouve
dans le sous-réseau AY. Par conséquent la quantité g4(H) est le car-
dinal de Iintersection de ce réseau A" avec un domaine fondamental du
quotient

{A € Matyn(R) | 0<det(A'A) < H?}/GLy (7).
Ceci s’écrit plus agréablement

ga(H) = Card(4AN n HYMS)
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si S désigne un domaine fondamental pour le quotient
{A € Matyn(R) | 0<det(AA) < 1}/GLy (7). Notre travail se réduit
donc & un probléme classique de géométrie des nombres : estimer le
nombre de points d’'un réseau dans un domaine fixé. Le principe général
est que ce nombre doit étre proche du rapport du volume du domaine
par le covolume du réseau ce qui s’écrit dans notre situation

vol(HVMS)  vol(S) , »
H) ~ = H
gD~ o~ volAY

Sil’on croit a ce principe, il reste pour calculer le terme principal a évaluer le
volume de S et la somme Y u(A)vol (AN, Cette derniére s’exprime sans

peine a l'aide de la fonctioﬁ { (voir parties 3 et 5). La difficulté consiste a
estimer l'erreur que l'on fait dans cette approximation. Ici deux cas se
distinguent nettement : sile domaine S est borné, des estimations explicites
générales se trouvent dans la littérature (nous rappelons la situation en
partie 7) ; si, en revanche, il n’est pas borné, il semble qu’il faille travailler
séparément sur chaque ensemble S. Cette distinction explique que nous
nous restreignons a M = 1 : en effet, notre S est borné si et seulement si
M =1 (dans le cas D = Q décrit jusqu'ici si M = 1 alors S est une demi-
boule unité de RY).

Voyons maintenant comment I'on peut adapter le plan ci-dessus pour
passer de D = Q a D quelconque. Ecrire V comme le noyau de ¢: DN — DV
ne pose pas probleme mais nous ne pouvons pas remplacer la condition
(p(ZN y=7M par son analogue évident w(ON )= OM. Nous devons faire
apparaitre ici les classes d’isomorphie de sous-modules de ®¥. Ceci in-
troduit plusieurs complications puisque si nous nous intéressons aux mor-
phismes ¢ tels que p(OY) = C alors il nous faut quotienter leur ensemble
par le groupe des automorphismes du @-module a droite C (noté W) et non
par Maty(O)* (qui est Wu). Cela nous obligera a quelques acrobaties
pour comparer les deux groupes tout au long de la partie 4 dont la clef est le
lemme 4.1 qui assure que I'on ne manipule que des groupes d’indices finis.

Le présent article s’organise comme suit. Nous donnons dans la partie
suivante quelques préliminaires. Les trois parties 3, 4 et 5 reprennent le
schéma décrit ci-dessus pour M quelconque a 'exception de I'estimation
centrale du nombre de points dans I'intersection d'un domaine et d’'un réseau.
Celle-ci fait I'objet des parties 6 et 7 ol nous décrivons le domaine fonda-
mental et son bord pour M = 1. Enfin, la partie 8 est consacrée au calcul du
volume de S tandis que la derniére partie conclut la preuve et démontre les
autres assertions de I'introduction (propositions 1.2 et 1.3 et exemples).
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2. Préliminaires

Pour une algeébre 9l de dimension finie sur R nous notons toujours
Nm : A—R la norme comme R-algébre.

Rappelons maintenant I'écriture matricielle de la hauteur d’'un sous-
espace a droite V de DV de codimension M. Si A est une matrice de
Matyy(O) de rang M telle que V = {x € DV | Ax = 0}, alors

HO*(V) _ HO,*(A) _ Nm(AA*)l/ZMVL[OM ZAON]71/7Z

(voir propositions 6.1 et 6.3 de [LR] o1 nous avions utilisé 1a norme réduite
au lieu de la norme Nm sur Mat,; (D ® R)).

LEMME 2.1.  Pour toute matrice A € Matyn(D) de rang M on a
HO*(A) > 1.

DEMONSTRATION. Soit V € DV le sous-espace a droite sur D de
codimension M défini par V ={X € DV|AX =0}. On choisit une
projection orthogonale p:DY — DN-¥ obtenue en oubliant M coor-
données et dont la restriction a V est surjective (et donc bijective, car
dimV=N-M). On a done vol(VNOY)>vol(p(VNOY)), mais
pVNON)yc OV M dou vol(ON ™M = vol(OV M) < vol(p(V N OV)).
Ceci donne H9*(A) = H*(V) > 1. O

Rappelons que |- | est définie par |ac|2 = Tr(xx*). Le lemme suivant
rassemble quelques propriétés de base de cette norme euclidienne.

LEMME 2.2. Six,y e D@ Rona

D) fwy| < folly].
@) |Tr(x)| < /nlx|. »
(3) Si x est inversible, \x’l\ < |I\;cr|n @1

1 L .
) |Nm(ac)|1/ "< N || avec égalité st et seulement si xax* € IR.

DEMONSTRATION. Le probleme se ramene a des identités sur les ma-
trices réelles en considérant la représentation réguliere (2 gauche ou a
droite) 7: D ® R—Mat,,,(R) donnée par une base orthonormée de D ® R de
sorte que Tr(x) est la trace de la matrice t(x), Nm(x) son déterminant et
(x*) sa transposée. Ainsi |x[* est la somme des carrés des coefficients de



Le théoreme de Schanuel pour un corps non commutatif 229

7(x) ou encore la somme des valeurs propres de la matrice symétrique po-
sitive t(x)%(x). L’assertion (1) résulte d’'un calcul direct avec les matrices
7(x) et 7(y). Pour 'assertion (2) soient a4, . . . , @, les coefficients de z(x) sur la
diagonale. On a Tr(x) =a; + - +a, et a¥ + -+ a2 < 2. L’inégalité
souhaitée s’obtient donc en appliquant Cauchy-Schwarz aux vecteurs
(ay,...,ay) et (1,...,1). L’assertion (3) traduit 'inégalité

O D i
- M Ay

Ittty

pour les valeurs propres de z(x)%(x) tandis que I'assertion (4) exprime
que la moyenne géométrique de ces mémes valeurs propres est infé-
rieure a leur moyenne arithmétique. Il y a égalité si et seulement si
toutes les valeurs propres sont égales. Ceci équivaut a dire que la ma-
trice t(x) Z(x) = t(xx*) est scalaire done de la forme t(z) pour un réel z. On
conclut par injectivité de . O

On rappelle que la norme Nm prend des valeurs entieres sur O ou plus
généralement sur Maty;,(O). Par suite, elle vaut 1 ou —1 sur O et
MatMM(O)X.

Nous notons N(Z) la norme d’un idéal non nul de O c’est-a-dire
N(Z) = Card(O/Z). De la méme facon si D est un sous-O-module de rang
M de O™ nous notons N(D) = Card(OY /D).

LEMME 2.3.  Pour tout ordre maximal O de D et toute involution po-
sitive x sur D ® IR, nous avons vol(O) = (d"|4p /Q|)1/ 2

DEMONSTRATION. Soit ey, ..., e, une base de O sur Z. Par définition
Apjo = det(tr(ee;)i<i j<n (VOII‘ [R] page 218) ou tr est la trace réduite,
reliée a la trace par Tr = dtr (voir [R] (9.17) page 119). Par ailleurs, vol (0)?
vaut det(Tr(e;e *))1<7 _j<n Dar définition de la structure euclidienne associée
a . Ceci nous montre vol(O)? = = d"4p,detM ou M est la matrice de x dans
la R-base e1,...,e, de D ® R. Comme * est une involution, on a M? =
donc |det M| = 1. EI

Au passage, ceci nous montre que la mesure vol sur D ® R est indé-
pendante de  et, en particulier, le quasi-régulateur i’ ne dépend pas de *.
Nous appellerons symétrique un élément y de D ® R tel que y = y*.
Nous lui associons la forme quadratique x — Tr(x*yx) sur D ® R et nous
dirons que y est positif ou défini positif lorsque c’est la cas de la forme
quadratique qu’il définit. Nous désignons par (D & R)gym, (D ® R)Z0 e

sym
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D R);gn les parties de D ® R formées des éléments symétriques, po-
sitifs et définis positifs respectivement. Ces définitions s’explicitent faci-
lement des que 'on choisit un isomorphisme

DR~ Matdd(R)rl X Matdd(C)” X Matd/z,d/g(l—l)’"?’.

En effet, si K est 'un des trois corps R, C ou I, nous noterons A — A* la
transconjugaison sur Mat,,,(K) puis H,,(K) = {4 € Mat,,,,,(K) | A = A*}
le sous-espace des matrices hermitiennes (voir [LR], page 552, ou la
transconjuguée était notée ‘A). Nous introduisons de maniére analogue
lensemble des matrices positives H;.’(K) et celui des matrices définies
positives H>°(K). Alors, & travers lisomorphisme précédent, nous avons

m
(D ® R)gym =~ Ha(R)™ x Ha(C)"™ x Hgp(H)™

et de méme en introduisant partout 'exposant > 0 ou > 0.

Nous utiliserons encore le groupe unitaire U, (K)={K €
Mat,;,,(K) | KK* =1} et lensemble 4,, C Mat,,,(K) des matrices
diagonales réelles avec les variantes 420 et 4" lorsque l'on impose
aux coefficients diagonaux d’étre positifs ou strictement positifs. Re-
marquons que lon a 4, C Hu(K) et A0 =4, NHK), 470 =
Ay NVHU(K).

Citons le résultat de diagonalisation des matrices hermitiennes.

LEMME 2.4. Pour tout A € H,,(K), il existe B € 4,, et K € U,,(K) tels
que A = KBK 1. De plus B est unique a permutations des coefficients dia-
gonaux pres et 'ona A € H,%O(K) <~ B¢ A,io, Ac H,ZO(K) B¢ A;O.

DEMONSTRATION. Ceci est tout a fait classique si K # . Pour H on
consultera par exemple [FP]. O

Nous pouvons donc parler des valeurs propres d’'une matrice hermi-
tienne A : ce sont les coefficients diagonaux de B comme dans le lemme.

COROLLAIRE  2.1. L’application x — x>
(D@ R, — D @R, et

sym sym

(D ® Ry = {aa* |z € DR R)*}.

mduit  une bijection

DEMONSTRATION. Pour la premiere assertion, montrons que 1'éléva-
tion au carré est une bijection HE,LO(K) — H?,ZO(K). Pour la surjectivité, il
suffit d’écrire A € H;." sous la forme KBK ! par le lemme ; comme B € 4
il existe C € 42" avec B = (2 et cela donne A = (KCK—1Y.
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Pour l'injectivité supposons que l'on ait X2 = Y2 avec X, Y € HZ'(K).
Ecrivons Y = KBK ! par le lemme et posons Z = K- 1XK € H>°(K). Nous
avons Z> = K1X?K = K-'Y2K donc Z? = B2. Remarquons que ce calcul
permet déja de conclure si X est une matrice scalaire al (avec a € R,
a > 0). En effet, dans ce cas, Z = K~ 1(al)K = al donc B2 = ¢2I. Comme B
est diagonale et positive, cela force B = al dout Y = K YaDK = al = X.

En revenant au cas général (X quelconque), nous notons que Z? = B2
entraine que Z commute avec la matrice B2. Si a4,...,a, sont les coef-
ficients diagonaux réels de B et z;; les coefficients de Z alors ZB? = B*Z
séerit zj;07 = aizy; (1 < 1,7 < m) done z;; = 0 dés que af # a7 cest-a-dire
deés que a; # a;. Par conséquent Z est une matrice diagonale par blocs oti
chaque bloc correspond a un élément a € {ay,...,ay} : on forme le bloc Z,
en retenant les coefficients z;; ot 7,5 € {1 <k <n|a, =a}. L’égalité
7% = B? se traduit par Z2 = ¢*I pour tout a. D’apres le cas des matrices
scalaires déja traité, on a Z, = al (la matrice Z, se trouve dans H,i?(K)
pour m' < m) d’ou Z = B. Ceci entraine alors X =Y.

Pour la deuxiéme assertion, si x € (D ® R)*, la forme quadratique
2z — Tr(z*xx*z) est définie positive car égale & z — |z*x/>. Ceci montre
{xx* |[xe DIR)*} Cc(D® R)>? Réciproquement si y € (D ® R)sy?n il

sym*
existe x € (D ® R)Szyen avec y = &% = xx* et x est inversible car y l'est. [

3. Fonction de Mobius

Dans cette partie, nous étudions la fonction de Mobius des modules et
des idéaux. La notion de fonction de Mdobius peut étre définie pour des
ensembles partiellement ordonnés plus généraux (voir par exemple le
paragraphe 8.6 page 480 de [J] ou le paragraphe 3.7 page 116 de [St]) mais
nous nous contentons de rappeler la définition dans le cadre restreint dans
lequel nous nous placerons.

Soient A un anneau et M un A-module a droite. Considérons ’en-
semble S(M) des sous-2-modules & droite A de M tels que M /N est de
cardinal fini. On construit une fonction u(-, M) de S(M) vers 7 en impo-
sant les conditions (M, M) =1 et, si N € S(IM) \ {M},

> uW M) =0.
NCN'eSM)

Ceci a bien un sens car I'ensemble {N' € S(M) | V' € N} est fini. On le
voit par exemple en notant que 'ensemble des sous-groupes de M con-
tenant N est en bijection avec 'ensemble des sous-groupes du groupe



232 Gaél Rémond - Christine Zehrt-Liebendorfer

abélien fini M/N. Par récurrence sur le cardinal du groupe M /AN on
montre facilement que les formules données ci-dessus définissent de facon
unique une fonction (-, M) : S(M) — 7.

Citons maintenant le résultat simple mais fondamental qui justifie
l'introduction de cette fonction et qui porte le nom de formaule d’inversion
de Mobius.

LEMME 3.1. Sotent A un anneau, M un U-module o droite et
f:SM) — R une application telle que f(N') = 0 sauf pour un nombre fini
de N' € S(M). St l'on pose pour N € S(M)

gN) = > fW),

N'eSWV)

alors

FM) = D" wWN, M) g).

NeSM)

DEMONSTRATION. On a

SN Mg = YT ST wW MW

NeSM) NeSIM) N'eSIN)
= > WY v M)
N'eSM) N'cNeSM)

Par définition méme, la deuxiéme somme est nulle pour tout A # M et
égale & (M, M) = 1 pour N = M. Ceci montre le lemme. O

Dans la suite de cette partie, nous nous intéressons a un cas particulier
de cette fonction de Mdbius. Soit ® une algébre centrale simple de di-
mension finie sur un corps de nombres Z et soit O un ordre maximal de .
On spécialise A = M = O dans les notations ci-dessus, de sorte que S(O)
est 'ensemble des idéaux a droite de O qui sont des Z-modules de rang
[D : Q]. On obtient done une fonction ((Z, O) = w(T) pour Z € S(O) qui est
définie par u(0) =1 et

Y. WN=0

IcJeS0)

pour tout Z € S(O) \ {O}.
L’objet principal de cette partie est de majorer la fonction de Mdobius
d’un idéal de S(O). Pour énoncer notre résultat, notons d? = [D : Z].
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THEOREME 3.1.  Tout élément I de S(O) vérifie
\w(@)| < N@)YP-1/2D),

Remarquons que, si ® = Z est un corps de nombres, nous trouvons
donc u(Z) € {—1,0,1} comme dans le cas classique de la fonction de Mo-
bius usuelle sur les entiers. Cela se prouve aussi directement en factorisant
'idéal Z en produit d’idéaux premiers dans ’'anneau de Dedekind O = Oy
(entiers de 2).

Pour démontrer le théoreme, nous utiliserons la fonction de Mdobius
plus générale introduite au début de cette partie. Chaque fois que I'on
dispose d’une bijection croissante entre sous-modules, I'on voit apparaitre
une relation entre fonctions de Mdbius. De maniére précise, nous utilise-
rons les résultats suivants.

LEMME 3.2. Soient 2 et B deux anneau.

(1) Si M est un A-module & droite et N' € S(M) alors u(N, M) =
10, M/N).

2) Si M estun A-module a droite, M’ un B-module a droite, N'€ S(M)
et N' e S(IM') alors M x M’ estun U x B-module & droite, N x N’ €
SM x M) et u(N x N, M x M') = u(N, MOuN", M).

(3) SiT estun idéal a droite de U'annean Mat,,,,(2) (pour un entier na-
turel m > 1) et si M est le sous-2-module de A" formé des colonnes
des éléments de T alors Card(Mat,,,,,(2)/Z) = Card(A™ / M)"™. Si de
plus ces quantités sont finies alors (T, Mat,,,, () = (M, A™) (on
Uon regarde Mat,,,,,(2) comme Mat,y,,,(2)-module et A™ comme A-
module).

DEMONSTRATION. (1) L’assertion est conséquence immédiate de la bi-
jection croissante entre les sous-modules de M contenant N et les sous-
modules de M/N.

(2) L'isomorphisme (M x M')/(N x N') ~ (M/N) x (M'/N") montre
N x N € SIM x M"). De plus, tout sous-(2 x B)-module de M x M’ est
de la forme P x P’ pour un sous-A-module P de M et un sous-B-module P’
de M'’. Nous notons aussi que la formule est claire si N = M et N/ = M.
Nous supposons done N # M ou N’ # M'. Par conséquent, on a par dé-
finition de u

U(P,M)=0 ou Z uP M)Y=0
NCPeS(M) N'cP'eS(M)
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et donc en multipliant

> WP, M)u(P' M) =0 .
NXN'CPxP eS(MxM')

Ceci montre que la fonction P x P’ — u(P, M)u(P', M’) remplit bien les
conditions définissant la fonction u(-, M x M').

(8) L’application qui a Z associe M est une bijection croissante de
Iensemble des idéaux a droite de Mat,,,,, () vers celui des sous-2(-modules
a droite de A™ (la réciproque associe & un module M l'idéal Z formé des
matrices dont toutes les colonnes appartiennent a M). Le résultat s’en
déduit directement, en notant pour les cardinaux que 'on a un isomor-
phisme de A-modules Z ~ M™. O

Nous étudions maintenant le cas des modules sur un anneau local fini.

PRrOPOSITION 3.2.  Soient U un anneaw local fini, m son idéal maaxi-
mal et M un A-module a droite fini.

(1) Si A est un corps autrement dit si mt = 0 alors pour tout entier
naturel m on a u(0,A™) = (— 1)"(Card 2)""V/2,

2) Si Mm = 0 alors il existe un entier naturel m tel que M est iso-
morphe @ (2/m)™ et 1(0, M) = (— 1)"(CardM)™ V72,

3) St Mm # 0 alors (0, M) = 0.

DEMONSTRATION. (1) Voir exemple 3.10.2 page 126 de [St] ou exercice 4
page 488 de [J]. On peut calculer explicitement le nombre de sous-espaces
vectoriels de dimension donnée de A™ et en déduire la formule.

(2) Lorsque Mmt = 0, le ?-module M est un (2 /m)-module c’est-a-dire
un (2A/m)-espace vectoriel. En notant m sa dimension nous avons
M = A/n)™ et le résultat de (1) s’applique (les sous-2A-modules de M
sont eux aussi des (?/nt)-espaces vectoriels).

(8) Nous montrons cette assertion par récurrence sur Card(M). Si
Card(M) =1 on a M =0 et Mm =0 : lassertion est donc vraie (car
I'hypothése est fausse). Soit maintenant M avec Card(M) > 2 ; nous
supposons Mmnt # 0 et que I'assertion est vraie pour tout module de car-
dinal <Card(M). Pour montrer u(0, M) =0, nous devons établir, par
définition de la fonction de Mdobius,

1N, M) =0.
NeSM\{0}

Or, si N e S(M)\ {0}, nous avons u(N', M) = u(0, M /N) et Card(M /N) <
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Card(M). Par conséquent, notre hypothese de récurrence montre
1N, M) = 0 des que (M /N)m # 0. Il nous suffit donc de prouver

UN M) =0.
NESM), (M/N)m=0

Maintenant, la condition (M /AN )t = 0 équivaut a Mm C N. De la sorte, la
formule ci-dessus est vraie par définition de u pour le sous-module Mnt de M,
en remarquant que Mm # M par le lemme de Nakayama (voir [R] (6.11)
page 81). O

Nous utiliserons seulement la conséquence suivante.

COROLLAIRE 3.1. Si 2 est un anneau local fini et M un sous--
module & droite de A™ alors

l(M, 2A™)| < CardQ™ /M) D2

DEMONSTRATION. Notons m I'idéal maximal de 2. Si (A" /M)m # 0,
nous avons par I'assertion (3) de la proposition u(M, A™) = 0 donc la ma-
joration est certainement vraie. Si (A" /M)m = 0, le module 2™/ M est un
(2 /m)-espace vectoriel de dimension disons ¢. La proposition 3.2 donne
done u(M,A™) = u(©0,A™ /M) = (— 1)'Card@™ /M)~ V2. Maintenant
A™ /M est clairement engendré par m éléments done ¢ < m et la majora-
tion s’ensuit. O

Nous savons a ce stade évaluer la fonction de Mobius d’un module sur
un anneau local fini done, par le lemme, nous savons controler celle d'un
idéal d’'un produit d’anneaux de matrices sur de tels anneaux locaux finis.
Le lien avec notre situation initiale apparait dans 'énoncé suivant.

PROPOSITION 3.3. Si a est un entier naturel non nul, nous avons un
1somorphisme d’anneaux de la forme

0/a0 ~ H Mat,y,,, (2(;)
i=1

ou v est un entier naturel et, pour 1 < i < r, A; est un annean local fini et

DEMONSTRATION. Si 'on omet la condition m; < d, ceci est démontré

dans [LR]: voir proposition 7.3 et la démonstration du lemme 7.2 qui établit
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que O/aQ en vérifie les hypotheses. Quitte a permuter les facteurs, nous
supposons que la suite m; est décroissante de sorte qu’il nous reste seule-
ment a montrer m; < d. Notons m = mq, 2 = 2y, m son idéal maximal et

= A /m. Le produit Mat,,,,, (1) x H Mat,,, ., (2;) est un idéal bilatere de

O/a© donc son image réciproque dans O estunidéal bilatere Z de O tel que
O/T ~ Mat,,;,(k). Remarquons que I'on a donec N(Z) = Card(lc)m puis,
grice a lassertion (3) du lemme 3.2, ﬂ(I):(—l)mCard(k)m(m Dz
(= D"N@)VP-A2m) (cacine sert pas dans la présente preuve mais montre
que m < d est indispensable pour avoir le théoréme).

Nous notons O, =0NZ et p=7ZNZ. L’anneau Oy est 'anneau
des entiers de Z par maximalité de O : si x € Z est entier sur 7 de
degré disons e l'ensemble O = O +xO +---+a° 1O est un anneau
(car x est central) donc un ordre de ® dou O =0 et x € O. Par
ailleurs, p est un idéal de Oy. L’anneau Oy /p est un sous-anneau de
O/T ~ Maty,,,(k) et, comme Z est le centre de D, 'image de Oz/p est
incluse dans le centre de Mat,,,,(k) c’est-a-dire k (matrices scalaires).
Ainsi Oyz/p s’identifie a un sous-corps k' de &k (en particulier p est
maximal).

Pour terminer, considérons pO : c’est un idéal bilatere de O inclus dans
Z. 11y a donc un morphlsme d’anneaux surjectif O/pO — O/Z. De plus,
O/pO est isomorphe a (k' )d comme Oz-module : en effet,

O/po =0 ®0Z K = O ®OZ OZ,D ®Oz,p K

ol Oz, estlelocalisé de Z en p ; comme Oy est un anneau de Dedekind, Oy,
est un anneau de valuation discréete donc le Oz ,-module O ®p, Oz, (sans
torsion car naturellement inclus dans ®) est libre de rang [D : Z] = d?
(puisque si I'on fait le produit tensoriel avec Z on retrouve ). Nous avons
donec une surjection de k'-espaces vectoriels (&' )dz — Mat,,,;, (k) d’ou
(Cardk)* > (Cardk)™ . Enfin, avee Cardk > Cardk’ > 1, il vient d2 > m?
puis m < d. O

Nous pouvons maintenant conclure.

DEMOSTRATION DU THEOREME 3.1. Nous choisissons a>0dansZ N7
de sorte que a® C Z. Nous écrivons O/aO ~ H Mat,;,m, (2(;) comme dans

la prop0s1t10n précédente. L’'image 7 /aO de I dans cet anneau est un

produit H J; d’idéaux. D’apres le lemme 3.2, nous avons (avec I'isomor-
i=1
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phisme O/T ~ (0/a®)/(Z/a®))
WD) = W(Z,0) = w0,0/7) = WZ /a0, /a)
=U <H Ji, H Matmimi(%)> = H ﬂ(ji; Matmim,j(gli)) = H ﬂ(Miv QI:%I)
i=1 i=1 i=1 i=1

si M; est le sous-module des colonnes des éléments de .7;. Par application
du corollaire 3.1, il vient

r r
w@)| < [T Card@™ /M™% = TT Card(Mat,, u, (1) /T )M/2 /2
=1 =1

Puisque m; < d, nous obtenons

i=1

, (1/2)—1/2d)
(@) < (H Card(Matmim@@m/ja) = N(@)V/P-1/zh

comme prévu. O

Terminons cette partie en reliant la fonction de Mobius d’un idéal de
S(0O) a la fonction zéta de © qui est définie par

1
(a(s) = s
2o ND
pour s € C aveec Re(s) > 1. Cette définition ne dépend pas du choix de
I'ordre maximal O (voir page 130 de [De]).

LEMME 3.3. On a

w7 1
2 NIy {x()

TeS(0)
ourtout s € C a cRe(s)>§fi
P 0 " ave 5 o

DEMONSTRATION.  Pour un idéal Z € S(0), soient O4(Z) et Oy(7) les
ordres a droite et a gauche de Z définis par

OuD)={xeD|ZeCcI} et OD)={xecD|aZTCTI}.
Iei Og(Z) = O et, comme O est maximal, I'ordre O,(Z) est également

maximal (voir le théoréme 17.6 page 173 et la remarque 18.8 (ii) page 179 de
[R]). De plus Z C O4(Z) entraine T C Oy (Z) (théoreme 22.8 page 193



238 Gaél Rémond - Christine Zehrt-Liebendorfer

de [R]). Puisque la définition de {5 ne dépend pas du choix de l'ordre
maximal, on peut écrire

w(@) w(@) 1
(1) (Z—s>§$(3) Z—é Z AT NS
IeS((’))N @) IeS(O)N @ I’eS(Og(Z))N )
Comme O4(Z") = Oy(2), le produit Z'Z est défini et 7 = Z'Z € S(O) avec
J C I.De plus, N(J) = N(Z')N(Z) par le théoréme 24.4 page 211 de [R].
Les deux sommes du membre de droite de (1) convergent absolument pour

Re(s) > ; — % (pour la premiére somme on utilise le théoréme 3.1) ; on peut

done réarranger les termes des deux sommes de sorte que le membre de
droite de (1) devient

) 1
> NG 2 NG S HD=1

TeS0) JesS@) JeS(0) JCIeS0)

ce qui montre le lemme. O

4. Inversion

L’objet de cette partie est de démontrer la proposition 4.1 ci-dessous
qui exprime le nombre N go(;}*le(N ,M, H) de sous-espaces a 'aide du nombre
de points d’intersection entre un réseau (variable) et les multiples d’un
certain domaine fixé.

Dans cette partie, tous les sous-O-modules de DV considérés sont des
sous-modules & droite. On fixe un ensemble R de représentants ¢ ¢ OM
des classes d’isomorphie de sous-O-modules de DM de rang M. On re-
marquera que deux tels sous-modules A4 et B sont isomorphes si et seu-
lement g'il existe une matrice inversible 7' de Mat,;,(D) telle que T A = B.
On sait en outre que R est fini d’apres le théoreme de Jordan-Zassenhaus
(voir (26.4) page 228 de [R]).

Pour un sous-O-module A de DY de rang M, nous notons simplement
AY Tensemble des matrices formées de N colonnes éléments de A, c’est-a-
dire que nous écrivons

AN = {A € Matyy(D) | AON c A} .
Par ailleurs, nous définissons le sous-groupe W4 de Maty (D)™ par

WA = {T S MatMM(D)X | TA= A} .
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Si A= 0" nous écrivons W = W = Maty(O)*. Ce groupe agit a
gauche sur 'ensemble

2) 0 = {A € Matyy(D ® R) | 0< Nm(44*) < 1}

(puisque si T € W on a Nm(7'T™*) = 1). Soit S un systéme de représentants
de 'ensemble quotient ®/W. Finalement, on note R’ = WR et, pour D € R/,
on pose wp = 1/[Wp : Wn Wp].

Voici le résultat principal de cette partie.

ProposiTION 4.1, Pour H > 0, on a légalité

N e M H) = >" " wp u(A, D) Card (AY n H/MN(D)M"S),

gche
DeR' ACD

ou tous les termes de la double somme sont nuls sauf un nombre fini. Plus
précisément, R’ est fini et la seconde somme, qui porte sur tous les sous-O-
modules de D de rang M, peut étre restreinte 4 ceux qui vérifient
N(A) < H*"N(D).

Pour la démonstration de cette proposition, nous avons besoin de
quelques lemmes préliminaires. Commencons par le résultat ci-dessous
qui montre notamment que R’ est fini et que wp n’est jamais nul.

LEMME 4.1. Soient A et B deux sous-O-modules de O™ de rang M.
Alors le sous-groupe W N Wpg est dindice fini dans W 4. De plus Uen-
semble R’ est fini.

DEMONSTRATION.  On peut supposer 5 C A. En effet, il existe un entier
nonnul mtel que mB C Aet W,,5 = Wp car T(mB) = mB si et seulement si
TB = 5.

On considere maintenant l'ensemble F = {B' C AIN(B') = N(B)}.
Pour A et B fixés, c’est un ensemble fini car il n’y a qu'un nombre fini de
sous-groupes de A de volume fixé. Si T € W, et B € F, alors
A/B ~ A/TB et done N(TB') = N(B'). Ceci implique que W4 agit sur F
et on a un morphisme de groupes ¢ de W4 vers le groupe S des ap-
plications bijectives de F dans F. Il suit que le noyau Kerg est d’indice fini
dans W 4.

Enfin, si T € Kerg, alors T' agit comme l'identité sur F. En particulier
TB =B, dou T € Wg. On a donec Kerp ¢ W4 N Wy C W4 ce qui montre
que W N Wj est d’indice fini dans W 4.
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De la méme facon, si C € R, les éléments de la forme 7C avec T €¢ W
sont des sous-O-modules de @®¥ de méme norme que C donc en nombre
fini. Par suite la finitude de R implique celle de R’ = WR. O

Si A et B sont comme dans le lemme, nous définissons

(Wi : Wyn W]

W Wol = 7 oW -

De plus, si I” est un sous-groupe d’indice fini de W, l'intersection
WsnNI =WsgnNWy4nNI est dindice fini dans I” et W4 N W5 done dans
Wy. Nous posons alors de méme

[(Wg:WsnNI]

W : Il = [ WznI]

Pour la suite, nous utiliserons la description de la hauteur d’un sous-
espace en termes matriciels pour relier 'ensemble des sous-espaces de
hauteur bornée a des éléments de ’ensemble . Nous considérons d’abord
I'ensemble

E = E(H) = {A € Matyy(D)|0 <Nm(AA*) < H*M'[oM . AON M)
et les deux sous-ensembles
Fe=FcH)={AcEAON =C}, Fc=FqH)={AcEAON ~(},

ol C est un sous-O-module de OM de rang M. On note que le groupe
Maty (D) agit & gauche sur E car H9*(BA) = H%*(A) pour tout
B € Maty;(D)* (voir proposition 6.1 de [LR]). Comme BAOY ~ AOY, le
groupe Maty(D)” laisse stables les sous-ensembles Fc de E. Enfin, le
groupe W, agit a gauche sur Fe.

LEMME 4.2. 11y a une bijection naturelle entre Fe /W et F /Maty (D).

DEMONSTRATION.  L’inclusion Fo C F¢ induit une application y de Fe
vers le quotient Fe /Maty (D). Cette application est surjective : siA € Fe,
alors AON ~(C, ce qui veut dire quil existe B € Maty(D)* tel que
BAOY = C. Donc BA € F¢ et limage de BA par y est dans la méme orbite
que A.

En outre, on a w(4) = w(A’) pour A, A’ € F¢ si et seulement §'il existe
T € Matyy(D)* tel que TA = A’. Mais C = AON = A'ON = TAON =T,
dou T € We. Ainsi w(A) = w(A’) si et seulement siA’ = TA avec T' € W¢ ce
qui montre le lemme. O
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Nous pouvons a présent calculer le nombre de sous-espaces de hauteur
au plus H en fonction des ensembles quotient F./W¢. Pour cela, on in-
troduit la fonction

Card(F¢(H)/We)

JeH) = W - Wel

LEMME 4.3. On a

NN M H) = NN N = M, H) =S (W Welfe(H) .
CeR
DEMONSTRATION. Soit V un sous-espace (3 droite) de DV de codi-

mension M. Il existe une matrice A € Matyy(D) telle que
V={XecDVAX =0}etona

HO*(V) = HO*(A) = Nm(AA») /2 [oM : AoN] V"

par les propositions 6.1 et 6.3 de [LR]. La matrice A est unique a multi-
plication & gauche par une matrice B € Matyy (D) prés. Le nombre
N g;;e(N ,M,H) est donc égal au nombre d’orbites a gauche de £ sous

I'action de Maty(D)*.

Nous écrivons £ = |J F¢ ou l'union est disjointe. Comme les F¢ sont
CeR

stables sous Mat (D)™, on a
E/Matyyu(D)* = | ) Fe/Matyu(D)".
CeR
Ainsi, par le lemme 4.2,
N e .M, H) =" Card(F¢/Matyy (D)) = > Card(Fe/We)
CeR CeR
ce qui donne l'identité souhaitée par définition de f-(H). O

11 nous reste a calculer f-(H) pour C € R. Pour faire ceci nous consi-
dérons 'ensemble

Ge = Ge(H) = {A € Matyn(D) | 0<Nm(AA*) < H*M" AON c ¢},

ot C est un sous-O-module de O de rang M. Le groupe W¢ agit & gauche
sur Ge. En effet, si AeGe et T € We, alors TAOYN c TC=C et
Nm((TA)TA)*) = Nm(AA*)Nm(T)? = Nm(AA*) < H?M" car TC = C en-
traine Nm(7T) = + 1 via N(TC) = N(C)|Nm(T)|"™.
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On pose
Card(Ge(H)/We)
[W: Wel

gc(H) =

LEMME 4.4. Ona

ge(H) = fa(HN(A) ")
AcC

ou Lla somme porte sur tous les sous-O-modules A de C de rang M. C’est une
somme finie.

DEMONSTRATION.  Soit A € Ge(H). Alors A = AOY C C est un sous-O-
module de O de rang M et, comme 0 <Nm(AA*) < H?Mn on voit que
A € F4(H ), ou Hy = HN(A)™/". On peut donc écrire

®3) Ge(H) = | Fa(H.0)
Acc

ou I'union est disjointe.
De plus, si A € F 4(H ), alors

(4) N =[OM : AOY] < Nm(AAHVM < g |

puisque H9*(A) > 1 (voir lemme 2.1). Done F 4(H 4) est vide si A C C avec
N(A) > H". Comme il n’y a qu'un nombre fini de sous-groupes A de C de
norme bornée, 'union dans 'équation (3) est finie.

On pose maintenant

r= () Wa

Acc
N(A<H"

et on note que I" est d’indice fini dans W¢ (c’est une intersection finie de
sous-groupes d’indices finis). Le groupe I” agit a gauche sur G¢(H) et il
laisse stable #"4(H 4) pour tout A C C. En utilisant que Card(G¢(H)/I") =
Card(Ge(H)/We)[We : I'], on trouve que

Card(Go(H)/T') Card(F4(H)/T)
H =V = = H .
gc(H) W ] AZC:C W T AZC:cfA( A)
C’est une somme finie car f4(H 4) = 0 si N(A) > H". O

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION 4.1. Pour calculer fo(H), C € R,
nous utilisons la formule d’inversion de Mobius (lemme 3.1) : a partir du
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lemme 4.4, elle donne directement

(5) JAHNQ© ") =" 1A, Q) g aH).
AcC

En utilisant 'inégalité (4) on voit que g 4(H) = 0 si N(A) > H". La somme
dans (5) est donc finie et porte sur tout A C C avee N(A) < H".

Soit I” comme dans la démonstration du lemme 4.4. Nous démontrons
maintenant que

1 1 N~ 771/M

(6) galH) = ——— > Card((T' AV n HYMS).
(W I Tel\W
On note d’abord Card(G 4(H)/W NW 4) = Card(G 4(H)/W )[W 4 : WNW 4],
d’ou

O T

N 1/M
7 g Cad (AT nH M)W W)

avec O défini par (2).

Soit S un domaine fondamental de @ sous I'action de W comme dans
I'énoncé de la proposition 4.1. Si {7;} représentent les classes a droite de
W modulo W N W 4, alors | 7';S représente @ modulo W N W 4. En effet, si

Ac@il existe TeW, ée S tels que A =TB. De plus, T'=T'T;, ou
I"e WNW4. Done A ¢ (WnWT;B. En outre, si T'T;B = T;B' avec
T"e WNnW, et B,B €8, alors T]-*lT’TiB =P ol 7’]?1T’Ti € W. Donc
B =FB'.1lsuit que T'T; =T}, dou T; € WNWT; ce qui signifie que
T;=T;.

On conclut que

Card (AN N HYM©) /W N W 4)

~ Card (AN n (s Tis))
i
[(W:-WnW 4]
= Y Card(AY nHYMT;S)
=1
[W-WnW 4]
= Y Card((;' AN nHYMS)
i=1
1

T WnW4: T > Card((T ' AN N HYMS)
A

Ter\w

Avec (7) ceci montre bien (6).
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Si AcC, alors T'ACTC et u(A,C) = u(T*A,T71C), done les
équations (5) et (6) donnent

1

fC(H) - m

Z Z w(A, T71¢) Card(AN N HYMN()VM"S) .
Tel\W AcT-1C

Ensuite, la somme sur tout 7€ I'\W peut étre remplacée par
[W N W, : I'lfois la somme sur tout 7 € W N W\W. En utilisant le lemme
43 et [W:I1=[W :WelWe: WNWeWNWe:I']T on trouve que le
nombre N9 (N, M, H) est égal &

gche
1
We: WnWel (A, T710) Card(AY 0 HYMN () /M"S).
CGZR [We : WnWe] Tew%;fc\w Ac;w

Enfin, on peut remplacer les deux sommes surC € Ret 7' ¢ WN W \W
par la somme sur D € R/, car T'C = T'C pour T, T' € W si et seulement si T'
et 7" sont dans la méme classe modulo W N W¢. De plus, il y a une bijection
entre We et Wp pour Ce R, T €¢ W et D =TC. En effet, 7" € W, si et
seulement si 7771 € Wp. Done [We : WN W] = [Wp : WNWp] = w{,l
et on trouve le résultat souhaité en notant que 'on a N(C) = N(D) car
Nm(7) = £1 pour tout 7 € W. O

REMARQUE. L’argument final de cette démonstration montre aussi

que l'on a
Z wp = Z (W W]

DeR' CeR

(ces deux sommes sont égales a > > [(We: WA We™).
CER TeWNW AW

5. Sommation sur les sous-modules

Nous conservons les notations de la partie précédente. En particulier,
soient A et D deux sous-O-modules  droite de O™ de rang M tels que A C D.
Dans cette partie, nous établissons une estimation de A/ goc‘}*le (N,M,H)sousla
condition qu’un résultat de la forme
Nn HNn—1 /M

N 1/M Mngy _
(1) |Card(A™ N HYYN(D)™"S) — ¢4 D A SCZ[D:A]N—I/MM

existe, ot ¢ et ¢y sont des constantes indépendantes de A et D.
Nous démontrerons () seulement pour M = 1 dans la partie 7 et nous
donnerons des constantes explicites c; et co.



Le théoreme de Schanuel pour un corps non commutatif 245

Pour énoncer notre résultat, notons &’ = > [W : W¢]. Dans le cas ou
CeR
M =11l g’agit bien du nombre /' défini dans I'introduction.

THEOREME 5.1.  Sous Uhypotheése (1) et st N >3M /2 —1/2d + 1/Mmn,
ona
O Clh/HN'rL

N.M.H) — < ol NZ nHNn_l/M.
eV M =y G | S

N

L’inégalité sur N peut se simplifier de la maniere suivante : dans
presque tous les cas, le nombre 3M/2 — 1/2d + 1/Mn est contenu dans
lintervalle ouvert |(3M — 1)/2,3M /2[ qui ne contient pas d’entiers donc la
condition est équivalente a N > 3M /2. Les exceptions sont les cas ou
Mn < 2d cest-a-dire ou (M,n,d) est I'un des triplets (1,1,1), (2,1,1),
(1,2,1) ou (1,4,2). En examinant ces cas, on voit que la condition peut
s’écrire N > 3 dans le premier cas et N > 2M dans les autres.

Pour la démonstration de ce théoreme nous utiliserons deux résultats
sur la fonetion zéta de Maty(D).

LEMME 5.1.  Soit m > 3M /2 — 1/2d un entier naturel et D un sous-O-
module & droite de O™ de rang M. Alors

(A, D) i
s = (Maty @)/ M)
f;) [D: Al ¢

DEMONSTRATION. Nous utilisons la bijection (voir I'assertion (3) du
lemme 3.2) qui associe & un sous-O-module 3 droite A de OM de rang M
I'idéal a droite Z 4 de Matz,(O) formé des matrices dont toutes les colonnes
appartiennent a A. Par le lemme 3.2 on a w(A,D)=uZ4,Ip) et
[D: Al =[Ip: TV™.

Notons, comme dans la démonstration du lemme 3.3, O,(Zp) l'ordre a
gauche de Zp. Par le théoreme 22.19 (ii) page 197de [R]onaZ 4 C Ipsiet
seulement 'l existe un idéal a droite Z de Oy (Zp) tel que Z 4 = ZZp. Donc
[Zp:Zul=[Ip:IIp]=N@) et T4, Ip)=uZ,0y(Zp)) = uI). Par
conséquent,

S HAD) 5 iZaTo) _MD
DAY o (T T sy N

et en utilisant le lemme 3.3 on trouve l'identité souhaitée. O
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Le lemme suivant fait le lien entre les fonctions zéta de Maty,(D) et de
D et en donne une majoration simple.

LEMME 5.2.  Pour tout s € C avec Re(s) >1on a

M-1
a0 ) = [ ] CoWs — i)
i=0
et
Re(s) \“%
|€MatMM(D)(S)| < (Re(s)—l)

DEMONSTRATION. La formule de Kéte Hey (voir (4) page 130 de [De])
g'écrit

Md-1 -1
CMatMM(D)(S) H H ( N(p)Mds 1)

=@
ou p parcourt les idéaux premiers non nuls de Oy (rappelons que Z est le
centre de D done de Matys(D)) et ey est I'indice de ramification de p dans
Matyz,(O). Comme Matyy(O) n’est pas ramifié au-dessus de O, I'indice e,
ne dépend pas de M et il divise d = [D : Z]"/2. Ainsi en posant i = dj + k
nous avons

Md—-1 M-1d-1
1— - -
H N(p)MdS ) 7]1 H N(p)d(MS 7)—k

epli eplk
qui donne par produit la premiere formule de I'énoncé. Pour la seconde, on a

Md—1 1 -1 Md-1
Mty (0) ()] < H 11 ( W) = ] {z(MdRe(s) —i).
i=0

1=0

Nous utilisons ensuite pour x> 1 la majoration Cz(x)géa(x)[zm
(voir corollaire 3 page 315 de [N]) et lestimation facile (o(x) <
1+ f t=*dt = «/(x — 1). Finalement on trouve

1

Md—-1 MdRe(s) .y [Z:Q)] Re(s) [Z:Q]
@) < 1 (e oro1) = (Rew2s)
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DEMOSTRATION DU THEOREME 5.1.  Soit D € R'. Ecrivons

S (A, D)Card(A 1 HYN(DY/MS) = 5(D) + D)

AcD
o (A, D)
(D) = HV» S LA T
’ ! Ach[D LAY
et
Nn
ACD [D : A]

Par les lemmes 5.1 et 5.2 on a immédiatement

ClHN" B ClHNn
ety N /M)~ pN) - (p(N — M +1)
siN >3M/2—-1/2d.

Pour I'estimation du terme (D) nous obtenons

_ A, D)|
D)l < HNn 1/M m(i
IB(D)] < ¢ ,%:D (D AP/

(D) =

grace a la majoration (7). Par la derniere formule de la démonstration du
lemme 5.1, la somme du membre de droite est égale a

|1(@)] 1
— - <
— 2y — _ 24, _
resEir N (2N resin N(Z)N/M 1M1 /2Md 12

= Uatyy 0y N /M — 1/MPn +1/2Md — 1/2)

en utilisant le théoréeme 3.1 pour Ulalgebre Matyy (D) lorsque
N>3M/2 —1/2d+1/Mn. Ici le rationnel s=N/M —1/M?n+1/2Md —1/2
vérifie s > 1 et 2M?ns € 7 done s > 1 + 1/2M?n. Par suite le lemme 5.2

montre !
Etatyy)(8) < (1 + 2MP0)Z9 < (NP,

Nous aboutissons done a |3(D)| < co(N?n)"HN* /M,

Par la proposition 4.1 ceci nous donne le résultat car > wp=~r". O
DeR’

6. Domaine fondamental

Dans cette partie, nous nous attachons a la description de 'ensemble S
apparu dans la partie 4 en vue de démontrer (dans la partie suivante) la
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majoration (f) de la partie 5. Alors que tout ce que nous avons fait jusqu’ici
vaut pour M quelconque, nous nous limiterons désormais au cas M =1
c’est-a-dire au cas des sous-espaces de (co)dimension 1 comme dans le
théoréme 1.1. Cette restriction trouve son origine dans le fait suivant : il est
possible de choisir S borné exclusivement lorsque M = 1.

Lorsque M =1 nous avons W= O avec les notations de la partie 4.
Nous faisons done agir le groupe O a gauche. Pour commencer, consi-
dérons son action sur (D ® R)*. Trouver un domaine fondamental revient a
choisir un point dans chaque orbite. Une idée naturelle consiste a choisir
un point de norme minimale. Ceci nous améne a poser

F={xeDaR)"|Vuec O || <|ux|}.

Ce domaine est visiblement stable par homothéties (si x € F alors
R*x c F). Nous considérons aussi

Fs' = {x e F | Nm(z)| < 1}.

Notre premiére tiche est de montrer que F=! est borné. En d’autres
termes, il s’agit de montrer la finitude de
p= sup o] = sup —

weF<! veF [Nm(a)V"
Nous faisons ceci apres un lemme préliminaire (également utile dans la
partie suivante) qui illustre les contraintes qu'impose aux minima succes-
sifs d’un réseau le fait que ce réseau soit un @-module. Rappelons que le
1-eme minimum g; d’un réseau est 'infimum des y pour lesquels il existe 4
vecteurs indépendants dans ce réseau de norme euclidienne plus petite

que .

LEMME 6.1.  Soit M un sous-O-module (a droite ou a gauche) de type
fini et sans torsion de D @ R et soient jy < --- < p, Ses minima successifs.
Alors

(1) vol(M) <ty -+ -, < /" vol(M).
2) vol(M)'/™ <, < /ol (O~ "vol (M)M™,
vol (M)/™ .
B) Vit ——— <y < V/uvol(M)/".
\/— V()l(o)l/n H \/_

DEMONSTRATION. L’inégalité de gauche dans (1) résulte de I'inégalité
d’Hadamard, celle de droite du second théoréme de Minkowski : la cons-
tante qui apparait est (4/7)"/I'(n/2 + 1) dont on vérifie facilement qu’elle
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n'excéde pas n/2. Ensuite 'inégalité de gauche dans (2) et celle de droite
dans (3) découlent immédiatement de (1).

Lorsque « € M est non nul, nous avons |¢| > /% [Nm(x)| /" par 'asser-
tion (4) du lemme 2.2. Si M’ est le sous-module de M engendré par x alors
INm(x)| = vol(M’)/vol(O) > vol(M)/vol(O). En combinant, ceci démontre
(3). Pour terminer d’établir (2), nous utilisons g, < (u;---u,)/ u’f’l <
V" vol(M)/ (4}~ et la minoration de x4y que nous venons d’établir. O

1/n

Ceci nous permet de montrer a présent que p est fini.

LEMME 6.2. Le domaine F=<! est borné. Plus précisément, si ¢ est un
réel tel que tout idéal principal a droite de O de norme < vol(O) admet un
générateur b avec |b| < & alors

Vi < p < Vi vol(O)Vren 1,

DEMONSTRATION.  Soit # € F=!. On considére M = Ox qui est un O-
module a gauche sans torsion (x étant inversible) et u; son premier
minimum. D’aprés le lemme précédent, u; < /n vol(Ox)". Choi-
sissons ensuite y € Ox avec |y| = i, et considérons également le sous-
O-module M’ = Oy C M. Celui-ci admet visiblement encore x; comme
premier minimum et done, a nouveau par le lemme précédent,
11y > /m vol(Oy)V" [vol(O)Y". En combinant les deux inégalités, il vient

1y _ vol(Oy)
[INm(yx™)| = ol (O) < vol(0)

ou 'on utilise vol(Ox) = [Nm(x)[vol (O) et de méme pour y. Puisque y € Ox,
onayxr ' € O et doncyxr 'O est un idéal a droite de O de norme majorée
par vol (O). Par hypothése, il existe donc b € O avec yx 1O = bO et |b] < ¢
Maintenant I'égalité des idéaux se traduit par 'existence de u € O™ tel que
yx~! = bu. En écrivant ceci b~y = ux, nous avons

|b|n—1

n—1
m@\ <yl

] < fuz| = [b7'y| < b7yl <
ou la premiere inégalité vient de x € F' tandis que les autres découlent du
lemme 2.2 (et b € O\ {0} donne |[Nm(b)| > 1). Enfin, avec |y| = u; <
\/ﬁvol((’)x)l/” =/n |Nm(ac)|l/”vol((’))1/" et [Nm(x)| < 1(carx € F='), nous
trouvons |x| < \/ﬁé"’_l vol(O)/" comme prévu. Ceci montre bien que F=!
est borné car il est évident qu’il existe un réel ¢ comme dans 1’énoncé
(puisque 'ensemble des idéaux de norme bornée est fini). La minoration de
ppar |1| = /n découle simplement de 1 € F. |
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L’étape suivante consiste a montrer qu'un nombre fini de conditions de
la forme |x| < |ux| permettent de définir /. Si nous imposons une borne
sur |x|, ¢’est immédiat.

LEMME 6.3. Pour tout réel v > p on a
F={xec@eR*||x| <rNm@)|"" et Vu € OF ju| <" = || < |ux|}.

DEMONSTRATION. Appelons F’ I'ensemble a droite de I'égalité. Par
définition de p on a clairement F' C F’. Montrons I'inclusion inverse en
choisissant « € F”. Il nous suffit de voir que siu € O* vérifie |u| > " alors
|¢| < |ux|. Or I'on a

Jf*

[Nm(x)|

a laide du lemme 2.2. O

fl o] = o™ o] < fue] ™| eo] < [sae

< |uax|r™ < |ux||u|

Nous pouvons maintenant nous affranchir de la condition |x| < r|Nm(a)["/".

Pour la suite, nous notons & = {u € O™ | |u| < p"}.

PROPOSITION 6.1.  L’ensemble U est de cardinal au plus 2p"//n + 1)"
et on a

F={xeDaR)"|Vuecl |x| < |ux|}.

DEMONSTRATION.  Le premier minimum du réseau O est /n donc les
boules ouvertes de rayon /n/2 centrées en les points de U sont toutes
disjointes et contenues dans la boule de centre 0 et de rayon p" + /1 /2. En
comparant les volumes il vient

(CardU)(vn/2)" < (p" +Vn/2)"

qui donne bien Cardl/) < (2p"/+/n + 1)". Pour le reste de cette démons-
tration, nous considérons

Z={2€eDeR|FIre DR z=ux" et Vu e U |x| < |ux|}.

Cet ensemble est convexe : en effet, d'une part les conditions |x| < |ux|
s’écrivent Tr(z) < Tr(uzu*) done sont linéaires en z et définissent des demi-
espaces dont I'intersection est convexe ; d’autre part 'ensemble des élé-
ments de la forme xx* avecx € (D ® R)™ est le cone convexe (D ® R);ﬁn des
éléments définis positifs de D @ R d’apres le corollaire 2.1. Notons aussi
leZz.
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Puisque Z est convexe, I'image f(Z) dune fonction continue
f:Z — R est un intervalle. Nous appliquons ceci a la fonction donnée
par f(z) = Tr(z)Nm(z) """ (noter que si z € Z alors Nm(z) > 0). Mon-
trons par I'absurde que son image f(Z) est contenue dans [0, p?]. Pour
faire ceci, nous utilisons le lemme 6.3. Comme O est discret, il existe
> p avec

U={uecO |l <p"} = {ue O | ful <r"}.

Si f(2) ¢ [0, p?], 1l existe z € Z avee f(1) = n < p? < f(2) < +2. Eerivons
z=axx* alors f(2) = |&f*|Nm@@)| %" <2 done || < r|Nm)["/". Cette
condition jointe au fait que |u| < " = u € U = |x| < |ux| entraine au vu du
lemme 6.3 que'on ax € F. Mais ceci force |x| [ Nm(x)] —1/n < ppar définition
de p done f(2) < p?, ce qui est la contradiction cherchée.

Pour conclure, soit € (D® R)* avec |x| < Jux| pour tout u € U.
Comme z=axx"€ Z on a f(2) <p® ce qui sécrit & nouveau [x| <
p\Nm(x)|1/ ". En appliquant maintenant le lemme 6.3 avec 7 = p, nous
trouvons bien x € F. O

Nous savons maintenant que F=! est défini par un nombre fini de
conditions mais il ne constitue pas encore un domaine fondamental pour
I'action de O™ : en effet, nous avons considéré tous les points de norme
minimale dans leur orbite mais il peut tres bien y avoir plusieurs tels points
dans une orbite. Pour éliminer ce probléme, la prise en compte du sous-
groupe fini

G={uecO|uw* =1}

de O* s'impose car si weG on a toujours |ux|=|x| (jux|*=
Tr(uxau*) = Tr(uw*ucs*) = |¢?). En particulier F et F<! sont stables par
multiplication a gauche par G et il nous faut encore prendre des re-
présentants pour cette action. Suivant le méme principe que pré-
cédemment, pour distinguer les points d’une orbite sous I'action de G, nous
pouvons choisir celui qui est le plus proche d’un élément non nul fixé (ar-
bitraire). Méme si cela ne définit pas exactement un domaine fondamental,
c’est suffisant pour nos besoins.

Nous mettons en ceuvre ce qui précéde mais, pour aboutir au résultat
précis utilisé dans la partie suivante, nous envisageons désormais 'action
de O sur O = {v e (D® RN | 0<Nm(wv*) < 1} et non plus seulement
sur (D ® R)* (qui correspond a N = 1).

Ceci nous améne 2 fixer un vecteur non nul vy € (D @ R)N puis a définir
F;(, c (D ® R)N comme la partie formée du vecteur nul 0 et des vecteurs v
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qui vérifient
1. 0<Nm(vov*) <1,
2. |v| < |uw| pour tout w € U et
3. [v —vy| < |uw — vy| pour tout u € G.

De la méme facon nous introduisons F'y C (D ® R)N I’'ensemble des
vecteurs v qui vérifient

1. 0<Nm(@*) <1,
2. |v|<|uv| pour tout u € U \ G et
3. |[v—vy| <|uv — vo| pour tout u € G \ {1}.

11 nous faut étendre le résultat de la proposition 6.1 a ce cadre vectoriel.

LEMME 6.4. On ne change pas les définitions de F'y; et Fy, en y rem-
plagant U par O*. En outre
]

p=supv|=sup ———.
veFy, ver: Nm(vo+)'/?"

DEMONSTRATION. La condition Nm(vv*) > 0 montre que vv* est défini
positif done qu’il existe x € (D ® R)™ avee vv* = wa*. Pour un tel x la pro-
position 6.1 montre

Yu € OF x| < Jux| <= Yu € U |x| < |ux|.

Puisque |x| = |[v] et |ux| = |uv|, ceci montre que la définition de F}; ne
change pas si on remplace U/ par O. Nous en déduisons également que
v € F} entraine x € F donc || < p|Nm(ac)|1/ " < p. Par suite, comme dans la
démonstration du lemme 6.3, si |u| > p" alors |x| < |ux| et ceci montre que
dans la définition de Fy les u ¢ U sont inutiles. L’égalité
sup |v| = sup Ll

veFy, veFy, Nm(vv) /2n
vient de ce que si v est dans Fy; alors tout tv, ¢ > 0 réel, vérifie les deux
dernieres conditions de la définition de F'y; (c’est clair pour la seconde ; pour
la troisieme il suffit de constater que |v—wy| < |uv —vy| se réécrit
Tr((w — Dvvg 4+ vov*(u* — 1)) < 0 en tirant parti de u € G) ; en choisissant

t = Nm(vv*) 2" on voit que tv € Fy;. Finalement sup [v| < p a été vue et
veFy,

pour montrer I'égalité il suffit de vérifier que I'on f)eut associer a tout

x € F=<1un élémentv de FX, de méme norme. Orv = (x,0, . ..,0) satisfait les
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deux premiéres conditions et 8’il ne satisfait pas la troisieéme c’est le cas d’un
des uv avec u € G qui a la méme norme. O

Nous pouvons conclure cette partie par le résultat suivant.

PRrROPOSITION 6.2. 1] existe un domaine fondamental S pour Uaction de
O* sur © dont Uadhérence est Fy; et Uintérieur Fy.

DEMONSTRATION. Nous allons vérifier successivement que F'y, est ou-
vert, que Fy; est fermé, que F est l'intérieur de Fy, et finalement que 'on
peut choisir S avec Fy, C S C F,. Ces quatre assertions réunies sont
équivalentes a I'énoncé.

L’ensemble F'y; est ouvert car il est défini par des conditions ouvertes.
L’ensemble F}; est défini par un nombre fini de conditions toutes fermées
sauf Nm(vv*) > 0. Il se pourrait donc que F'y; ait des points adhérents avec
Nm(vv*) = 0. Toutefois 'inégalité |v| < me(m}*)l/ 20 yalable pour v € F
montre qu'une suite qui tend vers un tel point tend nécéssairement vers
0 € Fy,. Ainsi F}; est fermé.

Soit maintenant v un point intérieur de F,. Si Nm(vv*) = 1 alors dans
tout voisinage de v il existe un point de la forme tv avee Nm(tv(tv)*) > 1, ce
qui est absurde. Ainsi Nm(vv*)<1. De la méme facon, on a |v — vy|<
luv — vo| pour tout u € G\ {1} car si la forme linéaire v; — |v; — vo|*
— |uvy — vy |2 s’annule en un point elle change de signe sur tout voisinage de
ce point (elle n’est pas identiquement nulle car # # 1 donne uwvy # vy donc
la forme linéaire ne s’annule pas en vy). En particulier, avec v = —1 € G,
on voit v # 0 done Nm(vv*) > 0. Supposons enfin que |v| = |uv| pour un
welU\G. Cela signifie que la forme quadratique v — |uwi|* — | |?
s’annule en v; = v tout en restant positive dans un voisinage. Ceci n’est
possible que si la forme quadratique est positive sur (D ® R)Y tout entier.
Or cela signifie |v;| < |uv;| pour tout v; ; en choisissant v; = (u71,0,...,0),
ilvient [u~!| < v/#. Comme 1 = [Nm(u )" < |u~1|/+/n par le lemme 2.2,
il y a égalité, ce qui montre que uu* est réel. Enfin Nm(uu*) = 1 force
uu* = 1 donc u € G, contrairement a notre hypothese. Ceci finit de prou-
ver v € Fy.

Construisons S de la maniere suivante : dans chaque orbite de @ sous
Paction de O™ nous considérons les éléments v de norme |v| minimale et,
parmi ceux-ci, ceux qui minimisent la quantité |v — vg|. Dans chaque orbite,
nous choisissons un tel élément. Ceci forme S. Si v appartient a S, tous les
uw avec u € G ont méme norme que v donc doivent étre plus loin de v que vy
cest-a-dire |v —wy| < |uv —vg|. Ceci montre S C Fy. Si maintenant
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v € F'y alors les seuls éléments de norme minimale de I'orbite de v sont les
uv avec u € G et v est plus pres de vy que tous ceux-ci done v € S. Ceci
termine la démonstration. O

7. Intersection avec un réseau

Le but de cette partie est d’établir () dans le cas M =1 c’est-a-dire
d’estimer le nombre de points de S dans un réseau (explicitement
HIN(D) V" AY). Nous nous appuyons donc sur un résultat de la forme

vol(S)

Card(Sn A) — vl

< erreur

ot S est une partie bornée mesurable et A un réseau de R™. Il faut imposer
des conditions de régularité sur S pour obtenir un terme d’erreur explicite.
Ce type de majorations abonde dans la littérature : on pourra consulter
l'article de 1951 de Davenport [Da] qui en attribue le principe a Lipschitz
(cette approche est développée dans [T2, partie 5], voir aussi [W]) ou le livre
de Lang [La] ou apparaissent des fonctions lipschitziennes. Nous suivons
cette deuxieme méthode qui est aussi celle employée par exemple par
Schanuel [Scha] ou Schmidt [Schm]. De maniére précise, nous nous basons
sur un résultat de Masser et Vaaler [MV, lemme 2, page 437] dont une
version explicite est donnée par Widmer [W]. Nous en redonnons une dé-
monstration pour faire le lien avec les notions introduites par [Schm] que
nous utiliserons dans la suite.
Nous faisons usage de la terminologie suivante.

DEFINITION 7.1. Sotent L > 0 un réel et P > 1, m > 0 des entiers.

(1) Une application w: A — B entre parties d’espaces normés est dite
L-lipschitzienne st pour tous a,a’ € A

(@) — y(@)| < Lla —d|.

(2) Une application y: A — BV entre parties d’espaces normés est dite
L-spéciale st pour tous a,a’ € A

o —d'| < [y(@) —w(a)| < Lla - a|.

() On désigne par Lip,,(1,L) Uensemble des parties B de R™ pour
lesquelles il existe une partie A de [0,11" et une application L-
lipschitzienne w: A — R™ avec B C w().
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(4) Une partie B de R™ est dite L-spéciale s’il existe une partie A de
R™ ! et une application L-spéciale y: A — R™ avec B C y().

(5) Onnote Lip,,(P, L) U'ensemble des parties de R™ qui sont l'union de
P parties appartenant a Lip,,(1, L).

(6) Une partie de R™ est dite (P, L)-spéciale st elle est l'union de P
parties L-spéciales.

(7) SiB est une partie de R™ et § > 0 un réel, on appelle d-filet pour B
un ensemble § C R" avec la propriété suivante : powr tout x € B il
existe y € § tel que |x — y| <.

Les définitions (2), (4), (6) et (7) viennent de [Schm] (voir (2.4) page 41 et
page 59). La notation Lip,,(P, L) est voisine de celle adoptée dans [W]. La
plupart des auteurs imposent 2 = [0,1]" ! dans (3) : nous nous autorisons
un peu plus de souplesse mais la différence est inessentielle comme le
montre le lemme 16 page 62 de [Schm]. Le lemme suivant relie les notions
®), (6) et (7).

LEMME 7.1.  Soient L > 0 un réel, P, m > 1 des entiers et B une partie
de R™.

(1) Si B est (P, L)-spéciale et de diametre fini p alors B € Lip,,(P, Lp).
(2) Si 0 € Lip,, (P, L) alors, pour tout réel o > 0, il existe un J-filet ¥
pour B avec

m—1
Card%gP(lJ\é/ﬁ—i—l) .

DEMONSTRATION.  Visiblement, nous pouvons supposer P = 1 dans les
deux cas.

(1) Si B est L-spéciale, il existe 2 € R™ 1 et y: A — R™ une application
L-spéciale avec B C w(). Si a,a’ € ANy 1(B) nous avons |a —a'| <
lw(a) —w(a)| < p. Quitte a faire une translation, nous pouvons supposer
que A" = ANy L(B) est inclus dans le cube [0, p]" L. Nous définissons
alors y/: p~ 1A — R par y/(a) = w(pa). Il est clair que B C y/(p~1A’) et si
a,a’ € p~ 1A alors

/(@) — y/'(a)| = |w(pa) — yw(pa')| < Llpa — pa’| = Lpla — a'|.

(2) Si B € Lip,,(1, L), il existe A c [0,1]"" et y: A — R™ une applica-
tion L-lipschitzienne avec B C w(2). Posons @ = [L/m/5]+1 € N\ {0}.
Nous découpons [0, 1] en @ intervalles de longueur 1/@Q et donc [0, 11" ' en
Q™! petits cubes de coté 1/Q. Nous construisons ¥ ainsi : pour chaque tel
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cube €, si AN E est non vide, nous choisissons ag € ANCE et F est I'en-
semble des w(ags). Nous avons bien Card ¥ < Q"1 et, si x € B, il existe
a €A avec w(a)=0>. Le point a est dans l'un des cubes ¢ donc
la — ag| < Vim—1/Q<v/m/Q < /L puis |y(a) - y(ag)| < Lla — ag| <9,
ce qui est le résultat puisque y(ag) € §. O

Voici a présent le résultat qui est au cceur du principe de décompte :
nous reproduisons un argument de D. Masser (voir proposition 5.2 de [W]
sans filet).

ProrosITION 7.1 (Masser). Sotent m > 1 un entier, 6 > 0 un réel, B
une partie de R™ et § un é-filet pour B. Pour tout réseau A C R™ de
MINIMA SUCCESSIfS A1, ..., A Ul existe un domaine fondamental F pour
R™ /A tel que

m 2m—2
Card{ve 4 |BNEF +v) #0} < CardF <%%5+2>_
i=1 i

DEMONSTRATION. Un lemme de Mahler et Weyl (voir [Ca] lemme
8 page 135) montre qu’il est possible de trouver une base eq,..., e,
de A avee 4; <|e| <max(l,i/2)4; pour 1<i<m. Posons F =
{z1€1 + -+ 2mem | 0 <z;<1 pour 1 <17 <m}.

Pour clarifier, commencgons par traiter le cas ou § = {xy} et B est la
boule ouverte de centre x), et de rayon o. Soient v,v' € A tels que
BNEF +v)#0et BN(F +v')# (0. Nous écrivons v=aqe; + -+ + W€, -
I1 existe xeBNE +v) done x=(a;+z1)e1+ -+ (@ + 2m)em
avec 0<z;<l. De méme il existe o € BNEF +v) que nous
écrivons &' = (a} +2))e1 + --- + (@], +2,,)e,,. Puisque B est de diame-
tre 20 on a |r—a/|<20. En posant p;=a;+z —a;,—2, on a
pie1+ -+ ppem =« —& et, en utilisant l'inégalité d’Hadamard, il
vient

o] = det(ey,...,x—a',....en)| _ lea| - |o—a'| - lewm| _ lex] - |en| 26
¢ det(ey,...,en) - vol(A) — vol(A) e

D’apres le choix des e; et le théoreme de Minkowski (avec la méme
majoration que dans le lemme 6.1)

m Ay Ay 8 5 0
< ! m/2 Y < 2m—-2 Y )
I vol(d) 7, = 2mm o s e

il <

Par suite, |a; —al| = |p; + 2 — 2;| <2m®""25/4; + 1 car —1<z, —z;<1.
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Ceci montre que lorsque v=aze;+---+aye, varie dans
{ved|BNEF +wv) £ 0}, lacoordonnée a; est contenue dans un intervalle
de longueur <2m?"2§/4; + 1. Comme elle est entiére, elle prend au plus
2m?"=25/); + 2 valeurs. En multipliant, on a le résultat.

Dans le cas général, ¥ est contenue dans l'union de CardF boules
ouvertes de rayon o. O

Cette estimation permet de donner la version effective suivante du
lemme 2 page 437 de [MV], due a M. Widmer [W].

LEMME 7.2 (Widmer). Soient m > 1 un entier, A un réseau de R™ de
premier minimum i1 et S wune partie bornée de R™ telle que
oS € Lip,,(P,L). Alors S est mesurable et

vol(S) m2m], mel
_ < gm .
Card(S N A) olCD <3 P(—l1 +1>

DEMONSTRATION. Pour la mesurabilité, nous renvoyons a [Le, pa-
ge 294]. Nous posons 6 = /; /2m2m*2. En combinant l'assertion (2) du
lemme 7.1 et la proposition 7.1, nous voyons qu’il existe un domaine
fondamental F pour R™/A tel que

2m—2 m=1 m
Card{veA8SO(F+1))7£(Z)}§P<2\/_M;LM’+1) H(’h+2)
1

i\

ouJ; < --- < Ay, sont les minima de 4. Le membre de droite de I'inégalité
précédente nexceéde pas 3" P@m2" 1L/} +1)" 1 <3"P(m2"L /11 +1)" 1.
Il reste done a voir

vol(S)

Card(S 1. 4) — 1 5| < Card{v € 4] 95 0 (F +v) #0).

Ceci est vrai tres généralement pour tous 4, S (borné, mesurable) et tout
domaine fondamental connexe F' de A. On obtient la majoration en
comparant le volume de 'union des translatés de F' contenus dans S et le
volume de l'union des translatés rencontrant S (voir par exemple [La]
page 112). O

Pour 'application que nous avons en vue, la borne précédente présente
I'inconvénient (mineur) que le terme d’erreur ne peut pas tendre vers 0
méme si 4; est grand. Nous pallions ce défaut en imposant une condition
supplémentaire.
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COROLLAIRE 7.1. Soient m >1 un entier, A un réseau de R™ de
premier minimum /i et S wune partie bornée de R™ telle que
oS € Lip,,(P,L). St l'on suppose de plus que 0 ¢ S, que S est contenu
dans la boule de centre 0 et de rayon L et que ¢ > 1 est un véel tel que
ilvol(/l)*l/ " appartient a Uintervalle ¢!, c] alors

Vol®)| _ o (cL)™™*

Card(SN A) — .
ard N A) = Sep| < ol

DEMONSTRATION. Sim = 1 la majoration est immédiatement vraie (S
est I'union d’au plus P — 1 intervalles). On suppose donc m > 2 et I'on dis-
tingue deux cas.

Si Ay > L, le seul point de /4 dans la boule de centre 0 et de rayon L
est 0 donc SN A = (. Le membre de gauche de I'inégalité a démontrer
est donc vol(S)/vol(A). Nous estimons vol(S) < (2L)" <2"L™1); <
omIm=leyol (A)Y™ et cela donne bien

2 (L))"

vol(S) _ (el o
vol(4) = vol(Y/™ — vol(A)—1/m’

Si Ay < L, nous appliquons le lemme précédent et écrivons

om m—1 m—1
3mp (m L, 1) < 3P + 1)1 (£> .

/11 )vl

Il reste & constater L/J; < cL/vol(N)Y™ et 3™(m2™ + 1)1 < m2" pour
conclure. O

On peut noter que la condition sur S n’est pas extrémement restrictive :
par exemple si S est connexe alors dS € Lip,,(P, L) entraine que S est de
diametre au plus PLv'm — 1.

Munis de ce résultat de décompte, nous souhaitons 'appliquer a l'en-
semble S défini dans la partie précédente. Puisque S C (D @ R)N ~ RN
nous utilisons m = Nn.

PROPOSITION 7.2. Si l’'ensemble S vérifie les conditions de la proposi-
tion 6.2 alors

S € Lipy, 3" 'Nnp"™  6(Nn)*" p+1).
DEMONSTRATION. D’apres la proposition 6.2, le bord dS de S est inclus

dans'union de 'ensembleB; = {v € (D ® RYY | |[v] < p et Nm(vv*) =1} et
d’ensembles B, pour u €U\ {1} avec B, = {ve D RN ||v| <p et
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| = |luv|} siu € Get B, ={ve DR ||v] < pet|v—wo| = [uv —vo|}
pour u € G \ {1}. Chaque B, est défini par une condition quadratique ou
linéaire donc d’apres le lemme 8 page 50 de [Schm] est (2Nn,3Nn)-
spécial ; par le lemme 7.1 on a B, € Lipy,2Nn,3Nnp) puis |J B, €
Lipy, @Nn(CardU — 1),3Nnp). uet\{1}

Il reste a paramétrer B;. Nous le faisons en le projetant sur un cube.
Nous fixons une base orthonormée de D ® R dont on déduit une base or-
thonormée eq,...,ex, de (D® RYN. Commencons par remarquer que
I'application

DR — R
w — Nm(ww*)

est un polynéme homogene de degré 2n dont la longueur, c’est-a-dire la
somme des valeurs absolues des coefficients, est majorée par n!(Nn)*™. En
effet, grace alabase choisie, nous pouvons écrire cette application comme la
composée de l'application linéaire z: (D ® RN —Mat,,(R)N et de I'ap-
plication

f:Mat,,(R)¥ — R
(Bl, ...,By) — det(B; tBl -+ .- —I—BNtBN).

Il est clair que f est donnée par un polynome homogene de degré 2n donc il
en va de méme de w — Nm(ww*). Pour la longueur, si nous considérons la
base canonique de Mat,,,(R) alors celle de f est au plus n!(Nn)" étant donné
que chaque coefficient du déterminant est la somme de Nn termes. Par
ailleurs, 'image d’un élément de la base de D ® R dans Mat,,,(R) est une
matrice C telle que Tr(C'C) = 1 (puisqu’un tel élément e de D ® R vérifie
le] = 1) donc chaque coefficient de C est de valeur absolue < 1. Ceci en-
traine que la matrice de 7 a elle aussi des coefficients de valeur absolue < 1.
Par conséquent dans I'écriture Nm(ww*) = f(z(w)) chaque coordonnée de
7(w) dans la base canonique de Mat,,,(R)Y est une combinaison linéaire des
Nn coordonnées de w donc les coefficients sont de valeur absolue < 1. Si
nous développons f(z(w)) nous obtenons bien une longueur de n!(Nn)™.
Maintenant, si w,w' € (D® RN ont pour coordonnées w; et w;

(1 <i< Nn)etsii,...,iz, sont des éléments de {1,...,Nn}, alors
2n 2n 2n k-1 2n
. ! _ ) . / !
lej - Hwij = Z wy; | (w, —w;,) H wy;
=1 j=1 k=1 \ j=1 j=k+1
< 2n - max (jw|, |/ |)*"w — w'|.
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2n

Comme Nm(ww*) est une somme de termes o; [ | w;; pour différents indices
Jj=1

1= (y,...,02,) € {1,... ,Nn}zn avee S |a| < n!(Wn)* on en déduit pour

tous w,w’ € (D@ RN ¢
INm(ww*) — Nm(w'w'™)| < 2n - n!(Nn)*" max (||, |w'|)2"71|w —u'|.
Si de plus les réels Nm(ww*) et Nm(w'w'™) sont non nuls, il vient

‘Nm(U)’M)*)l/zn _ Nm(w/w/*)1/2n|

INm(ww*) — Nm(w'w'™)|

2n—1

Z Nm(ww*)i/QnNm(w/w/*)(Qn—1—i)/2n
i=0
2n—1
< 2n - n!(Nn)*" max [l [ ' |w —
- ' Nm(ww*)/?" Nm(uw'w*)"/*"
et méme
w w'

Nm@uw)/?  Nm@w'w*)/?"

= ‘w( 1 1 ) n w—w
Nm@ow*)?*  Nm(w'w*)"*" Nm(w'w™*)/2"

B —w Nm(ww*) " — Nm(w'w*)"/*" w—w
- NV 1o1/2n /20
Nm(ww*) Nmww'™) Nmww'™)
jw—w| 4 |w| [w'| 2
= 10195\1/21 1+ 2(N7’L) ! max «\1/2n 0%\ 1/ 21 :
Nmww'™) Nm(ww*) Nm@ww'™)

Comme pour tout w élément v = wNm@ow*) V/?" vérifie Nm(v*) = 1,

Papplication w — wNm(ww*)"/*" va nous donner le paramétrage de B, et
l'inégalité ci-dessus permettra d’en montrer le caractére lipschitzien. De
maniere précise, nous considérons le cube

€ = {wier + - + wnnewy | max foi] < 1/2}
et I'une de ses 2Nn faces § (définie par w; = +1/2), naturellement
isométrique & [0,11V" 1. On pose A = {w € F | [w| < pNm(ww*)/*"}. On
remarque que si weF on a |w| >1/2 done, si we A, la quantité
Nm(ww*)l/ > /2p ne s’annule pas. Nous pouvons donc définir
w: A — By

w — wNm@ww*) /2",
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D’apres le caleul fait plus haut, si w,w’ € 2,

@) — @) < 2plw — 0|1+ 20n)*" p*)

S G(N,n)4ﬂp2%+1 ‘w _ w/|.

Nous trouvons ainsi y(2) € Lipy, (1, 6(Nn)4"p2”+1). Enfin 'union des 2Nn
ensembles () couvre ¥; car, si v € By, la demi-droite {tv |t > 0} ren-
contre € donc 'une des faces § ; pour w = tv € § la relation Nm(v»w*) = 1
montre t = Nm(uww*) /" puis |(1/Hw| = |v] < p donne w € 2. Finale-
ment B, € Lipy, (2Nn, 6(Nn)*p2"+1) et la proposition en découle avec
CardU < 3”,0"’2. O

Pour appliquer le corollaire 7.1, on pose 4 = H N (D) V" AN. On a
vol(A) = HN"N(D) Mvol (AN = H Vol (OV[D : AN,

Par ailleurs, si ; est le premier minimum de A et y; celui de AY on a par
homothétie

Jvol (A) YN = pvol (AN) VN — 1 vol (A) 7V,

En outre y; est aussi clairement le premier minimum de A donc le lemme
6.1 donne
VIvol(O) V" < yvol (A) V" < /.

Ainsi ¢ = /nvol(O)Y" convient pour appliquer le corollaire 7.1 & A. En
remarquant

Card(4nS) = Card(AY N HN(D)"/"S)
on a (1) avee ¢ =vol(S)vol(O) ™V et ¢ :P(N?L)ZNW\/TLN”_ILN""1 ol
P = 3" Npp” et L = 6(Nn)*p?"*1 sont donnés par la proposition 7.2.
En majorant co = (an)ﬁNZ"2 convient également (on utilise N >2 et

p>/n>1.

8. Calcul de volume

Dans cette partie, nous déterminons le volume de S. Ce calcul nécessite
de faire intervenir la décomposition de D ® R en produit d’algébres de
matrices. Aussi commencons-nous par plusieurs résultats préparatoires
sur des espaces de matrices Mat,,,,,(K) ou plus généralement Mat,,,(K) ol
K est 'un des trois corps R, C ou Il. Nous écrirons toujours
k=[K:R]e{1,24}.
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Nous utilisons les notations H,,(K), H%O(K), H;O(K) et U,,(K) in-
troduites dans la partie 2. Nous généralisons la derniére en posant pour

{>m
Uni(K) = {K € Mat,,«(K) | KK* = I}.

Pour ¢ = m nous retrouvons le groupe unitaire U,,(K) = U, (K) mais si
¢ > m nous n’avons pas de structure de groupe. Cet ensemble U,,(K) est
contenu dans 'ensemble G,,/(K) des matrices de rang m que nous pouvons
écrire
Gni(K) = {A € Mat,,,(K) | Nm(A4A*) > 0}.

Rappelons que Nm désigne la norme de R-algebre Mat,,,,(K). Il s’agit
d’une fonction homogéne de degré xm? et nous pouvons remarquer que si
X € H,(K) a pour valeurs propres a1, ..., a,, alors

Nm(X) = (ﬁ ai> .
i=1

Précisons enfin la norme euclidienne que nous utilisons sur Mat,,,(K).
Le choix cohérent avec la norme sur D ® R consiste a employer la défi-
nition [A* = Tr(AA*) ot Tr: Mat,,,,(K) — R est la trace de cette algébre
et vérifie en particulier Tr(/) = xm?. Par ailleurs, la norme usuelle sur K
donnée par |z|12ls = zz* induit une norme | - |, peut-étre plus naturelle sur
Mat,,,(K), en identifiant simplement cet espace & K™. On remarque ai-
sément |A| = /km|A|, ce qui permet de passer immédiatement de 'une a
lautre. Nous recourrons in fine a |-| mais nos résultats préliminaires
s’expriment un peu plus facilement avec | - | .

LEMME 8.1.  L'application H;'(K) — H; (K), X — X? est un difféo-
morphisme dont le jacobien en X est

m
[[20: - [] @i +ap"
1=1

i<j

st ay, ..., 0y sont les valeurs propres de X.

DEMONSTRATION. Notons y cette application. Elle est bijective d’apres
le corollaire 2.1. Si K € U,,(K) nous avons w(X) = Ky(K'XK)K~!. En
outre la multiplication & droite ou & gauche par K ou K~! est une isométrie
de Mat,,,,(K) done, pour montrer que y est un difféomorphisme en X de
jacobien donné, il suffit de montrer que c’est le cas en K1 XK. D’apres le
lemme 2.4 ceci permet de supposer X € A;O de diagonale ay,...,a,. Un
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point au voisinage de X dans H;O(K) séerit X +Y avee Y € H,,(K) au
voisinage de zéro. Nous avons (X + Y)? = X2+ XY + YX + Y2 et donc le
jacobien cherché est la valeur absolue du déterminant de I'application li-
néaire Y — XY + YX. Celle-ci consiste a multiplier le i-eme coefficient
diagonal (dans R) de Y par 2a; et le coefficient d’indice (7, j) avec i #j
(dans K) par a; + a;. Par produit on a immédiatement le résultat. O

Nous noterons 3 l'occasion X — X/2 le difféomorphisme inverse de
X — X2,
Nous nous intéressons ensuite a U,,,(K).

LEMME 8.2. La sous-variété algébrique réelle U,,,(K) de Mat,,,(K) est
lisse de dimension dimMat,,(K) — dimH,,,(K) = kml — km(m — 1)/2 — m
et Lespace tangent a U, (K) en un point K de cette sous-variété est
Tk ={Z € Mat,,,,(K) | ZK* + KZ* = 0}.

DEMONSTRATION. L’application f:Mat,,(K) — H,,(K) donnée par
f(A) = AA* apour différentielle en A Papplication linéaire df,: Mat,,,,(K) —
H,n(K) donnée par dfs(Z) = ZA* + AZ*. Si K € U,(K), la différentielle
dfx est surjective car si Y € H,,(K) alors dfx(YK)=2Y. Par conséquent f
est une submersion au voisinage de K et ceci montre que U,,(K) est une
variété de la dimension indiquée. Enfin, 'espace tangent en K est le
noyau de dfk. O

Lanorme | - | induit une métrique sur les espaces tangents de U,,,(K)
donc une structure riemannienne sur cette variété. Cela donne un sens a
I’énoncé suivant qui est au coeur du caleul de volume.

ProposiTION 8.1.  L’application
Ho (K) X Upe(K) — G (K)
X,K) — XK
est un difféomorphisme dont le jacobien en (X, K) est

m K(l—m+1)—1 a; + aj s
H @i H )
i=1

i<j

S1ay, ..., 0y sont les valeurs propres de X.

DEMONSTRATION.  C’est un difféomorphisme car I'inverse est donné par
I'application A +— ((AA*)I/ 2, (AA*)’I/ 24). Comme dans la démonstration du
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lemme 8.1, nous pouvons nous contenter de calculer le jacobien au voisinage
de (X,K) avec X € £” car, en général, XK = K,(K,'XKo)(K;'K)) et les
trois applications linéaires K — K;'K, X +— K;'XKjetA — KyAsontdes
isométries. Nous supposons dorénavant que X est diagonale, de coefficients
diagonaux ay, . .., a,,. D’'un autre c6té, si K € U,,,(K) et sil'on note A,,(K) le
sous-espace {7" € Mat,;,,(K) | T'+ T* = 0} des matrices anti-hermitiennes,
nous avons T'x = {Z € Mat,,«(K) | ZK* € A,,(K)}. La jacobien que nous
cherchons a calculer est donc celui de

Hn(K) x Tx — Mat,,,(K)
Y, 2) — X+ Y)K+2)

en (0, 0) soit encore, parce que XK est constant et YZ du second ordre, la
valeur absolue du déterminant de I'application linéaire

Hm(K) X TK I Matmé(K)
Y, 2)— XZ+YK

dans des bases orthonormées.

Notons a présent mp: Mat,,,(K) — Mat,,,,(K) (respectivement
m2: Mat,, (K) — Mat,, .-, (K)) la projection consistant & ne garder que
(respectivement a oublier) les m premieres colonnes d’'une matrice.
Sans perte de généralité, nous pouvons supposer que 7;(K) est inver-
sible. Alors I'application linéaire

®: Mat,, (K) — Mat,;;,,,(K) x Matm,/ffm(K)
Ar— (AK”, m3(A))
est un isomorphisme (son inverse est (C, B) — ((C — Bra(K)*)(m (K)) ! B)
ou cette derniere matrice est écrite par blocs) qui induit par restriction un

isomorphisme D1y Tk — Ap(K) x Mat,, —n(K). Considérons enfin I'ap-
plication linéaire

'8 Hon(K) x Ay (K) x Matm‘({fm(K) — Mat,;,, (K) x Matm,lffm(K)
(Y,T,B) — (XT + Y,XB + Yrs(K))

et calculons
(y o (idyw,, ) X N, Z) = w(Y,ZK", n2(Z))
= XZK* + Y, Xn(Z) + Ymao(K))
= (XZK* + YKK*, no(XZ + YK))
= p(XZ + YK).
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En particulier y est un isomorphisme (car (Y,7) — XZ + YK en est un)
et donc le jacobien cherché est la valeur absolue du déterminant (dans
des bases orthonormées) de ¢ 'oyo(idy,x X ¢p,), Cest-a-dire
|dety| - |detpy, /detp|. Montrons dans un premier temps que
|det gy, | = |detp|. Pour ce faire, nous considérons les orthogonaux de
Tk et de son image par ¢. Dune part ¢(Tx) = A, (K) x Mat,, ;_,,(K)
done go(TK)L = Hp(K) x {0} (car A (K = H,,(K)). D’autre part, nous
avons (Tx)™ = {YK|Y € H,,,(K)} : en effet ces deux espaces ont méme
dimension (comme ¢ est un isomorphisme dim(Tx)* = dim(p(TK)L) et le
second est inclus dans le premier car si Y € H,,(K) et Z € Tk alors
ZK* € Ap(K) done YL ZK* soit Tr(Y(ZK*)")=0 qui séecrit
Tr(YKZ*) = 0 ou encore YK | Z done YK € (Tx)".

Comme ¢(YK) = (YKK*, no(YK)) = (Y,Y7a(K)) est la somme des
composantes (Y,0) € gﬂ(TK)L et (0, Yno(K)) € p(Tk), la matrice de ¢ dans
des bases orthonormées adaptées aux décompositions Mat,,(K) =
Tk ® (Tx)" et Mat,,,(K) x Maty, —n(K) = o(Tk) @ p(Tg)" ala forme

matrice de matrice de
?1g YK — (0, Ym(K))

0 matrice de

YK — (Y,0)

L’application linéaire YK ~ (Y,0) est une isométrie (Tr(YK(YK)") =
Tr(YY*)) donc de déterminant +1. Grace a la matrice ci-dessus, nous
trouvons bien |dety| = |detyp, |.

Il reste a évaluer le déterminant de . Pour cela, nous pouvons supposer
n2(K) =0 : en effet y est la composée de (Y, T, B) — (Y, T,B+X"'Yn3(K))
clairement de déterminant 1 et de (Y,7T,B’) — (XT + Y, XB’) qui n’est au-
tre que y lorsque 7e(K) = 0. Ainsi y est le produit des isomorphismes
(Y,T)— XT + Y et B+— XB. Le second qui consiste a multiplier la i-eme
ligne de B par a; (on rappelle que X est diagonale) a pour déterminant

m K(l—m)
i=1

Pour le premier, nous fixons des bases orthonormées de H,,,(K), A, (K)
et Mat,,,,(K). Notons E;; 1a matrice dont le seul coefficient non nul vaut 1 et
est d'indice (i, j). Soit ensuite ey, .. ., e, une base orthonormée de K sur R
avec e; = 1 (ceci entraine e, + ¢j = 0 si k > 1). Alors

exlly + eiHji

{elEii|1§i§m}U{ /2

1<k <« 1§i<j§m}
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et

Muglch, 1§i<j§m}
V2

sont respectivement des bases orthonormées de H,,(K) et A, (K).
Comme on a Mat,,,,(K) = H,,(K) & A,,(K), on peut réunir les bases de
Hiwn(K) et A, (K) pour obtenir une base orthonormée de Mat,,, (K).
Maintenant Papplication (Y,T)+— XT +Y est lidentité sur les vee-
teurs de base de H,,(K) et XE;; = a;F;; pour tous 1<14,j7<m. La
matrice de cette application est donec donnée par une matrice trian-
gulaire ou on trouve, sur la diagonale, dimH,,(K) fois la valeur 1,
x—1 fois ay,...,a, (correspondant aux images des vecteurs epEj;,
2<k<Kk 1<t<m) et k fois (a; +0a;)/2, 1 <i<j<m. Le détermi-
nant de cette matrice est donc

(f1e) ()

et ceci termine la démonstration. O
Nous pouvons a présent appliquer ce qui précede a un calcul de volume.

{exEii | 2<k <k, lglgm}U{

LEMME 8.3. Soit X une partie mesurable de H;LO(K) et posons
Xy ={A € G | AA* € X}. Alors X, est mesurable et l'on a

K(=m+1)—2

vol(X,) = 2*m(1+’“(m*1)/2)vol(UW(K)) / Nm(@Y) 2z dY.
X

DEMONSTRATION. Eerivons X' = X, "H (K) = {X e H2*(K) | X2 x}.

m
Le difféomorphisme de la proposition précédente induit une bijection

X' x Up(K) — X,y qui permet d’écrire, en notant ay,...,a, les valeurs
propres de X,
" k(l—m+1)—1 .
_ a; + a;
vol(Xy) = / / <11a> H( 5 ) dX dK
Xex' KeUpu(K) N7 =

Kl=m+1—-1

— 2 DU, [ N0 ] @i+ arax.

i<j

XeX'

Maintenant nous avons une bijection ' — X, X — Y = X? et le lemme 8.1
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donne dY = 2"Nm(X)!/" [T (a; + a))"dX d’ou

i<j

K(— m+1) 2

vol(X,) = 27 m=D2=my0] (1,,,(K)) / Nm&X) = dY

Yex

qui est le résultat avec Nm(X) = Nm(Y)Y2. O

Il nous reste a calculer le volume de U,,,/(K). Rappelons que nous notons
w; = 72 (i/2 +1)"" le volume de la boule unité de R'.

LEMME 8.4. Pour la norme euclidienne usuelle |- |, sur Mat,,(K)

nous avons

us

¢
VOl (U (K)) = 2rmlm=1)/4 H KU, -
1=(—m+1

DEMONSTRATION. L’idée consiste a appliquer la formule du lemme
précédent a un ensemble X explicite. Pour cela, fixons pour unréel ¢ > 0 un
cube ¢, dans K de coté ¢ (done de volume &), centré en 0 et stable par
conjugaison. Définissons X' comme I'ensemble des matrices X € H,,(K)
dont les coefficients diagonaux, réels, appartiennent a lintervalle
[1—¢1+e¢] et tous les autres a €, Pour ¢ assez petit ceci assure
X C H>°(l§) Le volume de X vaut (Za)m(\/_ ) =D/2 . : pour les coefficients
non diagonaux, on utilise vol{(z,2*) |z € &} = (V2¢)". Par ailleurs, comme
X est centrée autour de la matrice I, nous avons

k(l—m+1)—2

Lo Vol @ / Nm(Y) 2= dY =1.

Envertu du lemme précédent, cela nous autorise a caleuler vol (U, (K)) par
la formule

_ om(14+x(m—1)/2) VOl(X()
vol(U,(K)) =2 }_I,% ol o)

_ g1/ VLX)
e gmltxim—1)/2) "

Evaluons maintenant directement vol (X,). Nous voyons A € X, comme la
collection de ses vecteurs lignes notés ¥, . .., %, (dans K%). La condition
AA* € X g’écrit done |yl| €[l —&1+elpourl <i<metyy; e C, pour
1<i#j<m. L’ensemble des valeurs possibles pour ¥, cest -a-dire
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{y e K'| V1 —¢<|yl, < VI+ e} estune coquille sphérique de volume

co,cg\/l——&—axe — w,cg\/mw = a),cg(l + %%) — W (1 — %ﬁs) + 0@

= klwe + O(E).

Si y; est fixé, étudions I'ensemble des valeurs possibles de ys c’est-a-dire
{(yeK' |1—e<|yf, <1l4e¢ et yy; € C;}. Pour cela, décomposons
y =y +vy avec L€ K ety € (Ky;)". Ainsi la condition yy} € €, se lit
simplement 1 € (1/ |y1|§s)@g. Par conséquent, / varie dans un cube de vo-

lume (e/|y1|ﬁs)" = ¢° 4+ 0(¢°1). Pour ¥ nous avons |y’|121S = |y|iS — Mylﬁs

dott \/1—e— |nl% < Wl < \/1+4¢— A5 Ainsi o/ varie dans une

coquille sphérique de (Kyi)* ~ K~! dont le volume peut sécrire
k(= Dase_ne + OEB) car [l |2, = O(R). Par suite

vol{yy e K! [ 1—e<|y5, <1+4¢ et yy} € .} = w(l — Dare_1e ' (1 + Oe)).

Si nous itérons ce procédé, nous Voyons que si 1, ..., y; sont fixés alors le
volume de {y € K' |1—e< |y}, <1+eetyy; € G, sil<j<i} séerit

sous la forme x(f — D)wy(— Z)(9"”1(1—}—0(3)) Par conséquent, d’apres le
théoréme de Fubini, nous avons

L
vol(X,) = / / dyy -+~ dy = (e’“”“”“”z*’” 11 Kiw,ci)(lw(e))

Y Ym i=t-m+1

et ceci donne le résultat en reportant vol(X;) dans la limite exprimant le
volume de U,,,/(K). O

Nous allons maintenant traduire ces résultats pour D ® R mais faisons
auparavant une remarque sur le choix de la norme. Alors que nous avons
employé jusquici | - |, sur Mat,,(K), nous souhaitons a présent exprimer
nos calculs a l'aide de | - | = y/xm| - | . Le lemme 8.1 et la proposition 8.1
sont valables a l'identique car le jacobien ne varie pas lorsque nous chan-
geons simultanément la norme a la source et au but par un méme facteur.
La méme chose vaut pour le lemme 8.3 : la formule est la méme que
vol(Xy), vol (U,e(K)) et dY soient tous trois définis a I'aide de | - |, ou qu’ils
soient définis a l'aide de | - |. En revanche, la valeur explicite du lemme 8.4
se trouve, elle, multipliée par \/xm T ()

Pour toute matrice hermitienne X sur K de valeurs propres a; nous posons

v(X) = <1:[ ai) KIH (ai er aj) K.

1<j
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Ceci nous permet de définir par produit une fonction
v:(D ® R)gm—R
en utilisant

(D @ R)gym =~ Ha(R)™ x Ha(C)"™ x Hg/p(FD™.

On vérifie immédiatement que v ne dépend pas du choix de I'isomorphisme,
quesiz € (D ® R)jy?n alors v(x) > 0,que v(1) = 1 et quel'on apourtoutt € R
et € (D® R)gym

v(te) = "5 v(x)
ou s = dim(D ® R)gm. Nous définissons encore
Gy(D®R) = {ve D RN | Nm@wv) > 0}

et
UnD®R) = {k e DR |kk* =1}.

Nous résumons le travail fait jusqu’ici dans I'énoncé suivant.

LEMME 8.5.  L’application
(D ® R, x UnD® R) — Gy(D @ R)
(x, k) — xk

est un difféomorphisme dont le jacobien en (x, k) est Nm()Y ().
L’ensemble Un(D @ R) est une sous-variété lisse de (D ® RYY de di-
mension Nn — s et de volume

2Nd2(7'2+):73>+ D gy 4yt 3y \/EN"*S

Nd " Nd "2 N 8
X ( H ’LCOZ> ( H iw2i> H ia)4i .
i=d(N-1)+1 i=d(N-1)+1 i= g(N71)+1

DEMONSTRATION. Il nous suffit d’écrire
Do R)N ~ Matg ya(R)"™ x Matg ng(C)"™ x Matd/ZNd/z(fH[)TS

et d’appliquer nos résultats a chaque facteur Mat,,(K) avecm = d, £ = Nd
siK#£IHetm=d/2,¢=Nd/2si K=l 1l est immédiat que Gy(D ® R)
est le produit des G,,/(K) et Uy(D @ R) celui des U,,/(K). Pour avoir la
premiére assertion, nous remarquons que dans la proposition 8.1 le jacobien
en (X, K) est Nm(X)“"™/™(X) et dans notre produit nous avons toujours
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(¢ —m)/m = N — 1. Pour la seconde, le lecteur courageux fera le produit de

Nz—£:4_q e
va' T e T iy
i=d(N=1)+1
élevé a la puissance 71, de
Nd
2Nd?—d? .
v2d gzt T i
i=d(N=1)+1

élevé a la puissance 73 et de
Nd
Ndz—d(”Z’Z)—% U2 /e 2 )
v2d P | O

i=4N-1)+1

élevé a la puissance r; en remarquant toutefois que v/d figure a chaque fois &
la puissance dimU,,(K) done finalement a la puissance dimGy(D @ R) —
dim(D ® R);% = Nn —s. O

sym

Ce lemme nous permettra d’écrire le volume du domaine fondamental
qui nous intéresse, partie de Gy(D @ R), a 'aide d’'une intégrale sur une
partie de (D ® R)Sym, sensiblement de la méme facon que dans le lemme 8.3.
Pour manipuler cette intégrale, nous présentons un dernier fait auxiliaire.

LEMME 8.6. Soient E un espace euclidien de dimension m, P: E — R
un polyndome homogene de degré k > 1 et Q une partie mesurable de E telle
que Q ={w € R>0Q2 | 0<|P(w)| <1}. St f:E — R est une fonction in-
tégrable homogene de degré et o > —(m + /)’) Jk un réel, on a

/ flw)dw.

/|P(w)\“f(w)da)*k +m—|—/)’
Q

DEMONSTRATION. Notons E' = {o/ € E' | |P())] =1} et @ = QNE'.
Par hypothése, Q = {to/|t € 10,1], o/ € 2'}. Sinous posons w = ta/, il vient
|P(w)] = t*, f(w) = t’f () et dw = t" ' g(w/)dt de’ pour une certaine fone-
tion g: £ — R (un calcul explicite montre que g(w') = k/||dP,/ || mais cela
n’a pas d'importance ici). Alors

1
/ |P(w)|"f (w)dw = / / ot Prm=1e () g(o)dt de
0

Q

m/(fg)(w Yo'
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Cette méme égalité avec « = 0 donne [ (fg)(@)dw' = (m + p) [ f(w)de.
Q Q O

Nous utilisons maintenant les notations S, F'y; et F<! de la partie 6 ainsi
que la proposition 6.2. Nous cherchons a calculer vol(S) = vol (FX,). Vu les
définitions, ce volume vaut

vol{v e D ® RN | 0<Nm(vv*) <1etVuecl, |v] <|uv|})
CardG '

Si nous notons F'f,l I'ensemble dont le volume apparait ci-dessus et
Fsﬁyln =FInD® R)iy(in, nous remarquons que Ff,l est défini uniquement
par des conditions sur »* € (D ® R)gy?n et donc en écrivant vv* = 22 pour

x € (D®R)2 nous avons

sym
F]%,l ={ok|ke Uv(D®R)etx e Fsgylm}

Vol(Fy;) =

Par suite avec le lemme 8.5

volF) = / / Nm(@) " v)dz dk
Fgl, Ux(DeR)
= vol(Uy(D ® R)) / Nm(e) v()dee.
Fihn
Nous appliquons alors le lemme 8.6 avec E' = (D ® R)gym, m = s, P = Nm,
lc:n,Q:styﬁn,f:v,ﬁzn—setac:N—l. Nous trouvons
vol(Fy!) = ]lvvol(UN(D ® R)) / v(@)daw.
Fam
Cette formule avec N = 1 donne aussi
vol (F=1) = vol (U1(D ® R)) / v(x)dx
Fih

donce
vol(Un(D ® R))

Nvol(U1(D ® R))

vol(Fy') = vol(F=<1).

Finalement, nous avons

vol(Un(D ® R)) vol(F<1)

VolS) = Aol D & R)) CardG
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Deux applications du lemme 8.5 montrent

VOLUND © R) _ oon- 1y /21 /g NI (Nd)“ (Nd)’z (Nd/2>’"3
vol(U3 (D ® R)) d)u\d)y\dz ),

avec les notations de I'introduction. Il vient done

N/ ponsm N1 (NA\" (Nd\™ (Nd/j2\"
vol§) = 3 (270 e) (d>m(d>m<d/2)[4y

9. Conclusion et exemples

Dans cette partie, nous démontrons les énoncés de I'introduction.

Pour le théoréme principal 1.1, il s’agit simplement de rassembler les
renseignements obtenus plus haut, a 'exception d'un cas que nous devons
traiter a part car il est exclu par le théoreme 5.1 : c’est celui ot N = 2 et
n =1 cest-a-dire D = (. Nous nous trouvons donc face au probléme
classique de compter les points de hauteur bornée dans P'(Q). En voici une
version effective qui nous suffit ici.

LEMME 9.1. Pourtout réel H>0on a |N;g;‘i(2, 1,H)— 3/m)H? <24607H.

DEMONSTRATION. Nous écrivons simplement N (H) pour N ;2;1(2, 1,H).
Nous pouvons clairement supposer H > 1. Nous utilisons la formule d’in-
version

1 [H] )
N(H) =35> ptm)Card((m2)’ N HO)

m=1

ol @ = {(x,y) € R®| 0<a® + 1% < 1} et u est la fonction de Mobius or-
dinaire sur les entiers. Dans nos notations, u(m) = u(m?7,7) et la for-
mule est exactement celle de la proposition 4.1 aveec D =7 et A =mZ
(mais elle est bien str tout a fait classique et plus facile a établir). Nous
avons ensuite

‘Card ((mTZ)2 N H@) - n(H/m)2’ < 16401(H /m)*/®

d’apres le résultat de [Ch] (version effective du probléeme du cercle de
Gauss ; nous avons ajouté 1 pour tenir compte de 0 ¢ 0). Cette estimation
plus précise remplace (1) qui ne permet pas de conclure ici. En combinant,
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nous trouvons

+00 2
IN(H) -5 > uen(5)

n I H\2 LH] 7\ 2/3
<= — —] .
<5 > <m> +8201Z(m)

m=1 m=[H]+1 m=1
Pour coneclure nous majorons simplement
+o00 +o00 1 2
-2 2 -1
mE< Y P -m) =<
m=[H]+1 m=[H]+1 [ ] H
et
[H] a
Zm‘m <1 +/x‘2/3dac =38HY3 2.
m=1 1
Ceci donne le résultat (avee {(2) = 7%/6). O

Nous pouvons maintenant conclure le décompte.

DEMONSTRATION DU THEOREME 1.1. Lorsque N =2 et n =1 le lemme
ci-dessus donne la conclusion car ici ' =p=1 donc h’(an)W2 "
228 > 24607. Dans tous les autres cas, la condition N > 2 entraine l'iné-
galité N >3/2—1/2d+1/n sous laquelle est établie le théoréeme 5.1
lorsque M = 1. En tenant compte des valeurs de c; et co déterminées a la
fin de la partie 7, celui-ci nous fournit la formule (établie pour H > 0 mais
bien sir valable si H = 0)

* h/VOI (S)HN”VL 7NZ, 2 _
NgpeWN 1 H) — ———=——| < B/(Nnp)™ " HN" 1,
e vol(OY V) ’

Nous insérons ensuite la valeur de vol (O) (voir lemme 2.3) et celle de vol(S)
obtenue a la fin de la partie précédente. Nous trouvons alors la formule
annoncée pour Cpine €t la démonstration est terminée. O

Nous établissons maintenant les énoncés concernant 'influence sur le
décompte des choix de 'ordre maximal et de I'involution. Commencons par
le terme principal.

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION 1.2. Comme dans la partie 4 (mais
avec ici M = 1) nous notons R un ensemble de représentants des classes
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d’isomorphie d'idéaux a droite de O. Nous avons donc 2’ = > [0 : Op()*].
IeR
D’aprés la définition de i’ comme volume de domaine fondamental, il vient

[0 : Oy()* IR = Ny, ;- De plus, pour tout @ € D, nous avons Ny, ;) =
$ ;Oq(m,l car l'application D ® R — D ® R, y — axyx~! préserve le volume
(son déterminant est égal 3 1). Par suite, nous pouvons écrire

KR =" fOMy
O/

oll @ parcourt un systéme de représentants des ordres maximaux de D &
conjugaison prés et f(O') désigne le nombre de I € R tels que Oy) et o
sont conjugués. Pour obtenir la formule annoncée, il nous suffit de voir que
f(O) = hyp(O). Pour cela, nous choisissons un idéal & gauche M de O tel
que Oy(M) = O (voir [R] (22.21) page 198). Alors l'application I ~ IM in-
duit une bijection entre les idéaux fractionnaires a droite de O tels que
Oy(I) = O et les idéaux bilateres fractionnaires de O'. Cette bijection
préserve les classes d’isomorphie car deux idéaux bilatéres sont isomorphes
si et seulement 'ils sont isomorphes comme idéaux a droite (ou a gauche).
Elle montre done que hp(¢') est égal au nombre de classes de I avec
0,1) = @ ou encore au nombre de I € R tels qu'il existe x € D* avec
Oyal) = 0. La formule Oy(xl) =xOy Dz~ donne alors bien
f(O) = hyp(O"). La définition méme de f montre que f(O) ne dépend que de
la classe de conjugaison de ' tandis que (O = i ((O)P) est clair. 11
nous reste done seulement a vérifier i, = N,w. En d’autres termes nous
devons montrer que des domaines fondamentaux pour les actions a droite et
a gauche du groupe O* ont le méme volume. On considére pour cela l'in-
volution : de (D® R)* définie par ux) = |Nm(ac)|2/ "g~1. Elle vérifie
(ey) = (y)i(x) et Nm(@(x)) = Nm(x) pour tous x,% € (D ® R)™ tandis que
wu) =u"1 si u € O*. Notons aussi @ = {x € (D ® R)* | [Nm(x)| < 1}. Si
Sy C O est un domaine fondamental pour I'action a gauche de O™ sur @
alors S; = 1(S,) est un domaine fondamental pour l'action a droite de
(O%) = O" sur (®) = 6. Pour montrer que S, et S; ont le méme volume il
nous suffit de voir que i conserve le volume ou encore que son déterminant
jacobien vaut +1 en tout point x. Or d’apres la formule 1(y) = 1z y)i(x) ce
jacobien est le produit des jacobiens des applications % — x~'y au point x, 1
au point 1 et z+— zx au point 1. Ces jacobiens valent respectivement
Nm(x 1), +1 et Nm(x) : les premiére et troisiéme applications sont li-
néaires tandis que : étant une involution qui fixe 1 sa différentielle en ce
point est également une involution done de déterminant +1. Par produit,
nous avons le résultat souhaité. O



Le théoreme de Schanuel pour un corps non commutatif 275

Faisons encore deux remarques sur cet énoncé. D’une part lorsque la
condition d’Eichler (voir [R] (34.3) page 293) est satisfaite, ¢’est-a-dire avec
nos notations (14, 7s,d) # (0,0,2), alors le théoreme d’Eichler [R] (34.9)
montre que fp(O) est indépendant de O (car 'isomorphisme de [R]
(22.21) préserve la norme d’un idéal). D’autre part, il n’est pas vrai en
général que i’ est égal au nombre . des classes d’isomorphie d’idéaux a
droite non nuls d'un ordre maximal (on rappelle que ce nombre ~ ne dépend
ni de l'ordre ni de l'orientation, voir [R] exercice 27.7 page 232). Pour le
vérifier, il nous suffit de trouver deux ordres maximaux O; et Oz tels que
[OF : O51+# 1. Ceci montrera aussi que N}, nest pas indépendant de O.
Pour donner un exemple explicite, on peux choisir 'algebre de quaternions
D=03Qi®dQjeQk avee i = -1, 2= —11, k= ij = —ji puis O =
7074070 +5)/2® 70+ k)/2 et Oy un ordre maximal contenant
Iélément (= @+1i+k)/4. On vérifie alors Of ={+1,£4} donc
Card O} = 4 tandis que * = —1 donc Card Oy > 6.

Nous incluons un exemple qui illustre la dépendance de la hauteur en
lordre maximal.

ExXEMPLE 9.1. Soient D = Q ¢ Qi & Qj & Qk C I et O l'ordre maxi-
mal 7 @7i®7je 7 +i+j+k)/2. Soit V={(a,b)cD?|a=ib}.
Alors

sup HO" (V) = + 00

xeD>

ol x est la conjugaison ("unique involution positive sur D @ R = ).

DEMONSTRATION.  Nous choisissons x = 1 + 2mj pour un entier m € 7.
D’apres I'expression matricielle de la hauteur (voir début de la partie 2)
nous avons avec A = (1 —1) € Mat2(D)

H™O" ' (V) = Nm(AA") S [w0x ! : A(wOx 12 V4,
Iei Nm(AA*) = Nm(1 — %) = Nm(2) = 16 est bien siir indépendant de x
tandis que
[xOx! :A(w(’)x’l)z] = [xO0x ! : xOx ! + ixOx 1]
= [2O : 2O + 1xO]
=[0: 0+ 2 tixO]
= [ Yx0O : O N tizO] L.

Le calcul montre ensuite x~lix = (mk + (1 — 4m?)i)/(1 + 4m?). Puisque
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lon a (Qi® Qk)NO =7Zi® 7k, ceci entraine {te 7 |tx lix € O} =
(1 4+ 4m?)7 done [x LixO : O N~ LixO] > 1 + 4m? (on peut en fait voir en
poussant les calculs que la valeur exacte est (1 + 4m2)2). Nous avons fina-
lement H*O" ' *(V) > \/W , ce qui démontre notre assertion. O

L’exemple suivant nous permet de corriger I'erreur apparaissant dans
l'article de Borek [B] page 225, formule (14) (erreur est dans la formule
précédente : par non-commutativité les éléments w;u; yiu; et x;y7 n'ont
aucune raison d’avoir la méme trace) ou il affirme que la hauteur est in-
dépendante de I'involution (cette erreur est d’autant plus regrettable que
nous avions déja signalé a l'auteur qu’elle figurait dans sa these et lui
avions donné un contre-exemple explicite).

ExeEmMPLE 9.2. Soient D un corps tel que D ® R ~ Maty(R) et O un
ordre maximal quelconque de D. Il existe un sous-espace V de D? pour

lequel
sup HO*(V) = +oc

ou * parcourt les anti-involutions positives sur D ® R.

DEMONSTRATION. Nous choisissons V' de la forme V = {(a,b) €
D? | a = bx} pour x € D & choisir. Vu 'expression matricielle de la hau-
teur, il suffit de montrer que 'on a sup, Nm(1 + xx*) = + ooc. D’apres la
description des involutions positives (voir lemme 1.1 de [LLR]), ceci s’écrit

sup det(I + MA'MA™) = +o00 si M est la matrice image de x dans
AeH;(R)
D ®Z R identifié a Matgo(R). Choisissons

Am:<LTn}>eH?R)

ol m est un entier naturel non nul. Dans ce cas, det(I + MA,, 'MA, ') ’écrit
P_om ™2+ P_ym~' 4+ Py + Pym + Pam? ot les P; sont des polyndmes en les
coefficients de M. Nous avons

reae(u(} (3 1)

tandis que le polynome P; n’est pas identiquement nul comme le montre

Iégalité .
00 0 1\,.1)
det<l+(1 O)Am(o O)Am> =m+3+ .
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Par conséquent, il existe « € D tel que pour la matrice M correspon-
dante on ait P; #0. Pour ce choix de x nous avons bien
supdet(I + MA,,'MA;}) = + <. O
m>1

Nous vérifions maintenant que ’entier w et la fonction de comptage
dépendent bien de I'involution.

EXEMPLE 9.3. Soient D le corps des quaternions Q @ Qi ® Qj @ Qk
avec iZ = —1, j2 = 3 et ij = —ji = k, O un ordre maximal contenant i et x
I'involution positive de D ® R fixant j et k. On a wp . > 4 et il existe une
involution ' et un réel H avec

@ 1LH) £ N,

e @ 1 H).

Wo . =2 et gche

DEMONSTRATION. Nous avons —ji =k = k* = ()" = j*i* = ji* dou
i* = —1 puis 72* = 1. Ainsi le groupe G = {x € O | x* = 1} contient £+1 et
+id’olt wo, > 4 (il y a en fait égalité). Identifions maintenant D ® R avec

Matga(R) en envoyant 7 sur ((1) _01> et j sur <\{)§ _?/?—)> Avec

cette convention x correspond a la transposition. Nous définissons '
-1

par M — (n n(_)l)tM<n 2) Les éléments x de D tels que

0 0
xx* =1 g'identifient 4 des matrices M € Mata(Q(v/3)) vérifiant

0

1 0\y, (1 0 0 0\yp, (0 O P
M(O O)M_(O O) et M(O 1>M—(0 1). On en déduit

M =1 puis que M commute avec toute matrice diagonale donc est

=1 0 En particulier, comme 10
0 +1)° p ’ 0 -1

correspond 2 j/v3 ¢ D, on a {x € O |xx” =1} = {1,-1} et wo . = 2.
Considérons ensuite V = {(x,y) € D* |x =1iy}. En calculant matri-
ciellement comme dans les exemples précédents, on trouve facilement
HO*(V)=+Vn+rn L Dun autre coté, pour tout sous-espace W on a
H%* (W) € Q done HO*(W) # vn + n~L. Par finitude, il existe un réel
&> 0 avec Ngche(z, 1,Vri+nl—e¢= gche(27 1,vVn+n1) tandis que

gche(Z, Lva4nl— s)</\/gche(2, 1,V +n~1). On en déduit le résultat
souhaité avec H =vVrn+nlou H=Vn+n!-e O

M(Z (_)1 =T (_)1 . Par transcendance de n ceci entraine
T 0 =

diagonale puis M = (
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Terminons nos exemples en montrant que le nombre de sous-espaces a
gauche n’est pas en général égal au nombre de sous-espaces a droite. Pour
cela, nous devons chercher au-dela des corps de quaternions (pour lesquels
D ~ D),

ExempPLE 9.4. Soient D un corps tel que D @ R ~ Matg3(R) et O un
ordre maximal de D. Il existe une involution x et un réel H tels que

NC? (3,2, H) # NGX 3,2, H).

gche

DEMONSTRATION. Nous pouvons choisir I'isomorphisme D ® R ~
Matss(R) de sorte que 'image de D soit contenue dans Matss(Q) (car il
existe un corps de nombres K tel que D ® K ~ Matgs(K)). Nous identifions
a € Dasonimage (a;j)1<; j<s € Matss(Q). Nous définissons + par la formule

M* = N'MN ou
7 0 0
N={0 1 0|eH;°R).

0 0 1

Pour a,b,c € D non tous nuls, nous considérons les sous-espaces
V={(,y,2)€D?®|ax+by+cz=0} (A droite) et W ={(x,y,2)¢
D3 | xa+yb+zc = 0} (a gauche). Tous les sous-espaces de D3 de dimension
2 de D? sont obtenus ainsi. Pour la hauteur nous avons

HO*(V) = [0 : a0 + bO + ¢O] V' Nm(aa* + bb* + cc*)/8.

Ic[O : a® + bO + cO] € Q% et Nm(aa* +bb* + cc*) =det(aa* + bb* + cc*)®
dans Tidentification D ® R = Matg3(R). Ainsi HO*(V)5 € Q" - det(aa* +
bb* +cc*). De la méme facon, nous trouvons HO*(W)’e Q"
-det(a*a + b*b + c¢*¢). Maintenant nous avons

det(a*a + b*b + ¢*¢) = ndet (‘aN o + DN 1b + eN'c) € nQ[r ]
tandis que dans I'expression
det(aa” + bb* + c¢*) = 7 'det(aN'a + BN + ¢N'e) €  1Q[x]

le coefficient de 72 vaut

1 00 1 00 1 00
det{a{ 0 0 0 |a+0[0 0 0]|Bb+c|lO0 0 0|k]|=
0 0 0 000 000

I est facile de trouver a, b, ¢ dans D tels que ce déterminant soit non nul
puisque D contient une base de Matg3(R) sur R. Dans ce cas, on a donc par

an bu cn
az  bar  ca
as1 bz cs1
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transcendance det(aa* + bb* + cc*) & nQ[n!]. Cela nous donne un espace
a droite V fixé tel que pour tout sous-espace a gauche W on ait
HO*(W) # H°*(V). On en déduit alors I'énoncé avec H = H°*(V) ou
H = H%*(V) — ¢ pour ¢ > 0 assez petit en raisonnant comme dans la dé-
monstration précédente. O

Nous terminons par une étude des variations du parametre p.

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION 1.3. Six € (D® R)*, u € O et
teR on a (tux)’l(?(tmc) = 27'Ox done pour démontrer Pu1Opx < P?o,*a
nous pouvons supposer x € Fp, ={z € (D@ R)" | Vu € O* |z| < |uz|} et
INm(x)| = 1. Siy € Ff}l ou. 11 existe u € O avec uxy € F(%}* done

- - - -1
lyl < le~tue -yl < ot uzyl < 2 po, < " Py < Po.

ce qui montre la relation voulue. Considérons maintenant une autre invo-
lution positive . Par le théoreme de Skolem-Noether, il existe
y € (D@ R)* tel que z¥ = yz*y ! pour tout z € D @ R. Dans la description
de [LR, lemme 1.1]'élément y correspond a des matrices définies positives
done sécrit y =axx* pour un x <€ (D®R)*. Par suite Tr(zz*) =
Tr((x'za)(@'22)") = |f(2)[* si nous notons f(z) = & 'zx. Ainsi, parce que f
est un automorphisme du groupe (D ® R)* préservant la fonction Nm,
nous avons

Por = sup{lf@)||ze D@ R)", [Nm()| <1, [f(2)] < |[fw)f ()|}
sup{|z| |z € D ®@ R)*, INm(z)| <1, || < |[f(u)z|}
= pf((?),*'

Comme f(O) = 'O, la premiére partie de la démonstration entraine
bien pp < p - Enfin pow o est le maximum de la fonetion |z| INm(z)| /"
sur le domaine {z € (D ® R)* | Vu € O |¢| < |zu}. Si z appartient a cet
ensemble, nous choisissons u € O tel que uz~! € F», puis nous majorons

n—1
& e | e R S A
INm@)|"" ~ |Nm)|"" ~ [Nm(z)|"/"|Nm(uz-1)| INm(uz—1)|"/"

et cette derniére quantité est inférieure a p%-L. Ceci termine la preuve des
inégalités de 'énoncé. Elles permettent de controler explicitement tous les
p obtenus pour un ordre dans une classe de conjugaison donnée et une
involution queleonque a partir de 'un d’entre eux. On déduit enfin de la
finitude du nombre de classes de conjugaison que la famille de tous les p est
bornée. a
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Pour étre complet nous donnons une majoration de p dans le cas com-
mutatif.

LEMME 9.2.  Si D est commutatif alors logp < n"(log3n)*"Regp.

DEMONSTRATION. Comme D est un corps de nombres, on sait que sil’on
note ¢:D* — R Tapplication définie par /4(e) = (nyloglel, )y O
ny = [D, : R] pour une place infinie v de D alors ¢(O};) est un réseau de
{z € R"™ | 3" 2, =0} dont le covolume est /71 + 2 Regp lorsque l'on

v|oo
munit R de la norme euclidienne || - || usuelle (voir [W, partie 6]). La
hauteur logarithmique absolue % d’une unité ¢ € O}, vérifie

2 1
2V h(e) = \/_ﬁ UIZDOm) logmax (1, |¢|,) = % mzwnv|log\e|v| < |4
par Cauchy-Schwarz tandis que pour la norme |-| sur D® R ~ [] D,
utilisée dans tout le texte nous avons vl
1/2
ol = | Domlels | < vrexp(a@|D.
v|oo
Si nous notons r =7y + 12 — 1 le rang du réseau 4(Op) et uy,. .., 1, ses

minima successifs alors le théoréeme de Minkowski donne (comme dans le
lemme 6.1)

#e < 72V +1Regp,

tout au moins si » > 1 ce que nous supposons temporairement. Par ce
qui précede, si hy est la hauteur minimale d’'une unité de Op qui n’est
pas une racine de I'unité, alors i, > 21/n hy. D’autre part, par définition
méme des minima, il existe un sous-groupe d’indice fini de O}, engendré
par des unités ¢, ..., e telles que [|€(¢)|| < u,. Maintenant si x € D @ R
vérifie 0<|Nm(x)| < 1 alorsil existe t € 10,1] et 0,...,0, € 1—1/2,1/2]
puis u € O} tels que (t uw) = ayller) + - + o l(e,) dou ||0E tux)|| <
ru,./2. Si de plus & € F' (voir partie 6) nous avons

le| < Juzx| < [t lux| < Viexp (ru,/2).

Cette derniére borne fournit donc un majorant de p d’ott

1 1+r/2 / 1
log p < =logn + 7‘77‘11 Regp.
2 2(2v/n ho)
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Pour terminer le calcul (toujours lorsque r > 1), nous minorons le régula-
teur via 1 < 7"/2y/r + 1Reg;, pour obtenir

TN

2(2\/_h NG (logn + 2rv/n ho)Regp,

log p

et nous utilisons la minoration de Voutier [V, corollaire 2] hy > 2%‘1(log3n)’3
(version explicite du résultat de Dobrowolski) qui entraine le lemme
apres calculs (avec 1 < r < n — 1). Dans les cas restants ot » = 0, on a ou
bien n =2 (D corps quadratique imaginaire) et p = v/2 ou bien n =1
D=0Q)etp=1. O
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