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1. Introduction

Soient p un nombre premier, F' une extension finie de Q, et £ une
extension de ). Posons G = GLz(F"). Lorsque F = (,, les travaux de
Barthel-Livné puis Breuil ([6], [8]) aboutissent a une classification des E-
représentations lisses irréductibles de G ayant un caractére central.
Lorsque F' # Q,, le méme probleme n’est pas résolu. Malgré des avancés
de Breuil et Paskiinas ([9]) permettant de construire des familles de re-
présentations irréductibles, on est encore loin de comprendre quels
parametres doivent intervenir dans la classification de ces représentations
irréductibles a isomorphisme pres (voir par exemple les travaux de I'un
d’entre nous dans [11]).

Dans ce travail, nous nous intéressons a un probleme plus simple.
Considérons U le sous-groupe compact de G constitué des matrices uni-
potentes supérieures a coefficients dans O 'anneau des entiers de F'. Siz
est une représentation lisse de G sur un E-espace vectoriel, 'action de U
sur 7 s’étend naturellement en une action de l'algebre de groupe com-
plétée, ou algebre d’Iwasawa, E[[U]]. Par lissité, tout élément de n est
annulé par un idéal ouvert de E[[U]]. Il est facile de voir qu'un tel idéal ne
peut annuler toute la représentation 7 lorsque 7 est de dimension infinie.
Cependant, il n’est pas clair a priort qu’il n’existe pas d’idéal non nul de
E[[U]] annulant toute la représentation z. En d’autres termes, est-ce que =
est un module fidele sous I'action de E[[U]] ? Lorsque F' = (Q,, la question
est facile a résoudre car E[[U]] ~ E[[X]] est un anneau complet de va-
luation discrete, ses idéaux non nuls sont donc tous ouverts. En revanche,
E[[U]] est, dans le cas général, un anneau local régulier de dimension
[F" : Qp]. Nous prouvons dans ce travail que si 7 est une représentation
lisse irréductible de dimension infinie de G, I'action de E[[U]] est toujours
fidele. Plus précisément nous prouvons le résultat suivant. Nous con-

X

F

sidérons le sous-groupe Ty = C G. 11 agit continiment sur U

par conjugaison, donc sur I'algebre complétée E[[U]].

THEOREME 1.1.  Soit I C E[[U]]lun idéal stable sous Uaction d’un sous-
groupe ouvert de Ty. Alors I = 0 ou I est ouvert dans E[[U]].

Les techniques que nous employons pour démontrer ce résultat sont
classiques pour I'étude des algebres d’Iwasawa ([3], [4], [2]). Le cas ot F' est
non ramifié sur Q, peut méme se traiter directement a partir du résultat
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principal de [2]. Néanmoins le cas totalement ramifié demande déja un
traitement relativement différent. Nous avons donc di dévisser diffé-
remment les arguments de [2] pour les intégrer a notre preuve et ainsi
traiter de front les différents cas.!

Le théoreme 1.1 est utilisé dans un autre travail de 'un des auteurs,
consacré aux représentations supersingulieres du groupe GLg(F). Il s’agit
de Iingrédient principal permettant de prouver le lemme 2.5 de [14].

Remerciements : Nous remercions Christophe Breuil pour avoir porté ce
probleme a notre attention, ainsi que pour plusieurs remarques sur une
premiere version de ce travail. Nous remercions Ramla Abdellatif pour ses
remarques qui ont beaucoup amélioré la forme finale de cet article. Enfin nous
remercions le rapporteur pour ses remarques qui ont permis d’améliorer la
rédaction de cet article, notamment en ce qui concerne le corollaire 3.8.

Notations : Fixons p un nombre premier et £ un corps de caractéris-
tique p. Soient F’ une extension finie de Q, de degré n, Or son anneau des
entiers, kp son corps résiduel, f = [kr : I,], ¢ = p/ et e lindice de rami-
fication de F' sur ), de sorte que n = ef et kp ~ I.

Le groupe additif O est un pro-p-groupe uniforme (cf. [10], § 4.1). Le
groupe I =1+ pOr agit done continliment sur Op au moyen de la mul-
tiplication de 'anneau Op. Notons E[[Or]] 'algebre d’Iwasawa de Op a
coefficients dans E':

E[OF]] := lim E[Op /H]
H

ou H parcourt les sous-groupes ouverts de Op. Notons ¢ le morphisme de
groupes de Or dans E[[Or]]* obtenu par passage a la limite des mor-
phismes quotient Or /H — E[Or/H]*. L’anneau E[[OF]] est local, complet
et noethérien, et son idéal maximal est engendré par les éléments &(u) — 1
pour u € Op (cf. [10, § 7.4]).

Comme O /pOf ~ kp[X]/(X°), les choix d’une uniformisante w € Op
et d’'un élément primitif 1 de kr sur I, nous donnent un isomorphisme
d’anneaux locaux complets

(1) El[X;;;0<i<e—1,0<k<f—1]] — E[[OF]]

(!) Apres lécriture de cet article, K. Ardakov a prouvé un analogue d’un
théoréeme de Zalesskii dans le cadre des algebres de groupes complétées. Le
théoréme 1.1 peut alors aussi étre vu comme une conséquence de [1, Thm. B].
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au moyen de l'identification
Xip— e(@'[2F]) — 1

pour tout 0<i<e—-1, 0<k<f-—1, ou [/lk] € Op désigne le re-
présentant de Teichmiiller de A*.

Si a et b sont deux idéaux d'un anneau commutatif A, on note /a le
radical de a et (a : b) 'idéal des éléments x € A tels que xb C a.

Si V est un I',-espace vectoriel on désigne par P(V) le projectivisé de V,
c’est-a-dire 'ensemble des sous-espaces de dimension 1 de V. Si S ¢ P(V),

on note alors [] ! le produit [] w; € Sym(V) ot w; est un générateur de la
leS leS
droite [ pour tout [ € S. Il ’agit d’'un élément bien défini de P(Sym(V)).

Dans toute la suite, lorsque W est un I',-espace vectoriel, on note W*
I'espace des formes I)-linéaires de W dans I,.

2. Un peu d’algébre commutative

Cette partie contient quelques préliminaires techniques a la preuve du
théoreme principal.

2.1 — La fonction o

Soient A = E[[X}, ..., X,]]anneau des séries formelles en » variables a
coefficients dans £ et 1 son idéal maximal. I’anneau A est complet pour la
topologie m-adique. On note deg la fonction degré associée a la filtration m-
adique. Plus précisément, pour x € A, deg(x) est le plus grand entier k& tel
que x € m*. Par convention, on pose deg(0) = +oo. La fonction deg définit
une valuation sur A, autrement dit, on a deg (x + ) > min{deg(x), deg(y)}
et deg(xy) = deg(x) + deg(y) pour x,y € A. Plus généralement, si r e
[0, + oc[, on note m" 'ensemble des x € A tels que deg(x) > r.

Soit p un idéal premier de A. On munit A/p de la topologie ni-adique et
pour tout élément x € A on note v(x) le degré de 'image de x dans A/p.
Autrement dit, v(x) est le plus grand entier k tel que x € p + m¥, avec la

convention v(x) = 4oco si € () (b + m*). Comme A est noethérien et
k>1
complet pour la topologie m-adique tout ses idéaux sont fermés, donc

p= O+ m*). Ainsi v(x) = + oo si et seulement si & € p. On a toujours

k>1
v(x) > deg(x) mais v n’est pas nécessairement une valuation : on a seule-
ment la propriété plus faible v(xy) > v(x) + v(y) si x,y € A.
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DEFINITION 2.1. Pour x,P € A, on note o(x, P) Uélément suivant de
NU{+o00}:
3(w, P) := sup{v(@"P) — deg (+"P)},
k>0

avec la convention 6(x, P) = + oo st x ou P est nul.
On écrira 6(x) au liew de o(x, 1).

L’inégalité v(xy) > v(x) + v(y) implique que pour des éléments non nuls
xetPdeA,ona:

v@F L P) — deg (@F 1 P) > w(@*P) — deg (" P) + v(x) — deg ().

Ainsi la fonction k— v(xFP) — deg(xFP) est croissante, ce qui permet
d’écrire :

2) 0@, P) = lim [V(@"P) — deg (2" P)].

Soit gr(4) = @ m*/m**! 'anneau gradué de A muni de la filtration m-
k>0
adique. Il est isomorphe a un anneau de polynémes a % variables.

Pour x € A non nul, on note ¢(x) := & mod m¥®€@+1 ¢ gr(A)le symbole
de x et 'on pose gr(p) 'idéal de gr(A) engendré par les symboles o(x) pour
x € p.

C’est un idéal gradué de gr(A) qui vérifie :

gr(p) = P 0 N/ n w7 C grd).
k>0

Le lemme suivant résume quelques propriétés de la fonction o.

LEMME 2.2. Soit x € A un élément non nul.

(i) La fonction 0 : A — N U {+o0} ne prend que les valeurs 0 et
+ o0 et 6(x) = +oo & alx) € \/gr).
(i) On a o(x) =0 (resp. = +00) st et seulement si pour tout P¢ p,
o(x, P) < 00 (resp. = +o0).
(iii) Soit x un élément non nul de A vérifiant o(x) = +oc. Il existe
n >0 et ky > 0 tels que pour tout k > ky,

@) > (1 + ) deg ().

DEMONSTRATION. (i) La condition o(x) € \/gr(p) est équivalente a
I'existence d’un entier ky > 1 tel que

v(@) > deg (") + 1.
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Par conséquent, si a(x) € \/gr(p), alors :
vm > 1, @) > mu) > m + deg (@),

d’ott d(x) = +oo d’apres (2). D’autre part, si a(x)¢ +/gr(p), alors v(ak) =
deg (2*) pour tout k& > 1, done d(x) = 0.

(ii) Montrons tout d’abord que d(x) =+oo si et seulement si
o(x,P) = 4+ o0 pour tout P € A. En prenant P = 1, on voit que la condi-
tion est suffisante. De plus, comme v(x*P) > v(x*) + deg(P), on a bien
o(x, P) = +o00 si d(x) = +o0, d’ou la nécessité.

Supposons maintenant Jd(x) = 0. D’apres [12, corollaire 3.14], qui est
une conséquence du lemme d’Artin-Rees, on sait que si P¢ p alors il existe
un entier ky > 0 tel que:

Vk > ko, ((04+m"):P)C(p:P)+mF 0 =p4mt
ou I'égalité vient de 'hypothese P ¢ p. On en déduit que pour k assez grand
(tel que v(xFP) > ko) on a :
v@ak) > v(@"P) — ko,
dont on déduit que
W(@"P) — deg (" P) < (v(a") — deg (@) + (ko — deg(P)) = ko — deg(P).

Ceci prouve la nécessité.

La suffisance s’obtient en prenant P = 1.

(iii) La preuve de (i) nous donne un entier ky > 1 tel que v(ako) >
1 + deg(x*). Notons que la condition d(x) = +oo entraine deg(x) # 0.
Pour k > ko posons m = |k/ko| la partie entiere de k/ko ; on a alors

> deg(xk) (1 + ¥>

v@k) > m + deg (&*) > deg (&) (1 + 2kodeg (x)

m
kdeg(w))

1
11 suffit donc de prendre 1 = Shodeg @) pour conclure. O
0

2.2 — Le controleur d'un idéal

Soit G un pro-p-groupe et E[[G]] I'algebre d’Iwasawa de G. Soient I un
idéal de E[[G]] et H un sous-groupe fermé de G. On dit que I est contrilé
par H, ou que H controle I, lorsque I est topologiquement engendré par un
sous-ensemble de E[[H]] ou, de maniere équivalente, si

I'=(UNEH]D - EIG]].
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Si G = Op, voici un critére pour prouver que [ est controlé par le sous-
groupe ouvert wOp.

LEMME 2.3.  Soit I un idéal de E[[Op]l. L’idéal I est controlé par wOp

st et seulement si I est stable par les dérivations % pour 0<k<f-—1
0.k

DEMONSTRATION. C’est un cas particulier de [4, proposition 2.4(d)]. O

2.3 — Quelques résultats sur les matrices de polyndémes

Pour pouvoir appliquer le lemme 2.3, il nous faut pouvoir écrire les déri-

3 )?0 p en fonctions des dérivations de E[[Or]]induites par’actionde I".
Clest l’objef de cette partie. Plus précisément considérons un I*-espace vec-
toriel V de dimension finie. Les dérivations de 'algebre Sym (V) s'identifient
aux morphismes Sym(V)-linéaires Hom gy, 1 (Sym(V) @5, V,Sym(V)),
c’est-a-dire aux applications I7,-linéaires de V dans Sym(V). Nous allons
désormais raisonner en termes d’applications I,-linéaires. Soit ¢ I'inclusion
canonique de V dans Sym (V). On note ¢” g I'application I',-linéaire de V' dans
Sym (V) obtenue en posant ¢” (v) = ¢(v)*" pourtoutv € V. Laproposition 1.4
de [3] montre que si g est une forme linéaire de V, on peut 'écrire, quitte a
multiplier g par un élément homogene bien choisi de Sym(V'), comme une
combinaison Sym (V)-linéaire des dim(V) applications ¢*", ..., gﬁp%dlmw o
pour tout choix d'un entier » > 0. Dans cette partie, nous reprenons la preuve
de [3, proposition 1.4] afin d’obtenir une borne inférieure pour les degrés des
coefficients de cette combinaison linéaire.

ProposiTION 2.4. Fixons g € V*. Soient m = dimV et my [idéal
maximal de Sym (V) engendré par V. Alors pour s > 0, on a la relation
sutvante dans Hom g, (V,Sym(V)) :

p* m . )
ps(pn7—17p]—1) Ss+j—1
( [] w) ged '
welP(V)\ P(kerg) J=1

La preuve de la proposition 2.4 consiste essentiellement a combiner la
formule de Cramer a des estimations du degré des mineurs d'une matrice
de Vandermonde. Les notations suivantes sont issues de [3, § 1].

Soit {wi,...,w,} une base de V sur I,. On note M(wy,...,wy) €
M,,(Sym(V)) la matrice de type Vandermonde associée :
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w1 W2 te Wi
Wl el
(3) M(wl,...,wm):
w{gm—l wgm,—l o w”plm—l
Soit Com(M (w+, . .. ,w_m_)) sa comatrice, dont on rappelle que le (7,7)-éme
terme est égal & (— 1)"" det Cj;, ot Cj; est le bloe de M(wy, . . ., w,,) obtenu

en enlevant la i-eme ligne et la j-éme colonne. La formule de Cramer
s’écrit alors

M@, ..., wy) - 'ComWM@w, ..., wy,) = det M(wy, .., w,,) - Id,,.

Pour j € {1,...,m}, notons W; C V le sous-I",-espace vectoriel en-
gendré par {w; : 7 # j} et définissons les matrices

My, ..., W, .., wy) =M@y, ..., W1, Wji1,. -, Wy)-
I1 est prouvé dans [3, proposition 1.2] que det M(w,...,w;,. .., wy)
divise tous les det C;; pour 1 <4 < m et que det (M(wy,...,w,)) est un

polynéme homogene de degré |P(FZ”)| ([3, Lemma 1.1]).

LEMME 2.5. Pourl <i1<m, ona

det Ci]' c n1pm—17pi—1.
det M(wy, ..., ;. .., wy) v

DEMONSTRATION. 11 suffit de remarquer que det Cj; est un polynome
de degré supérieur ou égal a

(1_’_p+._._~_pm71)_pi717

et que det M(w, ..., . .., w,) est homogeéne de degré 1+p—+--- + p™ 2.
O

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION 2.4. On peut supposer que g # 0,
car sinon I'énoncé est évident. Posons f; := g et complétons {fi} en une
base {fi,..., fm} de V*.Soit {wy, ..., w,} C V sabase duale, de telle sorte

m

que ¢ = > w;f;. Par construction on a alors
j=1

(4) vr >0, ¢p,- = wafj
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Soient e, f € Homy, (V, Sym (V)™ les vecteurs colonnes définis par

& f
e = s f =
¢ps+m 1 f;n
En prenant successivement » =s, s+ 1,...,s +m — 1 dans ’équation (4)

on obtient 'égalité matricielle suivante :

(5) M@, ... wl) -f=e.
Posons maintenant 4; = 11 w. Par [3, Lemma 1.1(2)], on a
weP(V)\Plker (f5))
P detz\{(wf", y wf;) s
T detM@f . ! wh)

avec A; € F En des1gnant par H la matrice diagonale dont le (7,7)-€éme
terme est /1 1 -det M (w1 . 12)]’9', . wm) et par D la matrice diagonale
dont le (7, ]) éme terme est 4;, on trouve

(6) H™' - Com(Mw? ..., wl)) -Mw? ..., wl) =D

det def 1y

et, d’apres le lemme 2. 5 M est une matrice dont le (j J,1)-éme terme est un
élément de mf, ey )

La premiére ligne de I'égalité de matrices M -e=D" -f, déduite de
(5) et (6), nous permet done de conclure. O

Soit (A, m) une I",-algebre locale contenant Sym (V) telle que my C m.
Considérons également la situation plus générale ott V; est un I',-espace
vectoriel de dimension finie et 9 € Homy, (V1, V), d'image V> C V. On note
encore par la lettre ¢ 'application I,-linéaire de V; dans Sym (V) obtenue
par composition avee l'inclusion canonique ¢: V C Sym(V). Il est plus
agréable pour la suite de reformuler la proposition 2.4 sous la forme suivante.

ProroSITION 2.6.  Fixons g € V;. Soit m = dimVs. Alors pour s > 0,
on a, dans Homp (Vy,A),

P’ m | |
(7) ( H 7/U> . (g o §0) c Z mps(pm—lipjfl)(ppsfyfl.
we [‘)(Vz)\‘l)(kel'g) o
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DEMONSTRATION. I suffit de composer le résultat de la proposition
2.4, appliqué a Vi, a droite avec ¢, et a gauche avec linclusion
Sym(Vz) € Sym (V) C A. O

3. Le résultat principal

Cette partie est consacrée a la démonstration du théoréeme principal.

THEOREME 3.1.  Soient I un sous-groupe ouvert de I et I un idéal non
nul de E[[Op]] stable pay I''. Alors I est un idéal ouvert de E[[OF]].

Commencons par nous ramener au cas ol / est un idéal premier.

LEMME 3.2.  Si l’idéal maximal m de E[[Or]] est le seul idéal premier
non nul de E[[Or]] stable par un sous-groupe ouvert de I, alors le théo-
reme 3.1 est vraa.

DEMONSTRATION.  Soit 7 un idéal non nul de E[[Or]] stabilisé par un
sous-groupe ouvert de I". L’anneau E[[Or]] étant noethérien, 'ensemble
Ass(E[[Or11/D (7, § 1]) des idéaux premiers associés & I est fini et ses
éléments sont les idéaux premiers de la forme

(I :(s), seE[Op]]

On vérifie directement que siy € I et si (I : (s)) est premier, alors ( : y(s))
I'est aussi. Autrement dit, I'ensemble Ass(E[[Or]]/I) est stable par I”.
Comme Ass(E[[Or]]/I) est fini, il existe un sous-groupe ouvert I de I'" qui
fixe tous les éléments de Ass(E[[Orl]l/I). Ainsi Ass(E[[Or]]l/I) = {m]}.
Comme +/I peut sécrire comme une intersection d’éléments de
Ass(E[[OF]]/I), on a VI = m et done I est ouvert dans E[[Or]]. O

Posons V := ) )X , ¢’est un sous-I',-espace vectoriel de
0<i<e—1,0<k<f-1
E[[OF]]. D’apres I'isomorphisme (1), on a V ®r, K ~ m/ m2. On peut ainsi
identifier V 4 un F,-sous-espace de m/m?, ce que nous ferons dans la suite.
; e—1

DY,

-1
Posons enfin ¥; = @ I,X; ;. de sorte que V =
k=0 i=0

DEFINITION 3.3. On définit un morphisme p: Op/pOpEndy, (V)
comme suit: st € Op /pOp et st x € Op est un relevement de «, alors

P@(Xip) = e(x - ' [ —1 modm?.
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REMARQUE 3.4.  Sion pose g = O /pOp, il s’agit de Uaction de g surV
décrite dans [2, § 4.2]. Comme notre cas est tres particulier, nous n'uti-
lisons pas le formalisme de cet article.

Puisque (@ + %) — 1= (e(x) — 1) + (e(y) —1)mod m?, et que e(py)—1 =
(e(y) — 1)’ € m? pour tous x,y € O, on voit que la définition ci-dessus
ne dépend pas du choix du relevement x et que p est bien un mor-
phisme d’espaces vectoriels sur I,. On peut identifier Or/pOr avec

e—1 .
kplwl/(@®) = @ krw'.
=0

LEMME 3.5. Fixonsti € {0,...,e —1}.
Yi+j sit+j<e—1
0 sit+j>e.
(if) Soient 0 <j<e—1—1tetg €Y nonnul Alors lapplication
de kpw' dans Y; donnée par T — g o p(T) est une bijection.

(i) Soit T € kpw'. Alors p(@)(Y;) = {

DEMONSTRATION. L’application 2+ (e(x) — 1) + m? est un isomor-
phisme de groupes de O /pOr sur V et l'action de p(x) sur V induit une
action sur Op/pOF qui est donnée par la multiplication par . Les deux
énoncés s’en déduisent. O

LEMME 3.6. Soit p un idéal premier de E[[Or]]. Pour que p soit lidéal
maximal de E[[Or]], il fout et il suffit que \/gr(p) soit lidéal maximal de
gr(BI[OF]) = Elo(X; )] engendré parles o(Xij), 0<i<e—1,0<k< f—1

DEMONSTRATION. La nécessité est immédiate. Prouvons la suffisance.
Si gr(p) contient une puissance de gr(m), on a p + m"*! = m" pour » assez
grand. En utilisant le lemme de Nakayama, on montre qu’alors p = m"
puis p = m vu que p est premier. O

Considérons un idéal premier p non nul qui n’est pas maximal. Le
lemme 3.6 implique que /gr(p) ne contient pas tous les o(X; ;). 11 existe
donc un indice iy € {0,...,e — 1} tel que

(@) o(Xjx) € \/gr(p) pour tout j > g et tout 0 <k <f —1;

(b) il existe k' € {0,..., f — 1} tel que o(X;, 1) & \/gr(D).

Dans la suite, on voit p(Z) comme un élément de Home(V, E[[OF]]) via
I'inclusion V — E[[Or]].
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PROPOSITION 3.7. Soit p un idéal premier de E[[Or]] stable sous
Vaction d'un sous-groupe ouvert I'' C I et vérifiant les conditions (a) et
(b) ci-dessus. Soit F' € p. Il existe n > 0 tel que pour tout r suffisamment
grand lon ait

e
®) YV Tekpm®, Y p@Xop) - (1 +X0k>
k=0

e D+ mP a4

DEMONSTRATION. Soit % € kpw®. En choisissant un relévement
x € Op de X, on a par définition, pour tout 0 <1 <e—-1,0<k <f —1:

p@Xi ) = e - @ [F) -1 modm®

Posons y=1+p"x avec r suffisamment grand pour que y € I”. Par
définition de l'action de y sur O, on obtient

YXig) = (A +p )@’ ) — 1= Xip + A+ Xip) - p@Xi )’ mod m®”
Soit maintenant F' € p. En écrivant le développement de Taylor a l'ordre 1

de y(I") = F(y(X; 1)), on voit que

yF)—F — %jp(w)(xlm S+ Xip) aXlkemZP’

Comme p est stable par I/, on a y(F) € p et done

Zp(ac)(xlm -a +X1k> X, <t m?

Pour % € kpw, le lemme 3.5 implique que

9) p@)(Yo) C Yipy .., p@)(Yeo1-4,) C Ye1 €t Vi>e—ig, p@(Y;)=0
Par ailleurs, ’hypothese sur iy et le lemme 2.2 (i) montrent que
0(Xjr) =400 pour j > 15 et 0 <k <f—1. Autrement dit, é(y) =
pour y €Yj, j>1ip. Combinées a (9), ces égalités nous donnent
olp@)(X; 1) = +00 pour tout 1<i1<e—1-—14), 0<k<f—1. Comme
deg(p@(X; ,)’) > p" on déduit du lemme 2.2(iii) 'existence de 7 > 0 tel
que, pour tous 1 <i<e—1—1y, 0 <k <f—1 et r suffisamment grand,

OF
p(%)(Xi,k)p 1+ X Ic) e p 4+ md+p
Ceci permet de conclure. 0

Le corollaire qui suit est le résultat clé pour démontrer le théoreme
principal. I1 utilise 'estimation établie dans la proposition 2.6.
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COROLLAIRE 3.8. Conservons les notations de la proposition 3.7.
Soient g € Y; une forme linéaire non nulle et T un élément de
kpw®\{0}. Posons

/-1 F
(g 0 pENXo) - (1 + Xog) 5
)

Alors, en notant U, = 11 w, on a d(Uy, Pyz) = +o0.
weP(Y;))\Plker ()

DEMONSTRATION. D’apres la définition de la fonction o (cf. §2.1), on
peut supposer que Uy, P,z ¢ p. 11 suffit alors de montrer que

sup{ (U Pyz) — deg(U? P, 5)} = +oc.
r>0

Notons d’abord que U, est un polyndéme homogeéne de degré p/~1, de telle
sorte que

deg(Ugr'Pg@) = p”f*l + deg (P 7).

De plus, la proposition 2.6 appliquée a ¢ = p(@)|y,, V1 =Yy et Vo =
nous donne pour tout » > 0

L()7

f -
UP - (gop@) = uj, p@ "
=1

. 7 (mf—1
pour certains u;, € m?'®

obtient

~P"D et en appliquant cette formule & Xo on

U (g0 p@Xop) = 35 p@ Ky

j=1
En notant que les u;, sont indépendants de k, cela nous permet d’écrire au

moyen de I'inclusion (8) :

" f71 f -1 8F
Uy Pyz = Z(Zujv p@Xop) )(1 + Xox) E>e

k=0 » j=1

- Zuyr(ZP(%)(Xw)p]1(1+X0k) )

_]_

PO (p o)

m
M
M*

C p4mP@
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pour tout r suffisamment grand. Cela entraine que (pour r > 0)
WUY Pyz) > p™ 1 4"
et done 6(Uy, P, z) = + oo puisque 5 > 0.

DEMONSTRATION DU THEOREME 3.1. D’apres le lemme 3.2 il suffit de
montrer que si p est un idéal non nul de E[[Or]] stable par un sous-
groupe ouvert de I alors p = nt. Soit p € E[[Or]] un idéal premier stable
par un sous-groupe ouvert de I". Supposons par 'absurde que p n’est ni
nul, ni maximal, et soit iy 'indice satisfaisant les conditions (a) et (b)
comme précédemment. Il existe g € YZ; non nul tel que a(Uy) ¢ /gr(p).
En effet, en appliquant le théoréme des zéros de Hilbert, on voit que
Iidéal gradué de E[o(Xj, ), .. .,0(X;, r-1)] engendré par tous les a(U,) est
un idéal ouvert de E[o(Xj o),...,0(X; r-1)]. La condition (b) implique
donc l'existence d'un tel g.

D’apres le lemme 2.2 (¢), on a alors d(U,) = 0. Le corollaire 3.8 et le
lemme 2.2(ii) impliquent done

f-1
. _ oF
VZ € kpo', ; (g0 p@)Xox) - (1 + Xoﬁk>m €.

Le lemme 3.5 assure I'existence de T, € krpw™ tel que g o p(T;) = Xi o ou
{Xox» 0 <k <f—1} désigne la base duale de ¥y. On en déduit que

or
V0 = k —f ) ( + O,k) aX(),k ep,

F
et, puisque 1 + X est inversible dans E[[Or]], que a% € p. Ceci étant
0k

vrai pour tout 0 <k <f —1, le lemme 2.3 implique que p est controlé
par wOp.

Comme E[[Or]] est une E[[wOr]]-algebre finie, I'idéal p N E[[wOr]]
est un idéal premier de E[[cwOr]] qui n’est ni nul ni maximal. La multi-
plication par w induit un isomorphisme I'-équivariant de pro-p-groupes
Op = wOp. En itérant I'argument précédent, on voit qu’en fait p est
controlé par tous les sous-groupes w"Op pour n € N. Comme

) @"Op = {0}, on obtient p = 0.

neN

DEMONSTRATION DU THEOREME 1.1 C’est une simple relecture du
théoreme 3.1 en tenant compte de I'isomorphisme O ~ U. O
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4. Applications

COROLLAIRE 4.1. Soit (m, p) une représentation lisse irréductible de
G = GL2(F) sur un E-espace vectoriel de dimension infinie. Alors Uaction
de E[[U]] sur = est fidele.

DEMONSTRATION. Soit I le noyau de E[[U]] — Endg(n). C’est un
idéal de E[[U]] stable sous I'action de Ty. D’apres le théoreme 1.1, I est
ouvert ou nul. Supposons par 'absurde qu’il soit ouvert. Alors il existe un
sous-groupe ouvert U’ C U agissant trivialement sur z. Soit N C G le
sous-groupe des matrices unipotentes supérieures. Ce groupe N est une
union de conjugués de U’. Ainsi le noyau de p : G — Aut(x) contient U,
done N. Or un sous-groupe distingué de G contenant N contient SLy(F).
On peut voir 7 comme une représentation lisse irréductible du groupe
GL2(F)/SLa(F), qui est isomorphe a F*. Pour conclure il suffit de
montrer qu'une telle représentation est toujours de dimension finie.
Comme O est le produit direct d'un pro-p-groupe et d'un groupe fini
d’ordre premier a p, il existe un élément non nul v € = tel que O agisse
sur v par un caractére. Cela implique que, par irréductibilité de = et par la
décomposition F* = O x w”, n devient un E[w”]-module simple en-

1
, )—(} en identifiant
w avee X. L’énoncé découle alors du fait que, par le théoreme des zéros

1
de Hilbert, tout module simple sur & [X , )—(}
En effet, un module simple non nul sur un anneau n’est autre quun
quotient de cet anneau par un idéal maximal.

gendré par v. Or I'anneau E[w”] est isomorphe a E [X

est de dimension finie sur £.

COROLLAIRE 4.2. Soit M un E[[U]l-module de type fini muni dune
action semi-linéaire de Ty et soit Ass(M) l'ensemble des idéaux premiers
associés a M ([7, § 11). Alors Ass(M) C {{0},m}. Si de plus M est de
torsion, alors Ass(M) C {m} et M est de longueur finie.

DEMONSTRATION. Comme dans la preuve du lemme 3.2, on voit que
Ass(M) est fini et ses éléments sont tous stables par un certain sous-
groupe ouvert de Ty. Le premier énoncé s’en déduit. Pour le deuxieme, il
suffit de remarquer que {0} ¢ Ass(M) lorsque M est de torsion.

COROLLAIRE 4.3. Soit M un E[[U]l-module de type fini muni d’une
action semi-linéaire de Ty. St on note T(M) le sous-E[[U]l-module de
torsion de M, T(M) est de longueur finie sur E[[U]]. De plus il existe alors



64 Yongquan Hu - Stefano Morra - Benjamin Schraen

un E[[U]l-module de type fini véflexif My contenant M /T(M) tel que le
quotient de My par M /T(M) soit de longueur finie. St [F : Q,] < 2, on peut
meéme supposer que My est un E[[U]]-module libre.

DEMONSTRATION.  On note M* = Hom gy (M, E[[U]]) le dual de M.
On le munit d’'une action de T, de la facon suivante. Si y € Ty, f € M*
et €M, on pose (y-f)@)=yf(ytx). L’application canonique de
1: M — M* est alors Ty-équivariante. De plus, si K désigne le corps
des fractions de A, 'application i ®4 K est un isomorphisme de K-espaces
vectoriels de dimension finie. On en conclut que Ker(z) et Coker(z) sont des
E[[U]]-modules de type fini, de torsion et stables par 7). Ils sont donc de
longueur finie d’apres le corollaire 4.2. Comme M** est sans torsion, on a en
fait Ker(i) = T(M), ceci permet de conclure en prenant M; = M**.

Si dim (Z[[U]]) = 1, E[[U]] est un anneau de valuation discrete, tout
E[[U]l-module de type fini sans torsion est donc libre. D’apres la propo-
sition 2 de [13], tout module réflexif de type fini sur un anneau local
noethérien régulier de dimension 2 est libre, donec M** est libre si
dim(E[[U]]) = 2.

On peut se demander a quel point, lorsque [F': Q,] > 2, un E[[U]]-
module réflexif de type fini muni d’une action semi-linéaire de 7 est
éloigné d'un E[[U]]-module libre. Nous ne connaissons pas d’exemple de
tel module qui ne soit pas libre. Le mieux que I'on puisse dire sur un tel
module est contenu dans la proposition suivante.

ProPOSITION 4.4.  Soit M un E[[U]]l-module réflexif de type fini muni
d’une action semi-linéaire de Ty. Pour tout idéal premier p # m de
E[[U]], le EN[U]l,-module M, est libre.

DEMONSTRATION. Posons A = E[[U]]. Pour 7 > 1, notons ®f4M =
M ®y ---®4 M le A-module produit tensoriel de ¢ copies de M. Ce sont
des A-modules de type fini munis naturellement d'une action semi-linéaire
de T. Soit T( ®i1 M) le sous-module de torsion de ®f4M ; il est clairement
stable par 7. D’aprés le corollaire 4.2, on voit que Ass(T(®} M)) C {m},
d’ou (T(®}, M)) » = 0pourtout idéal premier p # m par[7, § 3, corollaire 1].
On déduit alors des isomorphismes naturels (avec les notations évidentes)

(T(&} M), = T((&) M),) = T(h, My)

que ®f4uM p estun Ap-module sans torsion pour tout 7 > 1. Comme A, est un
anneau local régulier non ramifié puisque A l'est (car de caractéristique p,
voir [5, p. 634]), le théoréme 3.2 de [5] nous permet de conclure.
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