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REÂ SUMEÂ - Soit F une extension finie de Qp, d'anneau des entiersOF et E une extension
de Fp. L'action naturelle deO�F surOF se prolonge alors en une action continue sur
l'algeÁbre d'Iwasawa E[[OF ]]. Dans ce travail, on deÂmontre que les ideÂaux non nuls
de E[[OF ]] stables par O�F sont ouverts. En particulier, on deÂduit la fideÂliteÂ de
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1. Introduction

Soient p un nombre premier, F une extension finie de Qp et E une

extension de Fp. Posons G � GL2(F). Lorsque F � Qp, les travaux de

Barthel-LivneÂ puis Breuil ([6], [8]) aboutissent aÁ une classification des E-

repreÂsentations lisses irreÂductibles de G ayant un caracteÁre central.

Lorsque F 6� Qp, le meÃme probleÁme n'est pas reÂsolu. MalgreÂ des avanceÂs

de Breuil et PasÏkuÅnas ([9]) permettant de construire des familles de re-

preÂsentations irreÂductibles, on est encore loin de comprendre quels

parameÁtres doivent intervenir dans la classification de ces repreÂsentations

irreÂductibles aÁ isomorphisme preÁs (voir par exemple les travaux de l'un

d'entre nous dans [11]).

Dans ce travail, nous nous inteÂressons aÁ un probleÁme plus simple.

ConsideÂrons U le sous-groupe compact de G constitueÂ des matrices uni-

potentes supeÂrieures aÁ coefficients dans OF l'anneau des entiers de F. Si p
est une repreÂsentation lisse de G sur un E-espace vectoriel, l'action de U

sur p s'eÂtend naturellement en une action de l'algeÁbre de groupe com-

pleÂteÂe, ou algeÁbre d'Iwasawa, E[[U]]. Par lissiteÂ, tout eÂleÂment de p est

annuleÂ par un ideÂal ouvert de E[[U]]. Il est facile de voir qu'un tel ideÂal ne

peut annuler toute la repreÂsentation p lorsque p est de dimension infinie.

Cependant, il n'est pas clair a priori qu'il n'existe pas d'ideÂal non nul de

E[[U]] annulant toute la repreÂsentation p. En d'autres termes, est-ce que p
est un module fideÁle sous l'action de E[[U]] ? Lorsque F � Qp, la question

est facile aÁ reÂsoudre car E[[U]] ' E[[X]] est un anneau complet de va-

luation discreÁte, ses ideÂaux non nuls sont donc tous ouverts. En revanche,

E[[U]] est, dans le cas geÂneÂral, un anneau local reÂgulier de dimension

[F : Qp]. Nous prouvons dans ce travail que si p est une repreÂsentation

lisse irreÂductible de dimension infinie de G, l'action de E[[U]] est toujours

fideÁle. Plus preÂciseÂment nous prouvons le reÂsultat suivant. Nous con-

sideÂrons le sous-groupe T0 �
O�F 0

0 1

 !
� G. Il agit continuÃment sur U

par conjugaison, donc sur l'algeÁbre compleÂteÂe E[[U]].

THEÂ OREÁ ME 1.1. Soit I� E[[U]] un ideÂal stable sous l'action d'un sous-

groupe ouvert de T0 . Alors I � 0 ou I est ouvert dans E[[U]] .

Les techniques que nous employons pour deÂmontrer ce reÂsultat sont

classiques pour l'eÂtude des algeÁbres d'Iwasawa ([3], [4], [2]). Le cas ouÁ F est

non ramifieÂ sur Qp peut meÃme se traiter directement aÁ partir du reÂsultat
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principal de [2]. NeÂanmoins le cas totalement ramifieÂ demande deÂjaÁ un

traitement relativement diffeÂrent. Nous avons donc duÃ deÂvisser diffeÂ-

remment les arguments de [2] pour les inteÂgrer aÁ notre preuve et ainsi

traiter de front les diffeÂrents cas.1

Le theÂoreÁme 1.1 est utiliseÂ dans un autre travail de l'un des auteurs,

consacreÂ aux repreÂsentations supersingulieÁres du groupe GL2(F). Il s'agit

de l'ingreÂdient principal permettant de prouver le lemme 2:5 de [14].

Remerciements : Nous remercions Christophe Breuil pour avoir porteÂ ce

probleÁme aÁ notre attention, ainsi que pour plusieurs remarques sur une

premieÁre version de ce travail. Nous remercions Ramla Abdellatif pour ses

remarques qui ont beaucoup ameÂlioreÂ la forme finale de cet article. Enfin nous

remercions le rapporteur pour ses remarques qui ont permis d'ameÂliorer la

reÂdaction de cet article, notamment en ce qui concerne le corollaire 3.8.

Notations : Fixons p un nombre premier et E un corps de caracteÂris-

tique p. Soient F une extension finie de Qp de degreÂ n, OF son anneau des

entiers, kF son corps reÂsiduel, f � [kF : Fp], q � pf et e l'indice de rami-

fication de F sur Qp, de sorte que n � ef et kF ' Fq.

Le groupe additif OF est un pro-p-groupe uniforme (cf. [10], § 4.1). Le

groupe G � 1� pOF agit donc continuÃment sur OF au moyen de la mul-

tiplication de l'anneau OF. Notons E[[OF]] l'algeÁbre d'Iwasawa de OF aÁ

coefficients dans E :

E[[OF]] :� lim
H
 E[OF=H]

ouÁ H parcourt les sous-groupes ouverts de OF. Notons e le morphisme de

groupes de OF dans E[[OF]]� obtenu par passage aÁ la limite des mor-

phismes quotientOF=H! E[OF=H]�. L'anneau E[[OF]] est local, complet

et noetheÂrien, et son ideÂal maximal est engendreÂ par les eÂleÂments e(u)ÿ 1

pour u 2 OF (cf. [10, § 7:4]).

Comme OF=pOF ' kF[X]=(Xe), les choix d'une uniformisante $ 2 OF

et d'un eÂleÂment primitif l de kF sur Fp nous donnent un isomorphisme

d'anneaux locaux complets

E[[Xi;k; 0 � i � eÿ 1; 0 � k � f ÿ 1]] ÿ!� E[[OF]]�1�

(1) ApreÁs l'eÂcriture de cet article, K. Ardakov a prouveÂ un analogue d'un
theÂoreÁme de Zalesskii dans le cadre des algeÁbres de groupes compleÂteÂes. Le
theÂoreÁme 1.1 peut alors aussi eÃtre vu comme une conseÂquence de [1, Thm. B].
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au moyen de l'identification

Xi;k 7ÿ! e($i[lk])ÿ 1

pour tout 0 � i � eÿ 1, 0 � k � f ÿ 1, ouÁ [lk] 2 OF deÂsigne le re-

preÂsentant de TeichmuÈller de lk.

Si a et b sont deux ideÂaux d'un anneau commutatif A, on note
���
a
p

le

radical de a et (a : b) l'ideÂal des eÂleÂments x 2 A tels que xb � a.

Si V est un Fp-espace vectoriel on deÂsigne par P(V ) le projectiviseÂ de V ,

c'est-aÁ-dire l'ensemble des sous-espaces de dimension 1 de V . Si S � P(V ),

on note alors
Q
l2S

l le produit
Q
l2S

wl 2 Sym(V ) ouÁ wl est un geÂneÂrateur de la

droite l pour tout l 2 S. Il s'agit d'un eÂleÂment bien deÂfini de P(Sym(V )).

Dans toute la suite, lorsque W est un Fp-espace vectoriel, on note W�

l'espace des formes Fp-lineÂaires de W dans Fp.

2. Un peu d'algeÁbre commutative

Cette partie contient quelques preÂliminaires techniques aÁ la preuve du

theÂoreÁme principal.

2.1 ± La fonction d

Soient A � E[[X1; . . . ;Xn]] l'anneau des seÂries formelles en n variables aÁ

coefficients dans E et m son ideÂal maximal. L'anneau A est complet pour la

topologie m-adique. On note deg la fonction degreÂ associeÂe aÁ la filtration m-

adique. Plus preÂciseÂment, pour x 2 A, deg(x) est le plus grand entier k tel

que x 2 mk. Par convention, on pose deg(0) � �1. La fonction deg deÂfinit

une valuation sur A, autrement dit, on a deg(x� y) � minfdeg(x);deg(y)g
et deg(xy) � deg(x)� deg(y) pour x; y 2 A. Plus geÂneÂralement, si r 2
[0;�1[, on note mr l'ensemble des x 2 A tels que deg(x) � r.

Soit p un ideÂal premier de A. On munit A=p de la topologie m-adique et

pour tout eÂleÂment x 2 A on note n(x) le degreÂ de l'image de x dans A=p.

Autrement dit, n(x) est le plus grand entier k tel que x 2 p�mk, avec la

convention n(x)� �1 si x2 T
k�1

(p�mk). Comme A est noetheÂrien et

complet pour la topologie m-adique tout ses ideÂaux sont fermeÂs, donc

p � T
k�1

(p�mk). Ainsi n(x) � �1 si et seulement si x 2 p. On a toujours

n(x) � deg(x) mais n n'est pas neÂcessairement une valuation : on a seule-

ment la proprieÂteÂ plus faible n(xy) � n(x)� n(y) si x; y 2 A.
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DEÂ FINITION 2.1. Pour x;P 2 A, on note d(x;P) l'eÂleÂment suivant de

N [ f�1g :
d(x;P) :� sup

k�0

�
n(xkP)ÿ deg(xkP)

	
;

avec la convention d(x;P) � �1 si x ou P est nul.

On eÂcrira d(x) au lieu de d(x; 1).

L'ineÂgaliteÂ n(xy) � n(x)� n(y) implique que pour des eÂleÂments non nuls

x et P de A, on a :

n(xk�1P)ÿ deg(xk�1P) � n(xkP)ÿ deg(xkP)� n(x)ÿ deg(x):

Ainsi la fonction k 7! n(xkP)ÿ deg(xkP) est croissante, ce qui permet

d'eÂcrire :

d(x;P) � lim
k!1

�
n(xkP)ÿ deg(xkP)

�
:�2�

Soit gr(A) � L
k�0

mk=mk�1 l'anneau gradueÂ de A muni de la filtration m-

adique. Il est isomorphe aÁ un anneau de polynoÃmes aÁ n variables.

Pour x 2 A non nul, on note s(x) :� x mod mdeg (x)�1 2 gr(A) le symbole

de x et l'on pose gr(p) l'ideÂal de gr(A) engendreÂ par les symboles s(x) pour

x 2 p.

C'est un ideÂal gradueÂ de gr(A) qui veÂrifie :

gr(p) �
M
k�0

(p \mk)=(p \mk�1) � gr(A):

Le lemme suivant reÂsume quelques proprieÂteÂs de la fonction d.

LEMME 2.2. Soit x 2 A un eÂleÂment non nul.

(i) La fonction d : A! N [ f�1g ne prend que les valeurs 0 et

�1 et d(x) � �1, s(x) 2 �����������
gr(p)

p
.

(ii) On a d(x) � 0 (resp. � �1) si et seulement si pour tout P =2 p,

d(x;P) < �1 (resp. � �1).

(iii) Soit x un eÂleÂment non nul de A veÂrifiant d(x) � �1. Il existe

h > 0 et k0 � 0 tels que pour tout k � k0,

n(xk) � (1� h) deg(xk):

DEÂ MONSTRATION. (i) La condition s(x) 2 �����������
gr(p)

p
est eÂquivalente aÁ

l'existence d'un entier k0 � 1 tel que

n(xk0 ) � deg(xk0 )� 1:
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Par conseÂquent, si s(x) 2 �����������
gr(p)

p
, alors :

8m � 1; n(xmk0 ) � mn(xk0 ) � m� deg(xmk0 );

d'ouÁ d(x) � �1 d'apreÁs (2). D'autre part, si s(x) =2 �����������
gr(p)

p
, alors n(xk) �

deg(xk) pour tout k � 1, donc d(x) � 0.

(ii) Montrons tout d'abord que d(x) � �1 si et seulement si

d(x;P) � �1 pour tout P 2 A. En prenant P � 1, on voit que la condi-

tion est suffisante. De plus, comme n(xkP) � n(xk)� deg(P), on a bien

d(x;P) � �1 si d(x) � �1, d'ouÁ la neÂcessiteÂ.

Supposons maintenant d(x) � 0. D'apreÁs [12, corollaire 3.14], qui est

une conseÂquence du lemme d'Artin-Rees, on sait que si P =2 p alors il existe

un entier k0 � 0 tel que :

8k � k0; ((p�mk) : P) � (p : P)�mkÿk0 � p�mkÿk0 ;

ouÁ l'eÂgaliteÂ vient de l'hypotheÁse P =2 p. On en deÂduit que pour k assez grand

(tel que n(xkP) � k0) on a :

n(xk) � n(xkP)ÿ k0;

dont on deÂduit que

n(xkP)ÿ deg(xkP) � (n(xk)ÿ deg(xk))� (k0 ÿ deg(P)) � k0 ÿ deg(P):

Ceci prouve la neÂcessiteÂ.

La suffisance s'obtient en prenant P � 1.

(iii) La preuve de (i) nous donne un entier k0 � 1 tel que n(xk0 ) �
1� deg(xk0 ). Notons que la condition d(x) � �1 entraõÃne deg(x) 6� 0.

Pour k � k0 posons m � bk=k0c la partie entieÁre de k=k0 ; on a alors

n(xk) � m� deg(xk) � deg(xk)

�
1� m

kdeg(x)

�
� deg(xk)

�
1� 1

2k0deg(x)

�
:

Il suffit donc de prendre h � 1

2k0deg(x)
pour conclure. p

2.2 ± Le controÃleur d'un ideÂal

Soit G un pro-p-groupe et E[[G]] l'algeÁbre d'Iwasawa de G. Soient I un

ideÂal de E[[G]] et H un sous-groupe fermeÂ de G. On dit que I est controÃleÂ

par H, ou que H controÃle I, lorsque I est topologiquement engendreÂ par un

sous-ensemble de E[[H]] ou, de manieÁre eÂquivalente, si

I � (I \ E[[H]]) � E[[G]]:
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Si G � OF, voici un criteÁre pour prouver que I est controleÂ par le sous-

groupe ouvert $OF.

LEMME 2.3. Soit I un ideÂal de E[[OF]]. L'ideÂal I est controÃleÂ par $OF

si et seulement si I est stable par les deÂrivations
@

@X0;k
pour 0� k� f ÿ1.

DEÂ MONSTRATION. C'est un cas particulier de [4, proposition 2.4(d)]. p

2.3 ± Quelques reÂsultats sur les matrices de polynoÃmes

Pour pouvoir appliquer le lemme 2.3, il nous faut pouvoir eÂcrire les deÂri-

vations
@

@X0;k
en fonctions des deÂrivations de E[[OF]] induites par l'action deG.

C'est l'objet de cette partie. Plus preÂciseÂment consideÂrons un Fp-espace vec-

toriel V de dimension finie. Les deÂrivations de l'algeÁbre Sym(V ) s'identifient

aux morphismes Sym(V )-lineÂaires HomSym (V )(Sym(V )
Fp
V ;Sym(V )),

c'est-aÁ-dire aux applications Fp-lineÂaires de V dans Sym(V ). Nous allons

deÂsormais raisonner en termes d'applications Fp-lineÂaires. Soit f l'inclusion

canonique de V dans Sym(V ). On note fpn

l'application Fp-lineÂaire de V dans

Sym(V ) obtenue en posantfpn

(v) � f(v)pn

pour tout v 2 V . La proposition 1:4

de [3] montre que si g est une forme lineÂaire de V , on peut l'eÂcrire, quitte aÁ

multiplier g par un eÂleÂment homogeÁne bien choisi de Sym(V ), comme une

combinaison Sym(V )-lineÂaire des dim(V ) applications fpn

; . . . ; fpn�dim (V )ÿ1

pour tout choix d'un entier n � 0. Dans cette partie, nous reprenons la preuve

de [3, proposition 1.4] afin d'obtenir une borne infeÂrieure pour les degreÂs des

coefficients de cette combinaison lineÂaire.

PROPOSITION 2.4. Fixons g 2 V�. Soient m � dimV et mV l'ideÂal

maximal de Sym(V ) engendreÂ par V. Alors pour s � 0, on a la relation

suivante dans Hom Fp
(V ;Sym(V )) :� Y

w2P(V )nP(ker g)

w

�ps

� g 2
Xm
j�1

mps(pmÿ1ÿp jÿ1)
V fps�jÿ1

:

La preuve de la proposition 2.4 consiste essentiellement aÁ combiner la

formule de Cramer aÁ des estimations du degreÂ des mineurs d'une matrice

de Vandermonde. Les notations suivantes sont issues de [3, § 1].

Soit fw1; . . . ;wmg une base de V sur Fp. On note M(w1; . . . ;wm) 2
Mm(Sym(V )) la matrice de type Vandermonde associeÂe :
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M(w1; . . . ;wm) �

w1 w2 � � � wm

wp
1 wp

2 � � � wp
m

..

. ..
. . .

. ..
.

wpmÿ1

1 wpmÿ1

2 � � � wpmÿ1

m

0BBBBB@

1CCCCCA�3�

Soit Com(M(w1; . . . ;wm)) sa comatrice, dont on rappelle que le (i; j)-eÁme

terme est eÂgal aÁ (ÿ 1)i�j det Cij, ouÁ Cij est le bloc de M(w1; . . . ;wm) obtenu

en enlevant la i-eÁme ligne et la j-eÁme colonne. La formule de Cramer

s'eÂcrit alors

M(w1; . . . ;wm) � tCom(M(w1; . . . ;wm)) � det M(w1; ::;wm) � Idm:

Pour j 2 f1; . . . ;mg, notons Wj � V le sous-Fp-espace vectoriel en-

gendreÂ par fwi : i 6� jg et deÂfinissons les matrices

M(w1; . . . ; ŵj; . . . ;wm) :�M(w1; . . . ;wjÿ1;wj�1; . . . ;wm):

Il est prouveÂ dans [3, proposition 1.2] que det M(w1; . . . ; ŵj; . . . ;wm)

divise tous les det Cij pour 1 � i � m et que det (M(w1; . . . ;wm)) est un

polynoÃme homogeÁne de degreÂ jP(Fm
p )j ([3, Lemma 1:1]).

LEMME 2.5. Pour 1 � i � m, on a

det Cij

det M(w1; . . . ; ŵj; . . . ;wm)
2 mpmÿ1ÿpiÿ1

V :

DEÂ MONSTRATION. Il suffit de remarquer que det Cij est un polynoÃme

de degreÂ supeÂrieur ou eÂgal aÁ

(1� p� � � � � pmÿ1)ÿ piÿ1;

et que det M(w1; . . . ; ŵj; . . . ;wm) est homogeÁne de degreÂ 1�p�� � � � pmÿ2.

p

DEÂ MONSTRATION DE LA PROPOSITION 2.4. On peut supposer que g 6� 0,

car sinon l'eÂnonceÂ est eÂvident. Posons f1 :� g et compleÂtons f f1g en une

base f f1; . . . ; fmg de V �. Soit fw1; . . . ;wmg � V sa base duale, de telle sorte

que f �Pm
j�1

wj fj. Par construction on a alors

8r � 0; fpr �
Xm
j�1

wpr

j fj�4�
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Soient e; f 2 HomFp (V ;Sym(V ))m les vecteurs colonnes deÂfinis par

e �
fps

..

.

fps�mÿ1

0BB@
1CCA; f �

f1

..

.

fm

0BB@
1CCA:

En prenant successivement r � s; s� 1; . . . ; s�mÿ 1 dans l'eÂquation (4)

on obtient l'eÂgaliteÂ matricielle suivante :

M(wps

1 ; . . . ;wps

m ) � f � e:�5�

Posons maintenant Dj �
Q

w2P(V )nP(ker ( fj))

w. Par [3, Lemma 1.1(2)], on a

Dps

j � lj � det M(wps

1 ; . . . ;w ps

m )

det M(wps

1 ; . . . ; ŵ ps

j ; . . . ;wps

m )

avec lj 2 F�p . En deÂsignant par H la matrice diagonale dont le ( j; j)-eÁme

terme est lÿ1
j � det M(wps

1 ; . . . ; ŵps

j ; . . . ;wps

m ) et par D la matrice diagonale

dont le ( j; j)-eÁme terme est Dj, on trouve:

Hÿ1 � tCom(M(wps

1 ; . . . ;wps

m ))|��������������������������{z��������������������������}
�def eM

�M(wps

1 ; . . . ;w ps

m ) � Dps�6�

et, d'apreÁs le lemme 2.5, eM est une matrice dont le ( j; i)-eÁme terme est un

eÂleÂment de mps(pmÿ1ÿpiÿ1)
V .

La premieÁre ligne de l'eÂgaliteÂ de matrices eM � e � Dps � f, deÂduite de

(5) et (6), nous permet donc de conclure. p

Soit (A;m) une Fp-algeÁbre locale contenant Sym(V ) telle que mV � m.

ConsideÂrons eÂgalement la situation plus geÂneÂrale ouÁ V1 est un Fp-espace

vectoriel de dimension finie et W 2 HomFp
(V1;V ), d'image V2 � V . On note

encore par la lettre W l'application Fp-lineÂaire de V1 dans Sym(V ) obtenue

par composition avec l'inclusion canonique f : V � Sym(V ). Il est plus

agreÂable pour la suite de reformuler la proposition 2.4 sous la forme suivante.

PROPOSITION 2.6. Fixons g 2 V�2 . Soit m � dimV2 . Alors pour s � 0,

on a, dans HomFp
(V1;A),� Y

w2P(V2)nP(ker g)

w

�ps

� (g � W) 2
Xm

j�1

mps(pmÿ1ÿp jÿ1)Wps�jÿ1

:�7�
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DEÂ MONSTRATION. Il suffit de composer le reÂsultat de la proposition

2.4, appliqueÂ aÁ V2, aÁ droite avec W, et aÁ gauche avec l'inclusion

Sym(V2) � Sym(V ) � A. p

3. Le reÂsultat principal

Cette partie est consacreÂe aÁ la deÂmonstration du theÂoreÁme principal.

THEÂ OREÁ ME 3.1. Soient G 0 un sous-groupe ouvert de G et I un ideÂal non

nul de E[[OF]] stable par G 0. Alors I est un ideÂal ouvert de E[[OF]].

CommencËons par nous ramener au cas ouÁ I est un ideÂal premier.

LEMME 3.2. Si l'ideÂal maximal m de E[[OF]] est le seul ideÂal premier

non nul de E[[OF]] stable par un sous-groupe ouvert de G, alors le theÂo-

reÁme 3.1 est vrai.

DEÂ MONSTRATION. Soit I un ideÂal non nul de E[[OF]] stabiliseÂ par un

sous-groupe ouvert de G. L'anneau E[[OF]] eÂtant noetheÂrien, l'ensemble

Ass(E[[OF]]=I) ([7, § 1]) des ideÂaux premiers associeÂs aÁ I est fini et ses

eÂleÂments sont les ideÂaux premiers de la forme

(I : (s)); s 2 E[[OF]]:

On veÂrifie directement que si g 2 G 0 et si (I : (s)) est premier, alors (I : g(s))

l'est aussi. Autrement dit, l'ensemble Ass(E[[OF]]=I) est stable par G 0.
Comme Ass(E[[OF]]=I) est fini, il existe un sous-groupe ouvert G 00 de G 0 qui

fixe tous les eÂleÂments de Ass(E[[OF]]=I). Ainsi Ass(E[[OF]]=I) � fmg.
Comme

���
I
p

peut s'eÂcrire comme une intersection d'eÂleÂments de

Ass(E[[OF]]=I), on a
���
I
p � m et donc I est ouvert dans E[[OF]]. p

Posons V :� L
0�i�eÿ1;0�k�fÿ1

FpXi;k, c'est un sous-Fp-espace vectoriel de

E[[OF]]. D'apreÁs l'isomorphisme (1), on a V 
Fp E ' m=m2. On peut ainsi

identifier V aÁ un Fp-sous-espace de m=m2, ce que nous ferons dans la suite.

Posons enfin Yi �
Lfÿ1

k�0

FpXi;k de sorte que V �Leÿ1

i�0

Yi .

DEÂ FINITION 3.3. On deÂfinit un morphisme r : OF=pOFEndFp
(V )

comme suit : si x 2 OF=pOF et si x 2 OF est un releÁvement de x, alors

r(x)(Xi;k) :� e(x �$i[lk])ÿ 1 modm2:
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REMARQUE 3.4. Si on pose g � OF=pOF, il s'agit de l'action de g sur V

deÂcrite dans [2, § 4:2]. Comme notre cas est treÁs particulier, nous n'uti-

lisons pas le formalisme de cet article.

Puisque e(x� y)ÿ 1� (e(x)ÿ1)� (e(y)ÿ1) modm2; et que e(py)ÿ1 �
(e(y)ÿ 1)p 2 mp pour tous x; y 2 OF, on voit que la deÂfinition ci-dessus

ne deÂpend pas du choix du releÁvement x et que r est bien un mor-

phisme d'espaces vectoriels sur Fp. On peut identifier OF=pOF avec

kF[$]=($e) �Leÿ1

i�0

kF$
i.

LEMME 3.5. Fixons i 2 f0; . . . ; eÿ 1g.

(i) Soit x 2 kF$
i. Alors r(x)(Yj) �

Yi�j si i� j � eÿ 1

0 si i� j � e:

�
(ii) Soient 0 � j � eÿ 1ÿ i et g 2 Y�i�j non nul. Alors l'application

de kF$
i dans Y�j donneÂe par x 7! g � r(x) est une bijection.

DEÂ MONSTRATION. L'application x 7! (e(x)ÿ 1)�m2 est un isomor-

phisme de groupes de OF=pOF sur V et l'action de r(x) sur V induit une

action sur OF=pOF qui est donneÂe par la multiplication par x. Les deux

eÂnonceÂs s'en deÂduisent. p

LEMME 3.6. Soit p un ideÂal premier de E[[OF]] . Pour que p soit l'ideÂal

maximal de E[[OF]] , il faut et il suffit que
�����������
gr(p)

p
soit l'ideÂal maximal de

gr(E[[OF]])�E[s(Xi;k)] engendreÂ par les s(Xi;k), 0� i� eÿ1; 0� k� f ÿ1.

DEÂ MONSTRATION. La neÂcessiteÂ est immeÂdiate. Prouvons la suffisance.

Si gr(p) contient une puissance de gr(m), on a p�mn�1 � mn pour n assez

grand. En utilisant le lemme de Nakayama, on montre qu'alors p � mn

puis p � m vu que p est premier. p

ConsideÂrons un ideÂal premier p non nul qui n'est pas maximal. Le

lemme 3.6 implique que
�����������
gr(p)

p
ne contient pas tous les s(Xi;k). Il existe

donc un indice i0 2 f0; . . . ; eÿ 1g tel que

(a) s(Xj;k) 2 �����������
gr(p)

p
pour tout j > i0 et tout 0 � k � f ÿ 1 ;

(b) il existe k0 2 f0; . . . ; f ÿ 1g tel que s(Xi0;k0 ) =2
�����������
gr(p)

p
.

Dans la suite, on voit r(�x) comme un eÂleÂment de HomFp
(V ;E[[OF]]) via

l'inclusion V ,!E[[OF]].
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PROPOSITION 3.7. Soit p un ideÂal premier de E[[OF]] stable sous

l'action d'un sous-groupe ouvert G 0 � G et veÂrifiant les conditions (a) et

(b) ci-dessus. Soit F 2 p. Il existe h > 0 tel que pour tout r suffisamment

grand l'on ait

8 x 2 kF$
i0 ;

Xfÿ1

k�0

r(x)(X0;k)pr � (1� X0;k)
@F

@X0;k
2 p�mpr(1�h):�8�

DEÂ MONSTRATION. Soit x 2 kF$
i0 . En choisissant un releÁvement

x 2 OF de x, on a par deÂfinition, pour tout 0 � i � eÿ 1; 0 � k � f ÿ 1 :

r(x)(Xi;k)pr � e(prx �$i[lk])ÿ 1 modm2pr

:

Posons g � 1� prx avec r suffisamment grand pour que g 2 G 0. Par

deÂfinition de l'action de g sur OF, on obtient

g(Xi;k) � e((1� prx)$i[lk])ÿ 1 � Xi;k � (1� Xi;k) � r(x)(Xi;k)pr

modm2pr

:

Soit maintenant F 2 p. En eÂcrivant le deÂveloppement de Taylor aÁ l'ordre 1

de g(F) � F(g(Xi;k)), on voit que

g(F)ÿ F ÿ
X
i;k

r(x)(Xi;k)pr � (1� Xi;k)
@F

@Xi;k
2 m2pr

:

Comme p est stable par G 0, on a g(F) 2 p et doncX
i;k

r(x)(Xi;k)pr � (1� Xi;k)
@F

@Xi;k
2 p�m2pr

:

Pour x 2 kF$
i0 , le lemme 3.5 implique que

r(x)(Y0) � Yi0
; . . . ; r(x)(Yeÿ1ÿi0

) � Yeÿ1 et 8i � eÿ i0; r(x)(Yi) � 0:�9�
Par ailleurs, l'hypotheÁse sur i0 et le lemme 2.2 (i) montrent que

d(Xj;k)� �1 pour j > i0 et 0 � k � f ÿ 1. Autrement dit, d(y) � �1
pour y 2 Yj, j > i0. CombineÂes aÁ (9), ces eÂgaliteÂs nous donnent

d(r(x)(Xi;k)) � �1 pour tout 1 � i � eÿ 1ÿ i0, 0 � k � f ÿ 1. Comme

deg(r(x)(Xi;k)pr

) � pr on deÂduit du lemme 2.2(iii) l'existence de h > 0 tel

que, pour tous 1 � i � eÿ 1ÿ i0, 0 � k � f ÿ 1 et r suffisamment grand,

r(x)(Xi;k)pr � (1� Xi;k)
@F

@Xi;k
2 p�m(1�h)pr

:

Ceci permet de conclure. p

Le corollaire qui suit est le reÂsultat cleÂ pour deÂmontrer le theÂoreÁme

principal. Il utilise l'estimation eÂtablie dans la proposition 2.6.
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COROLLAIRE 3.8. Conservons les notations de la proposition 3.7.

Soient g 2 Y�i0
une forme lineÂaire non nulle et x un eÂleÂment de

kF$
i0nf0g. Posons

Pg;x �
Xfÿ1

k�0

(g � r(x))(X0;k) � (1� X0;k)
@F

@X0;k
:

Alors, en notant Ug �
Q

w2P(Yi0
)nP(ker ( g))

w, on a d(Ug;Pg;x) � �1.

DEÂ MONSTRATION. D'apreÁs la deÂfinition de la fonction d (cf. §2.1), on

peut supposer que Ug;Pg;x =2p. Il suffit alors de montrer que

sup
r�0

�
n(Upr

g Pg;x)ÿ deg(Upr

g Pg;x)
	 � �1:

Notons d'abord que Ug est un polynoÃme homogeÁne de degreÂ p fÿ1, de telle

sorte que

deg(Upr

g Pg;x) � pr�fÿ1 � deg(Pg;x):

De plus, la proposition 2.6 appliqueÂe aÁ W � r(x)jY0
, V1 � Y0 et V2 � Yi0

,

nous donne pour tout r � 0

Upr

g � (g � r(x)) �
Xf

j�1

uj;r � r(x)pr�jÿ1

pour certains uj;r 2 mpr(p fÿ1ÿp jÿ1), et en appliquant cette formule aÁ X0;k on

obtient

Upr

g � (g � r(x))(X0;k) �
Xf

j�1

uj;r � r(x)(X0;k)pr�jÿ1

:

En notant que les uj;r sont indeÂpendants de k, cela nous permet d'eÂcrire au

moyen de l'inclusion (8) :

Upr

g Pg;x �
Xfÿ1

k�0

�Xf

j�1

uj;r � r(x)(X0;k)pr�jÿ1

�
(1� X0;k)

@F

@X0;k

�
Xf

j�1

uj;r

�Xfÿ1

k�0

r(x)(X0;k)pr�jÿ1

(1� X0;k)
@F

@X0;k

�

2
Xf

j�1

mpr(p fÿ1ÿp jÿ1) � (p�mpr�jÿ1(1�h))

� p�mpr(p fÿ1�h)
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pour tout r suffisamment grand. Cela entraõÃne que (pour r � 0)

n(Upr

g Pg;x) � pr�fÿ1 � hpr

et donc d(Ug;Pg;x) � �1 puisque h > 0.

DEÂ MONSTRATION DU THEÂ OREÁ ME 3.1. D'apreÁs le lemme 3.2 il suffit de

montrer que si p est un ideÂal non nul de E[[OF]] stable par un sous-

groupe ouvert de G alors p � m. Soit p � E[[OF]] un ideÂal premier stable

par un sous-groupe ouvert de G. Supposons par l'absurde que p n'est ni

nul, ni maximal, et soit i0 l'indice satisfaisant les conditions (a) et (b)

comme preÂceÂdemment. Il existe g 2 Y�i0
non nul tel que s(Ug) =2 �����������

gr(p)
p

.

En effet, en appliquant le theÂoreÁme des zeÂros de Hilbert, on voit que

l'ideÂal gradueÂ de E[s(Xi0;0); . . . ; s(Xi0; fÿ1)] engendreÂ par tous les s(Ug) est

un ideÂal ouvert de E[s(Xi0;0); . . . ; s(Xi0; fÿ1)]. La condition (b) implique

donc l'existence d'un tel g.

D'apreÁs le lemme 2.2 (i), on a alors d(Ug) � 0. Le corollaire 3.8 et le

lemme 2.2(ii) impliquent donc

8x 2 kF$
i0 ;

Xfÿ1

k�0

(g � r(x))(X0;k) � (1� X0;k)
@F

@X0;k
2 p:

Le lemme 3.5 assure l'existence de xk 2 kF$
i0 tel que g � r(xk) � X�0;k, ouÁ

fX�0;k; 0 � k � f ÿ 1g deÂsigne la base duale de Y0 . On en deÂduit que

80 � k � f ÿ 1; (1� X0;k)
@F

@X0;k
2 p;

et, puisque 1� X0;k est inversible dans E[[OF]], que
@F

@X0;k
2 p. Ceci eÂtant

vrai pour tout 0 � k � f ÿ 1, le lemme 2.3 implique que p est controÃleÂ

par $OF.

Comme E[[OF]] est une E[[$OF]]-algeÁbre finie, l'ideÂal p \ E[[$OF]]

est un ideÂal premier de E[[$OF]] qui n'est ni nul ni maximal. La multi-

plication par $ induit un isomorphisme G-eÂquivariant de pro-p-groupes

OF � $OF. En iteÂrant l'argument preÂceÂdent, on voit qu'en fait p est

controÃleÂ par tous les sous-groupes $nOF pour n 2 N. CommeT
n2N

$nOF � f0g, on obtient p � 0.

DEÂ MONSTRATION DU THEÂ OREÁ ME 1.1 C'est une simple relecture du

theÂoreÁme 3.1 en tenant compte de l'isomorphisme OF ' U. p
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4. Applications

COROLLAIRE 4.1. Soit (p; r) une repreÂsentation lisse irreÂductible de

G � GL2(F) sur un E-espace vectoriel de dimension infinie. Alors l'action

de E[[U]] sur p est fideÁle.

DEÂ MONSTRATION. Soit I le noyau de E[[U]]! EndE(p). C'est un

ideÂal de E[[U]] stable sous l'action de T0. D'apreÁs le theÂoreÁme 1.1, I est

ouvert ou nul. Supposons par l'absurde qu'il soit ouvert. Alors il existe un

sous-groupe ouvert U0 � U agissant trivialement sur p. Soit N � G le

sous-groupe des matrices unipotentes supeÂrieures. Ce groupe N est une

union de conjugueÂs de U 0. Ainsi le noyau de r : G! Aut(p) contient U0,
donc N. Or un sous-groupe distingueÂ de G contenant N contient SL2(F).

On peut voir p comme une repreÂsentation lisse irreÂductible du groupe

GL2(F)=SL2(F), qui est isomorphe aÁ F�. Pour conclure il suffit de

montrer qu'une telle repreÂsentation est toujours de dimension finie.

Comme O�F est le produit direct d'un pro-p-groupe et d'un groupe fini

d'ordre premier aÁ p, il existe un eÂleÂment non nul v 2 p tel que O�F agisse

sur v par un caracteÁre. Cela implique que, par irreÂductibiliteÂ de p et par la

deÂcomposition F� � O�F �$Z, p devient un E[$Z]-module simple en-

gendreÂ par v. Or l'anneau E[$Z] est isomorphe aÁ E
h
X;

1

X

i
en identifiant

$ avec X. L'eÂnonceÂ deÂcoule alors du fait que, par le theÂoreÁme des zeÂros

de Hilbert, tout module simple sur E
h
X;

1

X

i
est de dimension finie sur E.

En effet, un module simple non nul sur un anneau n'est autre qu'un

quotient de cet anneau par un ideÂal maximal.

COROLLAIRE 4.2. Soit M un E[[U]]-module de type fini muni d'une

action semi-lineÂaire de T0 et soit Ass(M) l'ensemble des ideÂaux premiers

associeÂs aÁ M ([7, § 1]). Alors Ass(M) � ff0g;mg. Si de plus M est de

torsion, alors Ass(M) � fmg et M est de longueur finie.

DEÂ MONSTRATION. Comme dans la preuve du lemme 3.2, on voit que

Ass(M) est fini et ses eÂleÂments sont tous stables par un certain sous-

groupe ouvert de T0. Le premier eÂnonceÂ s'en deÂduit. Pour le deuxieÁme, il

suffit de remarquer que f0g =2Ass(M) lorsque M est de torsion.

COROLLAIRE 4.3. Soit M un E[[U]]-module de type fini muni d'une

action semi-lineÂaire de T0 . Si on note T(M) le sous-E[[U]]-module de

torsion de M, T(M) est de longueur finie sur E[[U]]. De plus il existe alors
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un E[[U]]-module de type fini reÂflexif M1 contenant M=T(M) tel que le

quotient de M1 par M=T(M) soit de longueur finie. Si [F : Qp] � 2, on peut

meÃme supposer que M1 est un E[[U]]-module libre.

DEÂ MONSTRATION. On note M� � Hom E[[U]](M;E[[U]]) le dual de M.

On le munit d'une action de T0 de la facËon suivante. Si g 2 T0, f 2M�

et x 2M, on pose (g � f )(x) � gf (gÿ1x). L'application canonique de

i : M!M�� est alors T0-eÂquivariante. De plus, si K deÂsigne le corps

des fractions de A, l'application i
A K est un isomorphisme de K-espaces

vectoriels de dimension finie. On en conclut que Ker(i) et Coker(i) sont des

E[[U]]-modules de type fini, de torsion et stables par T0. Ils sont donc de

longueur finie d'apreÁs le corollaire 4.2. Comme M�� est sans torsion, on a en

fait Ker(i) � T(M), ceci permet de conclure en prenant M1 �M��.
Si dim(E[[U]]) � 1, E[[U]] est un anneau de valuation discreÁte, tout

E[[U]]-module de type fini sans torsion est donc libre. D'apreÁs la propo-

sition 2 de [13], tout module reÂflexif de type fini sur un anneau local

noetheÂrien reÂgulier de dimension 2 est libre, donc M�� est libre si

dim(E[[U]]) � 2.

On peut se demander aÁ quel point, lorsque [F : Qp] > 2, un E[[U]]-

module reÂflexif de type fini muni d'une action semi-lineÂaire de T0 est

eÂloigneÂ d'un E[[U]]-module libre. Nous ne connaissons pas d'exemple de

tel module qui ne soit pas libre. Le mieux que l'on puisse dire sur un tel

module est contenu dans la proposition suivante.

PROPOSITION 4.4. Soit M un E[[U]]-module reÂflexif de type fini muni

d'une action semi-lineÂaire de T0 . Pour tout ideÂal premier p 6� m de

E[[U]], le E[[U]]p-module Mp est libre.

DEÂ MONSTRATION. Posons A � E[[U]]. Pour i � 1, notons 
i
AM :�

M 
A � � � 
A M le A-module produit tensoriel de i copies de M. Ce sont

des A-modules de type fini munis naturellement d'une action semi-lineÂaire

de T0. Soit T(
i
A M) le sous-module de torsion de 
i

AM; il est clairement

stable par T0. D'apreÁs le corollaire 4.2, on voit que Ass
ÿ
T(
i

A M)
��fmg,

d'ouÁ
ÿ
T(
i

A M)
�
p
� 0 pour tout ideÂal premier p 6� m par [7, § 3, corollaire 1].

On deÂduit alors des isomorphismes naturels (avec les notations eÂvidentes)ÿ
T(
i

A M)
�
p
� T

ÿ
(
i

A M
�
p
) � T(
i

Ap
Mp)

que
i
Ap

Mp est un Ap-module sans torsion pour tout i � 1. Comme Ap est un

anneau local reÂgulier non ramifieÂ puisque A l'est (car de caracteÂristique p,

voir [5, p. 634]), le theÂoreÁme 3.2 de [5] nous permet de conclure.
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