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Solution globale de I’équation de coagulation des gouttelettes
en chute avec le vent horizontal

H. BELHIRECHE (%) — M. Z. Aissaoul (x*) — F. ELLAGGOUNE (%)

ABsTrRACT — We consider the integro-differential equation describing the coagulation pro-
cessus of water drops falling in the air in a three-dimensional domain with presence of a
horizontal wind. Under suitable hypothesis and some conditions we prove the existence
of the stationary solution and then the global solution using the techniques developed
in [10] and [2].

REsuME — On considere 1’équation integro-différentielle décrivant le processus de coagu-
lation des gouttelettes en chute dans 1’air dans un domaine tridimensionnel en pré-
sence d’un vent horizontal. Lors des hypothéses convenables et quelques conditions on
montre 1’existence de la solution stationnaire ainsi que la solution globale en utilisant
les techniques développées dans [10] et [2].
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1. Introduction

Nous considérons I’équation qui décrit le déplacement des gouttelettes par la force
gravitationnelle et par le vent horizontal ainsi que le processus de coagulation. Du
point de vue mathématique, il s’agit de I’équation de type Smoluchowski (voir [17],
[13], [18]) avec le déplacement des gouttelettes déterminé par leur masse ; c’est une
équation intégro-différentielle pour une fonction inconnue 0 = o(m,t,x,y,z)
représentant la densité (par rapport au volume de I’air) de I’eau liquide contenue
dans les gouttelettes de masse m au temps ¢ et au position (x, y,z) € R3. Le
mouvement de I’air en considération est un vent horizontal dans la direction de
I’axe x qui dépend de y (c’est-a-dire v = v(y)). Dans [10] les auteurs ont démontré
I’existence de la solution stationnaire en présence d’un vent horizontal constant
et dans [2] les auteurs ont démontré I’existence et ’unicité de la solution globale
du méme équation dans un domaine d’une dimension spatiale. Le présent travail
est une généralisation des deux travaux ([10], [2]), plus précisement, on démontre
I’existence et I’unicité de la solution globale dans un domaine de trois dimensions
spatiales en présence d’un vent horizontal et avec des conditions initiales et des
conditions aux limites (conditions d’entrées) dans des espaces convenables.

Du point de vue technique, ce travail utilise les techniques développées dans
[10] et [2], en particulier I’introduction de la famille de courbes sur lesquelles
on considere 'opérateur intégral de coagulation, et leurs propriétés, et sur la
construction de “cone de dépendence” pour la solution.

2. Position du probléme

Considérons le domaine R? x [0, 1], qui représente une région horizontale dans
laquelle les gouttelettes se déplacent a cause de la force gravitationnelle et avec le
vent. Désignons par o (m, t, x, y, z) la densité de I’eau liquide contenue dans les
gouttelettes de masse m au point (x, y,z) € R?>x]0, 1[a l'instant 7 € R.

Nous supposons que les gouttelettes subissent le processus de coagulation et
en mé€me temps se déplacent par la force gravitationnelle et le mouvement de lair
dans lequel elles se trouvent tout en subissant I’effet de frottement avec ce dernier,
ces considérations nous amenent a I’équation suivante (voir [1], [2], [15], [10])

0:o0(m,t,x,9,2) + Vixyz) - (0(m, t,x,y, z)u(m))
m m
2.1 = 5/ Bm —m' . mo(m',t,x,y,z)o(m—m',t,x,y,z)dm’
0

o0
—m/ Bm,mo(m,t,x,y,z)om’ t,x,y,z)dm,
0
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V(x,y,Z) = (Ox, ay, 0z),

tandis que B(m, m,) représente la probabilité de rencontre entre une gouttelette
de masse m; et une gouttelette de masse m», et que u(m) désigne la vitesse des
gouttelettes de masse m. On suppose que

B(,-) e C(Ry xRy), PBOmy,mz) >0, pour(my,mz) € Ry xRy,

B(m1,mz) = B(ma, mr)
et nous admettons que u = u(m) est donnée par

(2.2) u=u(m) = (17()/),0, —i>
a(m)

avec v(y) est la vitesse de ’air, g est une constante positive représentant 1’accé-
lération gravitationnelle et «x(m) est le coefficient de friction entre les gouttelettes
et 'air. La relation (2.2) correspond, dans une bonne approximation, a la vitesse
réelle des gouttelettes dans I’atmosphere (voir par exemple [16], [1], [15]).

Comme les petites gouttelettes s’évaporent immédiatement a cause de la cour-
bure tres élevée de leur surface (voir [14], [8]) par contre les gouttelettes tres
grandes se fragmentent a cause de la friction avec I’air environnant, nous consi-
dérons que les gouttelettes sont absentes en dehors d’un intervalle |mg,, 4.
Par conséquent la fonction o vérifie

o(m) =0 pourm € [0,mg] U [my, ool
Ceci nous permet de définir les fonctions «(-) et 5(-, -) tels que

0 < inf «a(m) < sup «a(m) < oo
meR 4 meR

et

B(my,my) =0 pourmy + my > iy,

Nous posons

(2.3) o = sup «(m).
meR
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3. Solution stationnaire
On considere I’équation stationnaire issue de (2.1) suivante
Vix,y,z) - (@(m, x, y, z)u(m))

_ m " ’ / / / /

3.1) =3 Bm—m',mYo(m',x,y,z)o(m—m',x,y,z)dm
0
o0
— m/ B(m,mo(m,x,y,z)o(m’, x,y,z)dm’
0

avec la condition aux limites (condition d’entrée)
(32) O—(myxﬁysl):&(msxsy)'
3.1 — Préliminaires

Pour résoudre 1’équation (3.1) avec la condition (3.2), nous allons la transformer
en une équation différentielle ordinaire, en introduisant le changement de variables

(m,x,y,z)— (n,§,3,2)

défini par
m=m,

33) £=x—0()*R0-2).
y=1J
I=z

(ce changement est introduit par le fait qu’on considere la présence d’un vent
horizontal dans la direction de I’axe des x) et définissons

507.6.57.9) = aln.x.3.2) = o (& + 50V “N(1 = 2)..).

Dans la suite, on écrira simplement m, y, z et o(m, &, y,z) au lieu de m, y, Z et
o(m,&,y,7); ainsi, ’équation (3.1) se transforme en

(3.4)

0
8_U(m’ E’ Y, Z)

Z

moz(m)

= /,B(m m',m"yo(m', n(m,m' €, y,2),y,z2)

om—m',nimm—m', €, y,2),y,z)dm’

/0 Bm.m"o(m. £, y.2)o(m',n(m.m', €. y.2), y,z) dn’,

mao(m)
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a(m) —a(m’)

n(m7m/7gvy7z):§+l_)(y) (1_2)

et la condition (3.2) se transforme en
(3.5) o(m,&,y,1) =a6(m,§, ).

Par conséquent nous allons réformuler 1’équation (3.4) en une équation dif-
férentielle ordinaire dans un espace de Banach a définir (ou dans un espace de
Fréchet). Pour traiter ’opérateur intégral dans un cadre fonctionnel convenable,
nous introduisons, pour chaque y € Ret z € [0, 1] fixés, la famille de courbes

(36) 7e = Yoy = |(m.6) € Re xR s=r—a(y)%(1—z)}, reR

Cette famille de courbes y; est analogue a celle utilisée dans [10]. Cependant ces
dernieres dépondent de y.

De maniere analogue a [10] on définit une mesure p,, sur les courbes y.. Plus
précisément, en désignant par Pr_ la projection de y; sur R+, on définit les
ensembles mesurables de y; et la mesure p, sur y; par les relations :

i) A’ C y, est mesurable si et seulement si P A" est mesurable selon Lebesgue
sur R4,

i) py(A) = prr, (Pr,A'), ol up v, () estla mesure de Lebesgue sur R.

Comme les courbes y;, T € R, sont parallgles, on voit que la projection Pg__ et la
mesure [y (-) ne dépendent pas de v € R.

On rappelle que la mesure ji,, (-) a des propriétés analogues a celles démontrées
dans [10]. En effet on a les lemmes :

LemMmE 3.1. Soit A un ensemble mesurable (selon Lebesgue) de R+ x R. On
pose

Ay ={m € Ry | il existe &€ € R tel que (m, &) € y, N A},

Am ={t € R | il existe £ € R tel que (m, &) € y, N A}.
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Alors on a

KL Ry xR(A) = jL(A)

= [t

- / i (Am)ity (dm)
Yo

- / irw(Am) dm
0

(ici et dans la suite, on note par dm, dz, d§ etc. au lieude pup g, (dm), pp r(d7),
pr,r(dE) etc.).

LEMME 3.2. Soit o(m,£) € L' (R4 x R). Alors, pour presque tout T € R la
restriction de o(m, §) a y, appartient a L' (yr, jty).

LemME 3.3. Soit o(m,£) € LY (R4 x R). Alors on a

/ o(m. &) dm d = o(m.£)di
]R+X]R ]RJ’_XR

[ oo
-[ ([ ncon 0 ar )y @m)
=/0°°(/_:a(m,g)dg)dm

- ([amans

Em.t) = — 5(y) %a _2).

ou

LemME 3.4. Soient f et g deux fonctions appartenant @ L' (yz, y). On pose

(f xg)m) = [ f(m—m')g(m)uy(dm’).

Yt

Alorsona f x g € L' (ye, py) et

1 gLt ey = WLt e 18I L1 e i)

Pour la démonstration de ces lemmes voir [10].
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On pose
_. . a(m)
GD  wmy) =E+30)—=1=2). ¥ =y n0.m xR,

On peut alors écrire 1’équation (3.4) sous la forme

d
(3.8) ~0(2) = FOE). o) =0(.52)
avec
3.9
F(0(2)) = Flo(2))(m.£.y)
- o) Bm —m'm)o 'y, 2)
4 VE?}Z'.]E.y.z) N/ ’
om—m' 1. 3. 2y ()
ma(m) Bm. Yo (' 1. y. ) (m. £, y. 2)puy(dnr),
Yr(m.£.y.2)

ou 1’ et n” sont tels que
(M. 0') € Veame,yz), (m—m'.0") € Yeime,y,2)-
3.2 — Existence et unicité de la solution stationnaire dans L'

Pour démontrer I’existence et I'unicité de la solution de 1’équation (3.8) avec la
condition (3.5), nous supposons que

(3.10) 5(,-) € L"(Ry x R?*) N L®(R4 x R?),
(3.11) o(m,£,y) >0 p.p.dans Ry x R,
(3.12) supp(6) C [iig, ima] x R?,
(3.13) 151 —

' NS @B = M, Gig — i)
ol

mao(m) ;o

(3.14) M, = sup Bm —m',m).

dmg<m<iiy 2
Mg <m’'<m—mg
L’inégalité (3.13) signifie que la masse source est petite ce qui est justifié physi-
quement par le fait que, selon les physiciens, dans un métre cube on a au plus un
gramme d’eau.



70 H. Belhireche — M. Z. Aissaoui — F. Ellaggoune
On a alors la proposition suivante.

Prorposition 3.1. Si 6(m, &, y) satisfait aux conditions (3.10)—(3.13), alors
I’équation (3.8) avec la condition (3.5) admet unique solution o vérifiant

(3.15) o€ C([0,1]; LY(Ry x R%)) N L®(R4 x R? x [0, 1]).

Comme dans I’équation (3.8) ni la dérivée ni I’intégrale par rapport a y ne se
présentent, I’équation pour chaque y € R fixé peut étre résolue indépendamment,
ce qui nous permet d’envisager le probleme (3.8), (3.5) séparément pour chaque
y € R.Onpose o(m,&,z) =o(m,&,v,2z),0(m, &) = o(m,§&, y) et on considere
o (-, -, z) comme une fonction de z a valeurs dans L' (R4 x R) N L®(R4+ x R)
comme pour la proposition 5.1 dans [10]. Donc, pour démontrer la proposition 3.1,
il nous convient d’examiner directement I’approximation successive avec laquelle
on construit la solution o (m, £, z).

Posons
olm. & 2) = 5(m. )
et définissons o, n = 1,2, -+, par les relations
0
(3.16) —olM = F(e" 1), oll(m, £, 1) =6(m, §),

0z
ou F(-) est I'opérateur défini dans (3.9). De (3.16), on déduit que

1
(3.17) o™(m, € 2) =5(m,g)—/ F(oc"U(m, & 2'))dz.

z

On a le lemme suivant.

LEMME 3.5. Quelque soit n € N, o est bien définie dans la classe
oM, 2)e LRy xR)NL®[R4 xR), 0<z<1
etona
supp (o1"1(-.+,2)) C [, gl x R pour0 <z <1,
et
16 |Loo R 4 xR)
1 — (My + M) (g — ma) |5 || ooy xry(1 — 2)

||U[n] (" K Z)”L°°(]R+X]R) =
pour
(M1 + Ma) (g — mg) |0 ]| Loo@yxr) — 1
(M + M) (g — ma) |0 ]| Loo@y xR)
M, = sup M,B(m,m’).
g

m,m’€R4

<z <1,

ou
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DEmonsTtrAaTION. Voir [10]. |

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION 3.1. La proposition se démontre de la
méme manicre a la proposition 5.1 dans [10]. |

3.3 — Existence et unicité de la solution stationnaire dans L>°

Pour démontrer 1’existence et 1’unicité de la solution de (3.8), (3.5) dans le cas
générale, nous allons utiliser la propriété de “cone de dépendance”.
Soit w de R4 x R? un ensemble mesurable tel que 0 < mes(w) < oo, on définit

(3.18) Dlwl= | J Dumey
(m.£,y)ew

ol

(3.19)

Dongy) = U ( U )"c,y,z)

0=<z<1 z_(m,£,y,z)<t<t4(m.t,y)

_ {(m’, 7.y, 2') € Ry x R2 x [0, 1] ‘ n=1— 17(y/)°‘(;/)(1 Y
y =y,
—(m,§y,z) <t
< T (m.£.y)|
avec
re(m.Ey) = t(m.£.7.0) = £+ 5(;) 2,
(3.20) g

om0 = Te(m b y) — 500 22z = £ 4 52 52
g g g

(pour &g voir (2.3)). On définit également D, (z) par

po)= | ( U Vo)

(3.21) (mg.y)ew t—(mt,y,2)<t<t4(m.£.y)
={(m".n.y".2") € D[o] | 2’ = z}

c’est-a-dire Dy (z1) est I'intersection de (U ¢ y)ew Dm.g.y) €t duplan z = z;.
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D’apres la définition de I’ensemble D, ¢, ) on remarque que

(m',n',y".2') € Dim,gy)y = Vo'’ 2)y'z’ C Dimgoy)s
T(mlv El’ Y, 0) = T(mZ’ 52’ Y, 0) == D(mlaél ) — D(m27$2=y);

par conséquent, si (m1, §) et (m», §2) se trouvent sur une courbe y. o, alors ils
définissent le méme ensemble.
La propriété de “cone de dépendance” est donnée par le lemme suivant.

LeMME 3.6. Soient 11 et 5121 deux fonctions définies sur Ry x R? satisfaisant
aux conditions de la proposition 3.1. Soit ol (resp. o2) la solution de (3.8), (3.5)
avec 5 = oM (resp. 5 = 6. Siona

(3.22) gl =501 sur D, (1),
alors

2]

ol = 6P pp. dans D[w].

DeEmonsTtrATION. On integre 1’équation (3.8) par rapport a z, on a

oll(m. & y.2)
=6m.£.y)
ma(m) oINS n /
//M Byt .2
Vem.gy.2)p.z cr[’](m . m/’ n//’ y, Z/),u,,(dm/) dz’
moz(m)/ / (m,m/)a[i](m/, n/,y,z/)
Y

eI Gl gy, 2y (dm') 2,
pour i = 1,2. En faisant la différence de ces équations pouri = l eti = 2,o0na

loM(m, &, y,2) — 0P (m, £, y,2)|
< |6Mm, £, y) — 6P (m, &, y)|

+ Cﬁ(/ /[0 . Sty (dm')dz’

Veom.g.y.2/).v.2

L]

Sapty (dmr) dz’),

T(m.£.y.z).y.z/
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mao (m) a(m)

Cﬂ=max[ sup B(m —m',m’), sup ,B(m,m’)]

0<m’/<m<oo 2g m,m’ €R
et
G, = |o[1](m _ m/’ 77//’ y,z’) _ 0[2](17’1 _ m/’ 77//’ y,Z/)|O'[2] (m/’ 77/’ y,z’)

+ oM’ ', y, 2y — P’ 0y, oM —m' 0", y, 2),

&; = [0 (m, &, y.2) — 0P m, &, y, )P ', o, y, 2)
+1oMm' oy, 2) = om0, y, 2o (m, £, 3, 7).
On en déduit que

oM m, & y,2) — 0P, £, y,2)| < |6M(m, & y) — 6P (m, £, )|

(3.23) 1 1
+Cﬂ(/ 63d2/+/ 64(12/),

63 = ||O’[1](.’ SV, Z/) — 0’[2](.’ YV, Z/)||LO°(Vr(m.§-'.y.z’).y.z’)
2. . !
T T P
+ ||O[l](7 i) y7 Z/) - 0[2] ('7 i) y7 Z/)”Loo(yr(m_é_y_z’),y,z’)

[l . !
oG 2 2L oy )

64 = ||0[1](" R Z/) - 0[2](" Y, Z/)”LOO(V'L'(m.E-J/.Z’)-Y.Z’)
2] /
[0 G Y 2L gy oty o)
+ (n_,lA - n_,la)“O—[l]('s Y, Z/) - 0[2] ('1 Y, Z/)||L°°(y,(m!§!ygzx)_y_z/)
o™ 3. 2) = 0P 3. 2o Grm ey oy o0

Considérons maintenant un point générique (m,§&,y,z) de D[w]; en vertu
de (3.19)—(3.20) il existe (mg, £o, yo) € @ C Ry x R? tel que

a(mo)

€0 + v(yo) — 17()’0)%2 = 1—(mo, &0, Y0, 2)

a(m)
8

< t4(mo, &0, Yo)

A

§+0(y) (I-2)

= fo 4+ 00 22,
§
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et

Cette inégalité, jointe a I’inégalité

50y )“(’”) <™ <o,
g

implique que, pour 0 <z <z’ < 1,ona

a(mo) ( )
4

£ + 5(v0) —1_)()’0)%2/ <t -z

Ol(mo)

<& + v(yo)

et
Yy = Yo,
en vertu de (3.7) et (3.20), on a
7—(mo, &, y0.2") < t(m. &, y,z") < 14(mo. £o. Yo).
Y = Yo,
ce qui, d’apres la définition (3.21) de I’ensemble D, (z), montre que
Yi(m.£,y.2'),y.2/ C Dw(Z/) pOLll‘O <z< z <1.

On rappelle que I’on a en outre, pouri = 1,2,

||O[i](" Vs Z)”Ll(yr(m_g_y_z)_y_z;l/«y) = (n_/lA - ma)||0[i]('7 R Z)||L°°(Dw(z))

pour presque tout (m, £, y) € R4 x R2,
De (3.23) on déduit que

ot 2) = 0P D) e )
< 6™ = 61| Loo(p,, 1))

e / (o, ,z>||Loo(Dw(z/» 4 ||o[2](, o) oDy )

o™, 2y = 0PI 2 oo p, 2y 42
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ou C est une constante indépendante de z ; en utilisant le lemme de Gronwall, on
obtient

(3.24)

oMo 2) = 6P, o, 2) LoDy, )

1
< 16" = 6P oo (p,, (1)) exp (C/ oM, 2) oo (e, 21y
A

I ) eep ) 87
Or, en vertu de I’hypothese (3.22) on a
161 — 681 Loo(p,, 1) = 0,
ce qui nous permet de déduire de (3.24) que
oMo z) = o 2) |l Lso(py, 2y) <0

et, compte tenu de la relation

Dlw] = | Du(2).
0<z<l1
on a
olm, € y,z) = o (m, £, y,2) p.p- dans D[w].
Le lemme est démontré. ]

Maintenant nous pouvons démontrer le théoréme principal.

THEOREME 3.1. Si 6 € L®(Ry x R?) satisfait aux conditions

(3.25) 5(m.£,y) >0 pp. surRy x R?,
(3.26) o(m,E,y)=0 pourm € [0,mg] U [y, oo,
(327) i <
. O oo —7
WD ™ M (g — )

alors I’équation (3.8) avec la condition (3.5) admet unique solution o vérifiant
o€ L®(Rs x R? x [0,1])
avec
o(m,£,y,2) >0 p.p.dans Ry x R? x [0, 1],

o(m,€,y,z2) =0 pourm € [0,mg] U [iny, col.
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DEMONSTRATION. On considére une famille d’ensembles mesurables et bornés
w;, i € N\ {0}, définis par

(328) w; ={(m.£,y) € Ry xR |ilg <m <imq, —i <E<i, —i <y <i}.
La définition (3.18) de D[w] nous permet de définir un nombre N tel que

Dy, (1) C{(m,§,y) € Ry x R? |ing < m < inig,
—i—-N=§<i+N —-i—-1=y=i+l}.

On considere une fonction ¥; € C®(R?), ¥; > 0, telle que

1 silf|<i+Net|y|<i+]1,

piEn=1 = .
0 sil§|=i+N+1let|yl>i—+2,

on a alors
(329) Do (1) C{(m.& y) € Ry x R* | y;(§,y) =1} pouri € N\ {0}.
Soit la famille d’équations
(3.30) 0:01(m. &, y,2) = F(o'l2))(m, €, y), i € N\{0}
(avec F(-) définie dans (3.8)), complétées par la condition
(3.31) gl =y; 6 surRy x R
D’apres la proposition 3.1, le probléme (3.30)—(3.31) admet une solution unique
o =olle C([0,1]; L"(R4+ x R?)) N L®(R4 x R? x [0, 1]),

telle que

ol >0 p.p.dans Ry x R? x [0, 1],

oll(m, & y,2) =0 pourm € [0, mq] U [fiig, ool.

D’autre part, d’apres la définition (3.28) des ensembles w;, on a

D[w;] C D[w;y/] pouri <i’,
donc en vertu du lemme 3.6 et de (3.31), on a
[i]

olll = ¢l pp.dans D[w;] pouri <i.
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En définissant o par

oM dans D[w],
o= ,
ol dans D[w;]\D[wi_1]. i =2,-,-,,

alors on a
o =oll p.p- dans D, (1) pouri € IN \ {0}

et, en vertu de (3.29), de (3.30) et (3.31) on obtient
0,0(m, &, y,2z) = F(o(z))(m,&,y) dans D{w;] pouri € IN\ {0},
o=o0ll=5 sur D, (1).

En rappelant les relations

3

Ry x R% x [0, 1]| ) D[wi]

4

Il
—

et
o0
Ry x R* | ) Do, (1)
i=1

qui résultent de la définition de w;, D[w;], Dy; (1), on peut conclure qu’il existe
une solution de (3.8), (3.5) dans L>® (R4 x R? x [0, 1]). Pour démontrer I’ unicité,
considérons deux solutions oy et g, avec 07 # 0> sur un ensemble de mesure
strictement positive, alors on peut choisir un ensemble mesurable w tel que

0 < mes(w) < 0o

et
mes({(m,§, y.z) € D[] | o1 # 02}) > 0.

Comme o7 et o, sont des solutions de (3.8), (3.5),ona

o1 =0, sur Ry x R? x {1}
et en particulier
o1 =0, sur Ry x R? x {1} ﬂD[a)];
par conséquent, d’apres le lemme 3.6, on a 07 = 0, dans D[w], ce qui prouve qu’il

n’est pas possible d’avoir deux solutions o; et o, qui se different sur un ensemble
de mesure strictement positive. L'unicité de la solution est démontrée. U
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Pour I’existence et ’unicité de la solution dans les coordonnées (m, x, y, z),
on a le théoreme suivant.

TutorEME 3.2. Si 6 € L®(R4 x R?) satisfait aux conditions
G(m,x,y) >0 p.p. sur Ry x R?,
o(m,x,y)=0 pourm € [0,my] U [y, ool,

_ 1
O |7 00 < —
61| oo (4 xR2) My g —

g)’
alors I’équation (3.1) avec la condition (3.2) admet solution unique o vérifiant
o e LRy x R? x [0,1]),
telle que
o(m,x,y,2) >0 p.p.surRy x R? x [0, 1],

o(m,x,y,z) =0 pourm € [0,img] U [my, oo[.

DEmonsTrATION. On associe au probleme (3.1)-(3.2), ou la fonction inconnue
a chercher est o, le probleme (3.8), (3.5) par une application bijective définis par
le changement de variables

(m,x,y,2) — (m,§,7.2)

introduit dans (3.3) avec

a(mx.5.2) = 6 (m. & + 7)1 =), .).

Sio(m,é&,y, z)estlasolution du probleme (3.8), (3.5) dont I’existence et 1’unicité
ont ét€ démontrées dans le théoreme 3.1, alors, on obtient I’existence et I’unicité
de la solution o du probleme (3.1)-(3.2) vérifiant les mémes conditions. O

4. Solution globale de I’équation de coagulation des gouttelettes en chute avec
un vent horizontal

Nous allons chercher une fonction o (m, t, x, y, z), qui vérifie I’équation (2.1) avec

m,t,x,y,z €R+XR+><R2>< 0,1
y
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avec la conditions aux limites (condition d’entrée) et la condition initiale suivantes

4.1) o(m,t,x,y,1)=061(m,t,x,y),

4.2) o(m,0,x,y,z) =0oo(m, x, v, z).

De mani¢re analogue au cas stationnaire pour résoudre I’équation (2.1) avec
les conditions (4.1)-(4.2), nous allons la transformer en une équation différentielle
ordinaire, en introduisant le changement de variables suivant

m=m,
= x— oy )(1—z)
43) 5=
Z =z,
t~=t—M(1—2)
g

a(m)

—a(mt+ﬁ(1—z)é+ v(y)——= (1—z)yz>

on notera par m, y, z et o(m,1,§,y,z) au lieu de m, y, Z et 6(m,1,£, 7,%);
I’équation (2.1) se transforme en

a 5 m o0
G4 Lomik oy =" e g+ M/ Gedm,
0z 2g 0 g 0

avec
Gs=Bm—m',mom' t*(m,m',t,z),n(m,m’ £, y,2), y,2)
om—m' t*(m,m—m' t,z),n(m,m—m' £, y,2),y,2),
S¢ = B(m,m"o(m,1,&,y,z)o(m' i*(m,m',1,z),n(m,m" &, y,2), y,z),
_ /
*(m,m',t,z) =1+ M(l —z),
g

a(m) —a(m’)
g

nim.m'.§,y,z) =&+ 0(y) (1—-2).
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Nous introduisons pour chaque y € R et z € [0, 1] fixés, la famille de courbes

- - a(m)
Y, = VYuty,z = {(m,t,f) € R4 xR*|i=1— —(1 —z),

£=t—ily )Q(l—m}

4.5)

avec 7, € R.
Soient , £, yr[ot’m] telle que

rm B2 =7+ Q(l Lo, fmbyn)=E+ v(y)ﬁ(l ),

yr[ogm] = yr¢ N[0, m] x R2.

On pose
k=(r.0). ¥=@10.86. q=q() =00
Alors les courbes définies dans (4.5) peuvent s’écrire sous la forme suivante

a(m)

GOy = Yeye = {n.9) € Ry x B2 |9 =k —g()==(1 -2}

avec

K(m, 9, y,2) =9 +q(y)——=(1—2), y =y, n[0,m] x R2.

a(m)
8
La famille de courbes y, est similaire a celle définie dans (3.6) dans le cas
stationnaire, donc de la méme maniére, on définit une mesure w, sur les courbes

¥ et ’équation (4.4) devient

0
4.7 50(2) = F(0(2)), 0(z) =0(\- - 2),
ol
4.8)
F(o(z2)) = F(o(2))(m, 9, y)
_ ma(m)  mam) ,
- 2g Vﬁ?%,y,z) S7uy(dm’) + 2 oo Sspy(dm’)
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avec

G7=Bm—m' ,mho(m', ¥,y ,z)o(m—m', 0", y,z2),

Gg = B(m,mo(m', ¥, y,z)o(m,d,y,z),

et 9’ et " sont définis par les relations

0,
(' 9') € Vemoyzy. (m—m' 9" eylm .

On remarque que cette équation est du méme type que 1’équation (3.8) dans le
cas stationnaire et que ’opérateur intégrale figurant dans (4.8) vérifie les mémes
propriétés des lemmes 3.1, 3.2, 3.3 et 3.4.

De maniere analogue, les conditions aux limites et initiale se transforment en

“9) o6y 1) = 67 T ) = 57 (m . )

et

.10) o(m 1)k y2) =65 m 8y, 2),
4

ol 6, et o5 sont les fonctions obtenues de 6 et 61 par le changement de variables
introduit dans (4.3).

4.1 — Solution avec condition d’entrée de classe L'

Nous définissons le domaine dans lequel nous allons considérer I’équation (4.7) a
savoir

4.11)
Q= LJ Yk,y,z
xe]Rj_x]R,
YER,
0<z<l1

= {(m,z?,y,z) =(m,i,£y,2) e Ry xR3x]0, 1[ |7 >

alm) ., _ 1).}
g
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On pose
r, = {(m,z‘},y,z) =m,[,Ey.2)e Ry xR3x[0,1]|f=—Z(z—1)
I,={z=1}nQ.

Les conditions (4.9)—(4.10) peuvent étre écrites dans la forme

4.12) o=0;surly, o =a; surly,.

On a alors la proposition suivante.

PROPOSITION 4.1. Soient 65y € L' (T'q) N L™®(Ty) et Gpy € LY (Tp) N L®(Tp)
telles que

O@(m, v, y,2) >0 p.p.surly,
opy(m,0,y) >0 p.p.sur Ty,

O@(m, D, y,z) =o@y(m,%,y) =0 pourm € [0,my] U [my, ool.

Si
1

max(|[0)llzoemTy). 10@)lLooTy)) < ==,
(@) (Ta)> 10(b) (Tp) M, (g — fiig)

alors il existe une solution unique o de I’équation (4.7) satisfaisant aux conditions

(4.13) o=0p) surlp, o =04 surly
avec

4.14) o € C([0,1]; LY(,)) N L®(RQ),
ou

“.15) Q, = {(m,ﬂ,y)=(m,f,$,y)eR+xR2xR P> aTm)(z—l)}.
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DeEmonstrATION. Dans (4.7) et (4.8), on remarque 1’absence de la dérivée et
de I’intégrale par rapport a y, comme dans (3.8), ce qui implique que I’équa-
tion (4.7) peut étre envisager séparément pour chaque y € R.

On définit pour chaque point (m, ) € R4 x R? le nombre ¢;(m, ) € [0,1]
telle que

max(O 1+%g) sif <0,

1 sit >0,

(4.16) &1(m,9) = Cy(m,1,€) = Cy(m, 1) =

on a évidemment

a(m
(m,9,y,60(m,9)) €T, UT, pour (m,d,y) e Ry xR?> xR, > —Q,
8
ce qui nous permet de remplacer (¢, x) € R? par I’axe du temps, ainsi on retrouve
les conditions de la démonstration de la proposition 4.1 de [2], par conséquent en
reconduisant les étapes de la preuve de cette derniere, la proposition est démon-
trée. O

4.2 — Existence et unicité de la solution globale en temps avec un vent horizontal

De maniére analogue au cas stationnaire, pour obtenir I’existence et I’unicité de la
solution globale avec un vent horizontal dans le cas général, on utilise la propriété
de “cone de dépendence” et la proposition 4.1.

On considére un ensemble w de Ry x R? x R tel que 0 < mes(w) < oo et on
définit

(4.17) Dlwl= |J Dmoy.
(m,%,y)ew

D(m,z?,y) = U ( U Vlc,y,z)

0=z=<1 k_(m,d,y,z)<k<ky(m,d,y)

= {(m/,ﬁ/,y/,z/) eRy xRZx R x[0,1] ‘

4.18
@.18) Y = ma 2

z'),

y' =y
ke(m, %, y,2') <k < ky(m,?, y)}
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avec
(4.19)

kr(m,9,y) =k(m,%, y,0) =9+ q(y)— ( )

a(m o
9.9, 2) = ko (.90 ) — 400 20z = 9 4 ()2 _ g 22z
g g g
On définit D (z) par

)= | ( U Vews)

(m,9,y)ew k—(m,0,y,z)<k<k4 (m,d,y)

={m',9%,y".Z') € D[w] | 2’ = z}.

On remarque que D[w] dans le cas d’évolution est définie d’une manicre
similaire au cas stationnaire (voir (3.18), (3.19), (3.20) et (3.21)). Ainsi on a le

lemme suivant.
51 et 0( a) deux fonctions définies sur T'g, o([lg et o([g

(@)
deux fonctions définies sur T'y. On suppose que O([LH’ 6([3, 6([]);, ([bg satisfont aux

LemME 4.1. Soient ¢

conditions de la proposition 4.1. Soit oM (resp. o121) la solution de I’équation (4.7)
avec la condition (4.13) et () = 6([(3, op) = 6([;; (resp. 0(q) = 6([3, op) = 6([%).

Siona
-1 -2 —[1 —[2
(4.20) 0([17; = 0([17; sur I'y N D[w], 0([(3 = 0([(3 sur I'y N D]w],

alors
1] 2l p.p. dans D|w].

ol = 5l
DeEmonstrATION. On inteégre 1’équation (4.7) par rapport a z, on a

olm, 9, y,z) = oll(m, 9, y, &i(m, 9))

&
m“(m) / . So(dm’)dz’
K(m 9.2/, y.z/
&
_ ma(m) / / Sio(dm')dz’,
4 Yem.9.,v.z").y.z/

So = B(m — m/,m’)a[i](m/, Y.y, z/)o[i](m —m', 90", 2y,

S = Bm, mam', 9, y, Yol (m, 9, y, 2y,
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pour i = 1,2. Il résulte des conditions (4.9)-(4.10) que
= [i]
%(a)

6([;)]) sur ',

) sur I',,
ol m, 9, y, Li(m, 9)) =

ou {; (m, ¥) étant le nombre défini dans (4.16).
En faisant la différence de ces équations pouri = leti =2,0na

|U[1](m’ 79’ y’Z) - 0[2](m’ 19’ y7Z)|
< |O[1](m’ 19’ Y, é‘l) - 0[2](m7 79’ Y, gl)'

&
v [, Sum@nar
z Jy

m.9,y.z"),y.z/

&
[ Glzuy(dm/)dz’),
z Yim,9,y.z),y.z/

S11 = loMm—m' 0", y.2") =P m —m', 9", y,2)|cP ', 9, y,2')

+ oM’ 0. y. 2"y —oBm' 'y, 2) oM m —m' 9", y. 2,

G1p = oM m, 0, y,2) — cPl(m, 9, y, 2)|cBl (', 9", y, 2')
+ oM@’ 9, y, 2y — B’ 9", y, 2)|cM(m, 9, y. 2,
on en déduit que

|0[1](m’ 19’ y7Z) - 0[2](m’ 19’ y7Z)|
< |0[1](m’ 7}’ Y, é‘l) - 0[2](17’1, 19’ Y, Zl)'

4.21) ) )
+Cﬂ(/ 613 dZ/—i‘/ 614(12/),
z z
ol
613 = ||0[1](" R Z/) - 0[2] (" ) Z/)”Loo(yk(m.l?,y,z/).y.z/)

2
||O[ ]('7 Tty Z/)”Ll(yk(m.l?,y,z/),y,z/)

1
+ ||U[ ]('1 Sy %y Z/)”Ll(}/,((m_z?,y,z’),ysz’)

||o[1](., o2 — 0[2](.’ - Z/)||Loo(y/((m.z9,y,z’),y,z’)’
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Gy = ||0[1](', oz — o2 (AN Z/)||L°°(Vx(m,79.y-2’)sy'~2’)
loP¢. -2 I Vicam.9.v.2).3.27)
+ (71ig — mig)|lo™M(, -, Z/)||L°°(y,c<m,19.y.z/>,y,z/)
o, - 2y — oI, -, ML G, 9,211,920

On remarque que cette inégalité est analogue a ’inégalité (3.23) dans la démons-
tration du lemme 3.6, donc de maniére similaire on obtient le résultat. O

Maintenant nous pouvons démontrer le théoréme principal.
THEOREME 4.1. Sioj € L°(I'y) et 6] € L*°(I'y) satisfont aux conditions

(4.22) Go(m,&,y,2) > 0p.p.sur Ty, &1 (m,0,y)>0p.p. sur Ty,

(4.23) ao(m,&,y,z) =067 (m,0,y) =0 pourm € [0,mg] U [y, oo,

1

(4.24) max(||Gg | oo (ra): 167 oo (ry)) < ——m———.
o lzeewailorlizee,)) < =

alors I’équation (4.7) avec la condition (4.12) admet une solution unique o véri-

fiant
o € L®(Q)

avec
o(m,d,y,z) >0, p.p.dans Q,

o(m,v,y,z)=0, pourm € [0,mg] U [imy, ocol.

DEmonsTrRATION. On considére une famille d’ensembles mesurables et bornés
w;, i € N\ {0}, définis par

= Qom{(m’ﬂ’J’)

= (m,i,E,y) € Mg, ma) xR> | F <i, —i <E<i, —i <y<i},
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ou Q¢ est 'ensemble défini dans (4.15) avec z = 0. La définition de D[w]
(voir (4.17)) nous permet de définir un nombre N tel que

Dy (1) € {(m. 9, y) = (m.7.6.y) € Re x R | g <

et on considere une fonction ¥; € C*®(R? x R), ¥; > 0, telle que
Vi@, y) = ¥i(1,€,y)
1 sif<i+ N, |§[<i+N|y|<i+],
0 sit>i+N+1[§[>i+N+1|y[>i+2.
On a alors
(4.25) Dy, (1) C{(m, 8, y) e R x R? | Y (%, y) =1} i € N\ {0}.
Le théoreme se démontre d’une maniere analogue au théoreme 5.1 de [2] (voir

aussi le théoreme 3.1 du cas stationnaire) avec les mémes étapes. O

L’existence et I'unicité de la solution dans les coordonnées (m, ¢, x, y, z) sont
données dans le théoréme suivant.

TuEOREME 4.2. SiGy € LRy x R2 x[0,1]) et 51 € L®(Ry x Ry x R?)
satisfont aux conditions
oo(m,x,y,z) >0 p.p.sur Ry x R? x [0, 1],
G1(m,t,x,y) >0 p.p. sur Ry x Ry x R?,

o(m,x,y,z) =o61(m,t,x,y) =0 pourm € [0,mg] U [irig, 0o],
_ _ 1

max (|||l 00 1611l oo <,

(” 0||L (R4 xR2x[0,1]) ” 1||L (R+XR+XR2)) M (g — ifig)

alors ’équation (2.1) avec les conditions (4.1)-(4.2) admet unique solution o
vérifiant
o€ LRy x Ry x R2x]0, 1]),

ou
o(m,t,x,y,z) >0 p.p.dans Ry x R4 X ]RZX]O, 1],

o(m,t,x,y,z) =0 pourm € [0,mg] U [my, co.
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DEMONSTRATION. Au probleme (2.1), (4.1),(4.2), ou la fonction inconnue a
chercher est o, on associe le probleme (4.7), (4.12) par une application bijective
définie par le changement de variable (m,t,x,y,z) — (m,i,&,¥,Z) introduit
dans (4.3) avec

a(m) a(m)

(I1-2),x+9(y)

P T(l—z),y,z).

o(m,t,x,y,z)= 6(m,t —
Si 6(m,1,€, y,z) est la solution du probleme (4.7), (4.12) dont I’existence et
I’unicité ont été démontrées dans le théoréme 4.1, alors, on aura I’existence et

I’unicité de la solution o du probleme (2.1), (4.1), (4.2) vérifiant les mémes
conditions. O
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