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Solution globale de l’équation de coagulation des gouttelettes

en chute avec le vent horizontal

H. Belhireche (�) – M. Z. Aissaoui (��) – F. Ellaggoune (���)

Abstract – We consider the integro-di�erential equation describing the coagulation pro-

cessus of water drops falling in the air in a three-dimensional domain with presence of a

horizontal wind. Under suitable hypothesis and some conditions we prove the existence

of the stationary solution and then the global solution using the techniques developed

in [10] and [2].

Résumé – On considère l’équation integro-di�érentielle décrivant le processus de coagu-

lation des gouttelettes en chute dans l’air dans un domaine tridimensionnel en pré-

sence d’un vent horizontal. Lors des hypothèses convenables et quelques conditions on

montre l’existence de la solution stationnaire ainsi que la solution globale en utilisant

les techniques développées dans [10] et [2].
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1. Introduction

Nous considérons l’équation qui décrit le déplacement des gouttelettes par la force

gravitationnelle et par le vent horizontal ainsi que le processus de coagulation. Du

point de vue mathématique, il s’agit de l’équation de type Smoluchowski (voir [17],

[13], [18]) avec le déplacement des gouttelettes déterminé par leur masse; c’est une

équation intégro-di�érentielle pour une fonction inconnue � D �.m; t; x; y; z/

représentant la densité (par rapport au volume de l’air) de l’eau liquide contenue

dans les gouttelettes de masse m au temps t et au position .x; y; z/ 2 R
3. Le

mouvement de l’air en considération est un vent horizontal dans la direction de

l’axe x qui dépend de y (c’est-à-dire Nv D Nv.y/). Dans [10] les auteurs ont démontré

l’existence de la solution stationnaire en présence d’un vent horizontal constant

et dans [2] les auteurs ont démontré l’existence et l’unicité de la solution globale

du même équation dans un domaine d’une dimension spatiale. Le présent travail

est une généralisation des deux travaux ([10], [2]), plus précisement, on démontre

l’existence et l’unicité de la solution globale dans un domaine de trois dimensions

spatiales en présence d’un vent horizontal et avec des conditions initiales et des

conditions aux limites (conditions d’entrées) dans des espaces convenables.

Du point de vue technique, ce travail utilise les techniques développées dans

[10] et [2], en particulier l’introduction de la famille de courbes sur lesquelles

on considère l’opérateur intégral de coagulation, et leurs propriétés, et sur la

construction de “cône de dépendence” pour la solution.

2. Position du problème

Considérons le domaine R
2 � Œ0; 1�, qui représente une région horizontale dans

laquelle les gouttelettes se déplacent à cause de la force gravitationnelle et avec le

vent. Désignons par �.m; t; x; y; z/ la densité de l’eau liquide contenue dans les

gouttelettes de masse m au point .x; y; z/ 2 R
2��0; 1Œ à l’instant t 2 RC.

Nous supposons que les gouttelettes subissent le processus de coagulation et

en même temps se déplacent par la force gravitationnelle et le mouvement de lair

dans lequel elles se trouvent tout en subissant l’e�et de frottement avec ce dernier,

ces considérations nous amènent à l’équation suivante (voir [1], [2], [15], [10])

@t�.m; t; x; y; z/C r.x;y;z/ � .�.m; t; x; y; z/u.m//

D
m

2

Z m

0

ˇ.m �m0; m0/�.m0; t; x; y; z/�.m�m0; t; x; y; z/ dm0

�m

Z 1

0

ˇ.m;m0/�.m; t; x; y; z/�.m0; t; x; y; z/ dm0;

(2.1)



Solution globale de l’équation de coagulation etc. 65

où

r.x;y;z/ D .@x; @y; @z/;

tandis que ˇ.m1; m2/ représente la probabilité de rencontre entre une gouttelette

de masse m1 et une gouttelette de masse m2 et que u.m/ désigne la vitesse des

gouttelettes de masse m. On suppose que

ˇ.�; �/ 2 C.RC � RC/; ˇ.m1; m2/ � 0; pour .m1; m2/ 2 RC � RC;

ˇ.m1; m2/ D ˇ.m2; m1/

et nous admettons que u D u.m/ est donnée par

(2.2) u D u.m/ D
�

Nv.y/; 0;�
g

˛.m/

�

avec Nv.y/ est la vitesse de l’air, g est une constante positive représentant l’accé-

lération gravitationnelle et ˛.m/ est le coe�cient de friction entre les gouttelettes

et l’air. La relation (2.2) correspond, dans une bonne approximation, à la vitesse

réelle des gouttelettes dans l’atmosphère (voir par exemple [16], [1], [15]).

Comme les petites gouttelettes s’évaporent immédiatement à cause de la cour-

bure très élevée de leur surface (voir [14], [8]) par contre les gouttelettes très

grandes se fragmentent à cause de la friction avec l’air environnant, nous consi-

dérons que les gouttelettes sont absentes en dehors d’un intervalle � xma; xmAŒ.

Par conséquent la fonction � véri�e

�.m/ D 0 pour m 2 Œ0; xma� [ Œ xmA;1Œ:

Ceci nous permet de dé�nir les fonctions ˛.�/ et ˇ.�; �/ tels que

0 < inf
m2RC

˛.m/ � sup
m2RC

˛.m/ < 1

et

ˇ.m1; m2/ D 0 pour m1 Cm2 > xmA:

Nous posons

(2.3) N̨0 D sup
m2RC

˛ .m/ :
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3. Solution stationnaire

On considère l’équation stationnaire issue de (2.1) suivante

r.x;y;z/ � .�.m; x; y; z/u.m//

D
m

2

Z m

0

ˇ.m �m0; m0/�.m0; x; y; z/�.m�m0; x; y; z/ dm0

�m

Z 1

0

ˇ.m;m0/�.m; x; y; z/�.m0; x; y; z/ dm0

(3.1)

avec la condition aux limites (condition d’entrée)

(3.2) �.m; x; y; 1/ D N�.m; x; y/:

3.1 – Préliminaires

Pour résoudre l’équation (3.1) avec la condition (3.2), nous allons la transformer

en une équation di�érentielle ordinaire, en introduisant le changement de variables

.m; x; y; z/ 7�! . Qm; �; Qy; Qz/

dé�ni par

(3.3)

8

ˆ

ˆ

ˆ

ˆ

<

ˆ

ˆ

ˆ

ˆ

:

Qm D m;

� D x � Nv.y/˛.m/
g
.1� z/;

Qy D y;

Qz D z

(ce changement est introduit par le fait qu’on considère la présence d’un vent

horizontal dans la direction de l’axe des x) et dé�nissons

Q�. Qm; �; Qy; Qz/ D �.m; x; y; z/ D �
�

m; � C Nv.y/
˛.m/

g
.1� z/; y; z

�

:

Dans la suite, on écrira simplement m, y, z et �.m; �; y; z/ au lieu de Qm, Qy, Qz et

Q�. Qm; �; Qy; Qz/ ; ainsi, l’équation (3.1) se transforme en

@

@z
�.m; �; y; z/

D �
m˛.m/

2g

Z m

0

ˇ.m �m0; m0/�.m0; �.m;m0; �; y; z/; y; z/

�.m �m0; �.m;m�m0; �; y; z/; y; z/ dm0

C
m˛.m/

g

Z 1

0

ˇ.m;m0/�.m; �; y; z/�.m0; �.m;m0; �; y; z/; y; z/ dm0;

(3.4)
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où

�.m;m0; �; y; z/ D � C Nv.y/
˛.m/� ˛.m0/

g
.1� z/

et la condition (3.2) se transforme en

(3.5) �.m; �; y; 1/ D N�.m; �; y/:

Par conséquent nous allons réformuler l’équation (3.4) en une équation dif-

férentielle ordinaire dans un espace de Banach à dé�nir (où dans un espace de

Fréchet). Pour traiter l’opérateur intégral dans un cadre fonctionnel convenable,

nous introduisons, pour chaque y 2 R et z 2 Œ0; 1� �xés, la famille de courbes

(3.6) 
� D 
�;y;z D
°

.m; �/ 2 RC � R

ˇ

ˇ

ˇ � D � � Nv.y/
˛.m/

g
.1 � z/

±

; � 2 R:

Cette famille de courbes 
� est analogue à celle utilisée dans [10]. Cependant ces

dernières dépondent de y.

De manière analogue à [10] on dé�nit une mesure �
 sur les courbes 
� . Plus

précisément, en désignant par PRC
la projection de 
� sur RC, on dé�nit les

ensembles mesurables de 
� et la mesure �
 sur 
� par les relations :

i) A0 � 
� est mesurable si et seulement si PRC
A0 est mesurable selon Lebesgue

sur RC,

ii) �
 .A
0/ D �L;RC

.PRC
A0/, où �L;RC

.�/ est la mesure de Lebesgue sur RC.

Comme les courbes 
� , � 2 R, sont parallèles, on voit que la projection PRC
et la

mesure �
 .�/ ne dépendent pas de � 2 R.

On rappelle que la mesure�
 .�/ a des propriétés analogues à celles démontrées

dans [10]. En e�et on a les lemmes :

Lemme 3.1. Soit A un ensemble mesurable (selon Lebesgue) de RC � R. On
pose

A� D ¹m 2 RC j il existe � 2 R tel que .m; �/ 2 
� \ Aº;

Am D ¹� 2 R j il existe � 2 R tel que .m; �/ 2 
� \ Aº:
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Alors on a

�L;RC�R.A/ D Q�.A/

D

Z 1

�1

�
 .A� / d�

D

Z


0

�L;R.Am/�
 .dm/

D

Z 1

0

�L;R.Am/ dm

(ici et dans la suite, on note par dm, d� , d� etc. au lieu de �L;RC
.dm/, �L;R.d�/,

�L;R.d�/ etc.).

Lemme 3.2. Soit �.m; �/ 2 L1.RC � R/. Alors, pour presque tout � 2 R la
restriction de �.m; �/ à 
� appartient à L1.
� ; �
/.

Lemme 3.3. Soit �.m; �/ 2 L1.RC � R/. Alors on a
Z

RC�R

�.m; �/ dm d� D

Z

RC�R

�.m; �/ d Q�

D

Z 1

�1

� Z


�

�.m; �/�
.dm/

�

d�

D

Z


0

� Z 1

�1

�.m; �.m; �// d�

�

�
 .dm/

D

Z 1

0

� Z 1

�1

�.m; �/ d�

�

dm

D

Z 1

�1

� Z 1

0

�.m; �/ dm

�

d�;

où

�.m; �/ D � � Nv.y/
˛.m/

g
.1� z/:

Lemme 3.4. Soient f et g deux fonctions appartenant à L1.
� ; �
/. On pose

.f � g/.m/ D

Z


�

f .m �m0/g.m0/�
 .dm
0/:

Alors on a f � g 2 L1.
� ; �
 / et

kf � gkL1.
� ;�
 / � kf kL1.
� ;�
 /kgkL1.
� ;�
 /:

Pour la démonstration de ces lemmes voir [10].
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On pose

(3.7) �.m; �; y; z/ D � C Nv.y/
˛.m/

g
.1 � z/; 
 Œ0;m�

� D 
� \ Œ0; m� � R:

On peut alors écrire l’équation (3.4) sous la forme

(3.8)
@

@z
�.z/ D F.�.z//; �.z/ D �.�; �; �; z/

avec

F.�.z// D F.�.z//.m; �; y/

D �
m˛.m/

2g

Z



Œ0;m�
�.m;�;y;z/

ˇ.m �m0; m0/�.m0; �0; y; z/

�.m �m0; �00; y; z/�
.dm
0/

C
m˛.m/

g

Z


�.m;�;y;z/

ˇ.m;m0/�.m0; �0; y; z/�.m; �; y; z/�
.dm
0/;

(3.9)

où �0 et �00 sont tels que

.m0; �0/ 2 
�.m;�;y;z/; .m�m0; �00/ 2 
�.m;�;y;z/:

3.2 – Existence et unicité de la solution stationnaire dans L1

Pour démontrer l’existence et l’unicité de la solution de l’équation (3.8) avec la

condition (3.5), nous supposons que

(3.10) N�.�; �; �/ 2 L1.RC � R
2/ \ L1.RC � R

2/;

(3.11) N�.m; �; y/ � 0 p.p. dans RC � R
2;

(3.12) supp. N�/ � Œ xma; xmA� � R
2;

(3.13) k N�kL1.RC�R2/ <
1

M1. xmA � xma/
;

où

(3.14) M1 D sup
2 xma�m� xmA

xma�m0�m� xma

m˛.m/

2g
ˇ.m �m0; m0/:

L’inégalité (3.13) signi�e que la masse source est petite ce qui est justi�é physi-

quement par le fait que, selon les physiciens, dans un mètre cube on a au plus un

gramme d’eau.
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On a alors la proposition suivante.

Proposition 3.1. Si N�.m; �; y/ satisfait aux conditions (3.10)–(3.13), alors
l’équation (3.8) avec la condition (3.5) admet unique solution � véri�ant

(3.15) � 2 C.Œ0; 1�IL1.RC � R
2// \ L1.RC � R

2 � Œ0; 1�/:

Comme dans l’équation (3.8) ni la dérivée ni l’intégrale par rapport à y ne se

présentent, l’équation pour chaque y 2 R �xé peut être résolue indépendamment,

ce qui nous permet d’envisager le problème (3.8), (3.5) séparément pour chaque

y 2 R. On pose �.m; �; z/ D �.m; �; y; z/, N�.m; �/ D N�.m; �; y/ et on considère

�.�; �; z/ comme une fonction de z à valeurs dans L1.RC � R/ \ L1.RC � R/

comme pour la proposition 5.1 dans [10]. Donc, pour démontrer la proposition 3.1,

il nous convient d’examiner directement l’approximation successive avec laquelle

on construit la solution �.m; �; z/.

Posons

� Œ0�.m; �; z/ D N�.m; �/

et dé�nissons � Œn�, n D 1; 2; � � � , par les relations

(3.16)
@

@z
� Œn� D F.� Œn�1�/; � Œn�.m; �; 1/ D N�.m; �/;

où F.�/ est l’opérateur dé�ni dans (3.9). De (3.16), on déduit que

(3.17) � Œn�.m; �; z/ D N�.m; �/ �

Z 1

z

F.� Œn�1�.m; �; z0// dz0:

On a le lemme suivant.

Lemme 3.5. Quelque soit n 2 N, � Œn� est bien dé�nie dans la classe

� Œn�.�; �; z/ 2 L1.RC � R/ \ L1.RC � R/; 0 � z � 1

et on a
supp .� Œn�.�; �; z// � Œ xma; xmA� � R pour 0 � z � 1;

et

k� Œn�.�; �; z/kL1.RC�R/ �
kN�kL1.RC�R/

1� .M1 CM2/. xmA � xma/k N�kL1.RC�R/.1� z/
;

pour
.M1 CM2/. xmA � xma/k N�kL1.RC�R/ � 1

.M1 CM2/. xmA � xma/k N�kL1.RC�R/

< z � 1;

où

M2 D sup
m;m02RC

m˛.m/

g
ˇ.m;m0/:
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Démonstration. Voir [10].

Démonstration de la proposition 3.1. La proposition se démontre de la

même manière à la proposition 5.1 dans [10].

3.3 – Existence et unicité de la solution stationnaire dans L1

Pour démontrer l’existence et l’unicité de la solution de (3.8), (3.5) dans le cas

générale, nous allons utiliser la propriété de “cône de dépendance”.

Soit ! de RC �R
2 un ensemble mesurable tel que 0 < mes.!/ < 1, on dé�nit

(3.18) DŒ!� D
[

.m;�;y/2!

D.m;�;y/;

où

D.m;�;y/ D
[

0�z�1

�

[

��.m;�;y;z/����C.m;�;y/


�;y;z

�

D
°

.m0; �0; y0; z0/ 2 RC � R
2 � Œ0; 1�

ˇ

ˇ

ˇ �
0 D � � Nv.y0/

˛.m0/

g
.1� z0/;

y0 D y;

��.m; �; y; z
0/ � �

� �C.m; �; y/
±

(3.19)

avec

(3.20)

8

ˆ

ˆ

<

ˆ

ˆ

:

�C.m; �; y/ D �.m; �; y; 0/ D � C Nv.y/
˛.m/

g
;

��.m; �; y; z/ D �C.m; �; y/ � Nv.y/
N̨0

g
z D � C Nv.y/

˛.m/

g
� Nv.y/

N̨0

g
z

(pour N̨0 voir (2.3)). On dé�nit également D!.z/ par

D!.z/ D
[

.m;�;y/2!

�

[

��.m;�;y;z/����C.m;�;y/


�;y;z

�

D ¹.m0; �0; y0; z0/ 2 DŒ!� j z0 D zº

(3.21)

c’est-à-dire D!.z1/ est l’intersection de
S

.m;�;y/2! D.m;�;y/ et du plan z D z1.
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D’après la dé�nition de l’ensemble D.m;�;y/ on remarque que

.m0; �0; y0; z0/ 2 D.m;�;y/ H) 
�.m0;�0;y0;z0/;y0;z0 � D.m;�;y/;

�.m1; �1; y; 0/ D �.m2; �2; y; 0/ H) D.m1;�1;y/ D D.m2;�2;y/I

par conséquent, si .m1; �1/ et .m2; �2/ se trouvent sur une courbe 
�;y;0, alors ils

dé�nissent le même ensemble.

La propriété de “cône de dépendance” est donnée par le lemme suivant.

Lemme 3.6. Soient N� Œ1� et N� Œ2� deux fonctions dé�nies sur RC �R
2 satisfaisant

aux conditions de la proposition 3.1. Soit � Œ1� (resp. � Œ2�) la solution de (3.8), (3.5)

avec N� D N� Œ1� (resp. N� D N� Œ2�). Si on a

N� Œ1� D N� Œ2� surD!.1/;(3.22)

alors

� Œ1� D � Œ2� p.p. dansDŒ!�:

Démonstration. On intègre l’équation (3.8) par rapport à z, on a

� Œi�.m; �; y; z/

D N� Œi�.m; �; y/

C
m˛.m/

2g

Z 1

z

Z



Œ0;m�

�.m;�;y;z0/;y;z0

ˇ.m �m0; m0/� Œi�.m0; �0; y; z0/

� Œi�.m �m0; �00; y; z0/�
 .dm
0/ dz0

�
m˛.m/

g

Z 1

z

Z


�.m;�;y;z0/;y;z0

ˇ.m;m0/� Œi�.m0; �0; y; z0/

� Œi�.m; �; y; z0/�
 .dm
0/ dz0;

pour i D 1; 2. En faisant la di�érence de ces équations pour i D 1 et i D 2, on a

j� Œ1�.m; �; y; z/� � Œ2�.m; �; y; z/j

� j N� Œ1�.m; �; y/ � N� Œ2�.m; �; y/j

C Cˇ

� Z 1

z

Z



Œ0;m�

�.m;�;y;z0/;y;z0

S1�
 .dm
0/ dz0

C

Z 1

z

Z


�.m;�;y;z0/;y;z0

S2�
 .dm
0/ dz0

�

;
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où

Cˇ D max
h

sup
0<m0<m<1

m˛.m/

2g
ˇ.m �m0; m0/; sup

m;m02RC

m˛.m/

g
ˇ.m;m0/

i

et

S1 D j� Œ1�.m �m0; �00; y; z0/ � � Œ2�.m �m0; �00; y; z0/j� Œ2�.m0; �0; y; z0/

C j� Œ1�.m0; �0; y; z0/ � � Œ2�.m0; �0; y; z0/j� Œ1�.m�m0; �00; y; z0/;

S2 D j� Œ1�.m; �; y; z0/ � � Œ2�.m; �; y; z0/j� Œ2�.m0; �0; y; z0/

C j� Œ1�.m0; �0; y; z0/ � � Œ2�.m0; �0; y; z0/j� Œ1�.m; �; y; z0/:

On en déduit que

j� Œ1�.m; �; y; z/� � Œ2�.m; �; y; z/j � j N� Œ1�.m; �; y/ � N� Œ2�.m; �; y/j

C Cˇ

� Z 1

z

S3 dz0 C

Z 1

z

S4 dz0

�

;
(3.23)

où

S3 D k� Œ1�.�; �; y; z0/ � � Œ2�.�; �; y; z0/kL1.
�.m;�;y;z0/;y;z0 /

k� Œ2�.�; �; y; z0/kL1.
�.m;�;y;z0/;y;z0 /

C k� Œ1�.�; �; y; z0/ � � Œ2�.�; �; y; z0/kL1.
�.m;�;y;z0/;y;z0/

k� Œ1�.�; �; y; z0/kL1.
�.m;�;y;z0/;y;z0 /;

S4 D k� Œ1�.�; �; y; z0/ � � Œ2�.�; �; y; z0/kL1.
�.m;�;y;z0/;y;z0 /

k� Œ2�.�; �; y; z0/kL1.
�.m;�;y;z0/;y;z0 /

C . xmA � xma/k�
Œ1�.�; �; y; z0/ � � Œ2�.�; �; y; z0/kL1.
�.m;�;y;z0/;y;z0 /

k� Œ1�.�; �; y; z0/ � � Œ2�.�; �; y; z0/kL1.
�.m;�;y;z0/;y;z0/:

Considérons maintenant un point générique .m; �; y; z/ de DŒ!� ; en vertu

de (3.19)–(3.20) il existe .m0; �0; y0/ 2 ! � RC � R
2 tel que

�0 C Nv.y0/
˛.m0/

g
� Nv.y0/

N̨0

g
z D ��.m0; �0; y0; z/

� � C Nv.y/
˛.m/

g
.1� z/

� �C.m0; �0; y0/

D �0 C Nv.y0/
˛.m0/

g
;
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et

y D y0:

Cette inégalité, jointe à l’inégalité

Nv.y/
˛.m/

g
� Nv.y/

N̨0

g
< 0;

implique que, pour 0 � z � z0 � 1; on a

�0 C Nv.y0/
˛.m0/

g
� Nv.y0/

N̨0

g
z0 � � C Nv.y/

˛.m/

g
.1� z0/

� �0 C Nv.y0/
˛.m0/

g
;

et

y D y0I

en vertu de (3.7) et (3.20), on a

8

<

:

��.m0; �0; y0; z
0/ � �.m; �; y; z0/ � �C.m0; �0; y0/;

y D y0;

ce qui, d’après la dé�nition (3.21) de l’ensemble D!.z/, montre que


�.m;�;y;z0/;y;z0 � D!.z
0/ pour 0 � z � z0 � 1:

On rappelle que l’on a en outre, pour i D 1; 2;

k� Œi�.�; �; y; z/kL1.
�.m;�;y;z/;y;zI�
 / � . xmA � xma/k�
Œi�.�; �; �; z/kL1.D!.z//

pour presque tout .m; �; y/ 2 RC � R
2.

De (3.23) on déduit que

k� Œ1�.�; �; �; z/� � Œ2�.�; �; �; z/kL1.D!.z//

� kN� Œ1� � N� Œ2�kL1.D!.1//

C C

Z 1

z

.k� Œ1�.�; �; �; z0/kL1.D!.z0// C k� Œ2�.�; �; �; z0/kL1.D!.z0///

k� Œ1�.�; �; �; z0/ � � Œ2�.�; �; �; z0/kL1.D!.z0// dz0;
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où C est une constante indépendante de z ; en utilisant le lemme de Gronwall, on

obtient

k� Œ1�.�; �; �; z/� � Œ2�.�; �; �; z/kL1.D!.z//

� kN� Œ1� � N� Œ2�kL1.D!.1// exp

�

C

Z 1

z

.k� Œ1�.�; �; �; z0/kL1.D!.z0//

C k� Œ2�.�; �; �; z0/kL1.D!.z0/// dz0

�

:

(3.24)

Or, en vertu de l’hypothèse (3.22) on a

k N� Œ1� � N� Œ2�kL1.D!.1// D 0;

ce qui nous permet de déduire de (3.24) que

k� Œ1�.�; �; �; z/� � Œ2�.�; �; �; z/kL1.D!.z// � 0

et, compte tenu de la relation

DŒ!� D
[

0�z�1

D!.z/;

on a

� Œ1�.m; �; y; z/ D � Œ2�.m; �; y; z/ p.p. dans DŒ!�:

Le lemme est démontré.

Maintenant nous pouvons démontrer le théorème principal.

Théorème 3.1. Si N� 2 L1.RC � R
2/ satisfait aux conditions

N�.m; �; y/ � 0 p.p. sur RC � R
2;(3.25)

N�.m; �; y/ D 0 pour m 2 Œ0; xma�[ Œ xmA;1Œ;(3.26)

(3.27) k N�kL1.RC�R2/ <
1

M1. xmA � xma/
;

alors l’équation (3.8) avec la condition (3.5) admet unique solution � véri�ant

� 2 L1.RC � R
2 � Œ0; 1�/

avec

�.m; �; y; z/ � 0 p.p. dans RC � R
2 � Œ0; 1�;

�.m; �; y; z/ D 0 pour m 2 Œ0; xma� [ Œ xmA;1Œ:
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Démonstration. On considère une famille d’ensembles mesurables et bornés

!i ; i 2 N n ¹0º, dé�nis par

(3.28) !i D ¹.m; �; y/ 2 RC � R
2 j xma � m � xmA; �i � � � i; �i � y � iº:

La dé�nition (3.18) de DŒ!� nous permet de dé�nir un nombre N tel que

D!i
.1/ � ¹.m; �; y/ 2 RC � R

2 j xma � m � xmA;

� i �N � � � i CN; �i � 1 � y � i C 1º:

On considère une fonction  i 2 C1.R2/,  i � 0, telle que

 i .�; y/ D

8

<

:

1 si j�j � i CN et jyj � i C 1;

0 si j�j � i CN C 1 et jyj � i C 2;

on a alors

(3.29) D!i
.1/ � ¹.m; �; y/ 2 RC � R

2 j  i .�; y/ D 1º pour i 2 N n ¹0º:

Soit la famille d’équations

(3.30) @z�
Œi�.m; �; y; z/ D F.� Œi�.z//.m; �; y/; i 2 N n ¹0º

(avec F.�/ dé�nie dans (3.8)), complétées par la condition

(3.31) N� Œi� D  i N� sur RC � R
2:

D’après la proposition 3.1, le problème (3.30)–(3.31) admet une solution unique

� D � Œi� 2 C.Œ0; 1�IL1.RC � R
2// \ L1.RC � R

2 � Œ0; 1�/;

telle que

� Œi� � 0 p.p. dans RC � R
2 � Œ0; 1�;

� Œi�.m; �; y; z/ D 0 pour m 2 Œ0; xma� [ Œ xmA;1Œ:

D’autre part, d’après la dé�nition (3.28) des ensembles !i , on a

DŒ!i � � DŒ!i 0� pour i � i 0;

donc en vertu du lemme 3.6 et de (3.31), on a

� Œi� D � Œi 0� p.p. dans DŒ!i � pour i � i 0:
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En dé�nissant � par

� D

8

<

:

� Œ1� dans DŒ!1�;

� Œi� dans DŒ!i �nDŒ!i�1�; i D 2; �; �; �;

alors on a

� D � Œi� p.p. dans D!i
.1/ pour i 2 N n ¹0º

et, en vertu de (3.29), de (3.30) et (3.31) on obtient

@z�.m; �; y; z/ D F.�.z//.m; �; y/ dansDŒ!i � pour i 2 N n ¹0º;

� D � Œi� D N� surD!i
.1/:

En rappelant les relations

RC � R
2 � Œ0; 1�

1
[

iD1

DŒ!i �

et

RC � R
2

1
[

iD1

D!i
.1/

qui résultent de la dé�nition de !i , DŒ!i �, D!i
.1/, on peut conclure qu’il existe

une solution de (3.8), (3.5) dans L1.RC �R
2 � Œ0; 1�/. Pour démontrer l’unicité,

considérons deux solutions �1 et �2 avec �1 ¤ �2 sur un ensemble de mesure

strictement positive, alors on peut choisir un ensemble mesurable ! tel que

0 < mes.!/ < 1

et

mes.¹.m; �; y; z/ 2 DŒ!� j �1 ¤ �2º/ > 0:

Comme �1 et �2 sont des solutions de (3.8), (3.5), on a

�1 D �2 sur RC � R
2 � ¹1º

et en particulier

�1 D �2 sur RC � R
2 � ¹1º

\

DŒ!�I

par conséquent, d’après le lemme 3.6, on a �1 D �2 dansDŒ!�, ce qui prouve qu’il

n’est pas possible d’avoir deux solutions �1 et �2 qui se di�èrent sur un ensemble

de mesure strictement positive. L’unicité de la solution est démontrée.
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Pour l’existence et l’unicité de la solution dans les coordonnées .m; x; y; z/,

on a le théorème suivant.

Théorème 3.2. Si N� 2 L1.RC � R
2/ satisfait aux conditions

N�.m; x; y/ � 0 p.p. sur RC � R
2;

N�.m; x; y/ D 0 pour m 2 Œ0; xma�[ Œ xmA;1Œ;

k N�kL1.RC�R2/ <
1

M1. xmA � xma/
;

alors l’équation (3.1) avec la condition (3.2) admet solution unique � véri�ant

� 2 L1.RC � R
2 � Œ0; 1�/;

telle que

�.m; x; y; z/ � 0 p.p. sur RC � R
2 � Œ0; 1�;

N�.m; x; y; z/ D 0 pour m 2 Œ0; xma�[ Œ xmA;1Œ:

Démonstration. On associe au problème (3.1)-(3.2), où la fonction inconnue

à chercher est � , le problème (3.8), (3.5) par une application bijective dé�nis par

le changement de variables

.m; x; y; z/ 7�! . Qm; �; Qy; Qz/

introduit dans (3.3) avec

�.m; x; y; z/ D Q�
�

m; � C Nv.y/
˛.m/

g
.1 � z/; y; z

�

:

Si Q�.m; �; y; z/ est la solution du problème (3.8), (3.5) dont l’existence et l’unicité

ont été démontrées dans le théorème 3.1, alors, on obtient l’existence et l’unicité

de la solution � du problème (3.1)-(3.2) véri�ant les mêmes conditions.

4. Solution globale de l’équation de coagulation des gouttelettes en chute avec

un vent horizontal

Nous allons chercher une fonction �.m; t; x; y; z/, qui véri�e l’équation (2.1) avec

.m; t; x; y; z/ 2 RC � RC � R
2 � Œ0; 1�
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avec la conditions aux limites (condition d’entrée) et la condition initiale suivantes

(4.1) �.m; t; x; y; 1/D N�1.m; t; x; y/;

(4.2) �.m; 0; x; y; z/ D N�0.m; x; y; z/:

De manière analogue au cas stationnaire pour résoudre l’équation (2.1) avec

les conditions (4.1)-(4.2), nous allons la transformer en une équation di�érentielle

ordinaire, en introduisant le changement de variables suivant

(4.3)

8

ˆ

ˆ

ˆ

ˆ

ˆ

ˆ

ˆ

ˆ

ˆ

ˆ

ˆ

<

ˆ

ˆ

ˆ

ˆ

ˆ

ˆ

ˆ

ˆ

ˆ

ˆ

ˆ

:

Qm D m;

� D x � Nv.y/
˛.m/

g
.1 � z/;

Qy D y;

Qz D z;

Qt D t �
˛.m/

g
.1 � z/

et la fonction à chercher serait

Q�. Qm; Qt; �; Qy; Qz/ D �.m; t; x; y; z/

D �
�

m; Qt C
˛.m/

g
.1 � z/; � C Nv.y/

˛.m/

g
.1� z/; y; z

�

;

on notera par m, y, z et �.m; Qt; �; y; z/ au lieu de Qm, Qy, Qz et Q�. Qm; Qt; �; Qy; Qz/ ;

l’équation (2.1) se transforme en

(4.4)
@

@z
�.m; Qt; �; y; z/D �

m ˛.m/

2g

Z m

0

S5 dm0 C
m ˛.m/

g

Z 1

0

S6 dm0;

avec

S5 D ˇ.m �m0; m0/�.m0; Qt�.m;m0; Qt; z/; �.m;m0; �; y; z/; y; z/

�.m �m0; Qt�.m;m �m0; Qt; z/; �.m;m�m0; �; y; z/; y; z/;

S6 D ˇ.m;m0/�.m; Qt; �; y; z/�.m0; Qt�.m;m0; Qt; z/; �.m;m0; �; y; z/; y; z/;

où
8

ˆ

ˆ

<

ˆ

ˆ

:

Qt�.m;m0; Qt; z/ D Qt C
˛.m/ � ˛.m0/

g
.1� z/;

�.m;m0; �; y; z/ D � C Nv.y/
˛.m/� ˛.m0/

g
.1� z/:
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Nous introduisons pour chaque y 2 R et z 2 Œ0; 1� �xés, la famille de courbes


�;� D 
�;�;y;z D
°

.m; Qt; �/ 2 RC � R
2

ˇ

ˇ

ˇ

Qt D � �
˛.m/

g
.1� z/;

� D � � Nv.y/
˛.m/

g
.1� z/

±

(4.5)

avec �; � 2 R.

Soient � , �, 

Œ0;m�

�;�
telle que

�.m; Qt; z/ D Qt C
˛.m/

g
.1� z/; �.m; �; y; z/ D � C Nv.y/

˛.m/

g
.1 � z/;



Œ0;m�

�;�
D 
�;� \ Œ0; m� � R

2:

On pose

� D .�; �/; # D .Qt; �/; q D q.y/ D .1; Nv.y//T :

Alors les courbes dé�nies dans (4.5) peuvent s’écrire sous la forme suivante

(4.6) 
� D 
�;y;z D
°

.m; #/ 2 RC � R
2

ˇ

ˇ

ˇ # D � � q.y/
˛.m/

g
.1� z/

±

avec

�.m; #; y; z/ D # C q.y/
˛.m/

g
.1� z/; 
 Œ0;m�

� D 
� \ Œ0; m� � R
2:

La famille de courbes 
� est similaire à celle dé�nie dans (3.6) dans le cas

stationnaire, donc de la même manière, on dé�nit une mesure �
 sur les courbes


� et l’équation (4.4) devient

(4.7)
@

@z
�.z/ D F.�.z//; �.z/ D �.�; �; �; �; z/;

où

F.�.z// D F.�.z//.m; #; y/

D �
m˛.m/

2g

Z



Œ0;m�
�.m;#;y;z/

S7�
 .dm
0/C

m˛.m/

g

Z


�.m;#;y;z/

S8�
 .dm
0/

(4.8)
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avec

S7 D ˇ.m �m0; m0/�.m0; # 0; y; z/�.m�m0; # 00; y; z/;

S8 D ˇ.m;m0/�.m0; # 0; y; z/�.m; #; y; z/;

et # 0 et # 00 sont dé�nis par les relations

.m0; # 0/ 2 
�.m;#;y;z/; .m�m0; # 00/ 2 

Œ0;m�

�.m;#;y;z/
:

On remarque que cette équation est du même type que l’équation (3.8) dans le

cas stationnaire et que l’opérateur intégrale �gurant dans (4.8) véri�e les mêmes

propriétés des lemmes 3.1, 3.2, 3.3 et 3.4.

De manière analogue, les conditions aux limites et initiale se transforment en

(4.9) �.m; Qt; �; y; 1/D N��
1 .m; Qt; �; y/ D N��

1 .m; #; y/

et

(4.10) �
�

m;
˛.m/

g
.z � 1/; �; y; z

�

D N��
0 .m; �; y; z/;

où N��
0 et N��

1 sont les fonctions obtenues de N�0 et N�1 par le changement de variables

introduit dans (4.3).

4.1 – Solution avec condition d’entrée de classe L1

Nous dé�nissons le domaine dans lequel nous allons considérer l’équation (4.7) à

savoir

� D
[

�2R�
C

�R;

y2R;

0<z<1


�;y;z

D
°

.m; #; y; z/ D .m; Qt; �; y; z/ 2 RC � R
3��0; 1Œ

ˇ

ˇ

ˇ

Qt >
˛.m/

g
.z � 1/:

±

(4.11)
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On pose

�a D
°

.m; #; y; z/D .m; Qt; �; y; z/ 2 RC � R
3 � Œ0; 1�

ˇ

ˇ

ˇ

Qt D
˛.m/

g
.z � 1/

±

;

�b D ¹z D 1º \ x�:

Les conditions (4.9)–(4.10) peuvent être écrites dans la forme

(4.12) � D N��
1 sur �b; � D N��

0 sur �a:

On a alors la proposition suivante.

Proposition 4.1. Soient N�.a/ 2 L1.�a/\L
1.�a/ et N�.b/ 2 L1.�b/\L

1.�b/

telles que

N�.a/.m; #; y; z/ � 0 p.p. sur �a;

N�.b/.m; #; y/ � 0 p.p. sur �b;

N�.a/.m; #; y; z/ D N�.b/.m; #; y/ D 0 pour m 2 Œ0; xma� [ Œ xmA;1Œ:

Si

max.k N�.a/kL1.�a/; k N�.b/kL1.�b// <
1

M1. xmA � xma/
;

alors il existe une solution unique � de l’équation (4.7) satisfaisant aux conditions

(4.13) � D N�.b/ sur �b ; � D N�.a/ sur �a

avec

(4.14) � 2 C.Œ0; 1�IL1.�z// \ L1.�/;

où

(4.15) �z D
°

.m; #; y/ D .m; Qt; �; y/ 2 RC � R
2 � R

ˇ

ˇ

ˇ

Qt >
˛.m/

g
.z � 1/

±

:
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Démonstration. Dans (4.7) et (4.8), on remarque l’absence de la dérivée et

de l’intégrale par rapport à y, comme dans (3.8), ce qui implique que l’équa-

tion (4.7) peut être envisager séparément pour chaque y 2 R.

On dé�nit pour chaque point .m; #/ 2 RC � R
2 le nombre �1.m; #/ 2 Œ0; 1�

telle que

(4.16) �1.m; #/ D �1.m; Qt; �/ D �1.m; Qt / D

8

ˆ

<

ˆ

:

max
�

0; 1C
Qt

˛.m/
g

�

si Qt � 0;

1 si Qt > 0;

on a évidemment

.m; #; y; �1.m; #// 2 �b [ �a pour .m; #; y/ 2 RC � R
2 � R; Qt � �

˛.m/

g
;

ce qui nous permet de remplacer .t; x/ 2 R
2 par l’axe du temps, ainsi on retrouve

les conditions de la démonstration de la proposition 4.1 de [2], par conséquent en

reconduisant les étapes de la preuve de cette dernière, la proposition est démon-

trée.

4.2 – Existence et unicité de la solution globale en temps avec un vent horizontal

De manière analogue au cas stationnaire, pour obtenir l’existence et l’unicité de la

solution globale avec un vent horizontal dans le cas général, on utilise la propriété

de “cône de dépendence” et la proposition 4.1.

On considère un ensemble ! de RC � R
2 � R tel que 0 < mes.!/ < 1 et on

dé�nit

(4.17) DŒ!� D
[

.m;#;y/2!

D.m;#;y/;

où

D.m;#;y/ D
[

0�z�1

�

[

��.m;#;y;z/����C.m;#;y/


�;y;z

�

D
°

.m0; # 0; y0; z0/ 2 RC � R
2 � R � Œ0; 1�

ˇ

ˇ

ˇ

# 0 D � � q.y0/
˛.m0/

g
.1� z0/;

y0 D y;

��.m; #; y; z
0/ � � � �C.m; #; y/

±

(4.18)
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avec

(4.19)
8

ˆ

ˆ

<

ˆ

ˆ

:

�C.m; #; y/ D �.m; #; y; 0/ D # C q.y/
˛.m/

g
;

��.m; #; y; z/ D �C.m; #; y/� q.y/
N̨0

g
z D # C q.y/

˛.m/

g
� q.y/

N̨0

g
z:

On dé�nit D!.z/ par

D!.z/ D
[

.m;#;y/2!

�

[

��.m;#;y;z/����C.m;#;y/


�;y;z

�

D ¹.m0; # 0; y0; z0/ 2 DŒ!� j z0 D zº:

On remarque que DŒ!� dans le cas d’évolution est dé�nie d’une manière

similaire au cas stationnaire (voir (3.18), (3.19), (3.20) et (3.21)). Ainsi on a le

lemme suivant.

Lemme 4.1. Soient N�
Œ1�

.a/
et N�

Œ2�

.a/
deux fonctions dé�nies sur �a, N�

Œ1�

.b/
et N�

Œ2�

.b/

deux fonctions dé�nies sur �b. On suppose que N�
Œ1�

.a/
; N�

Œ2�

.a/
; N�

Œ1�

.b/
; N�

Œ2�

.b/
satisfont aux

conditions de la proposition 4.1. Soit � Œ1�(resp. � Œ2�) la solution de l’équation (4.7)

avec la condition (4.13) et N�.a/ D N�
Œ1�

.a/
, N�.b/ D N�

Œ1�

.b/
(resp. N�.a/ D N�

Œ2�

.a/
, N�.b/ D N�

Œ2�

.b/
).

Si on a

(4.20) N�
Œ1�

.b/
D N�

Œ2�

.b/
sur �b \DŒ!�; N�

Œ1�

.a/
D N�

Œ2�

.a/
sur �a \DŒ!�;

alors
� Œ1� D � Œ2� p.p. dansDŒ!�:

Démonstration. On intègre l’équation (4.7) par rapport à z, on a

� Œi�.m; #; y; z/ D � Œi�.m; #; y; �1.m; #//

C
m˛.m/

2g

Z �1

z

Z



Œ0;m�

�.m;#;y;z0/;y;z0

S9.dm
0/ dz0

�
m˛.m/

g

Z �1

z

Z


�.m;#;y;z0/;y;z0

S10.dm
0/ dz0;

où

S9 D ˇ.m �m0; m0/� Œi�.m0; # 0; y; z0/� Œi�.m �m0; # 00; z0/�
 ;

S10 D ˇ.m;m0/� Œi�.m0; # 0; y; z0/� Œi�.m; #; y; z0/�
 ;
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pour i D 1; 2. Il résulte des conditions (4.9)-(4.10) que

� Œi�.m; #; y; �1.m; #// D

8

<

:

N�
Œi�

.a/
sur �a;

N�
Œi�

.b/
sur �b ;

où �1.m; #/ étant le nombre dé�ni dans (4.16).

En faisant la di�érence de ces équations pour i D 1 et i D 2, on a

j� Œ1�.m; #; y; z/� � Œ2�.m; #; y; z/j

� j� Œ1�.m; #; y; �1/ � � Œ2�.m; #; y; �1/j

C Cˇ

� Z �1

z

Z



Œ0;m�

.m;#;y;z0/;y;z0

S11�
 .dm
0/ dz0

C

Z �1

z

Z


.m;#;y;z0/;y;z0

S12�
 .dm
0/ dz0

�

;

où

S11 D j� Œ1�.m �m0; # 00; y; z0/ � � Œ2�.m �m0; # 00; y; z0/j� Œ2�.m0; # 0; y; z0/

C j� Œ1�.m0; # 0; y; z0/ � � Œ2�.m0; # 0; y; z0/j� Œ1�.m �m0; # 00; y; z0/;

S12 D j� Œ1�.m; #; y; z0/ � � Œ2�.m; #; y; z0/j� Œ2�.m0; # 0; y; z0/

C j� Œ1�.m0; # 0; y; z0/ � � Œ2�.m0; # 0; y; z/j� Œ1�.m; #; y; z0/;

on en déduit que

j� Œ1�.m; #; y; z/� � Œ2�.m; #; y; z/j

� j� Œ1�.m; #; y; �1/ � � Œ2�.m; #; y; �1/j

C Cˇ

� Z 1

z

S13 dz0 C

Z 1

z

S14 dz0

�

;

(4.21)

où

S13 D k� Œ1�.�; �; �; z0/ � � Œ2�.�; �; �; z0/kL1.
�.m;#;y;z0/;y;z0/

k� Œ2�.�; �; �; z0/kL1.
�.m;#;y;z0/;y;z0 /

C k� Œ1�.�; �; �; z0/kL1.
�.m;#;y;z0/;y;z0 /

k� Œ1�.�; �; �; z0/ � � Œ2�.�; �; �; z0/kL1.
�.m;#;y;z0/;y;z0 /;
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S14 D k� Œ1�.�; �; �; z0/ � � Œ2�.�; �; �; z0/kL1.
�.m;#;y;z0/;y;z0/

k� Œ2�.�; �; �; z0/kL1.
�.m;#;y;z0/;y;z0 /

C . xmA � xma/k�
Œ1�.�; �; z0/kL1.
�.m;#;y;z0/;y;z0/

k� Œ1�.�; �; �; z0/ � � Œ2�.�; �; �; z0/kL1.
�.m;#;y;z0/;y;z0 /:

On remarque que cette inégalité est analogue a l’inégalité (3.23) dans la démons-

tration du lemme 3.6, donc de manière similaire on obtient le résultat.

Maintenant nous pouvons démontrer le théorème principal.

Théorème 4.1. Si N��
0 2 L1.�a/ et N��

1 2 L1.�b/ satisfont aux conditions

(4.22) N��
0 .m; �; y; z/ � 0 p.p. sur �a; N��

1 .m; #; y/ � 0 p.p. sur �b;

(4.23) N��
0 .m; �; y; z/ D N��

1 .m; #; y/ D 0 pour m 2 Œ0; xma� [ Œ xmA;1Œ;

(4.24) max.k N��
0 kL1.�a/I k N��

1 kL1.�b// <
1

M1. xmA � xma/
;

alors l’équation (4.7) avec la condition (4.12) admet une solution unique � véri-
�ant

� 2 L1.�/

avec

�.m; #; y; z/ � 0; p.p. dans �;

�.m; #; y; z/D 0; pour m 2 Œ0; xma�[ Œ xmA;1Œ:

Démonstration. On considère une famille d’ensembles mesurables et bornés

!i ; i 2 N n ¹0º, dé�nis par

!i D
°

.m; #; y/ D .m; Qt; �; y/ 2 RC � R
3

ˇ

ˇ

ˇ xma � m � xmA;

�
˛.m/

g
� Qt � i;

� i � � � i;

� i � y � i
±

D �0 \ ¹.m; #; y/

D .m; Qt; �; y/ 2 Œ xma; xmA� � R
3 j Qt � i; �i � � � i; �i � y � iº;
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où �0 est l’ensemble dé�ni dans (4.15) avec z D 0. La dé�nition de DŒ!�

(voir (4.17)) nous permet de dé�nir un nombre N tel que

D!i
.1/ �

°

.m; #; y/ D .m; Qt; �; y/ 2 RC � R
3

ˇ

ˇ

ˇ xma � m � xmA;

Qt � i CN;

� i �N � � � i CN;

� i � 1 � y � i C 1
±

et on considère une fonction  i 2 C1.R2 � R/,  i � 0, telle que

 i .#; y/ D  i .Qt; �; y/

D

8

<

:

1 si Qt � i CN; j�j � i CN; jyj � i C 1;

0 si Qt � i CN C 1; j�j � i CN C 1; jyj � i C 2:

On a alors

(4.25) D!i
.1/ � ¹.m; #; y/ 2 RC � R

2 j  i .#; y/ D 1º i 2 N n ¹0º:

Le théorème se démontre d’une manière analogue au théorème 5.1 de [2] (voir

aussi le théorème 3.1 du cas stationnaire) avec les mêmes étapes.

L’existence et l’unicité de la solution dans les coordonnées .m; t; x; y; z/ sont

données dans le théorème suivant.

Théorème 4.2. Si N�0 2 L1.RC � R
2 � Œ0; 1�/ et N�1 2 L1.RC � RC � R

2/

satisfont aux conditions

N�0.m; x; y; z/ � 0 p.p. sur RC � R
2 � Œ0; 1�;

N�1.m; t; x; y/ � 0 p.p. sur RC � RC � R
2;

N�0.m; x; y; z/ D N�1.m; t; x; y/ D 0 pour m 2 Œ0; xma� [ Œ xmA;1Œ;

max.k N�0kL1.RC�R2�Œ0;1�/I k N�1kL1.RC�RC�R2// <
1

M1. xmA � xma/
;

alors l’équation (2.1) avec les conditions (4.1)-(4.2) admet unique solution �
véri�ant

� 2 L1.RC � RC � R
2��0; 1Œ /;

où

�.m; t; x; y; z/ � 0 p.p. dans RC � RC � R
2��0; 1Œ;

�.m; t; x; y; z/D 0 pour m 2 Œ0; xma�[ Œ xmA;1Œ:
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Démonstration. Au problème (2.1), (4.1),(4.2), où la fonction inconnue à

chercher est � , on associe le problème (4.7), (4.12) par une application bijective

dé�nie par le changement de variable .m; t; x; y; z/ 7! . Qm; Qt; �; Qy; Qz/ introduit

dans (4.3) avec

�.m; t; x; y; z/D Q�
�

m; t �
˛.m/

g
.1� z/; x C Nv.y/

˛.m/

g
.1� z/; y; z

�

:

Si Q�.m; Qt; �; y; z/ est la solution du problème (4.7), (4.12) dont l’existence et

l’unicité ont été démontrées dans le théorème 4.1, alors, on aura l’existence et

l’unicité de la solution � du problème (2.1), (4.1), (4.2) véri�ant les mêmes

conditions.
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