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Filtration relative, I’idéal de Bernstein et ses pentes

PHILIPPE MAISONOBE (*)

RésumE — Soit f;: X — C, pour i entier compris entre 1 et p, des fonctions analytiques définies
sur une variété analytique complexe X . Considérons Dy 1’anneau des opérateurs différen-
tiels et Dy [s1.....85p] = Cx|[s1,....5p] ®c Dx. Soit m une section d’un Ny -module
holonome, notons B(m, xo, f1, ..., fp) I'idéal de C|[sq, ..., sp] des polyndmes b vérifiant
au voisinage de xo :

1 +1
b(st,....sp)mfil . fo? € Dxlst,....splmfS T fr L

C. Sabbah montre I’existence pour tout xo € X d’un ensemble fini J de formes linéaires a
coefficients premiers entre eux dans N telles que

[T T1HGr - osp) +ami) € Bm.xo, fis.... f) .

Hedticly

ol ayy ; sont des nombres complexes. L'objet de cet article est notamment de montrer
I’existence d’un ensemble J# minimal. De plus, lorsque m est une section d’un module
holome régulier, nous expliciterons cet ensemble géométriquement a partir de la variété
caractéristique du systeme différentiel engendré par m. Nous étudions en particulier les
variétés caractéristiques relatives des Dy [s1, . .., sp]-modules liés a notre probleme, ce qui
nous permet de préciser la structure des idéaux de Bernstein.

ABsTtrACT —Let f;: X — C, for i integer between 1 and p, be analytic functions defined on a
complex analytic variety X. Let us consider Dy, the ring of linear differential operators and
Dx[s1,...,5p] =Cx|[s1,...,5p] ®c Dx. Let m be a section of a holonomic Dx -module.
We denote B(m, xo, f1,..., fp) theideal of C[sy, ..., sp] constituted by the polynomials
b satisfying in the neighborhood of xg € X:

K K 1 sp+1
b(st, .. osp)mfil o f? € Dxlst, ... splmf T g
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This ideal is called Bernstein’s ideal. C. Sabbah showed the existence for every xo € X of a
finite set J of linear forms with coefficients in N, such that

[T TIHG.....5p) +ami) € Bm.xo. fi..... fo).

Hedt icly

where oz ; are complex numbers. The purpose of this article is to show in particular the exist-
ence of aminimal set #. In addition, when m is a section of a holonomic regular Dx -module,
we will precise geometrically this set from the characteristic variety of Dy -module gen-
erated by m. We introduce and study especially the relative characteristic variety of the
Dx[s1,...,Sp]-modules related to our problem. This allows to specify the structure of the
Bernstein’s ideals.

CLASSIFICATION MATHEMATIQUE (2020) — 14F10.

Morts-cLEs — Opérateurs différentiels, x -module holonome, variété caractéristique, idéal de
Bernstein.

Introduction

Soit f;: X — C, pour i entier compris entre 1 et p, des fonctions analytiques
définies au voisinage d’un compact K d’une variété analytique complexe X . Notons F
le produit des f; et posons si ¢: X — C désigne une fonction C*° a support compact
dans K :

Iy(s1.....5p) = / AP ()P ¢ (x)dx AdX.
X

Tout comme dans le cas p = 1, en utilisant le théoreme de résolution des singularités
d’H. Hironaka, on peut montrer que /4(s1, .. ., Sp) qui est une fonction définie a priori
pour Re s; > 0 se prolonge en fonction méromorphe avec des pdles situés sur des
hyperplans de C? (théoréme 1 de [16]). F. Loeser étudie ces intégrales dans [17] et
appelle pente de (f1. ..., fp) les directions de leurs hyperplans polaires. Dans certains
cas géométriques, il majore cet ensemble de pentes par un ensemble de formes linéaires
liées a la géométrie du discriminant du morphisme (f1,..., fp): X — C?.
Considérons Dy 1’anneau des opérateurs différentiels et

Dx[s1,...,5] = Cx[s1,....5,] ®c Dx.

Soit m une section d’un PDy-module holonome, notons B (m, xo, f1,..., fp) I'idéal
de C[s1,...,sp] des polyndomes b vérifiant au voisinage de xo :

+1 +1
b(sty . Sp)mfil oo 7 € Dxlst,...,sp)mf T S0
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Ces polyndmes sont appelés polyndmes de Bernstein de (m, f1, ..., fp) au voisinage
de x¢. Suivant J. Bernstein [2], ils permettent de construire un prolongement des
intégrales 1 (s1, ..., Sp). Dans [23], C. Sabbah montre I’existence pour tout xg € X
d’un ensemble fini H de formes linéaires a coefficients premiers entre eux dans N
telles que

[T [THG.....50) + i) € Bom.xo. fi..... f).

He¥ i€ly

ot apy ; sont des nombres complexes. Dans [24], C. Sabbah montre comment en déduire
des résultats analogues a ceux de F. Loeser. Notons que pour p > 1, J. Briangon et
H. Maynadier montrent dans [8] que I’idéal 8 (m, xo, f1,..., fp) n’est en général pas
principal.

L'objet de cet article est notamment de montrer [’existence d’un ensemble H
minimal. De plus, lorsque m est une section d’'un module holonome régulier, nous
expliciterons cet ensemble géométriquement a partir de la variété caractéristique du
systeme différentiel engendré par m.

Sur Ox[s1, ..., Sp), nous considérons la filtration diese (resp. la filtration relative)
qui étend la filtration de Ox en donnant a s; le poids un (resp. z€ro). Si M est un
Dx[s1,.- -, sp]—module cohérent muni d’une bonne filtration diese (resp. relative), nous
notons grti M (resp. gr'™®! M) son gradué pour cette filtration. La racine de 1’annulateur
de gr* M (resp. gr'®! M) est indépendante de la bonne filtration et définit un sous-espace
analytique de 7*X x CP? appelé variété caractéristique diése (resp. relative) de M et
notée car® M (resp. car M).

Si M estun Dx|sq, ..., Sp]-module cohérent, nous expliquons que les dimensions
des variétés caractéristiques diese et relative de M se déterminent a 1’aide des nombres
grade des fibres de M. Ces résultats généralisent ceux des Dy -modules cohérents
(voir pour ce cas [3,11,15]). En utilisant le théoréme d’involutivité de O. Gabber, nous
montrons alors que pour toute section 7 d’un module holonome :

Résurrat 1. 1l existe une variété lagrangienne conique A de 7*X non lisse en
général telle que

car' Dx[s1,...,splmf .. 7 = A x CP.
II en résulte en particulier que la dimension du Dx[s1., ..., sp]-module
Dxl[s1,....sp)mf .. [
Dx[s1,- - ,sp]mfllerl e f;"“

est inférieure ou égale adim X + p — 1.
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ReésurTaT 2. 11 existe une famille de couples (S,, X,) ol les S, sont des sous-
variétés algébriques de C? de dimensions inférieures ou égales a p — 1 et les X, des
sous-espaces analytiques de X telles que

S S
carel _DXBL SIMAT e Sp” ey,
+1 +1 :
Dxls1,....spJmf 0 fF “

Par définition de la variété caractéristique relative, la réunion des Sy pour xo € Xgy
est la variété des zéros de l'idéal B(m, xo. fi. ..., fp). Cette preuve (dans le cas
analytique) nécessite un théoreme des z€ros relatif que nous établissons. Au passage,
pour tout xo dans X, notre résultat donne une nouvelle démonstration de I’existence d’un
polynoéme non nul dans 8 (m, xo, f1,..., fp). Cette démonstration n’est intéressante
que dans le cas analytique. En effet, siles f; sont des polyndmes, la preuve de J. Bersntein
donnée dans [2] se généralise sans modification et reste la meilleure référence.

Pour préciser la structure de I'idéal B(m, xo, fi...., fp), le probleme est que les
variétés algébriques Sy ne sont a priori pas toutes réunions d”hypersurfaces. En adaptant
un résultat inspiré de O. Gabber et donné par J.E. Bjork dans [3] sur le conoyau d’un
endomorphisme injectif d’un module pur, nous montrons que si M est un Dy -module

holonome engendré par une section m, la famille § des sous-Dx [s1, . . ., sp]-modules
L de type fini de M[%,sl, L spl .ﬁ;” contenant Dx [s1, . .., sp)mf;" .. .ﬁ”
et tels que, pour tout point xg € X,
Lx, .
grade = 5, = dimX +2
X,xo 5155 Splmfi' ... fp
admet un plus grand élément noté L. Ce module L est un Dx|[s1, ..., Sp]-module
cohérent vérifiant :
(1) Dx[s1,....splmf0 ... 7 C L,
@ «(D) C L,
(3) L/t(L) estun Dx[s1..... sp|-module cohérent dont les fibres non nulles sont des

modules purs de grade dim X + 1, c’est a dire des modules tels que tous leurs
sous-modules non réduit a zéro aient méme dimension.

Notons que, pour p = 1, L = Dx[s1,... ,splmfi ...fpsP et le quotient L /(L)
a des fibres non nulles pures de dimension la dimension de X (voir [14]).
Nous déduisons de notre résultat la précision suivante :

S S
Dx [s15.--,5plmf) 1. ,,p
s1+1 sp+1
Dx [s1,--s8p]mf| 1 ...fpp

e Chaque variété algébrique S, est de dimension p — 1.

REsuLTaT 3. car'™

= UT)}‘QX X Sy, avec :
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¢ Lescomposantes irréductibles de dimension p — 1 de chaque S, sont des hyperplans
affines H, g dont les directions sont des noyaux de formes linéaires a coeflicients
entiers positifs et premiers entre eux dans N.

¢ Les composantes irréductibles des S, de dimension strictement inférieure a p — 1
sont contenues dans des hyperplans affines du type ¥ (Hyp)ouk € Zettla
translation (s1,...,8p) = (s1 + 1,...,5p + 1).

Pour xo € X, notons (xg, m) I’ensemble des directions des hyperplans Hy g pour o
tel que xo soit dans X,. Nous appelons ces directions les pentes de (m, fi...., f,) au
voisinage de xg.

Le fait que les composantes irréductibles de dimension p — 1 des S, soient des
hyperplans affines dont les directions sont les noyaux de formes linéaires a coefficients
premiers entre eux dans N se déduit en fait du résultat de C. Sabbah sur I’existence
d’un polyndome de Bernstein qui soit un produit de formes linéaires.

Nous obtenons alors :

RésurtaT 4. Condidérons un produit de formes linéaires affines c¢(sy, . .., sp) qui
appartient a B(m, Xo, f1,..., fp). Alors, toute hyperplan vectoriel de # (x¢, m) est di-
rection de I’'un des facteurs de c(s1, . . ., 5p). De plus, il existe dans B (m, x¢. f1,. .., fp)
un produit de formes linéaires affines dont les directions sont exactement 1’ensemble
H (xo,m) des pentes de (m, f1,..., fp) au voisinage de xo. Enfin, la variété des zéros
dein B(m, xo, f1,..., fp), I'idéal engendré par les parties homogénes de plus haut de-
gré des éléments de B (m, xo. f1,..., fp), estlaréunion des pentes de (m, f1,..., fp)
au voisinage de xo. La racine de in B (m, xo, fi...., fp) est en particulier un idéal
principal.

Considérons I’application
2im.. * 2ims 2ims,
exp”' ™ CP — (C*)P,  (51,...,8p) > (7751 ... e”'"%P).

RESULTAT 5. Limage par 1’application exp? ™" de la variétés des zéros de B (m, xo,
Sf1..... fp) estune réunion de sous-ensembles de (C*)? ou chaque sous-ensemble est
défini par une équation du type

(01) ... (0p)"” =«

ou (ai,...,ap) est une famille d’éléments de N premier entre eux et & un nombre
complexe. L’ensemble des (a1, ..., ap) est ’ensemble des coefficients des d’équations
des pentes de (m, f1,..., fp) au voisinage de xg.

Ce résultat répond a une question de N. Budur [9] posée pour le cas particulier
M = Oyx.
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Nous allons maintenant préciser J (xq, m) lorsque m est une section d’un module
holonome régulier. Rappelons pour cela quelques notations.

Soit A une variété lagrangienne conique de 7* X. Nous désignons par W;} S
I’adhérence dans T*X x CP de

p
{(x,§+25i%,sl,...,sp);si eC,(x,é§)e Aet F(x) # 0}.
i=1 g

Dans [5], avec J. Briancon et M. Merle, nous avions montré que si A n’est pas contenu
dans F~1(0), les composantes irréductibles de W}l 7777 Foh N F~1(0) sont toutes de
dimension dim X + p — 1. Leurs projections sur C? sont des hyperplans vectoriels
dont les équations sont des formes linéaires a coefficients entiers positifs ou nuls.
Nous appelons pentes de (A, f1, ..., fp) au voisinage de x¢ les hyperplans vectoriels
obtenus par projection sur C? des composantes irréductibles de ijl ofon 1 F~10)
qui rencontre la fibre de xo. Nous notons (A, xo, f1,.... fp) '’ensemble de ces
pentes.

A I’aide d’un résultat de C. Sabbah sur les variétés caractéristiques d’un module
relatif engendrant un module holonome régulier ([24, théoréme 3.2]), nous avions établi
les résultats suivants avec J. Briancon et M. Merle dans [6]. Soit M un Dy -module
holonome régulier M de variété caractéristique A et m une section engendrant M,
alors :

(1) cart (Dx[s1.....splmft ... f37) = WJPpr,A,
Sp

# {DX[sl,...,s,,]mff1 o Sp ) . # -1 .
(2) car (i)x 51 Sp]mfin+l~-~f;p+l = Wfl,..-,fp;A m F (O) 5

3) W}],...,fp,A(O) = Wfﬂl,m’fp,A N (s1 =...sp = 0) est une variété lagrangienne co-
nique de 7*X.

Un premier résultat dans ce sens était donné par M. Kashiwara et T. Kawai dans [16].
Nous montrons :

REsuLTAT 6. Sim est une section d’un module holonome régulier engendrant un
Dx-module de variété caractéristique A :

* lespentesde (m, fi1,..., fp) au voisinage de x, sont égales aux pentes de (A, f1,.. .,
Jp) au voisinage de xo : # (xo,m) = H (A, xo, f1,..., Jp);

o car™ Dx[sr,....s,)mf L f0 = W}l,__.,fp,A(O) x CP.

Nous avions obtenu avec J. Briancon et M. Merle dans [7] des résultats analogues
pour p = 2 et pour p quelconque dans le cas cas ot les pentes de (A, fi,..., fp) sont
contenues dans les hyperplans de coordonnées de C?. Dans [18], est développé une
théorie des cycles évanescents den ces morphismes que nous appelons sans pente.
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1. Filtration diese et filtration relative d’un Dx [s1, ..., sp]-module

Soit X une variété analytique complexe. Nous désignons par Oy le faisceau des
fonctions holomorphes sur X et par Dy celui des opérateurs différentiels muni de sa
filtration naturelle (Dy (k))ren définie par I’ordre des dérivations.

Localement, nous identifierons X a C” au moyen d’un systeme (xy, ..., X,) de
coordonnées locales. Un opérateur P € Dy (k) s’écrit alors
P = Z c (x)0P
1Bl<k
ou
9Bt oBn

_ n B —
B=B1,....8n) eN", cpeOx, 9 ox1  Oxn

Désignons r: T* X — X le fibré cotangenta X . Le gradué gr Dx s’identifie au sous-
faisceau de 74 (O1+x) des fonctions analytiques sur 7* X polynomiales par rapport
aux fibres de . 11 est isomorphe localement au faisceau d’anneaux commutatifs gradués
Oxl[é1...£,].Si P € Dx(k) — Dx(k — 1), sa classe modulo Dy (k — 1) définit une
section de gr Dy appelé symbole principal de P et noté o (P).

Si M est un Dy -module cohérent, nous notons cargp, M sa variété caractéristique.

Soit p un entier supérieur ou égal a 1. Dans cette section, nous allons étudier le
faisceau d’anneaux Dx[s1,....5p] = Cx[s1,...,5p] ®c Dx. Nous notons toujours
7:T*X x CP — X la projection naturelle.

1.1 - Filtration diése de Dx|[s1, ..., sp]
La filtration (§D§ [S1,....8p](k))ken de Dx|s1,....sp] est définie comme suit :
un opérateur P appartient & !Of( [S1,...,S8p](k) s’il 8’écrit localement

P = Zaa,ﬂ(x)s‘xaﬂ ollag g € Ox,s* =s7' ... 5,7,

loe|+1B1<k
Nous I’appelons cette filtration la filtration diése de Dx[s1, ..., Sp].
Nous désignons par grﬁ Dx|[s1....,sp) le gradué de cette filtration. Ce gradué

s’identifie au sous-faisceau de 7. (O 1+ x xc») des fonctions analytiques sur 7* X x C?
polynomiales par rapport aux fibres de 7. Il est isomorphe localement au faisceau d’an-
neaux commutatifs gradués Ox [s1, ..., sp. &1....,&,]. llenrésulte que Dx[s1. ..., 5p]
est un faisceau cohérent d’anneaux (voir par exemple [3, Appendix III, Theorem 2.7]).

PeDLsi,....sp)(k) — DLls1,....sp](k — 1) modulo Di[sy, ..., s,](k — 1)
définit une section de gr¥ Dx[s1, ..., s,] appelée symbole diese de P et notée o (P).
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Localement,
FHP)(x,E,5) = I aap(0s°EF, ol P =Y agp(x)s*0P.
loe|+181=k lee|+181<k
Soit M un Dx|s1, ..., sp]-module cohérent et (My )rez une filtration de M pour

la filtration diese. Cette filtration est dite bonne si localement, il existe des sections
my,...,m; de M et des entiers relatifs kq, .. ., k; tels que

I
My =Y Dilst.....spllk —kiym;.

i=1

Nous notons glr’i M le gradué de M pour cette filtration et Ann grﬁ M son annutateur
comme gr* Dx|sy, ... . Sp]-module. La racine de Ann gr¥ M est un idéal cohérent
de gr‘i Dx|[s1....,sp] indépendante des bonnes filtrations di¢ses de M. Nous notons
JH(M) cet idéal. Nous appelons variété caractéristique diése de M le sous-espace
analytique de 7* X x C? défini par J#(M ). Nous le notons car® M.

Soit xo € X. Au voisinage de x¢, nous identifions X a C” et x( a1’origine au moyen
d’un systeme de coordonnées locales. Pour tout (a,b) € C" x C?, notons My, 4.5
I’idéal maximal de gr* Dx[s1, ..., sp] xo engendré par

XlsoosXn, &1—ar,....6n—an, SsS1—b1,....5, =D,

oula = (ai,...,an)eth = (by,...,bp). Le localisé ((gr M)xo)Mxo,a,b est un mo-

dule de type fini sur I’anneau local (gr* Dx|[s1, ..., SP]xO)Mxo,a,b' Sa dimension est
indépendante de le bonne filtration di¢se de M et coincide avec dimy 4 5 cart M la
dimension en (xo, a, b) de car® M (assertion analogue a [11, chapitre 5, remarque 12]) :

dim((gr* M)xo)MxO,a,b = dimy, 4 p carf M.
Comme les fibres de la restriction de 7 a car® M sont coniques :

dimy,0,0 car* M = sup dimy, 4.5 car® M.
(a,b)eC*xC?

Le module (grﬁ M)y, est gradué et My, 0,0 est le seul idéal maximal gradué de
grf Dx[s1, . .. . Splxo- 11 s’en suit que

dll’l’l(gr‘:1 M)xo = dlm((grﬂ M)XO)MX(),O.O'

Suivant J.-P Serre ([25, chapitre 4]), un anneau A commutatif noethérien est régulier
si la borne supérieure gldh (A4) des entiers k tels que Ext* (M, N') 0 pour un couple
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M, N de A-module est finie. Cette borne supérieure est appelée la dimension homolo-
gique globale de A. L’anneau des séries convergentes C{xy,..., x,} est régulier de
dimension homologique globale n. Des propriétés de transfert de la régularité ([25, cha-
pitre 4, proposition 25]), il résulte que I’anneau C{x1, ..., xz}[s1,....8p.&1...&x]
est régulier de dimension 21 + p. L’ anneau localisé (gr* Dx[s1, . . ., 5plx,) M0 €St
alors un anneau local régulier de dimension 2dim X + p ([25, Chapitre 4, proposi-
tion 23]). C’est donc un anneau de Cohen—Macaulay ([25, Chapitre 4, paragraphe D,
corollaire 3]) : la longueur des suites régulieres maximales formées d’éléments de
son idéal maximal coincide avec la dimension de 1’anneau. Suivant D. Rees [21], si 4
est un anneau commutatif noethérien et £ un A-module commutatif, nous appelons
nombre grade de E I’entier :

grade E = inf{i € N; Ext}(E, A) # 0}.

Si I = ann E est I’annutateur de E, grade £ = grade (4/1) et est le nombre maxi-
mum d’éléments d’une suite réguliere de A formée d’éléments de I ([19, Chapter 6,
Section 15 D]).

Si M estun Dx|sq,..., sp]-module cohérent, pour tout x¢ € X, les idéaux associés
a (grﬂ M), sont contenus dans M, o,0. Nous obtenons alors en utilisant la platitude et
la commutation des Ext a la localisation pour les modules de type finie ([25, chapitre 4,
proposition 18]) :

grade (grti M)y, = grade ((grti M)XO)MxO,o,o)~
Rappelons que si E est un A-module de type fini sur un anneau A local commutatif
noethérien de Cohen—Macaulay ([19, Chapter 6, Theorem 31]) :
A
grade E 4 dim —— = dim 4.
ann E

Il en résulte :

ProposiTioN 1. Soit M est un Dx|[sq, . .. ,sp]-module cohérent, pour tout xg € X,

dim (grti M)y, = 2dim X 4 p — grade (grti M)y, = dimy,0,0 carf M.

1.2 - Filtration relative de Dx[s1, . .., Sp]
La filtration (@§l[s1, .o, Sp](k))ken de Dx|[s1, ..., sp] est définie comme suit :
un opérateur P € S())r(el[sl, ..., Spl(k) s’il s’écrit localement
pY oBn
P= ,5)9#  olag € Oxlsi.....spletdf = — ...
Z ag(x,s) ollag ¥ [$1 sple . o,

1Bl<k

Nous appelons cette filtration la filtration relative de Dx [s1, . . ., Sp).
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Nous désignons par gr'® Dy [s, ... . 8p] le gradué de cette filtration. Ce gradué
s’identifie au sous-faisceau de 74 (O 7+ x xc») des fonctions analytiques sur 7* X x C?
polynomiales par rapport aux fibres de . Il est isomorphe localement au faisceau
d’anneaux commutatifs gradués Ox[s1,....5p, &1,. .., &l

Un opérateur

P e DF'[s1,...,spl(k) — DE'[s1, ..., sp](k — 1)

modulo D¥![s1, ..., sp](k — 1) définit une section de gr'™ Dx sy, ..., sp] appelée
symbole relatif de P et noté 6™!(P). Localement,

o™ (P)(x.£.5) = Y ap(x.5)EF od P = aqp(x.5)0".

|BI=k |Bl<k

Le faisceau d’anneaux gr'®! Dy |[s1, . .., sp] s’identifie a Ox[s1....,5p. &1 ... &, Clest
un faisceau cohérent d’anneaux commutatifs. Soit M un Dx[s1., ..., sp]-module cohé-
rent et (My )rez une filtration de M pour la filtration relative. Nous disons que cette
filtration est bonne si localement, il existe des sections m1, ..., m; de M et des entiers
relatifs kq, ..., kp tels que

D
M =Y DF'ls1.....5pl(k —ki)m;.

i=1

Nous notons gr'®! M le gradué de M pour cette filtration et Ann gr' M son annulateur
comme gr'® Dy[si, ..., sp]-module. La racine de Ann gr' M est un idéal cohérent
de gr! Dx|[s1,. .. . 5p] indépendant des bonnes filtrations relatives de M. Nous notons
J™ (M) cet idéal. Nous appelons variété caractéristique relative de M le sous-espace
analytique de 7* X x CP défini par J™'(M) et le notons car™ M.

Soit p: X x C? — X la projection sur X. Pour tout Dx[s;. ..., sp]-module cohé-
rent M, posons M*" = Oxxcr ®p-10y[s,,..5,] P~ M. Le faisceau

Dx[s1,....5p]" = Oxxcr ®p-10y[sy,....5p] p ' Dxl[s1,. .., 5]

s’identifie au faisceau Dy xcr/cr des opérateurs différentiels relatifs. La filtration
naturelle de Dx xcr/cr par 'ordre des dérivations n’est autre que

Oxxcr ®p—10X[s1,...,sp] p_l"@)r(e][sl’ R SP](k)

Le faisceau M ™" est un Dy xcr;cr-module cohérent. Si (My)kecz est une bonne

filtration relative de M, Oxxcr ®p—10y[s;,....sp] p~ 1M, est une bonne filtration de
. . 5 . N -1 1

M*™. Le gradué de cette filtration s’identifie d Oxxc» ®p—10ys,,....5,] P~ & M.Par

platitude de Oxxcr sur p~' Ox|[s1,. .., sp], son annulateur est Ox xc» ® 10y [s, senssp]
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p~ ! Ann gr'®! M (voir [4, Chapitre 1, paragraphe 2, corollaire 2]). Nous notons J (M ")
la racine de cet annulateur qui ne dépend pas des bonnes filtrations de M ?". Le sous-
espace analytique car M de T*X x C? défini par J (M) coincide avec car™ M.

On observe que les faisceaux de modules gr' M et gr™ M sur gr'® Dy [s1, . . ., 5p)
et gr Dy ~cr/cr sont cohérents ([3, Appendix III, Theorem 2.17]). Par platitude, pour
tout entier 7,

i an
Ethre‘OXégﬁ (gr M*", gr O‘Dxégp)
et
j 1 1
E‘thgr"EI Dx [s1 ,...,Sp](grre Ma grre ‘DX [Sl s SP])an

sont isomorphes. Il en résulte que pour tout xo € X, il existe U voisinage de xg tel
que pour tout (x,b) e U x C? :

grade (gr M) > grade (g M),

La méme preuve que dans le cas de la filtration diese portant sur le fait qu'un anneau
local régulier est Cohen—Macaulay montre :

grade (gr M™"), p = 2dim X + p —dim, g car™ M
=2dimX + p — sup dimy 4 car'™ M.

acCn

Nous obtenons donc :

REMARQUE 1. Si M estunun Dx][sy, ..., S,]-module cohérent, pour tout xo € X,
il existe U voisinage de xg tel que, pour tout (x,b) € U x C?,
dim, o5 car™ M = sup dim, 4 car™ M
aecCn

<2dim X + p — grade (g™ M)y, .

Une difficulté de I’anneau gr' Dx [s1, .. ., 5] est d’une part que ses fibres n’ont pas
méme hauteur et d’autre part le défaut de fidéle platitude de Ox xcr sur p~ ' Ox][s1,. ..,
sp]. Par exemple, I’anneau quotient

C g e ey IR
L Cta sl
(1 —s1x1)
mais C{x1,...,Xn, 51, -+ Sp} OC{xy,exn}lsissp] L = 0. Cette difficulté était déja
soulignée dans [20].
LeEMME 1 (théoréme des zéros relatifs). Si N est un grrel Dx|[s1....,Sp]-module

cohérent, pour tout xg in X,

Nx, =0 <= 3U voisinage de xo tel que N*"| 1y = 0.
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DEMONSTRATION. = est facile. Nous montrons 1”autre implication dans le sous-
paragraphe 4. ]

ProrposiTiON 2. Soit M un Dx|s1, ..., Sp|-module cohérent et xo € X :

grade (gr' M)y,

= SUPY voisinage de xo « b)eirll)t;l @) grade (gr Man)x,b
=2dimX + p — inf SUP(x,pye p—1 () diMxq,0,5 car™ M.

U voisinage de xq
DémMonsTRATION. Soit xg € X et U voisinage de x¢. Posons

k = inf grade (gr M™")x p.
(x,b)ep=1(U)

Pouri < k, pour tout (x,b) € p~1(U),

Ext’gr@X cr (nga“,gri)Xéigp)x,b = 0.

Tor
Il résulte du lemme que pouri < k

Extérm @X[Sl,_‘_’sp](grrel M, gr'™ Dx[s1, ..., Sp))xo = 0.

Donc, pour tout U voisinage de xg,

grade (gr' M)y, > inf grade (gr M™")x p.
(x,b)ep=1(U)

et donc

1 .
grade (grre M)xo Z supy voisinage de xq (x,b)égf;] @) grade (gr Man)x,b.

D’autre part, voir suivant la remarque 1, il existe Uy voisinage de xq tel que pour
tout (x,a) € Uy x C?

grade (g1 M)y, < grade (gr M™),
Ainsi, sur ce voisinage Uy,

grade (2" M)y, < inf grade (gr M™") p,
(x.byep~1(Uo)

ce qui montre la proposition. ]
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1.3 — Dimension d’un Dxs1, . .. . Sp]-module cohérent

Soit B un anneau non nécessairement commutatif, nous disons qu’il est régulier
s’il est noethérien a gauche et a droite et de dimension homologique globale finie. Si
E est un B-module de type fini, par exemple a gauche, nous appelons nombre grade
de E l’entier

grade E = inf{i € N; Exty(E, B) # 0).

Suivant J.-E. Bjork ([3, Appendix IV]), nous disons qu’un anneau régulier B vérifie
la condition d’Auslander si pour tout B-module a gauche E de type fini et tout sous-
module N a droite de Ext]f;(E , B), grade N est supérieur ou égal a k.

Tout anneau A régulier commutatif vérifie la condition d’Auslander ([1]). Rappelons
une preuve de la démonstration. Tout d’abord, nous nous ramenons facilement au cas ot
A est local. Dans ce cas, pour tout module N de type fini, grade N = dim A —dim N.
En utilisant cette €galité, il suffit de montrer que si M est un module de type fini,
grade Extf1 (M, A) > k. Soit g un idéal premier appartenant au support de Extf1 (M, A).
Alors, Extﬁq (My, Ag) = Extt (M, A), # 0. Ainsi, gl dim A, la dimension homolo-
gique globale de A, est supérieure ou égale a k. Or I’anneau A, est régulier. Donc,
suivant [25, chapitre IV, corollaire 2], gl dim A; = dim A,. Choissisons ¢ tel que
dim A/q = dim Extf1 (M, A). Comme A est Cohen Macaulay ht (¢g) + dim A/q =
dim A ou ht (¢) désigne la hauteur de I’idéal, g. Nous obtenons

A
grade Extﬁ(M, A) =dim A —dim — = ht(gq) = dim 4, = gldim A4, > k.
q

Cette propriété d’Auslander est a la base des propriétés du nombre grade et de la
filtration d’un module par son complexe bidualisant.

Suivant Bjork ([3, Appendix IV, Theorem 4.15]), si B est un anneau filtré positive-
ment dont le gradué est régulier et vérifie la condition d’Auslander, alors B est régulier
et vérifie la condition d’Auslander. De plus, pour tout B module de type fini a gauche,

gradeg M = grade,, p gr M,

ou gr M désigne le gradué d’une bonne filtration de M. L’application de ces résultats

donnent :

ProposITION 3. Lesfibresde Dx[s1,. . .,Sp] sont des anneaux réguliers qui vérifient
la condition d’Auslander. De plus, pour tout Dx[s1, . .., Sp|-module cohérent M et
Xo € X,

grade M, = grade (gr* M) xo = grade (gr' M),
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Compte-tenu des propositions 1 et 2, nous obtenons le théoréme suivant qui établi
le lien entre le grade d’un Ox s, ..., sp]-module cohérent et les dimensions de ses
variétés caractéristiques diese et relative.

TuEoREME 1. Pour tout Dx|[s1, ..., Sp]-module cohérent M et xo € X,

dimy,,0,0 car* M = inf SUP(x byep—1 () diMxg 5,0 car’™ M
U voisinage de xo ’

=2dim X + p — grade M.

1.4 — Théoréme des zéros relatifs

ProposiTioN 4. Soit X une variété analytique et I un idéal cohérent de Ox|s1,. ..,
spltel que V(I) ={(x,5) € X xCP;Vg € I:g(x,s) = 0} soit [’ensemble vide. Alors,
I = 0Oxls1,....5p)

DEmMonsTRATION. La question est locale sur X . Nous pouvons supposer que X est
un voisinage de I’origine dans C" et [ = (g1,....g87) ou g; € Ox(X)[s1,...,Sp]. Par
hypothese, le systtme d’équations

g1(x,8)=---=gi(x,5) =0, (x,5)eX xC?

n’a pas de solution. Nous devons montrer qu’il existe U voisinage de 1’origine dans
C'etay,...,a; € Ox(U)[sy1,...,sp] tels que

I
1= aiglu.

i=1
Soit un entier d tel que pour tout x € X, les degrés en s des polyndmes g; (x, s) soient
bornés par d. Chaque g; s’écrit Z| Bl<d &i.B (x)sﬂ ol g; g € Ox. D’apres le théoréme
des zéros effectif ([2, 13]), il existe un entier N tel que pour tout x € X, il existe des
polyndmes aj(x)(s),...,a;(x)(s) en s de degré inférieur ou égal a N tels que

l
1= ai(0)s)gi(x.9).

i=1

Considérons alors 1’équation polynomiale dont les inconnues sont les a; 4 ou i €
{I,....l},a e NPet|a|<N:

l

Z( Zai,aso‘)< Zgi,/;(x)sﬁ) =1,

i=1 la|<N Bl=<d
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Cette équation s’écrit

> (Xl:( anZi,agi,ﬁ(X)))sV =1

lyIsN+d i=1 |a|<N,|Bl=d

Elle est équivalente au systeme linéaire d’inconnues les a; 4

I
Y gio(x)aio =1

i=1
| a+B=y#0

Z Zgi,ﬂ (x)aiq =0.

i=1la|<N,|Bl=d

Nous avons vu que pour tout x € U, ce systeme a des solutions. Apres avoir ordonné
les o et y, ce systeme s’écrit
1

0
G(x)A =

0
ou A est une matrice colonne de coefficients a; o et G(x) une matrice dont les coeffi-
cients non nuls sont des g; g(x).
Soit A; un mineur de la matrice G(x) de taille maximum r; non identiquement nul

dans un voisinage U de ’origine. Suivant les formules de Cramer, il existe des b; o1 (x)
mineurs de taille r; — 1 de G(x) tels que, pour tout x € U vérifiant A1 (x) # 0,

1
b

Z( Z —Za’l(x)s“)gi(x,s) =1.

i=1 Ja|<N 1(x)
Ainsi, pour tout x € U tels que Aj(x) # 0,

1
A1) = D0 (X biaa (05%)gi(x.).
i=1 |a|<N
Donc, pour tout x € U,
l
A3 =37 (D braa (1) A1 (05%) i (. 9).
i=1 |a|]<N

Si A1(0) # 0, quitte a diminuer U, nous obtenons 1’existence de

ai,....ap € Ox(U)[s1,...,5p]
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tels que
1
1= aiglu.
i=1

Si A1(0) = 0, considérons sur A7'(0) C X, un mineur A, de la matrice G(x) de
taille maximum r, non identiquement nul dans un voisinage U de 1’origine. Suivant
les formules de Cramer, il existe des b; o 2(x) mineurs de taille r, — 1 de G(x) tels
que, pour tout x € U vérifiant A;(x) = 0 et Ay(x) # 0,

(X a1

i=1 |a|<N
Il en résulte :

1
M) = 3 (X biaa (082 (x)5)gi (x,5)

i=1 |a|<N

nul sur Al_l (0). D’aprés le théoréme des zéros analytiques, il existe quitte a diminuer
U un entier k tel que

l
(B30 = 22 (D hran@)B2(05” )i (x. ) € Ox ()sn, . 5,1 (AT ().

i=1 |a|<N
Vu Iécriture de A%, nous en déduisons quitte & diminuer U, Iexistence de
ai,...,ap € Ox(U)[s1,...,sp]

tels que

I
AFF(x) =) aigilu-
i=1
Si A, (0) # 0, nous terminons comme précedemment. Sinon, nous itérons. Le processus
aboutit car les mineurs de taille 1 de G(x) ne sont pas tous nuls en zéro. |

CoroLLAIRE 1. Soit X une variété analytique complexe, N un Ox|sy, ..., sp]|-mo-
dule cohérent tel que N™ = Oxxcr ®p-10,[s, p~ N soit nul oui p désigne la

projection de X x C? sur CP. Alors, N = 0.

yeeesSpl

DEMONSTRATION. (Ann N)* = Ann (N*"). Il suffit alors d’appliquer la proposi-
tion 4 a I'idéal Ann N. ]
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CoOROLLAIRE 2. Soit X une variété analytique et I un idéal cohérent de Ox sy, . ..,
Spl. Soit h € Ox|s1, ..., sp] tel que h s’annule sur

V() ={(x,s) e X xCP;Vg e I:g(x,s) =0}.
Alors, localement au voisinage de tout point de X, il existe k tel que kel

DEmonstrATION. Lastuce de Rabinowitch s’adapte sans probleme. |

2. Ox|[s1,...,5p]-module majoré par une lagrangienne
2.1 — Conséquence du théoréme d’involutivité

Considérons sur Dx[s1, . .., 5p] la filtration diése. Le faisceau Dx|[s1. ..., sp] est
un faisceau de Q-algebres et gr* Dy|[s1.. ... sp] est un faisceau d’anneaux commutatifs.
SiPeDisi,....splk)et Q € Dilsy, ... 5] (1),

PQ—QP e DLls1,....sp)(k +1—1).
Dans un systéme de coordonndes locales, si PQ — QP ¢ J)ﬁ, [S1,....85](k +1—2),

"\ 95(P)d0(Q) _ d(P)do(Q)

# —

o"(PQ — QP) =

( Q Q ) ; 851 8x,- 851 Bxi

Cette formule étend le crochet de Poisson défini sur les symboles des opérateurs de Dy .
Si « et B sont des fonctions sur gr Dx [s1, ..., s,], nous appelons crochet de Poisson
deaetf:

_ * o 0B da df
B = 2 3 o T o
Le théoreme de O. Gabber [10] assure que si M estun Dy [sy,. . ., sp]-module cohérent
a gauche, J#(M) laracine de I’annulateur du gradué de M pour toutes bonnes filtrations
dieses est stable par crochet de Poisson.

Si nous considérons sur Dx[s1, . .., sp] la filtration relative, gr' Dx [s1, . . ., sp]
est encore un faisceau d’anneaux commutatifs. Par le méme théoréme, nous obtenons
que pour tout Dx[sy, ..., sp]-module cohérent & gauche M, J™ (M) la racine de
I’annulateur du gradué de M pour toutes bonnes filtrations relatives est stable par
crochet de Poisson. Et si « et 8 sont des fonctions sur gr' Dx[s1, ..., sp], le crochet
de Poisson est toujours donné par la formule

do 0B da OB

By = 2 g o Bgi o
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Soit 15: T*X x CP — CP, la projection sur C?. Pour tout sous-ensemble Z de
T*X x C? et c € CP, nous notons Z(c) la fibre au dessus de ¢ de la restriction de 7,
az.

ProposiTiON 5. Soit M un Dx|s1, ..., sp|-module cohérent. Pour tout ¢ € C?,
les fibres non vides (car* M)(c) et (car™ M)(c) ont leurs composantes irréductibes
de dimension au moins égales a la dimension de X.

DEMONSTRATION. En un point lisse de car? M oi la restriction de 7, est de rang
localement constant, la fibre (car® M )(c) est lisse réduite. Par le théoréme d’involutivité,
(car* M)(c) que nous identifions 2 un sous-espace de T*X est involutive. Elle est
donc de dimension supérieure ou égale a la dimension de X . Par semi-continuité de
la dimension des fibres, nous en déduisons la propriété annoncée sur (car® M)(c). Le
méme raisonnement s’ applique pour (car™ M)(c). ]

22-Dxls1, ..., Sp]-module majoré par une lagrangienne
ProposITION 6. Pour tout Dx[s1, . .., sp|-module cohérent M,

car™ M C (car M)(0) x C?.

DEMONSTRATION. Observons que si P € Dx|[s1,...,5p], oﬁ(P)(x, £,0) # 0im-
plique o#(P)(x, &, 0) = 0™(P)(x, &, 5). Pour démontrer la proposition, nous pouvons
supposer que M est le quotient de Dx[s1, ..., sp] par un idéal a gauche cohérent /.

Nous déduisons de notre observation :
car M c V({o*(P)(x,£,0); P € I}) = (car M)(0) x C?. n

DEriniTION 1. Soit M un Dx[s1, ..., sp]-module cohérent. Nous disons que M
est majoré par une lagrangienne A sicar® M C A x CP ol A est une sous-variété
lagrangienne conique éventuellement singuliere de 7* X .

Suivant la proposition 6 :

REMARQUE 2. Si (car* M)(0) est une variété lagrangienne de 7* X, alors M est
majoré par la lagrangienne (car® M)(0)

Si M estun Dx|sy, ..., sp]-module cohérent, pour tout ¢ € CZ, notons :
M
P (si—ci)M

i=1

M(c) =
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Ces ensembles M(c) sont naturellement des Dy -modules cohérents et nous notons
carp, M/(c) leurs variétés caractéristiques comme Dy -modules.
Nous avons clairement :

REMARQUE 3. Soit M un Dx|sy, ..., sp]-module cohérent, pour tout ¢ € C?,
carf M(c) C (car® M)(0) et car™ M(c) C (car™ M)(c). Nous identifions ces sous-
espaces a des sous-ensembles de 7* X .

Soit localement, m1, ..., m; un systeme de générateurs de M . Posons, pour tout
entier k,
Y1 Dx(K)ymj + XF_ (si —e)M
,P=1 (s;i —ci)M .

M(c)(k) =

Les M(c)(k) sont a la fois une bonne filtration diese, une bonne filtration relative de
M (c), mais aussi une bonne filtration de M(c) comme Dy-module. L'idéal engendré
par s1,...,8p (resp. (st —c1,..., 5, — ¢p)) et par les symboles des opérateurs de
Dyx annulant gr (M (c)) est I’idéal des symboles dieses (resp. relatifs) des opérateurs
de Ox|sy, ..., sp] annulant gr (M(c)). Nous en déduisons avec les identifications
évidentes :

REMARQUE 4. Soit M un Dx|s1., ..., s,]-module cohérent, pour tout ¢ € C?,
carp, M(c) = cart M(c) = car™ M(c).
En particulier, nous obtenons :

ProposiTiON 7. Soit M un Dx|s1, ... . sp|-module cohérent majoré par une la-
grangienne A, alors pour tout ¢ € C?, les Dx-modules M(c) sont holonomes de
variétés caractéristiques contenues dans A.

Nous allons préciser maintenant la structure de la variété caractéristique relative
d’un Ox[s1,...,sp]-module cohérent majoré par une lagrangienne.

ProrosiTioN 8. Soit M un Dx|s1, ..., sp|-module cohérent majoré par une la-
grangienne de composantes irréductibles (T;a X)aea, alors il existe des sous-variétés
algébriques Sy de CP telles que

car® M = UT)?&X X Sy.

DEMONSTRATION. Par hypothése, pour tout ¢ € C?, (car M )(c) est contenu dans
la réunion des T;a X . D’apres le théoreme d’involutivité, ses composantes irréductibles
sont de dimensions supérieures a la dimension de X . Il en résulte que pour tout ¢ € C?,
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les composantes irréductibles de (car™ M )(c) sont certaines des lagrangiennes T;a X.
Il existe donc des sous-ensembles S, de C? tels que

car' M = UT;aX X Sy.

Il reste 2 montrer que les S, sont des sous-variétés algébriques de C?. Soit (x4, &)
un point générique de T)}‘QX , ous avons

Se = (car™ M) N {(x,&,5) e T*X xCP;x = xqet £ = &)

Comme car™ M est localement défini par un nombre fini d’équations polynomiales
en s, les Sy sont des sous-variétés algébriques de C?. u

DErFINITION 2. Soit M un Dx|s1, ..., Sp]-module cohérent et xo € X. Nous ap-
pelons idéal de Bernstein de M en xq I'idéal noté By,(M) de C[sy, ..., sp] défini
par

By (M) =1{b(s1,...,5p) € Cs1,....8p]:b(s1,...,8p) My, = 0}.

ProprosiTION 9. Soit M un Dx|s1. ..., Sp|-module cohérent de variété caractéris-
tique relative | yc 4 T}’(“aX X Sy ot Xy (resp . Sy) sont des sous-espaces analytiques
de X (resp. sous-variétés algébriques de C? ), Alors V(Bx,(M)) la variété des zéros
de ’idéal de Bernstein de M en xg est

V(Bry(M)) = Sa-

a€A,xp€Xy

DEMONSTRATION. Soit b(sy,...,Sp) € Bx,(M). Nous pouvons voir b comme un
opérateur différentiel relatif de degré zéro. Son symbole relatif coincide avec lui méme.
1l s’annule d’aprés I"hypothése sur car™ M. Ainsi, b(s1, . . ., s,) s’annule sur les Sy
telles que xo € X,. Inversement, supposons que b(s1, . .., Sp) s’annule sur les .S, telles

que x¢ € Xg. Il s’annule donc sur car™

M au voisinage de xo. D’apres le corollaire 2
du théoréme des zéros relatif, il existe un entier k tel que b* € g™!(M) au voisinage
de xo. Nous en déduisons pour toute section m de My,, I’existence d’un entier k tel
que b*m = 0 . 1l en résulte que pour k assez grand b* € By, (M) et que b s’annule

sur V(Bx, (M)). ]

CoroLLAIRE 3. Soit M un Dx|s1, ..., Sp|-module cohérent majoré par une la-
grangienne et xo € X. Si grade My, > dim X + 1, I’idéal de Bernstein de M en xg
est non réduit a zéro.

DEMONSTRATION. Suivant la remarque 1, pour touta € C?,

dimy, 4,0 car™ M < 2dim X + p — grade (gr' M)y, <dmX + p—1.
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Or, suivant la proposition 8, il existe des sous-variétés algébriques S, de C? telles que
1 _ *
car® M = U Ty, X x Sq.

Donc, pour xy € Xy, la variété algébrique S, est donc de dimension strictement
inférieure a p. Il reste a utiliser la proposition 9. u

23— Dx|s1.....8p]-module majoré par une lagrangienne sans Clsy, . .., Sp]-torsion

DErinITION 3. Soit B un anneau régulier qui vérifie la condition d’Auslander. Soit
M un B-module, nous disons que M est pur si tous les sous-modules de M non réduit
a zéro ont méme nombre grade.

Prorosrition 10. Soit M un Dx|[s1, ... ,sp]—module cohérent majoré par une
lagrangienne. Les assertions suivantes sont équivalentes :

(1) les sections non nulles des fibres de M sont sans C|sy, ..., Sp|-torsion;
(2) les fibres non nulles de M sont des modules purs de nombre grade dim X .

De plus, si l’une de ces assertions est vérifiée, il existe une variété lagrangienne conique
A de T*X telle que car® M = A x CP.

DémonstrATION. 1| = 2. D’apres la proposition 8 , il existe des sous-espaces
analytiques (resp. algébriques) X, de X (resp. Sy de CP) telles que

car™ M = T X x Sa.
Soit xo € X, suivant la proposition 2,
grade (gr' M)y, = 2dim X + p — sup{dim Sy; xo € Xy}

1l en résulte, grade (gr™! M)y, > dim X. Rappelons que suivant la proposition 3,
grade M, =grade (gr M), . Soit N unsous-module de M, I’anneau Dx x,[s1. .. ..
sp] étant régulier et vérifiant la condition d’Auslander : grade N > grade My, ([3,
Appendic 1V, Proposition 2.3]). Le module N est majoré par une lagrangienne comme
sous-module d’un module majoré par une lagrangienne. Si grade N > dim X + 1, il
résulterait du corollaire 3 que N aurait de la C[sy, ..., s,]-torsion ce qui est contraire
aux hypotheses. Ainsi, My, est pur de grade dim X .

2 = 1. Si, pour xo € X, une section non nulle My, avait de la C[sy,...,sp]-tor-
sion, M admettrait au voisinage de x¢ un sous-module N tel que By,(N) # 0. 11
résulterait des propositions 8 et 9 que les variétés algébriques S, pour xo € X, in-
tervenant dans la variété caractéristique relative de N seraient toutes de dimensions
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inférieures ou égales a p — 1. Il résulterait de la proposition 2 que grade N > dim X + 1
ce qui contredit I’hypothese de pureté.

Fin de la preuve. Supposons vérifiées ces conditions équivalentes. Suivant [3, Ap-
pendix IV, Theorem 4.11], il existe une bonne filtration relative I" de M, dont le gradué
grp My, estun Oy x,[s1, ..., sp] pur de grade dim X . Rappelons ([3, Appendix 1V,
Proposition 2.6]) que si B est un anneau régulier vérifiant la condition d’Auslander, un
B module E de type fini est pur de grade / si et seulement si Extj1 (Exti (E,A),A)=0
équivaut a j # /. Il en résulte que pour j # dim X,

Ext’ (Ext’ (gr M, gr Dx [s1.. ... spl). gr Dx[s1,....8p])xo = 0.

En analytisant pour la filtration déduite de I", nous obtenons pour tout a € C? et
J #dimX
Ext/ (Ext

er Dy xcr/cr

éri)xxcp/cp (gr M™, gr Dxxcr/cr). g Dxxcr/cr)xpa = 0.

Ainsi, les fibres (gr M "), o non nulles sont pures de grade dim X . Rappelons que
sur un anneau commutatif régulier, si un module de type fini est pur de grade /, tous
les idéaux premiers minimaux de son support sont de hauteur / ([3, Appendix IV,
Proposition 3.7]). Nous obtenons ansi que les composantes irréductibles de car M
au voisinage de xo sont de dimension dim X + p. Et pour tout « tel que xo € Xy,

Sy = CP. n

ProvrosiTioN 11. Soit M un Dxs1, . . ., sp]-module cohérent tel que car™ M =
A X C? o A est une variété lagrangienne de T* X . Alors, pour tout ¢ € C?,

carp, (M(c)) = A.

DEmonsTRATION. Il résulte du fait que car™ M =A x C? que ™' (M) = I[s1,. . .,
sp] I'idéal de Ox [£1.. ... &4, 51,...,5p] engendré par I'idéal I de Ox[§,,....§&,] des
fonctions nulles sur A. L'inclusion $™(M) C I[s1, ..., sp] est claire. L’autre inclusion
résulte du théoeme des zéros relatifs, proposition 4 modulo I’ astuce de Rabinowitch. Soit
pipouri =1,...,/, les idéaux premiers minimaux contenant I, les p;[si....,sp]
sont alors les idéaux premiers minimaux de g™(M) xo- Considérons le complexe a
deux termes de multiplication par s; — ¢ :

rel s1—¢l rel
gr” My, —— gr- My,.

Notons L (resp. K1) son conoyau (resp. noyau). Soit ($™(M)y,, s1 — c1) I'idéal
de gr Dy x,[s1, - - -, 5] engendré par g™(M)y, et s; — c1. Ses idéaux premiers
minimaux sont les ¢; = (p;i[s1,...,8p],51 —c1) pouri = 1,...,1[. Les localisés
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(L1)g; et (Ky)g4; sont de longueur finie. Notons pour tout idéal premier ¢ d’un anneau
commutatif 4 , e;(E) la multiplicité d’'un 4 module E de type fini. Un calcul de
multiplicité donne :

€q; (Ll) — €q; (Kl) = €p; (grrel M)
De plus, M étant muni d’une bonne filtration le complexe

s1—C1

M— M

de multiplication par s; — ¢ est filtré. Le fait que cette filtration soit bonne implique la
convergence de la suite spectrale de ce complexe filtré. La filtration de M induit sur L
et K des filtrations a gradués noethériens, donc de bonnes filtrations. Nous obtenons

eq, (g™ L1) — eq; (26" K1) = e, (26" M) > 0.

Il en résulte
eq; (gr L1) > 0.

Ainsi, les g; sont des idéaux premiers minimaux du support de gr' L ;. D’autre part,
(F™'(M )y, 51 — c1) C $™(L1). Donc, chaque g; est contenu dans un idéal premier
minimal du support de gr™ L ;. Il en résulte que les g; sont les idéaux premiers minimaux
de gr'®' L. On obtient ainsi,

car' Ly = A x {c1} x CP7 L,
Il reste 2 itérer pour obtenir car (M(c)) = A. ]

ProrosiTioN 12. Soit M un Dx|s1, ... ,sp]-module cohérent dont les fibres sont
des modules purs de grade dim X et tel que (car® M )(0) soit lagrangienne. Alors, pour
toutc € CP,

(car® M)(0) = car® (M(c)) = carg, (M)(c)

DEMONSTRATION. I faut montrer que (car® M)(0) = car® (M(0)). Par hypothese,
(car® M)(0) est lagrangienne et toutes les composantes irréductibles de car® M sont de
dimension dim X + p. Il en résulte qu’aucune composante de car® M n’est contenue
dans s; = 0. Filtrons M par une bonne filtration di¢se. La proposition s’obtient par
récurrence en considérant la suite spectrale du complexe filtré de multiplication par
S1—C1 .

s1—C1

M —— M. [



Ph. Maisonobe 104

3. Equations fonctionnelles associées 2 module holonome relativement a plusieurs
fonctions analytiques

Soit fi,..., fp, des fonctions analytiques sur X. Notons F' = f; f> ... f, leur pro-
duit. Soit M un Oy -module holonome. Considérons Ox [s1,....sp, 1/F] ls' .. ps"
le Ox[s1,...,5p, 1/ F]-module libre de rang 1 de base f;' ... ﬁ;". Le produit tensoriel

M ®0y Ox[s1,....sp, 1/F1f ... f7

est muni d’une structure naturelle de Dx [s1. .. ., sp]-module définie pour toute section
nde M etade Ox[sy,...,Sp, 1/ F] par

d S Spy d S Sﬁ
G ®ar )—(§n>®afl N A ®—f .
of;
+Zn®sj 3xf P

N S, Sp+r S
Nousnotons,n @ af; ... f,> =anfy ... fl et 7 ST =F £ S
pour tout entier 7.
Nous supposons M engendré par une section m.

3.1 — Variété caratéristique relative de Dx[s1, ..., splmf;" ... fps”

Dans ce paragraphe, M désigne un module holonome engendré par une section m1.
En dehors de F = 0, pour toute section m de M,

a%(nepff‘... ) = [( Z;’gi)] S f

Munissons M de la bonne filtration Dy (k)m et Dx[s1, ..., splmfy" ... ps" de la
bonne filtration relative Dx[s1, ..., sp](k)mf;" ... I,S”. En dehors de F = 0, nous
obtenons

o™ Dxls1,....spImft ... fp" ~ (gro, M)[s1,...,spl.

Comme M est holonome, pour tout xo dans le support de M, le grade de (grg, M)x,
est égal a dim X . Il en résulte que si F(xg) # 0

grade (gr"™ Dx[s1, ..., sp)mf ... ;" )x, = grade (grp, M)x, = dim X.

Nous obtenons ainsi :
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LeMME 2. Pour tout xo dans le support de M tel que F(xq) # 0,

grade (gr" Dx[s1, ..., sp)mf" ... [ )x, = dim X.
Notons G (Dx[s1, ..., splmfi' ... fpsP ) le sous-module formé des sections de
Dx[s1,....splmfi" ... fpS” dont les fibres sont de grade supérieure ou égal a k. Les
faisceaux gr™ Dy [si, ..., sp] et Dx[s1, ..., sp] vérifient la condition de Noether :

sur tout espace localement compact, les suites croissantes de sous-modules cohérents
stationnent. Cela permet d’assurer ([3, Appendix IV, Theorem 2.30]) que pour tout entier
k,les G (Dx[s1,...,splmfy" ... fps‘”) sontdes Dx[s1, . .., Sp]-modules cohérents. En
effet, le gradué de cette filtration . s’obtient comme limite d’une suite spectrale associée
a un complexe double filtré dont le deuxieme tableau est composé des Dx [s1, .. ., 5p]-
modules cohérents :

Exth (5] (Ext{DX[s](i)X[sl,... splmf . fy Dxlst, ... 8p)), Dxlst, ..., 5p)).
LemME 3. Pour tout x¢ dans le support de M [1/ F],
grade (gr' Dy [s1, ..., splmf; e psP)xO > dim X.

DfmMonsTRATION. Le quotient

Dxls1,...,splmf ... ps‘”
Giimx (Dx[s1, ..., splmfit ...

estun Dx[s1, ..., sp] module cohérent supporté par F' = 0. Du théoréme des zéros,
au voisinage de tout xg € X, il résulte I’existence d’un entier / tel que

+1 +1
mF! =m0 T € Ghimx (Dx s, Splm T ).

Comme pour tout P(x,dx,s) € Dx|[s1....,Sp]
P(x.de.s)mfS . fy" =0 <= P(x.0x.s1+ 1.5+ DmfE g =0,

z . z . . S P .
nous déduisons d’une résolution libre locale de Dy [s]m flsl ... Jp” une résolution

libre locale de Dy [s]mf;" o }j; PH et les bijections de translations entre
Ext' (Dx[slmf" ... f,", Dx[s])

et
Ext (Dx [slmf5 . £t Dxls)).

1 en résulte que les fibres en xo de Dy [s]m ! ... f27 et Dx[s]m S1+l St ot
q 1 P P
méme grade et donc le lemme. ]
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ProrosiTioN 13. I existe une variété lagrangienne conique A de T* X tel que
car™ Dy [slmf ... f,” = A x CP.

DEmonstrAaTION. Commengons par donner une preuve géométrique. Noton 1; =
(0...,0,1,0...0) ou le 1 est placé a la i-eme place et appelons t; la translation de
T*X x C? définie par (x,£,s) — (x,&,s + 1;). Nous avons, pour tout P(x, dy,s) €
Dx[s1,...,8p],

P(x, 0, )mf .. f,7 =0 & P(x,0x,s + l)mfi ' ... f,” =0.
Ainsi,
car™ (Dx[s1,....splmfi /1. /") = 1w Hear™ (Dx[s1, ..., spmf ... 7).

D’autre part, il est clair que Dx[s1, ..., spJmfi fi' ... f;” est un sous-module
de Dx[s1,...,splmf" ... f,7. Donc, car™™ (Dx[sy, ..., splmf" ... f,”) est stable
par les translations 7; ! et donc par toutes translations (x, £, 5) — (x, £, 5 — k) de
T*X x C? ou k € N?. Nous en déduisons 1’existence d’un sous-ensemble analytique
conique A de T*X tel que

car™ Dx[slmf ... f,” = A x CP.

D’apres le lemme 3 et la remarque | de la section 1.2, pour tout xo du support de
M[1/Fleta € C?,

dimy, 4.0 car™ Dy [s]mf' ... f,7 < dim X + p.

Donc, dimy,,0 A < n. Comme A est conique, la dimension de A en tout point est
inférieure a n. En tout point lisse de A, la projection de A x C? sur C? est une
submersion. Il résulte du théoreme d’involutivité rappelé au paragraphe 2.1 que A est
un sous espace involutif conique de 7* X. C’est donc une variété lagrangienne.

Donnons une preuve plus algébrique. Soit P(s) € D¥'[s1, ..., 5p](k) tel que
P(s)ymf;"... ps” = 0. Remarquons que, pour tout r € N7,

P(s —r)ymfi' ... ps” = P(s—rymf" f;{1 ...f;”_r”
= (P(s—r)f = fTP(s—r)mf " L 0T
€ DX s1,....sp)(k — DmfS ™" fyrTP,

Ainsi, 6™!(P(s — r)) annule le gradué de Dy [s]mf;" ... fpSp pour la bonne filtra-
tion induite par la filtration naturelle de Dx[s1,...,splmf' " ... f,”~ 7. Donc,
o™ (P(s — 1)) € §'(Dx[s)mf" ... f,”) pour tout r € N?. Cela montre que cet
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idéal est engendré par des symboles indépendants de s. Suivant le théoréme d’involuti-
vité sa racine est stable par crochet de Poisson. Nous en déduisons :

car™ Dy [s]mf' ... £, = A x CP,

ol A est une variété involutive conique de 7* X . Le méme argument sur la dimension
que précédemment utilisant le lemme 3 et la remarque 1 de la section 1.2 permet de
conclure que A est lagrangienne. |

ProrosiTioN 14. Pour tout xo dans le support de M [1/ F], le module

N
Dx xo 15 - Splmfit . fp”
est pur de grade dim X : tout sous module non nul de Dx x,[s1, ..., splmf" ... fp"
est de grade dim X .
DEMONSTRATION. La proposition 13 ditque le module Dx [s1, . . ., splmf;" .. .ﬁ”
est majorée par une lagrangienne. Or, (Dx [s1, . . ., spJmf; . .. fpsp)xo estsans C[sq,...,
sp]-torsion. Le résultat résulte de la proposition 10. ]

LemME 4. Pour tout xo dans le support de M [1/ F] tel que F(xo) = 0,

Dx[s1,....spImfit ... f7

1 F1
Dx[s1,...,splmfit ™ ... f;p

grade( ) >dim X + 1.
X0

DEMONSTRATION. Soit A la variété lagrangienne conique de 7* X telle que
car™ Dx[slmf' ... f,” = A x CP.

Lidéal g™(Dx[s]mf;" ... f,") est'idéal I @y g, g™ Dx[s] ol I estI'idéal de
gr' Dy des fonctions nulles sur A. Soit P un idéal premier définissant une composante
irréductible de A. Cetidéal P est de dimension dim X . Par un argument de translation,
les multiplités de g™ (D [s]mf7! ... f3”)xo et g™ (Dx [slmfS .. 377 )4, en
P Qgrrel Dy gr’ Dy [s] coincident. Il en résulte qu’aucune composant irréductible de
A x CP? n’est une composante de la variété caractéristique relative du quotient

Dx[s1,....splmfi ... pS”

+1 1
Dx[st.....splmfi L 7

Ce quotient a donc une variété caractéristique relative de dimension inférieure ou égale
adim X + p — 1. Il reste a utiliser la proposition 2. |
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DErINITION 4. Soit m une section d’un Dy -module holonome et xg € X. Nous
appelons idéal de Bernstein de (m, fi. ..., fp) au voisinage de xo I'idéal B (m, xo,
Ji...., fp)de C[sy,...,sp] formé des polyndmes b vérifiant au voisinage de xq

s +1 sp+1
b(s1,....sp)mfit . fpy7 € Dxl[s,....splmfit " . 7,
qui sont appelés polyndmes de Bernstein de (m, fi, ..., fp) au voisinage de xo.

Notons que I'idéal B(m, xo, f1,..., fp) n’est autre que I’idéal de Bernstein, au
sens de la définition 2, du Dx sy, . .., sp]-module cohérent :

Dx[s1,....spImfit ..

S]+1 fsp"'l.
- Jp

Dx[s1,...,splmf;

CoroLLAIRE 4 (une preuve de I’existence d’une équation fonctionnelle de Bernstein
dans le cas analytique). Sim est une section d’un Dy -module holonome, au voisinage
de tout xo € X, il existe un polynome b(s1, ..., sp) non nul

+1 1
b(sts...,Sp)mfil oo fy” € Dxlst,...,sp)mf L fy?

DEmonsTrATION. Par le lemme 3, le quotient

Dx[s1,....splmfit ..
1 +1
Dx[s1,....,splm 1s1+ N

ases fibres de de grade supérieur ou égal adim X + 1. Il est majoré par une lagrangienne,
car quotient d’un Dy [s1, . . ., Sp|-module majoré par une lagrangienne (proposition 13).
Il reste a utiliser le corollaire 3. |

3.2 — Construction d’un quotient pur d’un sous-facteur de Dx [slmf*

Soit m une section d’un Dy -module holonome M . Considérons les applications
bijectives 7 :

1 Ky T 1 S
M[Fsl,...,sp] L p”aM[fsl,...,sp]flsl... "

et
T
Dx[s1,...,5p] = Dxl[s1,....5p]

définies respectivement par

T((s1esp) [0 = (st + L s, + D ST et
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et
T(P(x,0x,51,....8p)) = P(x,0x.51 + 1,....5, + p).

Nous désignons également par t 1’application
T*X xC? 5 T*X x CP(x,&81,....8p) > (x, &, 51+ 1,...,5, + 1).
Pour toutes sections n de M et tout P € Dx|[s1,...,Sp]:
Pufil . fr =0 < t(Pufit L =,

Nous en déduisons

car* Dx[s1.....s,lmfE T St = cart Ox[sy. .., lmfS L f7
+1 +1 _
car™ Dx[s1,....splmf T T = v car™ Dy s, .. spimf L £

L’objet de ce paragraphe est de démontrer la proposition suivante et d’en donner
les premieres conséquences.

ProrosiTion 15. Soit M un holonome engendré par une section m. Considérons la
famille § des sous Dx [s1,. . .,Sp|-modules L de type fini de M[%,sl v SpI ps”

contenant Dx [s1, ..., Splmfi' ... f," et tels que, pour tout tout point xo € X,
L .
grade o 5 5, = dimX + 2.
°(I)X,)C()[sly--‘951)]"”}(‘1 - Jp

Cette famille admet un plus grand élément noté L. Ce module L est un sous Dx [s1,...,

Spl-module cohérent de M[%, Sty Spl SV S vérifiant

(1) Dxls1,....splmf ... f,7 C L

@ «(@)cL

(3) L/t(L) est un Dx|s1., ..., sp|-module dont les fibres non nulles sont des modules

purs de grade dim X + 1.

La preuve est une adaptation de celle du [3, Appendix IV, Theorem 2.12]. Cette
adaptation est nécessaire car T n’est pas un morphisme de Dx[s1, ..., sp]-module.

Rappels sur les anneaux réguliers. Soit A un anneau régulier (non nécessairement
commutatif) qui vérifie la condition d’Auslander : pour tout module a gauche de type
fini, tout sous-module a droite de Extﬁ (E, A) est de grade supérieur ou égal a k. Notons
que cette condition est automatiquement vérifiée si A est un anneau commutatif régulier
et qu’elle est a la base des propriétés du nombre grade et de la filtration d’un module
par le complexe bidualisant. Rappelons ces propriétés (voir [3, Appendix IV]) :
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(1) Si0 - E' — E — E” — 0 esf une suite exacte de A-module a gauche de type
fini, grade E = inf (grade E’, grade E”).

(2) Soit0 C Gy C --- C Gy = E le filtration d’'un A-module & gauche de type fini par
le complexe bidualisant, il existe unes suite exacte fonctorielle en £

0— — Extﬁ(Extﬁ(E, A),A) = Qr — 0,

k+1

ou grade Qy >k + 2.

(3) Sigrade E = k, alors grade Extff4 (E,A) =k.

(4) SiExty(Exty(E, A), A) # 0, ce module est A-module pur de grade v.

(5) Eestpurdegradek sietseulementsi0=G;=...=Ggr1etGy=...=Go=E.
Dans ce cas nous avons la suite exacte

i (E
0 £ 1B Ext! (ExtX(E, A), A) — Qr — 0,

ou grade Oy > k + 2.

DErINITION 5. Soit £ un A-module de type fini pur de grade k, nous disons que
(¢, E') est une extension pure docile de E si ¢: E — E’ est un morphisme injectif de
A-modules, si E’ est pur de grade E’ = k et grade (E'/¢(E)) > k + 2.

La terminologie extension pure docile est une traduction de tame pure extension
(voir [3, Appendix IV]). Suivant les rappels, si E est pur de grade k, le morphisme
naturel

i(E) k k
E —— Exty (Exty(E, A), A)
est une extension pure docile. En fait, cette extension naturelle est universelle au sens
suivant :

ProrosiTiON 16. Soit E un A-module de type fini pur de grade k et (¢, E)
une extension pure docile de E. Alors, il existe un unique morphisme de A-module
q~5: E — Extﬁ (Extﬁ(E, A), A) tel que le diagramme suivant commute :

E ¢ E'
i(E)l l«i

Extk (Extk (E, A), A) == ExtX(Ext{(E, A), A)

De plus, q; est une extension pure docile.
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PrEUVE ([3, Appendix IV, Proposition 2.9]). Ce résultat est la clef de la proposi-
tion 15. Donnons une preuve. Considérons la suite exacte

/

0—>E£>E’—>

— 0.
$(E)
Nous obtenons, vu les hypotheses sur les nombres grade,
k(_E k
0 = Ext ( ,A) — Bxt5(E’, A)
Ao (E) 4
Ext (¢,4)

E/
Extk (E, 4) — Extﬁ“(@, A) _

Donc, Extff1 (¢, A) est un isomorphisme. Il en résulte le diagramme commutatif

E ¢ E'
l(E)l li(E’)

k k

Extk (Extk (E. 4), 4) —AC9CDD gk (mxik (£, 4), 4)

L existence de ¢ s’en déduit. L application ¢ est clairement une extension pure docile. 1
reste & montrer I'unicité de ¢. Si ¢’ est un deuxieme morphisme vérifiant ¢’ o ¢ = i (E),
nous avons (¢’ — @) o = Oetp(E) C ker(¢/ — ¢). Comme E’/ ker(¢p’ — ¢) s’injecte
par ¢’ — ¢ dans Extff1 (Extﬁ (E’, A), A), nous déduisons de la pureté du double ext que
si E'/ ker(¢’ — ¢) est non nul, il est de grade k. Mais E’ /¢ (E) est de grade supérieur
ou égal a k + 2 et se surjecte dans E’/ ker(¢’ — ¢). Il en résulte ker(¢’ — ¢) = E et

"= ¢. [

<

PREUVE DE LA PrROPOSITION 15. Nous détaillons la preuve au niveau des fibres de
M en un point xo de X. La cohérence de L résultera du fait que les sous-modules
de ma famille § peuvent étre considérés en utilisant une version faisceautique de la
proposition 16 comme des sous-modules de

dim X +1 dim X +1 s s
EXtil)I;l([sl,...,s,,](EXtil)[;[sl,...,sp](@X[sl’ s SpIm T Dx st 8p))
" Si 1 1
S1— Sp—
Dx xols1, - splmfi' .o fp”
Dx xol515 - Splmfit . fp

est pur de grade k + 1, nous vérifions que

T _ s1 Sp
Ly, = Ox xols1, ... 8pmfi' ... 7.
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Nous notons en utilisant I’action de t que les quotients

j)X,xO[Sl, . ,Sp]m 151+k o fpsp_,_k
Dx xolS15 .-, 5p]m 1S1+k+1 o fpsp+k+1
ont méme nombre grade.
* Sinon, nous avons vu que
Dx xols1, - -, Sp]mfls‘_l o fpsp—l
Dxxolsr - splmf Sy

est de grade supérieur ou égal a k + 1. Ce quotient admettrait donc un sous-module de

grade supérieur ou égal a k + 2. Il existerait ainsi L un Dx x,[s1, ..., Sp]-module tel
que
S1 Sp s1—1 sp—1
Dx xols1:- - splmfi' ... fp7 S L C Dx xpls1.-...8p]mf; N
et
a L k42
grade > .
Dx xols1s - Splmfil o 1"
Considérons alors la famille 9y, des Dx x,[S1., .. .,5p] modules L de type fini vérifiant
1
Dx xols15 - Splmfit ... f" S LC Mx()[f,sl,...,sp]fls1 N
et
d L >k+2
grade > .
Dx xol51, -+ - spImfit ... ps‘”
Le module Mxo[%, Sty SpIft L fps” n’est pas de type fini. Mais pour tout

sous-module N de type fini, il existe un entier r tel que N est un sous-module de

Dx xol1,- > 8pImf ... f,”"" qui estun module pur de grade dim X (voir propo-
sition 14). Ainsi, tous les sous-modules de type fini de MxO[%, S1oeeesSpl 10 fps”

sont purs de grade dim X .
LEMME 5. 9y, admet un unique plus grand élément.

Preuve du lemme ([3, Appendix IV, Proposition 2.10]). Rappelons cette preuve qui
repose sur le probléme universel des extensions pures dociles. Par les propriétés des
nombres grade, la somme de deux éléments de G, est dans Gy, . Il suffit donc de
montrer que toute suite croissante d’éléments de §y,, stationne. Soit L, une telle suite,
notons jy et j, y+1 les inclusions

- $1 Sp Jv jU,U+l
E = Dx xols1.-...8plmfi' ... fp7 — Ly —— Ly41.
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Suivant le probléme universel des extensions pures dociles, nous avons le diagramme
commutatif

J
E = Dxxols1,-- - sp)mfy . fp7 v L,

i(E)l o

ExtdimXJrl(EXtdimXJrl(E, JDX,XO[SI’ ey Sp])7 @X,xo[slv e 7sp])

Par unicité de j,, nous obtenons j, = jy+1 © jy.v+1. Ainsi, les images des mor-
phismes j, forment une suite croissante de sous-modules d’un module noethérien de
type fini. Cette suite d’images et donc les L, stationnent.

Notation. Nous notons L xo 1e plus grand élément de §y,,.
Par finitude de L xo » 1l existe un entier r tel que
S1—r fS p—T

Lyxy C Dx,xols1,-- -5 8plmfi " ... fp

Nous allons montrer que Zx() satisfait les propriétés de la proposition 15.
Posons, pour simplifier, pour tout entier r et s = (s1,...,5p),

E(s+7r) = Dxxols1,---,5p] 1s‘+r...fps"+r.
Preuve de 7(L xo) C L xo- Considérons le morphisme surjectif

(L) N t(Lyy) + E(5)

E(s+1) E(s)

Mais _ _
T(LX()) — ‘C( on )
E(s+1) E(s)
(nous passons au quotient I’action de 7) et donc
L E L
grade w > grade M = grade —% > dim X + 2
E(s) E(s+1) E(s)

Ainsi,

t(Lyy) + EG) €8, t(Lyy) + E(s) CLyy, w(Lxy) C L.
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L)CO _ E(S)
Preuve de grade Ty = grade 57y =

inclusions E(s) C Zxo CE(s—r)et r(ZxO) C Zxo :

dim X + 1. Considérons maintenant les

T(Ly,) Ly, E(s—r)
EG+1) Es+D) EG+1)

E(s +1) E(s) Ly,
— — — —> - .
":H_l(on) TH_I(on) Tr+1(Lx0)

Donc, ZXO/‘E(ZxO) (resp. E(s)/E(s 4+ 1)) est un sous-facteur de E(s —r)/E(s + 1)
(resp. zx()/rr+1 (ZXO). Nous en déduisons :
E(s—r) E(s) Ly,

et rade ————— > grade ———.
Es+n o SUEGTn TE T,

X0

L
grade — > grade

T(Lx,

Par action de 7, pour k entier, les grades de
EG+k)/Es+k+1) et t8(Ly)/t* ™ (Ly,)

sont indépendants de k. Nous en déduisons par récurrence que E(s —r)/E(s + 1)
(resp. Lyx,/t" 1 (Ly,)) est de méme grade que E(s)/E(s + 1) (resp. Lyx,/T(Lx,))-
I1 en résulte

L E
grade —2— = grade i
E(s+1)

T{Lxg

Enfin, nous avons montré que grade E(%i)l) > dim X + 1 (voir lemme 3).

Preuve de t(LZxO ; pur de grade dim X + 1. Considérons un Dy x,[s1, ..., Sp]-module
X0

L’ tel que

EG+1)Ct(Ly) S L C Ly,
Nous avons la suite exacte

(L) L L

E(s+1) EGs+1) T(Lyx,)
Par maximalité de L X0
d L d L) <dimX +1
rade ——— = orade im .
e+ TR T
Or, ~ ~
L L
(Lxo) grade —% > dim X + 2.

EG+1) E(s)
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I1 en résulte ,

L
grade — <dmX + 1

T(Lx,

et,en prenant L' = Ly,

grade —X <dimX + 1

T(Lx,
Mais _
L L, _ .
grade — > grade ——— >dim X + 1.
T(Lx, T(Lx,
Ainsi,
/ Zx
grade ——— = grade —2— = dim X + 1.
T X0 T(on

Tout sous-module non nul de L xo/ t(L xo) est donc de grade dim X + 1 et L xo/ t(L x0)

est donc pur de grade dim X + 1. ]
REMARQUE 5. Notons que L = Dxls1.... Lsplmfit f;” si et seulement si les
les fibres de
Dxs1,...,splmfi ... pSp
Dxls1,....sp)mfSith oot

sont des modules purs de grade dim X + 1. Cette condition équivaut encore a

S1 Sp

- [ ](Exti [ ]( Dx[s1,....s5pImf7" ... fp
Dx [51,..0,8 Dx [s1,...,8 +1 sp+1°

’ PNDx[s1,..osplmfit T Sy

J)X[sl,...,sp])) £0 = i =dimX + 1.

DEMONSTRATION. Voir la définition de L. [

Donnons maintenant quelques propriétés de L.

ProprosiTiON 17. Le Ox|[s1,. .., Sp]-module L construit dans la proposition pré-
cédente vérifie :

-~ 5 Ny
(1) car® L = car¥ Dxlstsplmty l1 > T
(L) Dx[s1,msplmf 1T pyp

(2) localement au voisinage de tout point xo de X, il existe un entier r tel que

~ - s
rel L el _k @X[Sh...,sp]mflsl...fp”

< Ucarr t sp+1 sp+1)°
k=0 J)X[S],...,Sp]mfl ...fp
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(3) localement au voisinage de tout point xo de X, il existe un entier r tel que

Dyls1,.... ST L
car' x[s1 sp]”ifj_l 1 7 C U car’™ ¢~ (car — )
Dxl[s1.....splmf}" S (L)

DfmonsTrATION. Localement au voisinage de tout point xo de X, il existe
un entier 7 tel que L/7(L) (resp. E(s)/E(s + 1) est quotient de sous-modules de
E(s—r)/E(s + 1) (resp. L /=" T1(L)). Nous utilisons de plus que pour L sous-module

cohérentde M[1/F,sy,...,sp) " ... f7
k
car L = car T (L) et carrel& =7k (carrel L )
(L) tk+1(L) tk+1(L) (L)

Rappelons quelques propriétés des modules purs sur un anneau A filtré positivement
dont le gradué gr A est commutatif régulier. Si un gr A-module de type fini est pur, ses
idéaux associés coincident avec les idéaux premiers minimaux de son support et la
hauteur de ces idéaux est constante égale au grade du module (voir [3, Appendix IV,
Proposition 3.7]). Cette condition caractérise en fait les modules purs (voir [3, Appen-
dix IV, Remark 3.8]). Si N est un A-module pur, il existe une bonne filtration de N tel
que le gradué de N soit un gr A-module pur (voir [3, Appendice IV, Theorem 4.11]). La
conséquence est que §(N) la racine de I’annulateur de gr N a tous ses idéaux associés
de méme hauteur. Prendre garde que pour p idéal premier de gr A, nous n’avons pas
nécessairement dim (gr A/ p) + ht p = dim gr A.

En particulier, si N est un Oy x,[s1. ..., 5p]-module pur de grade dim X + 1, il
existe une bonne filtration di¢se de N tel que grtt N soit pur de méme grade. Les idéaux
pemiers associés de grf N sont homogenes en (£, 5) et leurs hauteurs coincident avec
la codimension des germes des espaces analytiques qu’ils définissent sur 7*X x C?,
De la proposition 17, nous déduisons en prenant N = L / ‘L'(Z) :

COROLLAIRE 5. Les composantes irréductibles de

L ¢ Dxlsi.....splmfi 1

# _
car —— — car
(L) Dxlsy.....splmfith et

sont toutes de dimension dim X + p — 1.

COROLLAIRE 6. Il existe une famille (Xy)qea de sous-espaces analytiques de X et
une famille (S},)qec4 de réunion d’hypersurfaces algébriques de C? telles que

rel L _ * /
car (‘L’(Z)) = ag/ Ty, X x S,.
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DEMONSTRATION. Le Dx[s1, ..., sp]-module L/t(L) étant majoré par une la-
grangienne, il existe suivant la proposition 8 une famille (Yy)qeas (resp. S;) de
sous-espaces analytiques (resp. variétés algébriques de C?) telle que car™ (Z / ‘C(Z)) =
Ugea Ty, X x Sg . Alors, pour tout a, les S, sont de dimension p — 1. Nous consi-
dérons le module pur N = L/t(L). 1 admet donc une bonne filtration relative tel
que gr' N soit pur. Si p est un idéal premier minimal du support de ce gradué, le
quotient gr'' (Dx xy[s1. - - -, 5p])/p est pur de grade dim X + 1. Il en résulte que
le sous-espaces analytique qu’il définit est de dimension dim X + p — 1. Toutes les
composantes de car™ N sont donc de dimension dim X + p — 1. Les S/, sont donc de
dimension p — 1. u

REMARQUE 6. Nous verrons dans le paragraphe suivant que les S;, sont en fait
des hyperplans affines. Il en résultera que la variété des zéros de I’idéal de Bernstein
By, (L/t(L)) est une réunion d’hyperplans affines.

3.3 — Remarques sur l’idéal de Bersntein B(m, xo, f1,..., fp)

3.3.1. Cas ou m est une section d’un module holonome. M désigne toujours un
Dy -module holonome engendré par une section m et f1,..., f, sont des fonctions
analytiques sur X.

Rappelons, voir définition 4, que 8 (m, xo, fi,..., fp) désigne Iidéal des poly-

ndémes b de C[sy, ..., sp] vérifiant au voisinage de xq
S1 Sp s1+1 sp+1
b(st,....sp)mfi' ... fp7 € Dxl[s1,...,splmf N P
Ces polyndmes sont appelés polyndmes de Bernstein de (m, f1, ..., fp) au voisinage
de xg.

ProposiTion 18 (C. Sabbah [24, proposition 1.2]). Pour toute section m d’un
module holonome, pour tout xo € X, il existe un nombre fini de formes linéaires ¥ a
coefficients premiers entre eux dans N telles que

[T TIHE) +ani) € Bon,xo, fi..-.. f,)

HedH iely

ou ap; sont des nombres complexes.

La preuve de C. Sabbah repose sur la [23, proposition 2.2.3], voir également [22]. Si
M = Ox, comme indiqué dans [22], les complexes peuvent étre pris rationels positifs
(voir une preuve dans I’article [12] de A. Gyoja).
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ProvposriTioN 19. 1l existe (Xy)aca (resp. Sq) une famille finie de sous-espaces
analytiques (resp. variétés algébriques de C? telles que

Dxls1. ..., T
x [$1 Sp]n’;lfil fPsp+1> — U T)}‘QX X Sy.
Dx[s1,....splmf; o Jp aed

car™ (

avec les conditions :

e chaque variété algébrique Sy est de dimension p — 1,

e les composantes irréductibles de dimension p — 1 de chaque Sy, sont des hyperplans
affines Hy g de directions les noyaux de formes linéaires a coefficients premiers
entre eux dans N,

e toute composante irréductible des Sy de dimension strictement inférieure a p — 1

est contenue dans un hyperplan affine t* (Hyg) ou k € Z et T la translation
S1,.ou8p) > 1+ 1, ...,5, + 1),

DEmonsTrATION. Considérons le Dx|[si. ..., sp]-module L construit a la propo-
sition 15. Au voisinage de tout point Xy, il existe un entier r tel que

Dx[s1,...osp)mfit ... f37 CLC Dxlsi,....sp)mf . fr .

Suivant le corollaire 6, il existe (X, )qeca (resp. S,) une famille de sous-espaces
analytiques (resp. de variétés algébriques de C? de dimension p — 1) tels que

car™ (L/z(L)) = | J T}, X x S},

acA’

Considérons bg un polynome de B(m, xo, fi...., fp) parmi ceux dont I’existence est
assurée dans la proposition 18. Comme

bs(s—r)...bs(s)L C (L),

ce produit bg(s —r) ... bg(s) s’annule sur les S}, tels que xo € Xy. Vu la dimension
des S, cela montre que les S, sont des réunions d’hyperplans affines.
D’autre part suivant la proposition 13, il existe une variété lagrangienne A de T* X
telle que
car™ Dx[slmf ... f,” = A x CP.

Il existe donc (Xy)gea (resp. Sy) une famille de sous-espaces analytiques (resp. de
variétés algébriques de C?) telles que

N
carrel( Dxls1s-osplmfit - fp" ) = U Ty X xSy
+1 +1 P :

Dxls1,...,spImft o fp7 wed
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Nous déduisons alors de la proposition 17 que A’ = A et Xo = Yy et
r r
Us.c U rk(USa) et | JSac | r_k(US(;).
k=0 k=0
La proposition en résulte. ]

DErINTTION 6. Pour tout xo € X, notons # (xg, m) I’ensemble des directions des
hyperplans H, g pour les « tels que xo € X. Nous appelons ces directions les pentes
de (m, f1..... fp) au voisinage de xo.

Suivant la proposition 9, |, cx, Sa estla variété des zéros de I'idéal de Bernstein
de (m, fi,..., fp). Nous en déduisons :

CoROLLAIRE 7. Si un produit de formes linéaires affines appartient a B(m, xy,
J1..... fp), tout hyperplan vectoriel de # (xo, m) est direction de I’un des facteurs.
De plus, il existe dans B(m, xo, f1, ..., fp) un produit de formes linéaires affines dont
les directions sont exactement I’ensemble H (xo, m) des pentes de (m, fi. ..., fp) au
voisinage de X.

DEmonsTrATION. Pour le premier point, il suffit d’observer que si b € 8B(m, xo,
fi,o.n, fp), il s’annule sur les S, intervenant dans la proposition 19, donc sur ceux de
dimension p — 1 dont les directions sont les directions des hyperplans de #. Pour le
deuxieme point, il suffit de prendre un produit de formes linéaires nulles sur les Sy

intervenant dans la proposition 19 et d’utiliser la proposition 9. ]
CoOROLLAIRE 8. La variété des zéros de in B(m, xo, f1,..., fp) 'idéal engendré
par les parties homogénes de plus haut degré des éléments de B(m, xo, f1,..., fp) est
la réunion des pentes de (m, f1, ..., fp) au voisinage de x¢. La racine de in B(m, xo,
S1..... fp) est en particulier un idéal principal.
DEmonsTrATION. Résulte du corollaire 7. ]
PropositioN 20. Soit xg € X. Sile Dx x,[51, ..., Sp|-module
N S
Dx xolS1, - splmfyt ... fp”
s1+1 sp+1
Dx xols1, - splmfi' ™ o fp”
est un module pur de grade dim X + 1, la racine de I’idéal de Bernstien B(m, X,
S1,..., Jp) est principal. C’est notamment le cas sous la condition
N S
Dx xolS1 - o splmfit .o fp”

Ext’ Ext.
Dx . xg[515-»5p] Dx xo[5150-55p] s1+1 sp+1°
0 *o Dx xo 515 splmfi o fp

i)x,xo[sl,...,sp])) £0 = i =dimX + 1.
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DfmonsTrAaTION. Cela résulte de la remarque 5 et du corollaire 6. La deuxiéme
partie de la proposition est un critére de pureté (voir [3, Appendix IV, Proposition 2.6]).
]

Pour terminer ce paragraphe, considérons I’application
2im.. * 2ims 2ims,
exp”' " CP — (CHP,  (s1....,8) > (e L., es!r),

COROLLAIRE 9. L’image par I’application exp®™ de la variétés des zéros de
B(m, xo, f1,.... fp) est une réunion de sous-ensembles de (C*)? ou chaque sous-
ensemble est défini par une équation du type

(01) ... (0p)” =«

o (ai,...,ap) est une famille d’éléments de N premier entre eux et o un nombre
complexe. L'ensemble des (ay, . . ., ap) est I’ensemble des coefficients d’équations des
pentes de (m, f1,..., fp) au voisinage de x.

DeEmonsTrATION. Cela se déduit de la proposition 19. En effet, si ays; + -+ +
apSp = aou(ap,...,ap) est une famille d’éléments de N premier entre eux et @ un
nombre complexe est I’équation d’un hyperplan affine H, les images par exp?'™ des
T8 (H) pour k € Z coincident et ont pour équation

(01)71 ... (0p)%7 = ™4, "

Ce résultat répond a une question de N. Budur [9] posée pour le cas particulier
M = Oy.

3.3.2. Cas ou m est une section d’un module holonome régulier. Nous supposons
maintenant que M = Dy m est un module holonome régulier de variété caractéris-
tique A. Notons F le produit f; ... f, et désignons par ij1 oS I’adhérence dans
T*X x CP de

P
Q= {(x,é—G—Zsic;ﬁ((;)),sl,...,sp);si eC,(x,§) e Aet F(x) 750}
i=1 !

Nous avions établi les résultats suivants avec J. Briancon et M. Merle dans [5] :

(1) Les fibres réduites de la restriction de 7, a W}l S sont des sous-espaces
lagrangiens de 7* X . La fibre au-dessus de 1’origine est un sous-espace lagrangien
conique notée W}l ot A(0).
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(2) Les composantes irréductibles de W;l Foh N F~1(0) sont toutes de dimension

dim X + p — 1. Leurs projections parnz sont des hyperplans vectoriels de C?
dont les équations sont des formes linéaires a coefﬁcients entiers positifs ou nuls.
Plus précisement, si G une composante irréductible de Wf A ANF™ 10), sin; j
désigne la multiplicité de f; le long de G, w2 (G) est I’ hyperplan de C? d’équation

nis1 + -+ npsp, = 0.

DeriniTioN 7. Nous appelons pentes de (A, f1, ..., fp) les hyperplans vectoriels
obtenus par projection par 7, des composantes irréductibles de ijl S N F~1(0).

Pour tout xo € X, nous notons ¥ (A, xo, f1,..., fp) I'ensemble de ces pentes au
voisinage de x.

Avec I’aide d’un résultat de C. Sabbah sur les variété caractéristiques d’'un module
relatif engendrant un module holonome régulier ([24, théoréme 3.2]), nous avions
établi avec J. Briancon et M. Merle dans [6] les résultats suivants :

ProposiTioN 21 ([6, théorémes 2.1, 2.4 et 2.6]). Soit M un Dx -module holonome
régulier M de variété caractéristique A et m une section de M engendrant M. Alors,

(1) car® (Dx[s1, ..., spJmf;! ...fps‘") = W}l,...,f,,,A;

Dx[S15eeesS ]mfsl.
) cart (@X[SXlwl-,Sp]V::fflJlrl " Ap+l) = S ﬂ F~ 1(0)
(3) pourtoutc = (c1,...,¢cp) € CP,
N
carﬁ( Dx[s1,....spImfy" ... f" ): - .
ZP (S‘ _c)c(/) [S s1+1 sp+1 S1sees S A
j=1\J J X 1,...,Sp]mf1 fp

Nous déduisons des propositions 11, 12 et 13.

ProrosiTioN 22. Soit M = Dxm un module holonome régulier de variété carac-
téristique A. Alors,

ar™ (Dx[s1,....splmf ... f,7) = f1 s A(0)x C?.

ProrosiTioN 23. Soit M = Dxm un module holonome régulier de variété carac-
téristique A. Il existe un polynome de Bernstein de m, f1, ..., ﬁ, au voisinage de xg
non nul qui soit produit de formes linéaires dont I’ensemble des directions vectorielles
est exactement H (A, xo., fi...., fp).

Cette proposition avait été obtenu pour p = 2 dans [6, théoreme 3.2].

DEmonsTRATION. Suivant C. Sabbah, considérons un bg € B(m, xo, f1...., fp)
non nul produit de formes linéaires affines a coeflicients rationnels. Ecrivons bs = c1c¢2
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ol ¢y (resp. cp) est produit de formes linéaires affines de directions vectorielles formées
par de pentes de (A, xo, f1, - fp) (resp non formées). Nous avons vu qu’au
voisinage de xg, bs(s —r)...bs (S)L C 7(L). Nous en déduisons que le sous-module

ci(s—r).. Cl(s) )CL/T(L)

est annulé par ca(s —r) ... ca(s). Il en résulte

L _ -
car (cl(s —r). ..cl(s)r(z)) - Wjﬁ,...’fp’A N F~1(0) N (incy)~1(0)

qui est de dimension strictement inférieure 2 dim X + p — 2. Comme L /7(L) est pur
de grade dim X + 1, il s’en suit

ci(si—r,....8p—1)...c1(S1,...,8p)

o(l)
Posons b1 (s) = c1(s —r)...c1(s), nous obtenons

bi(s +r)...bi(s) € B(m,xo, f1,.... fp).

Comme b1 (s 4 r) ... b1 (s) est produit de formes linéaires affines de directions vecto-
rielles formées par des pentes de H (A, Xg, f1, ..., fp), nous avons montré 1’existence
dans B(m, xo, fi1,..., fp) d’untel polyndme non nul. Inversement, la partic homogeme
de plus haut degré de ce polyndme s’annule sur W}l S A N F~1(0) au voisinage de
Xo et donc sur toutes les pentes de H (A, xo, f1,.... fp).

Sic(s1,...,Sp) est un polyndme, désignons par in ¢ la partie homogene de ¢ de
plus haut degré. Si b appartient a I’ideal de Bernstein de m, f, ..., f, au voisinage
de xg, in b s’annule sur

Dx[s1, ..., U T
cart ( x [51 splmfi )4 )

Dxlst.....splmfot et
I1 résulte de la proposition 21 que in b s’annule sur H (A, xq. fi,..., fp). ]
La proposition 23 permet de montrer que les pentes J(xo,m) de (m, fi..... fp)
au voisinage de x¢ ne sont autres que # (A, xo, fi...., fp) 'ensemble de ces pentes

au voisinage de x(. Ainsi, nous obtenons :

Proposition 24. Soit M = Dym un module holonome régulier de variété carac-
téristique A. Au voisinage de tout xg € X, il existe (Xy)aca (resp. Sy) une famille
finie de sous-espaces analytiques (resp. variétés algébriques de CP?)
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telle que

Dx[s1,---, U fr
cart (—2xXBre S Sy 1 xxcs,
Dx[s1,....8pImf' " . " wed

avec les conditions
* Chaque variété algébrique Sy est de dimension p — 1.

e Lescomposantes irréductibles de dimension p — 1 de chaque S,, sont des hyperplans
affines Hy g de directions les noyaux de formes linéaires a coefficients premiers
entre eux dans N.

e Toute composante irréductible des Sy de dimension strictement inférieure a p — 1
est contenue dans un hyperplan affine t* (Hy,p) ot k € Z et t la translation
S1,.c8p) > 1+ 1, ...,5, + 1),

* [Densemble des directions des hyperplans affines Hy g pour xo € Xy est I’ensemble

H (A, xo, f1.--. fp)-

CoroLLAIRE 10. Soit M = Dxm un module holonome régulier de variété carac-
téristique A. La variété des zéros de in B(m, xo, f1,.... fp) l'idéal engendré par les
parties homogénes de plus haut degré des éléments de B(m, xo, fi...., fp) est la
reunion est la réunion des pentes de (A, fi. ..., fp) au voisinage de x,.

DEMONSTRATION. Sib € 8(m, Xo, f1,..., fp),inb la partie homogene de plus
haut degré de b s’annule sur la variété caractéristique diese de

1 +1
Ox[s1,....splmf o fo7 [ Dxlst, .., splmf P

et donc, suivant la proposition 21, s’annule sur W;l S NF ~1(0). Il en résulte une
inclusion. L autre inclusion est donnée par la proposition 23. |

Enfin, nous avons :

CoRroOLLAIRE 11. Soit M = Dxym un module holonome régulier de variété carac-
téristique A. L'image par I’application exp®'™ de la variétés des zéros de B(m, xo,
S1..... fp) est une réunion de sous-ensembles de (C*)? ou chaque sous-ensemble est
défini par une équation dun type

(o) ... (0p)” =«

ou o est un nombre complexe et (ay, ... ,ap) (a1, ...,ap) est une famille d’éléments de
N premier entre eux. Cette famille est exactement la famille des coefficients des formes
linéaires dont les des zéros sont les pentes de (A, f1. ..., fp) au voisinage de xy.
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