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FAIBLEMENTS COMPACTS POSITIFS

COMPLEMENT ON POSITIVE PRECOMPACT AND WEAKLY
COMPACT OPERATORS
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Recommended by A. Ferreira dos Santos

Résumé: Nous établissons deux conditions nécessaires concernant le probleme de
domination, 'une pour les opérateurs précompacts positifs et 'autre pour les opérateurs

faiblement compacts positifs.

Abstract: We prove two necessary conditions about the domination problem, one

for positive precompact operators and the other for positive weakly compact operators.

1 — Introduction et notations

Aliprantis et Burkinshaw ont montré dans ([2], Théoréeme 2.2) que si E est
un treillis de Banach tel que sa norme ou celle de son dual topologique E’ est
continue pour l'ordre et si S,T: E — E sont des opérateurs tels que 0 < § <T
et T' compact, alors 'opérateur S? est aussi compact. Plus général, nous avons
montré dans ([6], Théoreme 2.2) que si (E,7), (F,S) et (G,v) sont des treillis
vectoriels localement convexes solides et complets, si S1,T1: E — F et Sy, T5:
F — G sont des opérateurs tels que 0 < S; <T; et T;, i = 1,2, précompact, et
si 'une des topologies v ou S(E’, E) est de Lebesgue ou si 'espace F’ est discret,
alors 'opérateur S5 0.57 est précompact.
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Wickstead [7] a étudié la réciproque du Théoréme 2.2 de [2]. Il a montré
que si E est un treillis de Banach o-complet pour 'ordre et si S et T sont
deux opérateurs définis de E dans lui méme tels que 0 < S <T et T compact
impliquent Iopérateur S? est compact, alors la norme de E ou celle de E’ est
continue pour l'ordre. Il a aussi donné un exemple qui montre que son résultat est
faux si le treillis de Banach E n’est pas o-complet pour l'ordre (cf. Exemple 2.3
de [7]). Ensuite, nous avons établi une réciproque compléte du Théoreme 2.2 de
[2] et nous avons obtenu ainsi un résultat qui généralise aussi la réciproque de
Wickstead [7].

D’autre part, Aliprantis-Burkinshaw ([3], Théoreme 7) et Wickstead [7] ont
simultanément montré que si E est un treillis de Banach tel que sa norme ou celle
de son dual topologique E’ est continue pour 'ordre et si S, T : E — E sont des
opérateurs tels que 0 < § < T et T faiblement compact, alors 'opérateur S est
aussi faiblement compact. Aussi, Wickstead a établit la réciproque de ce résultat
dans [7].

Dans cet article, nous établirons deux réciproques. La premiere concerne le
Théoreme 2.2 de [6] et la deuxieme concerne le Théoreme 7 de [3]. Le seul lien
entre ces deux réciproques c’est qu’elles donnent la méme conclusion. Plus pré-
cisement, nous montrerons que si (£, 7) et (G, v) sont des treillis vectoriels locale-
ment convexes solides et complets et si quelque soit le treillis vectoriel localement
convexe solide et complet (F, ), et quelque soient les opérateurs S1,71: B — F
et So,Th: F— G tels que 0 < S; <T; et T;, i=1,2, précompact, impliquent
Popérateur S 057 est précompact, alors la topologie v ou la topologie 3(E’, E)
est de Lebesgue. Ensuite, nous établirons que si (E, 1) et (F, <) sont deux treil-
lis vectoriels localement convexes et solides avec (E,7) complet, et si pour tous
opérateurs S, T: E — F tels que 0 < .S < T et T faiblement compact impliquent
S est faiblement compact, alors la topologie & ou la topologie S(E', E) est de
Lebesgue.

Pour établir nos résultats, nous aurons besoin de rappeler quelques définitions.
Un treillis vectoriel est un espace vectoriel ordonné E dans lequel sup(z,y)
existe pour tous x,y € E. A chaque élément x € E, on associe son module |z| =
sup(z, —x), sa partie positive 27 = sup(x,0) et sa partie négative = = (—z)*.
Une suite (z,) d’un treillis vectoriel E est dite disjointe si inf(|zy|,|2m]) =0
lorsque n # m.

Une partie A d’un treillis vectoriel E est dite solide siz € A, y € E et |y| < |z]
impliquent y € A. Un idéal d’ordre est un sous treillis vectoriel solide de F.
On dit qu’une suite généralisée (x,) est convergente en ordre vers z € E s’il
existe une suite généralisée (y,) telle que y, | 0 et |24 — x| < yo pour tout «,
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ou la notation y, | 0 signifie que la suite (y,) est décroissante, son infimum existe
et inf(y,) = 0. Une bande est un idéal d’ordre qui est fermé pour 'ordre.

Soit E un treillis vectoriel. Pour tous z,y € E tels que xz <y, 'ensemble
[x,y] = {z EFE: x<z< y} est appelé un intervalle d’ordre.

Un treillis vectoriel £ muni d’une topologie vectorielle 7 est dit localement
convexe et solide si 0 admet un systeme fondamental de voisinages convexes et
solides.

Soit (E,7) un treillis vectoriel localement convexe et solide. La topologie 7
est dite de Lebesgue si pour toute suite généralisée (z,,) telle que z, | 0 dans E,
la suite (x,) converge vers 0 pour la topologie 7.

Si E' est le dual topologique de E, on note par |o|(E, E') (resp. (E, E')) la
topologie faible absolue (resp. la topologie forte) définie sur F par la famille des
semi-normes de treillis {P: f € E'} (resp. {P4: A borné dans (E', |o|(E,E))}), ou
Pr(z) =|f|(|z]) (resp. Pa(z) =sup{|f|(|z|): f€ A}) pour tout z € E. De la méme
maniere, on définit les topologies localement convexes et solides |o| (E'E) et B(E'E)
sur E’. Pour plus d’informations sur les treillis vectoriels localement convexes et
solides, nous renvoyons le lecteur au livre d’Aliprantis et Burkinshaw [1].

2 — Les résultats principaux

Un opérateur T': E — F' entre des treillis vectoriels localement convexes et
solides est une application linéaire continue; il est dit positif si T'(x) > 0 lorsque
xz > 0.

Un opérateur linéaire T': E — F entre des espaces vectoriels localement con-
vexes est dit précompact si I'image de tout borné de F est une partie précompacte
de F.

Un élément non nul d’un treillis vectoriel E est dit discret si I’idéal d’ordre en-
gendré par u coincide avec le sous-treillis vectoriel engendré par u. Le treillis vec-
toriel F est dit discret, s’il admet un systéeme disjoint complet d’éléments discrets.

Maintenant, nous établirons notre premiere réciproque.

Théoréme 2.1. Soient (E,T) et (G,v) des treillis vectoriels localement con-
vexes solides et complets. Si quelque soit le treillis vectoriel localement con-
vexe solide et complet (F,<S), et quelque soient les opérateurs S1,T1: E — F
et So,To: F— G tels que 0< S; <T; et T;, i=1,2, précompact impliquent
Popérateur Sy o051 est précompact, alors la topologie v ou la topologie forte
B(E', E) est de Lebesgue.
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Preuve: Supposons que ni la topologie v ni la topologie forte S(E’, E) n’est
de Lebesgue. Il résulte alors du Théoreme 10.1 de [1], qu’il existe un élément z
de G (resp. f € E’) et une suite disjointe (z,) dans [0, z| (resp. (f,) dans [0, f])
qui ne converge pas vers 0 pour la topologie v (resp. B(E’, E)).

D’autre part, comme la topologie faible absolue |o|(E’, E) est de Lebesgue,
(E', E). Maintenant d’apres
le Théoreme 2.3 de [4], il existe une partie bornée équilibrée B de E, et une

la suite (f,) converge vers 0 pour la topologie |o

suite disjointe (x,),>1 dans B tels que la suite (f,(x,)) ne converge pas vers 0.
Soit E le complété de E pour la topologie faible absolue |o|(E, E'). Soit B, la
bande engendrée par z,, dans E, alors fn 8’étend en une forme linéaire positive fn
sur E. Soit P, la projection principale sur B,,. Quitte a remplacer f,, par fn oP,,
on peut supposer que fp(Zm) = Op m-

Prenons pour F, le treillis Banach [°°. Comme le treillis vectoriel (1°°)" n’est
pas discret (Corollaire 3.5 de [5]), il existe U € (I°°)’ et une suite (V,,),en+ dans
[—W, U] qui converge vers 0 pour la topologie o((I°°),1°°), mais ne converge pas
pour la topologie faible absolue |o| ((1°°)’,1°°) (Corollaire 21.13 de [1], p. 156). Par
suite, ils existe un élément positif y € [*° tel que |V, (y)| > 2 pour tout n € N*.
Par conséquent, on a soit (W, (y))" >1 soit (¥,(y))” >1. Dans les deux cas,
il existe une suite (y,) dans [0, y| telle que |¥,(y,)| > 1 pour tout n € N*.

Zanxn: Zan < Jroo} ~ [t

n>2 n>2

Posons
Hy = {

et

Hy = {Z an zn: (ag) converge vers 0} .

n

Définissons maintenant les opérateurs Sq, 17 de E vers I et Sy, Th de [*°

Sia) = (X fulohn).

n>1

Ti(z) = f(x)y

Sy(x) = (Z \I/n(w)zn> + W(z)z

n>1
To(x) = 2¥(x)z .

vers G comme suit:

et

Il est clair que 0 < .5; < T; et T; précompact, i =1,2. Si I'opérateur S3o0.51
était précompact, alors la restrictiont Ry & H; de lopérateur Sy 0S; — Wo Sz
qui prend ses valeurs dans Hy serait de méme. Donc pour toute partie équi-
continue K de H)}, R/(H)) est précompact dans H{. Si on désigne par P,
I'élément de Hy définit par P,(>,, anzn) = oy, et on prend K ={P,: n € N*}.
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On a R(K) ={¥,05: neN*}. Orlasuite (¥, 0S) n’admet aucune sous-suite
convergente, car |U, o S(z,)| > 1, et la suite (¥,, 0.5) ne peut pas converger vers
un élément autre que 0 puisque la suite (¥,,) converge faiblement vers 0. D’ou la
contradiction. m

Rappelons qu'un treillis vectoriel E est o-complet pour 'ordre si toute partie
dénombrable non vide majorée de E' admet une borne supérieure.

Comme conséquence du Théoreme 2.1 et du Théoréme 2.2 de [6], du Corollaire
3.4 de [5] ainsi que de la Proposition 3.7 de [5], nous obtenons le résultat suivant:

Corollaire 2.2. Soient (E,T) et (G, v) des treillis vectoriels localement con-
vexes solides et complets tel que G est o-complet pour 'ordre. Alors les assertions
suivantes sont équivalentes:

1) Quelque soit le treillis vectoriel localement convexe solide et complet
(F, ), et quelque soient les opérateurs S1,Ty: E— F et So,To: F— G
tels que 0 < S; <T; et T;, i=1,2, précompact, I'opérateur Sy o0 Sy est
précompact.

2) La topologie v ou la topologie forte S(E’, E) est de Lebesgue. n
Notre seconde réciproque concerne les opérateurs faiblement compacts positifs.

Théoréme 2.3. Soient (E,T) et (F,S) deux treillis vectoriels localement
convexes et solides avec (E,T) complet. Si pour tous opérateurs S,T: E — F
tels que 0 < S <T et T faiblement compact on a S est faiblement compact,
alors la topologie & ou la topologie B(E', E) est de Lebesgue.

Proof: Supposons qu’aucune des topologies S et 3(E’, E) n’est de Lebesgue.
Comme dans la preuve du théoreme 2.1, il existe une suite (z,,) disjointe et
bornée dans E et il existe f € E’ et une suite disjointe (f,) dans [0, f] tels que
fo(@m) = Onm.

De méme, il existe un y € F™ et une suite disjointe (yy,)n>0 dans [0,y], qui
ne converge pas vers () pour la topologie .

Posons @, (z) = 3.1 fi.(x) pour tout n > 0 et tout z € E. 1l est clair que
cette somme converge bien, et que (P, (x))n>0 converge vers 0. Considérons les
opérateurs S et T' définis de E vers F' comme suit:

+oo
S(@@) =) ®u(z)yn et T(z)=f(z)y.
n=1

Ona0< S <TetT est faiblement compact, mais S ne 'est pas.
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En effet, sinon (S(z,))n>0 admettera une sous-suite faiblement convergente
dans E, et par suite la suite (y,)n>0 converge faiblement vers 0, ce qui est faux. u

Comme conséquence du Théoreme 2.3, du Théoreme 7 de [3] et de la remarque
faite a la fin du papier [3], nous obtenons le résultat suivant:

Corollaire 2.4. Soient (E,7) et (F,S) deux treillis vectoriels localement
convexes et solides avec (E,T) complet. Alors, pour tous opérateurs S,T: E — F
tels que 0 < S < T et T faiblement compact on a S est faiblement compact, si,
et seulement si, la topologie & ou la topologie B(E', E) est de Lebesgue. u
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