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Soit (F,) la suite de Fibonacci, définie par Fo = 0, F; = 1 et larelation de récurrence

Fn+1:Fn+Fn—l~ (1)
On sait que
" — P
Fo=—— 2
(A (2)

ol ® = (14 1/5)/2 est le nombre d or (voir par exemple [4]), et U = —1/®.
Le but de cet article est de donner une démonstration simple de I'irrationalité de la

somme
1
S=>" B (3)

L'irrationdlité de S a été démontrée pour la premiéere fois par R. André-Jeannin en
1989 [1]. La déemonstration proposée ici sinspire, en la simplifiant, de celle donnée
par P. Bundschuh et K. Vaananen dans un article paru en 1994 [3]. Elle est fondée

Die Folge der Fibonacci-Zahlen dirfte eine der bestuntersuchten der ganzen mathe-
matischen Welt sein. Trotzdem gibt sie immer wieder Anlass zu neuen Uberlegungen
und Uberraschungen. Dabei kommen oft — wie zum Beispiel im vorliegenden Bei-
trag von Daniel Duverney — neuartige Methoden zum Tragen, die an ganz anderen
Fragestellungen entwickelt worden sind. ust
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sur certaines propriétés des fonctions g-exponentielle et g-logarithme, qui se définissent
comme suit; on pose, pour |g| > 1:

‘rl

x_1+zq D@0 @-n Y @
+o0 X"
L0<.>qu=nZ::lqn_1 (Ix| < lqD)- (5)

Les fonctions Exp, et Log, sont considérées comme des g-analogues [5] des fonctions
exponentielles et logarithmes ordinaires, car on peut vérifier que Iirq Equ[(q —1)x] =¢€*
q—)

et Iirq(q —1)Log,x = —In(1—x).
q—)
Nous aurons besoin des trois lemmes suivants:

+o0
Lemme 1. Exp,x =[] (1+ ql) vx € C.
n=1

Démonstration. On vérifie facilement, a partir de (4), que la fonction g-exponentielle

vérifie
X X
Exp x = 1+—>Ex (—) 6
P, ( 7)) EPi 5 (6)

Par récurrence, il vient facilement Vi € N

Equx:<1+$> (1+%>...<1+;_n> Equ<;7)~ @

Lorsque n — +o0, Exp, (qi) — 1, et le lemme 1 en résulte.

oo

Lemme2. Log x =)~ 7= x| <1

Démonstration. On peut vérifier, a partir de (5), que

X
q—x

Log, x = Log, (g) +

On en déduit Vn € N

Logqx = Logq ( )

On fait tendre n vers +oo, et le lemme 2 s en déduit.
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Lemme 3. On suppose que x et g sont réels, avec |q| > 1 et |x| < |g|. Alors

Exp,)'(—x)

Log x = x————-.
gq Equ(_x)

Démonstration. On prend le logarithme (ordinaire) de (7)
‘ X X
In (Exp,(—x)) = (1— —k> +1In (Equ (‘7)) .
=1 q q

(Exp)'(—x) <~ 1 (Exp,)’ (f—) 1
EXP:(—x) __kz:;qk—x+ Expi(—l,,q) G

On dérive

Ona lim (Exp,) ( ;ﬁ,)zrll lim Equ( q”):l.

n—-+oo n—-+400

D’ou

E0)(0) = 1
Equ(ix) ;qk -x

Le lemme 3 résulte donc du lemme 2.
Démontrons maintenant I'irrationalité de la somme S = Z:O‘; £ . Dans I’ expression (5)
du g-logarithme, nous prenons g = —®2 et x = —®. Il vient

+oo _Pp)n +00 1
Logiéz(—@) = Z % = Z ma
n=1 n=1
dou
S = Z Fi = (® — V) Log_go(—®). (10)

3
|
=

Supposons que S = A/B, (A,B) € Z x (Z — {0}).
Onaadors —B(® — ¥)Log_g.(—P) + A = 0, et on déduit du lemme 3 que

B(® — W)®(EXP_g2) (®) + A - EXP_go(®) = 0. (11)

Si on remplace les g-exponentielles par leur expression sous forme de séries déduites de
(4), il vient

A+ Bn(®—-7)
AT ; 11091 a%)... (1 (—a2))

(—®)" = 0. (12)
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Soit N € N — {0}; dans (12) nous séparons la somme en deux:

N
[A + Bn(® — 0)|(—®)"
A+ ; L+ o9 (1_09) ... (1_ (a2
= [A+ Bn(® — 0)](—®)"
> (1+32)(1— P4 ...(1— (—d2)n)’

n=N+1

On multiplie le tout par (1 + ®2)(1 — ®*)...(1 — (—®?)N), et on majore en valeur
absolue:

A(1+9%)(1-0%) ... (1—(—D*)N)

N
+ Y [A+Bn(2—0))(—®)"(1-(=?)") ... (1-(~?)Y) (14)
n=1
+0oo (I)n
< HZZNH 4+ Bn(@=—)| gy a1y

Notons Ry la somme qui figure dans la partie droite de (14). On a pour N assez grand

+o0
Ry< ) N’(n—N)
n=N+1

+oo 2 n

< 2 — -

Ry<N? Y (n N)<2®+1>
n=N+1

2@ N +oo Z(I) n—N
Ry < N? -N
N = <2<1>+1> n;Ml(” )<2<1>+1> ’

20 N +oo 20 m
Ry < N? e 1
N<N <2<1>+1> mzlm<2<1>+1> (15)

"
((I)Z _ l)N—o—l ((1,2 _ l)n
5 5

d’ou

Soit Xy le nombre dont la valeur absolue figure dans la partie gauche de (14). Posons
Xy = A1+ 01— 0% .. (1— (TN
N (16)

+ S IA + Ba(¥ - 8))(— 1) (L - (T2 (1 (~TP)V),

Le nombre Xy aété obtenu apartir de Xy en échangeant les nombres & = (1++/5)/2¢t
T = (1-+/5)/2. 1l enrésulte que Xy est delaforme ay + 3y V/5, avec (ay, By) € @2,
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tandis que XTV est de la forme an — ByV/5. Par ailleurs, |’ expression XN}ETV est un
polyndme a coefficients entiers, symétrique en ® et W. Elle s exprime donc comme
un polyndme a coefficients entiers des variables ® + ¥ = 1 et ¥ = —1 ([2], pages
161-163). Donc N

XnXy 7. (17)

De plus, |Xy| se majore facilement. On a en effet

N N N
Xu| < MAITT@+ 192 + > (A + Bln@ - ) T @+92). (19
k=1 n=1 k=n+1

Or on sait (lemme 1) que le produit infini H (1+ |®?|%) converge vers EXpjy—2(1). I

résulte donc de (18) qu'il existe une constante positive C telle que, pour N assez grand,
( 5(;‘ <C N2 (19)
Maintenant, nous multiplions I'inégalité (14) par |5(IVV\.

En tenant compte de (15) et (19), on voit qu'il existe une constante positive D telle que,
pour N assez grand,

. 20 \N
XyXn| < DN* . 20
’ N N‘— N <2<I>+1> (20)

D’ou Nlim \XN}ZXI\ = 0. Mais XN}EI:; € Z. Donc, pour N assez grand, XN}’(\;; =0.
—+o0

Or on avu que Xy = ayn + OnvV/5 et }’(zv\, = an — BnV/5; pour N assez grand, I’un au
moins des deux nombres Xy ou )E;, est nul, donc ay = By = 0 car /5 est irrationnel.
Ainsi Xy = 0 pour N assez grand. Donc Yy = Xn/(1+ ®?)(1— &%) ... (1 — (—®?)N)
est nul pour N assez grand. Or

[A+Bn(® — 0)](—3)"
YN—A“‘Z (1+®2)(1—d4)...(1— (—D2)")

(voir le passage de (13) a (14)). Donc

[A+BN(® — ¥)](—®)N

AT e a%). (1 (29N °

YW—Yyo1=

pour N assez grand. Ceci est impossible car B # 0. L'irrationalité de S est démontrée.

Remarque 1. Le lecteur familier avec la théorie &émentaire des nombres algébriques

aura remarqué que le calcul de XN)ZE est le calcul de la norme de Xy dans Q(V/5);
voir [7] ou [8].
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Remarque 2. Par le méme raisonnement, il est facile de demontrer I'irrationalité de
SFY e avec e = +1, et ol u, est une suite de Lucas ([6], page 41) vérifiant

n=1 u,’

Up+1 = AUy + bun—l (21)

avecup=0,u;=1,b=+1,a+#0,|a| >3sb=-1

Remarque 3. Lelemme 1 est un cas particulier de la formule du g-bindme de Cauchy
([3]. page 7).
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