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Uber die Bestimmung von Leitfahigkeiten
durch Oberflachenmessungen

Reinhard Lang

Reinhard Lang hat 1976 mit einer Arbeit Uber unendlich-dimensionale Wienerpro-
zesse promoviert. Er lehrt und forscht am Ingtitut fir Angewandte Mathematik der
Universitdt Heidelberg. Sein Arbeitsgebiet ist die Brownsche Bewegung mit ihren
mannigfachen Beziehungen zur Analysis und zur Statistischen Physik.

1 Einleitung

Gegeben sai ein elektrisch leitender Korper mit Leitfahigkeit ~. Der Korper sei inhomo-
gen; v ist daher eine Funktion des Ortes. Ist es moglich, die Leitfahigkeit zu bestimmen
durch Messungen an der Oberflache des Korpers alein, ohne in sein Inneres einzu-
dringen? Wenn ja, kann ~ auf Grund dieser Messungen rekonstruiert werden? Solche
Fragen kommen zum Beispiel in der Geophysik vor, wo es darum geht, an Hand von

Esist wohl dem Menschen angeboren, sich nicht mit der “ausseren Erscheinung” eines
Objektes zu begniigen, sondern immer auch wissen zu wollen, wie es “im Innern” aus-
sieht. Diese Information ist natirlich dann besonders wertvoll, wenn sie erhalten wird,
ohne das Objekt zu zerstoren. Naturwissenschaftliche Fortschritte in dieser Richtung
haben immer wieder zu spektakularen Erkenntnisschilben gefuhrt, oft mit gewalti-
gen praktischen Auswirkungen. Die medizinischen Anwendungen der Rontgenstrahlen
oder der Computertomographie sind dafiir eindriickliche Beispiele. Es ist keine Uber-
raschung, dass bei vielen dieser Verfahren die Mathematik eine Schliisselrolle spielt.
Dies wird im vorliegenden Beitrag von Reinhard Lang an einem konkreten Beispiel
herausgearbeitet. Die Frage wird gestellt, ob man mit Hilfe von Oberflachenmessungen
an einem raumlichen Korper die elektrische Leitfahigkeit in den Punkten im Innern des
Korpers bestimmen kann. Mathematisch gesehen ist dies ein sogenanntes inverses Pro-
blem: Werden in den klassischen (Dirichlet- und von Neumann-) Problemen Ldsungen
von partiellen Differentialgleichungen unter gegebenen Randbedingungen gesucht, so
will man bei inversen Problemen aus dem Randverhalten Aussagen Uber Eigenschaften
des Innern des betrachteten Gebietes erhalten. Die mathematische Behandlung inverser
Probleme hat in den vergangenen Jahren grosse Fortschritte gemacht; sie sind heute
Gegenstand intensiver mathematischer Forschung. ust
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Oberflachenmessungen Aussagen Uber die Zusammensetzung der Erde im Inneren zu
gewinnen. Von grofRRer Bedeutung sind sie auch in der Medizin (“electrical impedance
tomography”, siehe dazu verschiedene Artikel in dem Sammelband [2]).

Elektrische Messungen an der Oberflache eines leitenden Korpers D kdnnen zum Bei-
spiel folgendermaflen vorgenommen werden. Zwischen Elektroden P und Q auf der
Oberflache 0D legt man einen Strom an. Der aus P austretende Strom sei [p. Dann
mif3t man an verschiedenen Stellen R € 9D die Spannung fg, die in Bezug auf einen
geerdeten Punkt Rg € 9D herrscht.

) o

Fig. 1

Wenn man verschiedene Strome anlegt und Messungen von Jp und fr an vielen Punkten
P und R der Oberflache vornimmt, kennt man naherungsweise die Paare (], f/), wobel
J: 0D — R dle moglichen durch die Oberflache 9D flieRenden Strome und f/: 9D — R
die zugehdrigen Spannungen auf 9D sind. Das inverse Randwertproblem ist die Frage,
ob die elektrische Leitfahigkeit des Korpers durch diese Information schon eindeutig
bestimmt ist. Ein analoges Problem stellt sich auch bei warmeleitenden Koérpern. Der
elektrischen Leitfahigkeit entspricht dabei die Warmeleitfahigkeit, dem Potential die
Temperatur und dem elektrischen Strom der Warmeflul3.

Im Folgenden wird versucht, sich schrittweise dem mathematischen Kern des inversen
Randwertproblems zu nahern und die Grundidee seiner Losung zu erklaren.

Dabei werden aus der Elektrizitatsehre nicht mehr als die Gesetze von Ohm und Kirch-
hoff bendtigt, an die im nachsten Abschnitt erinnert wird. Im dritten Abschnitt wird eine
mathematisch prazise Formulierung der Fragestellung gegeben, und diese wird einge-
ordnet in den algemeinen Problemkreis inverser Probleme. Danach werden die Grund-
gedanken der Losung des Problems skizziert. Diese gehen auf Calderon [1], Kohn und
Vogelius [7], Sylvester und Uhlmann [10] zuriick; eine Ubersicht tber diese Arbeiten
findet sich in [11]. In [11] wird auch gezeigt, wie die Methoden, die an Hand der Losung
des inversen Randwertproblems gefunden worden sind, auf andere inverse Probleme der
Streu- und Spektraltheorie Anwendung gefunden haben.
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Diskretisiert fur elektrische Netzwerke, 1&3t das inverse Randwertproblem eine elemen-
tare, schon Schilern zugangliche Losung zu, einschliefdlich eines Algorithmus zur Re-
konstruktion der Leitfahigkeit aus den Randdaten (vgl. [3], [4]).

2 Die Gesetze von Ohm und Kirchhoff

In diesem Abschnitt betrachten wir anstelle elektrisch leitender Korper elektrische Netz-
werke. Wir wahlen die einfachsten Beispiele: ein eindimensionales Netzwerk, das bis
auf die beiden Randkanten nur innere Kanten enthdlt, und as anderen Extremfall ein
zweidimensionales Netzwerk, das nur Randkanten enthalt.

Beispiel 1. Das Netzwerk enthalte n + 1 auf einer Geraden liegende Knoten, die der
Reihe nach mit 0,1,...,n (n > 2) numeriert seien. Die Knoten i — 1 und i selen durch
eine Kante o; miteinander verbunden (1 < i < n). Die elektrische Leitfahigkeit von o;
sel v; > 0; der elektrische Widerstand der Kante o; ist also 7{1 (1<i<n).

Fig. 2

Das Potential im Knoten i sei mit u; bezeichnet, und J; sei der durch die Kante o;
flieffende Strom. Strom und Spannung ( = Potentialdifferenz) sind durch das Ohmsche
Gesetz

]i = —’yi(ui — 1/[1',1), 1 < i < n, (1)

miteinander verknipft. Die Kirchhoffsche Regel besagt, dal? der aus dem Knoten i auf der
rechten Seite herausflieRende Strom gleich ist dem auf der linken Seite hineinflief3enden:

Jivi—Ji=0, 1<i<n-1 (2)

Das inverse Randwertproblem besteht in der Aufgabe, die unbekannten Leitfahigkeiten
~i (1 < i < n) zu bestimmen, wenn ale mit (1) und (2) vertréglichen “Randdaten”
(uo,J1) und (uy,],) bekannt sind. Es liegt auf der Hand, dal das in diesem eindimen-
sionalen Beispiel nicht moglich ist, weil der “Rand” zu klein ist. In der Tat erlauben die
Daten nur, das harmonische Mittel (v, >+ ... + 4, %)~ zu bestimmen. Denn aus (1)
und (2) bekommtmanmit 1y =o=...=], =]

Uy — Ug = (Uy — Up—1) + ...+ (U1 — Uo)

_ _ ©)

=—JOor
und umgekehrt folgt aus (3): zu zwei Netzwerken, deren Leitfahigkeiten dasselbe har-
monische Mittel haben, gehdren dieselben Randdaten (uo, J1) und (u,, J,), wobei das
Potential bis auf eine additive Konstante eindeutig ist (Eindeutigkeit kann zum Beispiel
durch die Erdung 1o = O erreicht werden).
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Wir Uberlegen noch, was die Energie ist, die von dem in Bild 2 gezeichneten Netzwerk
pro Zeiteinheit dissipiert wird. Die von einer einzelnen Kante o; dissipierte Energie
(Spannung x Strom) ist

—(ui —ui—1) - Ji.

Die von alen Kanten dissipierte Energie €., ist daher
n
%'):_Z _uzljz Z’Vl 1—1411 . (4)
i=1
Aus (4) und (2) folgt, dal3 sich €., auch durch Randterme alleine ausdriicken |af3t:
%7’ = u0]1 — Uy ]n' (5)

Beispiel 2. Das Netzwerk bestehe aus finf Knoten (i = 0,1,...,4) und vier Kanten o;
(i=1,...,4) wiein Bild 3.

o

Fig. 3

Die Kante o; habe die Leitfahigkeit v; > 0, und der durch o; flieflende Strom sei J;
(1 <i<4). Das Potential im Knoten i sai u; (0 <i < 4). Es gilt das Ohmsche Gesetz

Ji = =i (ui — uo), 1<i<A4. (6)

(Die Wahl des Vorzeichens von J3 und 4 ist nicht konsistent mit (1), aber zweckmafig,
weil jetzt alle Kanten auRere Kanten des Netzwerkes sind). Die Kirchhoffsche Regel
besagt

Ji+o+Js+]Ja=0, (7)



64 Elem. Math. 52 (1997)

woraus mit (6) die Mittelwerteigenschaft

4 4
Ug = Z Aty mit Ny =y /Z’Yj (8)
j=1

i=1

folgt. Wenn J;, 1 < i < 4, gegeben ist, kann man bel bekanntem ~ aus (6) sofort
die Randspannungen u;, 1 < i < 4, bestimmen (bis auf eine additive Konstante). Wenn
umgekehrt bei unbekanntem ~ alle moglichen mit (6) und (7) vertréglichen Werte (J; , u;),
1 <i < 4, gegeben sind, hat man genug Gleichungen, um daraus die funf Unbekannten
Ugs Y1, Y2, Y3, Ya bestimmen zu konnen.

Die Frageist, ob dasselbe bei groReren Netzwerkenin Z¢, d > 2, die viele innere Knoten
und einen vergleichsweise kleinen Rand haben, immer noch der Fall ist. Dem analogen
Problem im Kontinuierlichen wenden wir uns im Folgenden zu.

3 Mathematische Formulierung des Problems

Zur mathematischen Prazisierung des inversen Randwertproblems benutzen wir folgende
Notation. D ¢ R? (d > 2) sei eine zusammenhangende offene und beschrankte Menge
mit glattem Rand 9D, ihr Abschlu sei D = D U 0D. Die nach aufRen weisende Ein-
heitsnormale sei mit n(x), x € 9D, bezeichnet. Die Leitfahigkeit v in D sei eine strikt
positive C*°-Funktion v: D — R.

In der Einleitung waren wir davon ausgegangen, dal3 man an einen leitenden Korper einen
Strom anlegt und dann die dadurch erzeugte Randspannung mifit. Vom mathematischen
Standpunkt aus ist es bequemer, sich umgekehrt verschiedene Potentiale f am Rand 0D
vorzugeben und den jeweils dazugehorigen StromfluR ]/ durch oD zu betrachten. Sei
also ein Randpotential f: 9D — R gegeben. Um das Arbeiten mit Distributionsraumen zu
vermeiden, nehmen wir der Einfachheit halber f € C>°(9D) an, d. h. f sei asunendlich
oft differenzierbar vorausgesetzt. Um den zu f gehdrigen Randstrom ]/ zu finden, miissen
wir zuerst das Gleichgewichts-Potential 1, welches sich bei Randpotential f im Inneren
des Korpers bildet, bestimmen. Es ist die eindeutig bestimmte, in D stetige Losung
u: D — R des Problems (Dirichlet-Problemin D bei Randbedingung £)

div(y(x)Vu(x)) =0, xe€D 9
{u(x) = f(x), x € 0D, 9

wobei Vu(x) = gradu(x). Gleichung (9) ergibt sich folgendermalien. Fur den Strom |
in D gilt das Analogon zum Ohmschen Gesetz (1)

J(x) = —y(x) Vu(x), xeD, (10)
und das Analogon zur Kirchhoffschen Regel (2)
divj(x) =0, x €D, (12)

d. h. der Stromistin D quellen- und senkenfrei. Zusammengenommen ergeben (10) und
(11) gerade die obere Gleichung in (9). Bel gegebenem f € C*°(0D) bezeichnen wir
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die Losung des Dirichlet-Problems (9) mit /; wegen f € C>(dD) ist dann v/ glatt in
D, so dal3 1/ ale im Folgenden benutzten Differenzierbarkeitseigenschaften besitzt. Bei
Randpotential f ist der zugehorige durch die Oberflache 9D flieRende Strom ]/ gegeben
durch (vgl. (10))

f
Fx) = 1) (VW) nx) = (0 (), xeap; (12

dabei bedeutet - das Skalarprodukt in R? und 0’% die Normalableitung in Richtung 7.

Damit kdnnen wir das inverse Randwertproblem folgendermal3en formulieren: Die Leit-
fahigkeit v: D — R sei unbekannt. Firr ale f € C>°(dD) seien die Paare (f, ]/) gegeben.
Ist v durch diese Angaben schon eindeutig bestimmt?

Wahrend beim direkten Problem (9) die Aufgabe darin besteht, bel bekanntem ~, d. h.
bei gegebener Gleichung (9), die Losung #/ zu finden, ist beim inversen Problem die
Gleichung selbst nicht gegeben. Vielmehr ist es umgekehrt die Aufgabe, aus Eigenschaf-
ten der Losungen fur verschiedene Randwerte f die unbekannte Funktion ~ zu finden.
Diesist ein Beispiel fur Aufgaben vom inversen Typ, wie sie haufig in Naturwissenschaft
und Technik auftreten, etwa wenn die Gestalt eines streuenden Objektes zu finden ist,
gegeben die Intensitat der gestreuten Licht- oder Schallwellen in verschiedenen Rich-
tungen. Eine schone Einfuhrung in inverse Probleme dieser und dhnlicher Art kann der
daran interessierte Leser in [5] finden.

Wir nennen eine Funktion u: D — R ~-harmonisch in D, wenn sie
div(y(x) Vu(x)) =0, x €D, (13)

erflllt. Die Bedingung (13) ist das kontinuierliche Analogon zur Mittelwertel genschaft
(8). Im Spezidfall v = 1 bedeutet (13) gerade Au(x) =0, x € D, wobei

_ 82 N N 82
o2 ox2

A
der Laplace-Operator ist, d. h. u ist harmonisch im Ublichen Sinn. Der Leser der “Ele-
mente der Mathematik” kann Beitrage zum Thema harmonische Funktionen zum Beispiel
in den Aufsatzen [8] oder [12] in dieser Zeitschrift finden.

Bei nicht festgelegten Randbedingungen gibt es viele auf D glatte Funktionen, wel-
che ~-harmonisch in D sind, namlich genauso viele, wie es verschiedene Randbedin-
gungen f € C*(0D) gibt. So gesehen besteht der mathematische Kern des inversen
Randwertproblems darin, “geeignete” v-harmonische Funktionen zu finden, die “genug”
Randbedingungen f und zugehorige Randstrome J/ produzieren, so daR daraus auf die
Eindeutigkeit von ~ geschlossen werden kann. Was dabei “geeignet” und “genug” ge-
nauer bedeutet, wird in Abschnitt 6 prazisiert werden.
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4 Formulierung des Satzes

Fir f € C>(0D) sei u/ die Losung des Dirichlet-Problems (9). Die zusammengesetzte
Abbildung

foid = ()
bezeichnen wir mit
pp= 2 (14)
ol =7 on 8D-

A, (f) ist aso das Negative (die Wahl des Vorzeichens ist Konvention) des durch die
Oberflache 0D flieffenden Stromes bei gegebenem Randpotential f und bei zugrun-
deliegendem . Der Definitionsbereich von A, lalt sich auf eine groRere Klasse von
Funktionen f: 0D — R ausdehnen, was aber fur die folgenden Uberlegungen zunachst
nicht erforderlich ist.

Es sienht vielleicht so aus, as sei die Einfihrung von A, nur eine zusétzliche, aber
entbehrliche Notation. Das ist nicht der Fall, es steckt mehr dahinter, namlich der auf
Calderon [1] zuriickgehende Gedanke, die Abbildung v —— A, mit funktionalanaly-
tischen Mitteln zu untersuchen. Das inverse Randwertproblem ist die Frage, ob diese
Abbildung injektiv ist.

Satz. Sei d > 2, und ~; € C>°(D) seien strikt positive Leitfahigkeiten in D (i = 1,2).
Dann gilt
Aﬂ/1 = AA/Z == Y1 = 7Y2. (15)

Die Leitfahigkeit ist also in der Tat durch die Randwerte (f,J/) alein schon eindeutig
bestimmt, zumindest in der Klasse der strikt positiven, unendlich oft differenzierbaren
Funktionen. Der Satz gibt alerdings keinen Hinweis darauf, wie man - aus den Randda-
ten tatsachlich rekonstruieren kann. Fur die zu diesem Zweck entwickelten numerischen
Verfahren siehe zum Beispiel [6].

In den nachsten beiden Abschnitten soll die Grundidee des Beweises des Satzes erklart
werden. Dazu Uberlegen wir zuerst, was die elektrische Energie eines auf Randpotential f
befindlichen Korpersist, und welche Symmetrie-Eigenschaften die Abbildung A, besitzt.

5 Energie und Symmetrie

Sel f € C*(0D) gegeben. Was ist die Energie €., die pro Zeiteinheit erforderlich ist,
um das Randpotential f auf 0D aufrecht zu erhalten? In Analogie zu Netzwerken gilt
(val. (4)

€, = / v (%) | Vil (x) [P dx. (16)
D

Wir nennen €, die Energie des leitenden Korpers D (korrekt ware, von Energie pro
Zeiteinheit, also von Leistung, zu sprechen) und schreiben

€, =%, () :/'y(x) |V (x) |° dx, feC®@D). (17)
D
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Die Energie ist mit der Abbildung A, verknipft durch

&, uf) = /a 08, () () (), (18)

wobel o(dx) das Oberflachenmald auf 9D ist. Formel (18) ist das Analogon zu (5) und
folgt aus dem Greenschen Satz (= partielle Integration fir mehrdimensionale Integrale)

/Vv(x) - F(x)dx :/ v(x) F(x) - n(x) o(dx) — / v(x)div F(x)dx (19)
D oD D

fur hinreichend regulare Funktionen v: D — R und Vektorfelder F: D — RY. Denn aus
(19), angewandt mit v = v/ und F = vV, bekommt man wegen (9) und (14)

&) = /?D W (x) (v(x) Vil (x) - m(x) o (dx)

_ /D W (x) div(y (x) Vil (x)) dx (20)

oD
Es ist zweckmaidig, etwas allgemeiner als (17) die bilineare Form

%V(u,v):/WVwVvdx, u,veC"o(D_), (21)
D

zu betrachten. Wie in (20) bekommt man mit partieller Integration, dafd fir Funktionen
u,v € C>*(D), welche in D ~-harmonisch sind, gilt

€, (u,v) = an(x) A (g (x)o(dx) mit f=ulspp und g=v|sp. (22)

Weil €., symmetrisch ist, folgt aus (22) die Symmetrie

A @do = [ gh(fdo,  figeC=(@D). (23)
oD oD

Die anschauliche Bedeutung von (23) ist die auf Grund der Geometrie des Korpers D
keineswegs offensichtliche, aber in der Elektrizitéts ehre haufig anzutreffende Symmetrie
zwischen Spannung und Strom.

Aus der Symmetrie von A, ergibt sich unmittelbar das folgende Lemma, von dem im
nachsten Abschnitt der Bewels des Satzes seinen Ausgang nehmen wird.

Lemma. Seien v; (i = 1,2) C*°-Leitfahigkeiten mit A,, = A,,. Dann gilt fur alle
Funktionen u; € C*°(D), diein D ~;-harmonisch sind (i = 1, 2)

/D (12(x) — 2(x)) Vita (x) - Vita(x) dx = O, (24)
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Beweis. Mit der Formel (19) der partiellen Integration bekommt man

/(71 —2) Vuy - Vg dx = / Viuy - (1Vug) dx — / Vug - (v2Vuy) dx
D D D

—/u %da—/u %da
. 271 on . 172 an .

Setzt man u;|gp = f; und benutzt die Symmetrie (23), bekommt man aus (25) und aus
der Voraussetzung A, = A.,:

(25)

/ (12 — 72) Vitz - Vitpdx = / folo (fi)do / fidoy(fo) do
D oD oD
z/ flA’n(f?)dU_/ fihs,(fa)do
oD oD
— [ Al () = Ayl =0
oD

6 Grundidee des Beweises des Satzes
Die Dimension des Raumes sel d > 2, und 1,72 € C*°(D) selen gegebene Leitfahig-
keiten. Es sei ¢ € C*°(D) eine stetige Funktion auf D so, daf3 gilt

/ o(x) Vu(x) - Vup(x)dx =0 (26)
D

firr alle Funktionen u; € C>°(D), welche in D ~;-harmonisch sind (i = 1,2). Wenn wir
zeigen konnen, dal3 daraus ¢ = 0 folgt, ist wegen des Lemmas der Satz bewiesen. Um
den Grundgedanken, der zum Beweis von ¢ = 0 fihrt, zu erklaren, betrachten wir ein
einfacheres Problem, namlich den Spezialfall dieser Aussage unter der Voraussetzung
v1 =72 = 1. Wir zeigen:

Wenn ¢ € C(D) so, daiy

/ o(x) Vu(x) - Vo(x)dx =0 (27)
D

fur ale in D harmonischen u,v € C°°(D), dann ist notwendig ¢ = 0.

Zum Beweisist es zweckmal3ig, harmonische Funktionen u mit Werten in den komplexen
Zahlen C zu betrachten. Eine Funktion u: D — C heif harmonisch in D, wenn Real-
und Imaginarteil harmonisch sind. Filr zwei Vektoren w,z € CY bezeichnen wir das
Skalarprodukt in C* mit (w,z) = wiz3 + ... + wazz. Durch Zerlegung in Real- und
Imaginarteil sieht man, daid die Gliltigkeit von (27) fur ale reellwertigen harmonischen
Funktionen die Gultigkeit von

/ o(x) (Vu(x), Vo(x))dx =0 (28)
D

fur ale komplexwertigen harmonischen Funktionen u, v nach sich zieht.
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Wie kann man aus (28) auf ¢ = 0 schliessen? Calderons Idee (siehe [1]) ist es, zu
versuchen, einen Zusammenhang mit der Fourier-Transformierten (F. t.) der Funktion ¢,

= / exp (—2mik - x) p(x)dx, ke R’ (29)
D
herzustellen. Dazu sucht man harmonische Funktionen in der Klasse der Funktionen

uy(x) = ep(—im (p.x)),  peCh. (30)

Sei p = k +il (k,I € R?). Die Funktion u, ist harmonisch genau dann, wenn

Au,(x) = —m?{p,p)u(x) =0, d.h.
(k+il, k+il)= k> |l +2ik-1=0, d.h.
| = |k| und k-1=0. (31)

— |

A4

Fig. 4

Sei k € R? gegeben. Wegen d > 2 kann man dazu ein [ = [; € R? finden, so dai? (31)
erfullt ist (vgl. Bild 4). Fur p = k +il und p = k — il sind dann die Funktionen u, und
u; harmonisch, und nach Voraussetzung (28) ist daher

0= / ) (Vu,(x), Vus(x))dx
—_2(p, p_>/ —ir (p+ 7, x) ) dx (32)

= 727r2|k|2/ o(x) exp (—2rik - x)dx = —21%|k|?3(k), k € R
D
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Die F. t. von ¢ ist dso identisch Null. Da die Funktion ¢ eindeutig durch ihre F. t.
bestimmt ist (Fourier-Inversion), folgt daraus ¢ = 0, und das Modellproblem (27) ist
gelost.

Sylvester und Uhlmann [10] ist es gelungen, das Problem (26) bei algemeinem ~; €
C>(D) (i = 1,2) zu lgsen. Dazu haben sie ~;-harmonische Funktionen u; (i = 1,2)
konstruiert, die von exponentiellem Typ sind, dhnlich wie die Funktionen u, in (30). Das
Lemma aus Abschnitt 5 bleibt richtig firr eine den Raum C>° (D) umfassende Klasse von
~;-harmonischen Funktionen, welche insbesondere die so konstruierten +;-harmonischen
Funktionen enthdt. Wenn die Dimension d > 3 ist, kann man dann ahnlich weiter-
schliefen wie in obigem Modellproblem und die Injektivitat von v — A, folgern
(siehe [10]). Der Grenzfal d = 2 ist schwieriger und lange offen geblieben. Geome-
trisch hangt das damit zusammen, dal3 in Bild 4 bel Dimension d = 2 der Vektor I
schon eindeutig durch k festgelegt ist (bis auf das Vorzeichen), wahrend man fir d > 3
zusatzliche Freiheitsgrade hat, die man beim Bewels des Satzes ausnutzen kann. Der
verbleibende Fall 4 = 2 ist erst jungst von Nachman [9] vollstandig bewiesen worden.

Bemerkung. Der Dank des Verfassers gilt Steffen Heinze und Reimer Kithn. Aus Dis-
kussionen mit ihnen ist dieser Aufsatz entstanden.
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