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Aufgaben

Neue Aufgaben
Losungen sind erbeten bis zum 10. November 1998 an:

Hansruedi Widmer, Boldistrasse 52, CH-5415 Nussbaumen

Aufgabe 1132: Man zeige: In der Primfaktorzerlegung einer ungeraden vollkommenen
Zahl kommt mindestens eine der Primzahlen 3, 5, 7 nicht vor.

Horst Bergmann, Hamburg, D

Aufgabe 1133: Es seien p ein Polynom vom Grad kleiner gleich 3 und g ein Polynom
vom Grad kleiner gleich 5 mit

Man bestimme eine Konstante C > 0, so dass fir alle diese Polynompaare (p,q) die
Ungleichung

1 1
[ para=c [ pzar
0 0

gilt.
Wolfgang Moldenhauer, Erfurt, D

Aufgabe 1134 (Die einfache dritte Aufgabe): Die beiden rechtwinkligen Dreiecke
A1B1C; und A,B,C, seien ahnlich, und es sei A; = A,. Fir i = 1,2 s& F; der
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Fusspunkt des von B; auf die Gerade C,1C, geféllten Lotes. Man zeige: C1F1 = CaFo.

Hans Walser, Frauenfeld, CH

Ldsungen zu den Aufgaben in Heft 2, 1997
Aufgabe 1120. Wenn sich die Potenzreihe
fx) =Y ax* (k, KeN)
k>K

aufsummieren lasst, kann man damit auch die Potenzreihe

k
A=Y Zk—ip (p#—k furdlek >K, peC)
k>K

durch das Integral
X
filx) =x7F / tPLf(t)dt

J0O
berechnen. Man beweise dies und leite daraus die Beziehung

K %0 —a(x)t
Zkizx/ ——dt (-1<x<1 a:R—R")
% + a(x) o e —x

her.

Renate Golombek, Marburg, D
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Auswertung der eingesandten L dsungen. Essind 7 Lésungen eingetroffen, namlich von
Peter Bundschuh (Koln, D), Frieder Grupp (Schweinfurt, D), Walther Janous (Innsbruck,
A), Hans Kappus (Rodersdorf, CH), Joachim Klose (Bonn, D), Dieter Koller (Zurich,
CH) und Michael Vowe (Therwil, CH).

Die Aufgabenstellung enthdt in ihrer letzten Gleichung eine offensichtliche Unklarheit.
Anstelle von K musste dort 1 stehen. Peter Bundschuh, Frieder Grupp, Hans Kappus
und Joachim Klose haben die entsprechende Beziehung auf der rechten Seite auf eine
beliebige natiirliche Zahl K veralgemeinert. Ausserdem haben Frieder Grupp und Joa-
chim Klose darauf hingewiesen, dass die an p gestellte Bedingung nicht hinreichend ist.
Wir geben hier die vollstandige Losung von Joachim Klose wieder.

Aus der absoluten Konvergenz der Potenzreihe
fx)=>"ax¥ (KeNo:={012...})
k=K

fur ein Argument x € C folgt nach dem Majorantenkriterium die absolute Konvergenz
von

AR =3 st (peC\{—k|keNo, k2 K}).
X I;(M—px P 0

Insbesondere gilt nach den Resultaten Uber das Konvergenzverhalten von Potenzreihen:
Ist

=3 mt
k=K

absolut und kompakt konvergent fur |x| < A (0 < A < o), so ist auch

IR
fl(X)_kgKk‘i’px

absolut und kompakt konvergent fir |x| < A. “Kompakte Konvergenz” bedeutet dabel
“gleichmassige Konvergenz auf jeder kompakten Teilmenge des Definitionsbereichs’.
Sie ist wichtig fur die Vertauschbarkeit von Grenzilbergangen.

Vonnunansei A € RT U {oo} derart, dass f(x) = > ;7 axx® im Bereich |x| < A ab-
solut und kompakt konvergiert. Lasst man zunachst einmal die Komplikationen beiseite,
die eine allgemeine Potenzfunktion u — u? (u € C,q € C) wegen der Mehrdeutigkeit
in sich birgt und rechnet rein formal, so ist

(P fu(x)) = <§: k’:’f px“”) = iakxkﬂ’*l = 7 f(x) . (1)
k=K k=K

Formale Integration der Gleichung (1) ergibt

*fi(x) = X fix) — Of1(0) = /O et 2)
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Diese Gleichung ist natirlich auch inhaltlich fir all digjenigen Werte x und p richtig,
fur die (1) keine Mehrdeutigkeiten aufweist und inhaltlich richtig ist, also etwa fur ale
reellen x mit 0 < x < A und p € C mit R(p) > —K. Dabei bezeichnet & den Redlteil
einer komplexen Zahl, und fur x > 0, g € C ist x7 := exp(qIn(x)). Das an der unteren
Grenze 0 moglicherweise uneigentliche Integra fg tP=Lf(t)dt existiert gemass (1) wegen

/X LA (H)dt = lim / P (f)dt = lim (¢ fi(x) = A(r) = filx) |
0 o

r—0t r
denn
= a
; k  _k—K
lim #* = lim #* = lim | #"#K r
r—0+ fl r—0+ Zk p r—0t };(k+p

= (tim ep((K ) In() ) % 0.

da wegen K + R(p) > 0 und In(r) — —oo fur r — 0" die Grenzwertbeziehung
lim,_o+ exp((K +p) - In(r)) = 0 gilt.

Es ist nun also folgendes nachgewiesen:

Ist f(x) = Y pogaxxk fir K € No im Bereich |x| < A (A € R* U {oo}) absolut und
kompakt konvergent, so ist fi(x) = > 77« kﬂgxk fur jedesp €e C\ {—k | k € Ng, k >
K} im Bereich |x| < A ebenfalls absolut und kompakt konvergent; ist R(p) > —K, so
gilt fur jedes reelle x € 10, A[

flx) = x /0 S Lt 3)

Bemerkung: Die Gleichung (3) ist im allgemeinen nicht richtig bei der schwacheren
Voraussetzung p € C\ {—k | k € No, k > K}, wie das folgende Beispiel zeigt:

k=0 B
ist absolut und kompakt konvergent fur [x| < 1; fur p = —3 ist

>

k=0

Nn—-

X :X

NI

as Produkt zweier in x € ]0, 1] stetiger Funktionen im Intervall 0 < x < 1 stetig; das
fur x € |0, 1] uneigentliche Integral

x 1 B X 73 X iy 2
/Ot f(t)dt_/o ot = /Ot (Lt b+ )t

Y3 Y AER i
= t2dt + t2dt + t2 dt
0 0 o 1-t
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* 3 1|X
/ t2dt = -2t 2
0 0
nicht existiert.

Gleichung (3) lasst sich durch die Substitution u := § folgendermassen umformen:

exigtiert nicht, da

1

filx) =x7F /ol(xu)plf(xu)d(xu) = x’P/o xPuP L (xu)du = /01 W (xu)du .

Wahlt man hier fur die Potenz u#~1 diein |z — 1| < 1 konvergente binomische Reihe

W= (14 u—1)pt= f: (Pnl) (u—1)",

n=0

so erkennt man wie oben, dass das an der unteren Grenze 0 moglicherweise uneigentliche
Integral fol wP =L f (xu)du fur R(p) > —K existiert. Dartiber hinaus darf fur jedes komplexe
x € C mit |x] < A wegen der kompakten Konvergenz von u — f(xu) in [0,1] (fur diese
wist |xu| = |x|ju] < |x| < A) und wegen K + R(p) > 0 Integration und Summation
vertauscht werden:

/Olu” f(xudu—/o ul~ lZukxkukdu—Zak </o
uk+p
:};ak{k—l—p] Zk—i—p = fi(x) .

1

uk+p—ldu> Xk

Dies bedeutet: Fir alle x € C mit |x| < A und dlep € C mit ®(p) > —K gilt

1
fa(x) :/0 u”*lf(xu)du. (4)

Sei nun K € No und « : R — R} eine Funktion derart, dass a(x) > —K fir ale
€ [-1,1] (d. h. a(x) ist strikt grosser as Null, falls K = 0, und grosser oder gleich
Null, falls K > 1).
DieReihe F (x) = > 2« H |stfur alex € |—1,1] absolut konvergent und im Inter-
vall | — 1, 1] kompakt konvergent was man durch den Vergleich mit der geometrischen
Reihe als Majoranten einsient. In x = +1 divergiert die Reihe nach dem Integralkrite-
rium, denn [ HG amdt = In(t + a(1))[;° existiert nicht. In x = —1 ist die Reihe nach
dem Leibnizschen Krltenum zur Konvergenz alternierender Reihen konvergent, aber —
wie wiederum das Intergralkriterium zeigt — nicht absolut konvergent. Fir x € | — 1, 1]

gilt mit (4) (wobei p = a(x)) sowie f(x) = 5%, x% = = und fi(x) = F(x)

1 ( ) 1 MK
F(x) = / u” ——du= xK/ T du .
0 1—xu 0 1—xu
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1. K+a(x)—1
/ LAl
o 1—xu
geht durch die Substitution u := e~* lber in

0 ,—HK+a(x)—1) 00 ,—(K+a(x)—1)t 00 ,—(K+a(x)—1)t
/ et = / ¢ - / T
0 0

o l—xet et(1— xe ) el —x

Das Integral

Also gilt fur jedesx € | — 1, 1]

00 o (K+a(x)~ D)t

i L = xK/ —dt.

= k + a(x) 0 et —x
In der Aufgabenstellung ist nur fir den Fall K = 1 die korrekte Gleichung angegeben.
Aufgabe 1121. Fir ganzzahligesn = 0,1, ... und reelles x mit 0 < x # 1 sai

o ()

lim £ (x) = (n+2)",
xX—

Man zeige, dass gilt

wobei £\")(x) die n-te Ableitung der Funktion f,(x) ist.
Friednelm Gotze, Jena, D

Auswertung der eingesandten L dsungen. Es sind 6 Ldsungen eingetroffen: Peter Bund-
schuh (Kdln, D), Frieder Grupp (Schweinfurt, D), Walther Janous (Innsbruck, A), Chr.
A. Meyer (Bern, CH), Michael Vowe (Therwil, CH), Roland Wyss (Flumenthal, CH).
Im folgenden die Losung nach Peter Bundschuh, Chr. A. Meyer und Roland Wyss: Wir
betrachten die in der rechten Halbebene H, := {¢ € C|Re( > 0} holomorphe Funktion

Fu(Q) = (g(LgT;Cl))M |

wobei Log den Hauptwert des komplexen Logarithmus bedeutet. Klar ist F,(x) = f,,(x)
fur ale x € Ry, wobei man an der Stelle x = 1 die Formel im Sinne der Regel von de
I"'Hépital zu interpretieren hat. Mit Hilfe der Cauchyschen Formel firr die Ableitungen

erhalt man et
(1) = M S
rw=gs [ (ge) &
K:(1)

wenn K. (1) bei festem ¢ €]0,1] den einma positiv umlaufenen Kreis | — 1| = ¢
bedeutet. Nun bildet die Abbildung ¢ — z = Log( die Halbebene H, konform auf den
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Parallelstreifen P := {z € C||Imz| < w/2} der z-Ebene ab und gleichzeitig den Kreis
K. (1) auf eine geschlossene, in P verlaufende Jordankurve C mit dem Nullpunkt im
Inneren ab. Daher folgt aus (1)

| (n+2)z n

" C 2ri ) ozl dz 0

C

woraus die Behauptung unmittelbar folgt.

Aufgabe 1122 (Die einfache dritte Aufgabe). Bei der Aufgabe ging es darum, den
Kathetensatz auf Halbkreise zu verallgemeinern, die Uber den drei Seiten eines recht-
winkligen Dreieckes errichtet sind.

Hans Walser, Frauenfeld, CH

Auswertung der eingesandten Losungen. Es sind 12 Losungen eingetroffen: Walter
Burgherr (Rothenburg, CH), Hans Dirnbock (Klagenfurt, A), Johannes M. Ebersold
(Winterthur, CH), Hans Egli (Zurich, CH), Enrico Felice (Zurich, CH), Albert Ghenzi
(Zurich, CH), Frieder Grupp (Schweinfurt, D), Walther Janous (Innsbruck, A), J. Schaer
(Cdgary, Canada), Volkhard Schindler (Berlin, D), Siegfried Sellmayr (Minchen, D),
Michael Vowe (Therwil, CH). J. Schaer sandte als kiirzeste Antwort die folgende Figur
mit einer Viertelsellipse:




