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Uber das 31 + 1 Problem

Ginther J. Wirsching

Gunther Wirsching wurde 1960 in Wrzburg geboren. Er studierte 1979 bis 1985

in Mlnchen und Bonn Mathematik, Physik und Philosophie. Seine Forschungen in
der Mathematik begann er mit einer Diplomarbeit zur homologischen Algebra und
Kategorientheorie. Im Fhjahr 1990 wurde er in Eichdtamit einer Dissertation

zur Differentialgeometrie promoviert. Danach wandte er sich Wtstker diskreten
Mathematik und insbesondere den diskreten dynamischen Systemen zu. Seit 1996
arbeitet er an der Universit&ichstat als Dozent fu Mathematik. In seiner Freizeit
spielt er oft klassische Musik auf seiner Gitarre.

Zu den interessantesten mathematischen Problemenegehweifellos diejenigen, die
einfach zu formulieren sind, aber dennoch kange Zeit allen Anstrengungen zu ihrer
Losung widerstehen. Von dieser Art ist das folgendet3L Problem: Sei

. . [n/2 fur geraden ,
(1) f:N—N, f(n) = {371 +1 fir ungerade: .

Wahilt man eine Startzald € N, so ertii man durch Iteration vorf die sogenannte
f-Trajektorie der gewdlten Startzahs:

gf(s) = (S,f(S),f(f(S)), s >fk(s)? .- )
Beispielsweise ergibt = 13 die f-Trajektorie
J£(13) = (13,40,20,10,5,16,8,4,2,1,4,2,1,.. ),

die sich offensichtlich periodisch fortsetzt, mit der Perigdge2, 1). Verbliuffenderweise
haben alle Startzahlen, die bis jetzt getestet wurden, diese Eigenschaft, daRR ihre

Wie der Autor des nachfolgenden Beitrags einleitend bemerki;rgdae 3: + 1 Pro-
blem zu denjenigen interessanten mathematischen Fragestellungen, welche sich|einfach
formulieren lassen, aber dennoch fange Zeit allen Anstrengungen zu ihrefdumg
widerstehen. In seinem Beitrag gibt G.J. Wirsching eine leicht wedtitine Einfthrung
in das 3: + 1 Problem, er stellt weiter eine sehr $oldbersicht ber zum Teil uner
wartete Zusammerihge der & + 1 Vermutung mit anderen Vermutungen zusammen
und fthrt schliesslich den Leser an die aktuelle Forschung zu diesem Problem heran.
jk
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f-Trajektorie mit der Periodé4, 2, 1) endet. Diese Beobachtunghiu fast unweigerlich
zu der bis heute noch nicht bewiesenen

3n+ 1 Vermutung Zu jeder Startzaht € N gibt es einn € N mit f*(s) = 1.

Interessant ist in diesem Zusammenhang die StartzahPR7: ihre f-Trajektorie steigt
nach 70 Schritten auf das Maximufi®(27) = 9232, erst nach 111 Schritten erreicht
sie die Zahl 1. Die Trajektorie der Startzahl 27 hat ein extremes Verhalten; s wa
interessant zu wissen,rfwelche Startzahlen dig Trajektorie sich sonst noch irgendwie
extrem verfi. G.T. Leavens und M. Vermeulen sind vor ein paar Jahren einigen dieser
Fragen mit sorgfitiger Begriffsbildung und Computerhilfe ein ‘Stkiweit nachgegangen
[11]. Sie nennen eine natiche Zahln € N eine Spitze(peak einer Funktiony :
N — RU {+o0}, wennp(n) > (k) fur k < = gilt. Uns interessieren hier etwa die
Funktionen

maxvalug(n) := sup(f*(n) : k € No} ,

stepgn) = inf{k € No : f*(n) =1} .

(LaBt man-+oco als Funktionswert zu, und vereinbart man{ng +oo, so sindstep$n)
undmaxvalueg(n) auch dann wohldefiniert, wenn die-31 Vermutung falsch sein sollte.)
Leavens und Vermeulen haben nun insgesamt etwa 10 CPU-Jahre Rechenzeit — parallel
auf verschiedenen Maschinen — daéwfgewendet, Spitzen verschiedener Funktiopen

zu bestimmen, daruntenaxvalue und steps Beispielsweise sind folgende alle Zahlen

< 5 Millionen, die sowohl bezmaxvalueals auch bezstepsSpitzen sind [11]:

1, 2, 3, 7 27, 703 26623.

Insgesamt fanden sie im Bereiegh< 5000000 genau 34 Spitzen vomaxvalue und
51 Spitzen vorsteps

1 Collatz-Graphen und der Ursprung der 3n + 1 Vermutung

Der Ursprung der 8+ 1 Vermutung ist nicht praise datierbar, da uns keine schriftlichen
Quellen aus der mutmallichen Entstehungszeit — etwa Anfang der 30er Jahre unseres
Jahrhunderts — vorliegen. Andererseits ist es ziemlich plausibel, dal3 dieses Problem
auf Lothar Collatz zurckgeht: von ihm stammt malich eine 1986 in China (und auf
chinesisch) publizierte Arbeit [4] (Prof. Meinardus aus Mannheim hat mir freundlicher-
weise eine Kopie dieser chinesischen Arbeit sowie eine posthum angefertigte deutsche
Riuckubersetzung zur Veifyung gestellt), in der er seinen heuristischen Weg zur 3
Vermutung beschreibt. Danach begann er damit, FunktigneN — N durch Graphen

zu repiaentieren. Dabei stellte er sich den Definitionsberéich=- N = {1,2,...} als
Eckenmenge vor und dachte sich fedesn € D einen Pfeil vom nachg(n) gezeichnet.
Dieser (gerichtete) Graph, bezeichnen wir ihn ijt wurde spger von J.C. Lagarias
Collatz-Graphvon g genannt [10]. Dieg-Trajektorien, d.h. die Folgen raticher Zah-

len, die aus einer Startzahl durch wiederholtes Alsfo vong entstehen, sind dann
gerade die (einseitig nach rechts) unendlich langen Wege im Collatz-Graphen

Collatz experimentierte nun ein biRchen mit seiner Graph-Darstellung ganzzahliger Funk-
tionen. Insbesondere versuchte er, Graphen mit gewissen vorgegebenen Eigenschaften
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zu konstruieren. Z.B. ist der Gragh,, wobeip(n) := n+ 1 die Nachfolgerfunktion ist,
eher langweilig; er besteht'mdich nur aus einem einzigen, unendlich langen Weg

1-2—-3—-4—-5—-6—-7—-8—-9—....

Auf der Suche nach einer Funktign N — N, deren Graph einen Kreis efithdenutzte
er die (einfache) Erkenntnis, daR diese Funkfi@uf einer gewissen Teilmenge, C N
die Relationf(n) > n und auf einer anderen Teilmeng®e. C N die entgegengesetzte
Relationf(n) < n erfillen muf3. Was liegt fzer, als fu D_. die ungeraden und fuD_
die geraden Zahlen zu'iken? (Man beachte, dalRelD _ nicht miaglich ist.) Probieren

wir mal:
n/2  fir geraden ,

n+1 fir ungerade: .

f:N—-N, fn) = {
Ein Teil des ColIatz-Grapheﬁf sieht etwa so aus:

124 «—8 «— 16« ...

/ AN
3«6 «—... 7 <14 ...
/!
5+~10—~20 «— 40+« ...
T

9 «— 18+« 36« ...

Man verifiziert leicht:

R n/4 fir n =0 mod 4
f(f(n))=4q (n+1)/2 furn=1mod2 <n fur n>2.
n/2+1  furn=2mod4

Daher besitzf~ nur den Zykel (oder Kreis)1,2), undjedef—Trajektorie endet mit
diesem Zykel. Das ist noch ziemlich einfach.

Der nihste Versuchf(n) := n/2 fir geraden und f(n) := 2n + 1 fur ungeraden,
ergibt den Collatz-GrapheﬁF, von dem ein Teil etwa folgendermaf3en aussieht:

2—4+—8 «— ... 10— 20— 40+« ...
7 7
1-3—-7—15— ... 5-11—-23—47— ...
AN AN
6— 12+ ... 22— 44 — ...

In diesem Fall ist klar, da[fjede ungerade Zahl auf eine @®re ungerade Zahl ab-
bildet, weswegen sich kein Zykel ausbilden kann. Der GrAplbesteht aus unendlich

vielen baumartigen Zusammenhangskomponenten. Jeder V\Ejgliifst sich in beide
Richtungen unendlich weit fortsetzen.
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Der dritte Versuch ist die in (1) definierte Funktigh Hier konnte der Collatz-Graph
durchaus zusammeimgend sein:

21— 42— ... 85 «— 170« ...
AN !
2+ 48«16« 32« 64+« 128« 256« 512« ...
L/ /!
1 5~10— 20— 40«80 « 160+ 320+« ...
/! /! 7
36 13+ 26+ 52 53 «— 106+ ...
T /! T
12 17— 34 «— ... 35 «— 70
i /! /!
24 11— 22 «— ... 23 «— ...

Collatz fand nur den “trivialen Kreis(4, 2, 1), war jedoch nicht in der Lage zu zeigen,
daf3 jedef-Trajektorie in diesen trivialen Kreis hineirimdet. Er schreibt, er habe seine
Ideen deshalb nicht véffentlicht, weil er nicht beweisen konnte, daf? der “triviale Kreis”
der einzige sei.

Unabhagig davon entdeckte der englische Mathematiklehrer Bryan Thwaites am Mon-
tag, dem 21. Juli 1952 um 4 Uhr nachmittags das+31 Problem [17]; er nennt die

3n + 1 Vermutung seitdenThwaites’ conjectureabgeKuzt TC, und er bot 1000 £fu
einen Beweis (siehe [10]).

Collatz erzalte, als er 1952 nach Hamburg kam, seinem Kollegen Helmut Hasse von
diesem 3+ 1 Problem. Dieser verbreitete es wenigtepavahrend eines Gastaufenthalts

an der Syracuse University, wo die Iteration der Collatzschen Funktion den Namen
Syracuse-Algorithmusekam. Nach besonders aktiven Multiplikatoren wurde das 3
Problem auch noch als Kakutani's Problem oder Ulam’s Problem bezeichnet.

Seit Mitte der 70er Jahre wird dasi 3- 1 Problem zuiehst vereinzelt in der mathe-
matischen Fachliteratur behandelt, etwa bei Nievergelt et al. (1974) [12], Terras (1976)
[15] oder Crandall (1978) [5]. Ab 1985 setzte, initiiert durch einebetblicksartikel

von J.C. Lagarias in der Zeitschriétmerican Mathematical Monthlji0], eine enorme
Steigerung des mathematischen Interesses ein. Bis heute sind mehr als 70 Forschungsauf-
saze und eine Forschungsmonographie [19] zum-3 Problem erschienen, sowie viele
weitere eher popufa Darstellungen des Problems. Daeu hinaus gibt es Arisege, das

3n+ 1 Problem zu didaktischen Zwecken in den Mathematik- oder Informatikunterricht
einzubeziehen [7].

2 Einfihrung in die mathematische Behandlung des 31 + 1 Problems

Viele Autoren betrachten das:3+ 1 Problem als “intractable”, und diese Einsthang

kdnnte durchaus richtig sein. Andererseits ist kein mathematisches Problem so unbehan-
delbar, daf3 sich nichts Interessantes dazu sagen lieRe. Gerade um-ddsP3oblem

herum gibt es eine Menge interessanter Mathematik, von derémstenoErgebnissen

ich Ihnen hier etwas psntieren richte.
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Wie findet man nun etwas Interessantbgiuein “nicht behandelbares” Problem heraus?
Es empfiehlt sich eine dreifache Strategie:

1. Manibersetze die Vermutung in eine andere mathematische Sprache.
2. Man versuche, eine interessante sativeme Vermutung zu beweisen.
3. Man warte auf geniale Ideen.

Ein einfaches Beispiel fudie erste Strategie ist Ihnen sicher schon bei der Definition
des Collatz-Graphen aufgefallen. Es giltnnich ganz offensichtlich die guivalenz:

Die 3n + 1 Vermutung ist richtig<=- der Collatz-GrapH'; ist zusammeniregend.

Weniger trivial ist folgendes Resultat:

Satz 2.1 (Berg und Meinardus 1994 [2]Pie 3n + 1 Vermutung ist zu folgender Aus-
sage “guivalent: Alle in der komplexen Einheitskreisschelbe= {z € C : |z| < 1}
holomorphen Leungen: der Funktionalgleichung

(%) h(z%) = h(z°) + 3—12(;1(22) + M(AZ%) + N2h(N%Z2)),

wobei ) := ¢?™/3 eine (primitive) dritte Einheitswurzel bezeichnet, haben die Gestalt

hlz

h(z) =ho+ 17— .

mit Konstantertg, h; € C.
Beweis.Seih : E — C eine holomorphe Funktion, also in Potenzreihe entwickelbar:
(P) h(z) =Y h,z"  mit Taylor-Koeffizienten h, € C.

n=0

Wir zeigen, daf¥ genau dann eine‘lsuing von(x) ist, wenn die Taylor-Koeffizienten
h, ein “erstes Integral” des durcherzeugten dynamischen Systems Hubilden; d.h.,
wenn die Funktion

7T:N—>N, ne—hy,

auf jederf-Trajektorie konstant ist. Das bedeutet, wif $san zeigen, daf? die Aussage
(%) hy = hg) fir jedes ne N

aquivalent zur Funktionalgleichungx) ist. Daraus folgt dann sofort die Behauptung:
Der Collatz-Graphl'; ist genau dann zusammeéimigend, wenn jed¢-Trajektorie die
Eins entlii. In diesem Fall ist obige Funktiom genau dann auf defi-Trajektorien
konstant, wenrk, = h; fir alle n € N gilt. Das konstante Gliedo der Taylor-Reihe
kann unabhiagig davon beliebig geWdt werden.
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Die Funktionalgleichungx) ist &uivalent zum System der beiden Gleichungen

@) h(z) + h(~z) = 2h(z?),

(ii) h(z%) — h(-z%) = é(h(zz) + M(AZ%) + N2 h(N%2?)).

Man erhidt (i) aus (%), indem man in(x) flr z einmalz und einmal—z einsetzt, die
beiden Gleichungen addiert und schlieRliétdurchz ersetzt(x) fihrt zu (i), wenn man
wiederum einmak und einmal—z einsetzt und anschlieBend die beiden Gleichungen

subtrahiert. Umgekehrt efttanan () aus (i) und (i), indem man ztishst in (i)z® fiir z
einsetzt, sodann die beiden Gleichungen addiert und schlie3lich noch durch 2 dividiert.

Setzt man in (i) die Potenzreihe (P) ein, so érhzan

i 2h, 22" = i 2h, 2",
n=0 n=0

also durch Koeffizientenvergleich diegaivalenz

(i) — hpy = h, firjedes ne N.
Einsetzen der Potenzreihenentwicklung in (ii) ergibtdie linke Seite
(iii ) S ha(2® = (=28)") =3 2k 1 2543
n=0 k=0

und fir die rechte Seite

(iv) o Zhn(l AL N2y 2 = Z Bhgp 02 = Z Dhigp 229543
n=0 k=0 k=0
hierbei wurde folgender Sachverhalt ausgenutzt:

3 falls n=2mod3
n+1 2n+2 __ ’
LrATE A —{o falls n # 2 mod 3,

welcher sofort aus den bekannten Relationén= 1 und 1+ \ + A\? = 0 folgt.
Durch Koeffizientenvergleich in (iii) und (iv) efltaman die Aquivalenz

(i) — hoxy1 = haro fUr jedes k € N.
Beachtet man nocf(2k +1) = 3(2k+1)+1 = 6k+4 = 2(3k +2), so folgt(x) < (sx),
und der Beweis des Satzes ist erbracht. O

Bei diesem Satz ist es weniger interessdafd die Funktionen der Gestalt
z

]’l(Z) —ho—‘rhll_z
Losungen vor(x) sind; das 18t sich leicht nachrechnen. Viel interessanter ist die Frage,
ob dasalle Lésungen sind. Ein Resultat in diese Richtung, das Berg und Meinardus mit
funktionentheoretischen Methoden beweisen, besagt: JadeeFunktion &z, die eine
Lésung von(x) ist, ist konstant. Der Beweis, dalle Losungen besagte Gestalt haben,
scheint jedoch so schwierig zu sein wie die-81 Vermutung selbst.

BeZiglich der zweiten der oben genannten Strategiémnk® man sich etwa folgende
“intermediae” Vermutung denken:
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Nur-endlich-viele-Zykel-Vermutung Es gibt nur endlich vielg-Zykel.

Da jeder Zykel nur aus endlich vielen verschiedenen Zahlen bestehen Wansictadie
Nur-endlich-viele-Zykel-Vermutung auch so austken:

Nur-endlich-viele-zyklische-Zahlen-Vermutung Die Anzahl der zyklischen Zahlene
N (das sind solche, fudie es einn € Ng mit f"(z) = z gibt) ist endlich.

Diese “Zwischenvermutung” ist bislang ebenfalls unbewiesen. Dennoch gibt es Teilre-
sultate. Im Jahre 1978 konnte R.P. Steiner zeigen, dal3 es nur einen einzigen Zykel gibt,
der gleichzeitig eirKreislauf ist.

Um zu verstehen, was mit einefmeislauf gemeint ist, niasen wir uns dig¢-Trajektorien
zunahst etwas genauer anschauen, etwa

T1(27) = (27,82,41,124,62,31,94,47,142 71,214, 107,322 161 ...

Jedesmal, wenn wir bei einer ungeraden Zahl angelangt sind, ist der Nachfolger gerade.
Das muf3 so sein:3+ 1 ist stets gerade, werm ungerade ist. Daher liegt es nahe,

die Trajektorien zu “verkizen”, ohne etwas Wesentliches zu verlieren, indem man die
Collatz-Funktionf durch folgende Funktion ersetzt:

To(n) : fur geraden ,

n
2 T:N—N T(n):= 2
( ) . - ’ (1’[) T 3Tl—|—1

Ti(n) = flr ungerade: .

Es hat sich in der Forschungsliteratur mittlerweile eiriggbrt, diese Funktion dier3t+ 1
Funktionzu nennen und sie mif zu bezeichnen. Eing-Trajektorie

Tr(s) = (s,T(s), T2(s),.... T*(s),...)

entsteht aus der entsprechendefirajektorie 7 ¢(s) mit der gleichen Startzall ¢ N
dadurch, daf? man jeweils die einer ungeraden Zahl nachfolgende ZafiRRvegla

Ein Kreislauf ist nun ein endliches Stk einerT-Trajektorie der Gestalt

T T To To

X — ... — Yy — ... — Z,

d.h. wir haben einen Anstieg vonnachy, etwa ink Schritten des Typ83, und danach
einen Abstieg vory nachz, etwa in¢ Schritten des Typ§,. Anders ausgedokt: die
Zahlenx, T(x), ..., T¥=(x) sind ungerade, die ZahlenT(y), ..., T‘~(y) sind gerade,
und es gelten die Relationen

y=THx) =T (x) und z=T'(y) =Ty
Die erste dieser Relationen ist gleichbedeutend mit

(3) Xy+1) =3 x+1),
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wie man leicht per Induktion nack zeigen kann, und die zweite Relation bedeutet
einfach 2z = y. Offensichtlich ist der bekannt&-Zykel (1,2) ein Kreislauf, mit den
Schrittzahlenk = ¢ = 1.

Da 2f und 3 klarerweise teilerfremd sind, folgt aus der Beziehuh@2-1) = 3% (x+1),
daR die Zahl
b x+1 y+1

o2k 3k
jedenfalls eine ganze Zahl sein muR. ZudéRt kichx durchh ausdieken:x = 2kh—1.
Beachtet man noch = 2‘z, so folgt aus der Zykel-Bedingung= x soforty = 2'x,
und man erhiafur /i die Beziehung

Y+l 241 22'h-1)+1

h= ¥k - 3F 3k
Das ergibt eine exponentiell Diophantische Gleichuitgdie Zahlenk, ¢ und f:
(4) (2 —3)h=2"-1.

Umgekehrt ergibt jede Isung(k, ¢, k) dieser Gleichung mitatirlichen Zahlenk, ¢, 1 €
N einen T-Zykel, der zudem ein Kreislauf ist: man setze einfach= 21 — 1 und
y = 2‘x. Dies ergibt dann zusammen mit Gleichung (4):

3 (x+1) =35 (2kh) = 25 (3Fhn) = 2K (2 h - 20 +1) =2 (2x +1) = 2" (y + 1),

und das ist gerade Gleichung (3), welche den Anstielg 8chritteny = T (x) = Tf (x)
bedeutet.

Diese Beobachtung stammt von J.L. Davison (1976) [6]. Ein Jahespeizsentierte
dann Steiner auf einer Tagung einen Beweis, dal’ die Gleichung (4) in datichatu
Zahlen nur die Leungk = ¢ = h = 1 zuld3t [14]. Steiners Beweis beruht einerseits
auf der Kettenbruchentwicklung der reellen Zahl J8gund andererseits auf tiefliegen-
den Methoden der analytischen Zahlentheorielich Alan Bakers Abschaungen von
“Linearformen in Logarithmen”.

3 Ist eine 3n + 1 Trajektorie eine Irrfahrt?

Beginnt man damit, ein dynamisches System zu studieren — undndie 13Funktion
definiert ein dynamisches System auf den’raioen Zahlen —, so empfiehlt es sich,
zunghst einige Beispiele zu rechnen. Allerdings muf® man die empirischen Daten dann
sorgfdtig interpretieren, denn Beispieleé koen auch in die Irre"faren. In Abbildung 1

sind einige Anfangsstke vonT-Trajektorien mit zufllig gewéhlten Startzahlen aufge-
zeichnet. Betrachtet man diese Graphiken, sonk® man den Eindruck gewinnen, es
handele sich um eine Irrfahrt mit einer leichten Drift nach unten (siehe Fig. 1). In der
Tat kann man folgendes beweisen:

Satz 3.1 (Terras 1976 [15])Sein € N beliebig, aber fest gewtdt. Durchlauft dann
die Startzahk genau einmal all@" Restklassen modul¥, so kommt jede fgiche n-
stelligeTo-T1-Folge genau einmal als-schrittiges Anfangsstk einer derT-Trajektorien
Ir(s) vor.



150 Elem. Math55 (2000)

PRENY

50 100 150 200 250
Fig. 1 Die ersten 255 Schritte einigen 3- 1 Trajektorien. Hierbei ist nach rechts die Schritthnummen
linearer Skalierung abgetragen, und nach oben die Iteréfte) in logarithmischer Skalierung.

Damit lassen sich die erstenSchritte vonT'-Trajektorien tatsehlich als Irrfahrt auf den
natirlichen Zahlen deuten, wobei die Schriffig und T; mit gleicher Wahrscheinlichkeit
vorkommen — fu einefesteSchrittzahln € N wohlgemerkt. Die Drift nach unterif sich
auch leicht deuten:"fugro3e Zahler ist Ti(n) ~ %n, bei gleicher Wahrscheinlichkeit
von Ty und To(n) = %n ist also im Durchschnitt pro Schritt mit einem Faktor

1 3 1
\/5-5:5\/5 ~ 0,866

zu rechnen — jedenfalls bei den ersteschritten.

Diese stochastischenbgrlegungen sind allerdings nichtrfeinen Beweis der 8+ 1
Vermutung tauglich. Man muf3 sichimédich folgendes vor Augen halten: die Stochastik
erstreckt sich nur auf die erstenSchritte.In diesem Anfangs&tl — und nur dort —
kommt jede denkbar&,-T;-Kombination mit gleicher Wahrscheinlichkeit vor, wenn man
zunghstzufdlig (d.h. mit jeweils gleicher Wahrscheinlichkeit) eine Restklasse modulo
2" bestimmt und dann aus dieser Restklasse irgendeine Zahl als Startzahl nimmt. Wie
man an den Graphiken sieht, ist bei Zahlen defR@rordnung®° bis ¢%° nach 200
Schritten jedoch in der Regel noch nicht die Zahl 1 erreicht. Daher bringt die Stochastik
hier wenig; die & + 1 Vermutung bezieht sich eher auf das asymptotische Verhalten der
T-Trajektorien als auf die ersten Schritte.

Andererseits konnte Terras, aufbauend auf vorigem Satz, noch eine weitere interessante
mathematische Aussage beweisen. Sie bezieht sich auf die Menge der Stastzallen
derenT-Trajektorie einmal unter den Startweitlfa

F:={seN: esgibt eink € N, so daR T*(s) < s}.
Die kleinste Schritnummek mit T*(s) < s nennt man gelegentlich diStoppzeit
(stopping timg von s und bezeichnet sie mit(s). Die MengeF ist also die Menge

der Startzahlen mieéndlicher StoppzeitF steht fur finite stopping timeEs gilt nun der
bemerkenswerte



Elem. Math.55 (2000) 151

Satz 3.2 (Terras 1976, 1979 [15, 16]Pie MengeF hat asymptotische Dichtg d.h.

lim %|{seF:s§x}] =1.

X—00

Dieser Satz ist sjpar von anderen Autoren noch mit anderen Methoden bewiesen und
verschiaft worden. Das bislang &teste Resultat stammt von I. Korec (1994) [8], der
wie Terras mit wahrscheinlichkeitstheoretischen Methoden arbeitete. Er ersetzte Terras’
MengeF durch

M, :={s e N: es gibt eink € N, so daR T*(s) < s},
wobeic eine reelle Zahl ist, und bewies

Satz 3.3 (Korec 1994 [8]).Fir jede reelle Zahk > log, 3 hat die MengeVl, asymp-
totische Dichtel, d.h.

lim %HSGMCZSSX}‘:]..

X—00

4 Der Ruckwartsprozefd: Chaos und harte Analysis

Die mathematischen Schwierigkeiten bei der Untersuchung der Dynamik wan13
Iterationen scheinen damit zusammenngen, dal’ wir es mit einem deterministischen
Prozel? zu tun haben, der stochastisches Verhalten simuliert (vgl. [10]). Das verbindet
die Sache mit der mathematischen Behandlung des “Chaos”. Analysiert man'den Ru
wartsprozel zur Iteration den3-1 Funktion — die Frage: wokmen 3:+ 1 Trajektorien
herkommen? —, so findet man in der Tat so etwas wie chaotisches Verhalten. Die hierzu
ndtigen mathematischen Methoden sind jedoch recht kompliziert (siehe [19]), so daf3
hier nur einige grundsazliche Ideen dargestellt werderirkzen.

Wir interessieren uns jetzt fudie AbbildungT 1, die jeder natdichen Zahla € N die
Menge ihrer unmittelbaren#3+ 1 Vorganger zuordnet. Aus der Definition dem3+ 1
Funktion in (2) folgt sofort:
{2a,3(22— 1)} fallsa=2mod 3,

T Ya) =

{24} falls a £ 2 mod 3.

Durch Iteration dieser Abbildung entstehen d@ie/organgermengen

Pr(a) = G T"a)={a}UT Ya)U...UT (@) U...

={beN:esgibteinn e Ngmit T"(b) =a} ={beN:acIr(b)},
sowie dererZahlfunktionen

Zy(x) == [{n € Pr(a) :n < x}|.
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Im Fall 2 € N, a = 0 mod 3 kann man diese Mengen und deréhlfZaktion leicht
explizit hinschreiben:

Pr(a)={2"a:neNo}, also Z(x)= @og2 EJ fir x € N.

Die 3n + 1 Vermutung selbst istcuivalent zur Aussag&i(x) = x fir alle x € N.
Da die 31+ 1 Vermutung jedoch figlicherweise unbehandelbar ist, sollten wir uns mit
schwaheren Resultatehber die Z&lfunktionen zufriedengeben.

Interessant erscheint dabei das asymptotische Verhalten einer soldtiemiizon, etwa
fur den Parameter = 1, da diese Asymptotik etwadar die “Grdde” der Vorgager-
menge®r(a) aussagt. Man kante z.B. versuchen, “positive asymptotische Voiggr-
dichte” fur gewissen € N zu beweisen. Damit ist folgendes gemeint:

PAD(a) Es gibt eine Konstante > 0, so dalRZ,(x) > cx fir hinreichend grof3er € N.

(Hierbei stehtPAD fur “positive asymptotische Dichte”.) Bislang i®AD(a) noch fur
kein einzigess € N gezeigt. Bewiesen ist jedoch;rfgewisse Exponenten < 1 und
a € N mit a # 0 mod 3, die schiighere Aussage:

Exp.(a) Fur hinreichend gro3exr € N gilt Z,(x) > x°.

Im Jahre 1978 zeigte R.E. Crandall [5]: “Es gibt @in> 0, so daRExp.(1) richtig
ist”. Dann wurde dieser Exponent schrittweise verbesséntr u = ;11 (Sander 1987
[13]), c = % (Krasikov 1989 [9]) undc = 0.48 (Wirsching 1993 [18]), bis zu einem
Computer-gestuaten Beweis der Aussage:

Satz 4.1 (Applegate, Lagarias 1995 [1]fFur ¢ = 0.81ist Exp.(a) fur alle 2 £ 0 mod 3
richtig.

Ein Ziel fur weitere Forschungen in dieser Richtunthkte ein Beweis folgender Ver-
mutung sein:

SPAD(a) Fur jede reelle Konstante mit 0 < ¢ < 1 gilt Exp.(a).
(SPAD steht fir “sub-positive asymptotische Dichte”.)

Mit Methoden der asymptotischen Analysis lassen sich mittlerweile Verbindungen zwi-
schen subtilen Mischungseigenschaften der-3L FunktionT auf der einen Seite und
der Asymptotik von Zhlfunktionen von & + 1 Vorgangermengen auf der anderen Seite
beweisen. Um dies genauer ausZu#tan, suchen wir zuithst eine Formel, die in
folgender Situation die Zall € N ausrechnet:

(W) b — T(b) — T?(b) — ... — a=TK0p)

)

hierbei seieru € N und der Weg vorb nacha im Collatz-Grapher'r, der genauk
Schritte des Typdy und ¢ Schritte des Typdi enthdt, gegeben. Wir erhalten eine
Vorgéngerformel

2k+€

b= e Rest (Weg vonb nacha),
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wobei derRest von der Struktur deflp-T1-Folge des Weges val nacha abhagt.
Um eine Formel fuRest(-) zu erhalten, numerieren wir zictest die Kanten im Weg
(W) von 0 bisk + ¢ — 1 durch. Genauer:"fuiedesj € {0,..., k + ¢ — 1} erhdt die
Kante . .

T/(b) — T(b)

die Nummerj. Wir bezeichnen jetzt mitp, . . ., oy—1 die Nummern derjenigen Kanten,
die vom ZweigTi der 31+ 1 Funktion stammen, und zwar in umgekehrter Reihenfolge,
d.h.

k+l>a0>a1>...>ai_1>0.

Durch Induktion nacl erhalten wir dann di&kestformel

24
3

(-1
Rest (Weg vonb nacha) = (200 + 203 22 F . 42013
j=0

Zusammgesetzt ergibt sich dirgangerformei

(V) b= 3—12 (g 200 —2m3t 20232 w3l
Um den Restterm intuitiv besser zu verstehen, betrachten wir noch einmal unsefe 3
FunktionT etwas genauer:

fur geraden ,
T:N—N, T(n) =

Ti(n) = 5 fur ungeraden .

Der “gerade Zweig'Ty ist einelineare Funktion vonn, wahrend der “ungerade Zweig”
Ty in Gestalt des 41" eine gewisseNichtlinearitd aufweist. Die obige Restformel
berechnet nun gerade dakkumulierten Nichtlinearit@n auf dem Weg vom zurick
nachb.

Diese akkumulierten Nichtlinearien verhalten sich ziemlich chaotisch. Folgendes Re-
sultat erinnert ein wenig an Satz 3.1:

Satz 4.2 (Wirsching 1998 [19]) Seif € N beliebig, aber fest gevidi. Durchlauft dann
die Zahla € N genau einmal alle2 - 3~ primen Restklassefd.h. # 0 mod 3 modulo
3’, so kommt jedeé-Tupel(ap, . .., ar—1) € Nj mitag > ... > a,_1 > 0 genau einmal
in einer Vorgangerformel(V) vor.

Wir bezeichnen als’ithstes fu ganze Zahlerk, ¢ mit k > 0 undZ > 1 folgende Menge
von Summen gemischter Potenzen:

(-1
P = { > 2y
v=0

k+£>ao>a1>...>a51>0}.
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Die Elemente vortf,, sind gerade alle iigichen, mit 3 multiplizierten, Restterme
fur fixierte k,£. Man kann beweisen (vgl. [19], p. 126), dal3 verschiedéffeipel
(v, - - ., ap—1) zu verschiedenen Summerhfen. Damit I&t sich die Kardinaliteeiner
solchen Mengéf ¢ leicht berechnen:

k+¢
= (19,

Beweis.Ein ¢-Tupel (ao, ..., ap—1) Mit k +¢ > ag > ... > o1 > 0 ist gerade eine
Auswahl von¢ Zahlen aus der Meng€0, 1,..., k + ¢ — 1}. O

Nun gibt es tiefliegende Zusammeénige zwischen dem Konvergenzverhalten bestimm-
ter inhomogener Markov-Ketten, dem Verhalten der Summen gemischter Potenzen, und
Dichteabschiaungen fu 3n + 1 Vorgangermengen. Eine Konsequenz dieser Zusam-
menhage ist derReduktionssafzder die oben beschriebene VermutuBigAD(a) auf
Verteilungseigenschaften der Meng#p, zurickfihrt.

Ersetzen wir zuiehst in¥ , den Index? durch einj, da wir £ noch fir andere Zwecke
brauchen. Ein Element voifiy ; sieht dann so aus:

(S) 20423 422F 4 429131

mit k+j > ag > ... > «a;j_1 > 0. Wir sind an der Verteilung dieser Summen, wenn alle
zugelassenefrTupel (ao, . . ., ;1) durchlaufen werden, unter den Restklassen modulo
3’ interessiert. Die erste Beobachtung ist, daR keines der Elementé ypuiurch 3
teilbar ist. Das bedeutet, jede Summe &fs; ist in einerprimen Restklasse modulo

3’ enthalten. Die entscheidende — noch uigiele- Frage lautet: Wie sind die Summen
gemischter Potenzen atfs ; unter den 231 primen Restklassen moduld @erteilt?

Die natirliche Vermutung wee, daf3 sich die Summen (S) ziemlich chaotisch verhalten,
und dalf? sie irgendeine vorgegebene prime Restklasse weder bevorzugen noch vermeiden.
Dies ist gerade die Essenz der folgenden Vermutung:

Vermutung Uber das Verhalten gemischter Potenzsummen Es gibt eine(grof3e
KonstanteK > O derart, daf? fu alle j, ¢ € N die folgende Implikation richtig ist:

|F;il > K- 2.3°1 — ¥, trifft alle primen Restklassen modu.

Diese Vermutung erscheint ziemlich véniitig: Angenommen, die Anzahl der Elemente
von &;; ist so groR, da man in jede einzelne prime Restklasse modutor@lestens

K = 10” davon hineinstecken “kmte, dann ist es doch ziemlich plausibel, daR in
jeder dieser primen Restklassen wenigstingder Summen gemischter Potenzen liegt.
Andernfalls wae die Verteilung der Summen nicht so richtig chaotisch, denn Sidevu
die eine oder andere prime Restklasse sttigfaermeiden.

Nun gilt folgender:

Satz 4.3 (Reduktionssatz [19])Ist die Vermutung'lber das Verhalten von Summen
gemischter Potenzen richtig, so gBPAD(a) fur jedesa € N mita # 0 mod 3
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Der Beweis dieses Satzes beruht auf “harter Analysis”, d.h. didliohst genauen
asymptotischen Abs¢tmingen, in diesem Fall insbesondere von Binomialkoeffizien-
ten. Daneben wird noch Integrationstheorie auf der kompakten topologischen Gruppe
73 der invertierbaren 3-adischen ganzen Zahlen benutzt.
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