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Aufgaben

Neue Aufgaben

Losungen sind erbeten bis zum 10. Februar 2002 an:

Hansruedi Widmer, Boldistrasse 52, CH-5415 Nussbaumen

Aufgabe 1171: Es sei A = (a;;) eine normale nichtsymmetrische reelle 3 x 3-Matrix.
Beweise, dass

23 — a3
aszp — a3
a2 — as

ein Eigenvektor von A ist.

Lajos Laszlé, Budapest, H

Aufgabe 1172: Beweise: Das Inkreiszentrum eines Dreiecks liegt genau dann auf der
Eulerschen Geraden, wenn das Dreieck gleichschenklig ist.

Johannes M. Ebersold, St. Gallen, CH

Aufgabe 1173 (Die einfache dritte Aufgabe): Es sei A eine quadratische (reelle oder
komplexe) Matrix, die die Gleichung A> = —A erfiillt. Zeige, dass zwischen dem Rang
und der Spur der Matrix A die Beziehung rk(A) = —tr(A) besteht.

Gotz Trenkler, Dortmund, D

Losungen zu den Aufgaben in Heft 3, 2000

Aufgabe 1159. Eine Folge (a,) reeller Zahlen heisse quotientenkonstant, wenn fiir alle

k€N
a @ ta At A

Ay Agy1 T g2+ dok

gilt. Man zeige: Zu jeder natiirlichen Zahl n gibt es ein Polynom f, vom Grad n mit
ganzzahligen Koeffizienten, so dass die Folge (a;) := (f,(¢)) quotientenkonstant ist.
Bestimme fiir jedes n € N ein solches Polynom f,.

Ernst Herrmann, Siegburg, D
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Auswertung der eingesandten Losungen. Es sind 18 Zuschriften eingetroffen: Jany
C. Binz (Bolligen, CH), Walter Burgherr (Rothenburg, CH), André Calame (Sauges,
CH), Friedhelm Gotze (Jena, D), Frieder Grupp (Schweinfurt, D), Patrik Hubschmid
(Spiegel, CH), Walther Janous (Innsbruck, A), Detlef Kaese (Neuss, D), Joachim Klose
(Bonn, D), O.P. Lossers (Eindhoven, NL), Bernhard Ruh (Zuchwil, CH), Beat Schwein-
gruber (Ziirich, CH), Heinz-Jiirgen Seiffert (Berlin, D), Francois Sigrist (Neuchatel, CH),
Michael Vowe (Therwil, CH), Roland Wyss (Flumenthal, CH), 2 Losungen waren nicht
gezeichnet.

Die folgenden Uberlegungen ergeben sich durch Kombination der Losungen von O.P.
Lossers und Walter Burgherr: Weil a; /a, = —1 unmdglich ist, ldsst sich die Bedingung
der Quotientenkonstanz auch als

a. m ...+ ag
a; + as a; + ...+ ax

(1)

schreiben. Gibt es nun ein Polynom f,, so dass die Glieder der Ausgangsfolge durch
(a¢) = (fu(€)) gegeben sind, lassen sich auch die Summen a; +a; + ... + ax durch ein
Polynom F,;; (vom Grad n + 1) erzeugen:

Fop(k)=a1+a+ ... +ag, (2)
wobei zwischen f, und F,; | der Zusammenhang
fu(k) = Fuya(k) = Fuya (k = 1) (3)

besteht. Weil fiir dieses Polynom

llm F”l+1(2x) — 2n+1
x—oo Fyyi(x)
gilt, folgt zusammen mit (1), dass fiir x = 1,2, ... die Beziehung

Fui1(2x) = 2" F 1 (x) =0

gelten muss, und durch einen einfachen Koeffizientenvergleich ergibt sich F,,, | = a-x"*1.
Zusammen mit (3) erhidlt man

) =a- (- (- 1) = a3k ()
X X x ; ( ' )x

Es bereitet keine Miihe nachzuweisen, dass diese Polynome tatséchlich quotientenkon-
stante Folgen erzeugen.
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Aufgabe 1160. S, = (s1,s2,...,5,) sei ein n-Tupel natiirlicher Zahlen, welche der
Bedingung

l
dsi<k-lAr, (k>=2,r>0,£=12,...,n)
j=1

geniigen. Bestimme die Anzahl a(n, k,r) solcher n-Tupel.

Jany C. Binz, Bolligen, CH

Auswertung der eingesandten Losungen. Es sind 10 Zuschriften eingetroffen, 2 davon
waren nicht gezeichnet: Friedhelm Gotze (Jena, D), Frieder Grupp (Schweinfurt, D),
Patrik Hubschmid (Spiegel, CH), Walther Janous (Innsbruck, A), O.P. Lossers (Eind-
hoven, NL), Beat Schweingruber (Ziirich, CH), Roland Wyss (Flumenthal, CH), Klaus
Zacharias (Bergfelde, D).

Mehrere Losungen enthielten Fehler. Der am hiufigsten beschrittene Weg hatte als Aus-
gangspunkt eine Rekursionsformel, welche anschliessend in einen Induktionsbeweis ein-
gebaut wurde. Eine der ungezeichneten Losungen enthielt eine rein kombinatorische
Uberlegung:

Vorerst lassen wir s; = 0 zu. Die Menge der zuldssigen n-Tupel (s, sz, . . . ,s,,) entspricht
bijektiv der Menge der (1 + 1)-Tupel

n
(51,825« -sSm, k(n+1)+r+1 —Zsj).
N——— =1

zuldssig

Mit der Deutung ,,s; nach rechts, 1 nach oben, s, nach rechts, 1 nach oben, usw.* konnen
wir die Menge dieser (n+ 1)-Tupel auffassen als Menge der minimalen Gitterpunktwege
von (0,0) nach (k(n + 1) + 7 + 1,n), welche — ausser im Endpunkt — die Gerade
x = ky+ k +r+1 meiden. Die Aufgabe, solche Wege zu zihlen, ist ein wohlbekanntes
Problem, das sich rein kombinatorisch 16sen ldsst. Man findet

an k1) = k+;+1 ((k+1)(1;+11)+r 1>.

Ist der Begriff ,natiirliche Zahl“ so zu verstehen, dass O nicht erlaubt ist, ist k durch
k — 1 zu ersetzen, und es ergibt sich

k+r(k(n+1)+r—1
a(n,k,r):T( ( n)—l )
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Aufgabe 1161 (Die einfache dritte Aufgabe). Die Elemente von
Py =A{x|x € Zy\ {0} mit ggT(x,n) =1}

bilden bekanntlich beziiglich der Multiplikation modulo 7 eine kommutative Gruppe, die
sogenannte prime Restklassengruppe modulo 7. Sind P;5 und P isomorph? Wie steht
es mit Py¢ und Py4?

Roland Wyss, Flumenthal, CH

Auswertung der eingesandten Losungen. Es sind 18 Zuschriften eingetroffen, zwei da-
von waren nicht gezeichnet: Jany C. Binz (Bolligen, CH), Walter Burgherr (Rothenburg,
CH), André Calame (Sauges, CH), Francesco Cavalli (Verscio, CH), Hans Egli (Ziirich,
CH), Frieder Grupp (Schweinfurt, D), Patrik Hubschmid (Spiegel, CH), Walther Janous
(Innsbruck, A), Detlef Kaese (Neuss, D), O.P. Lossers (Eindhoven, NL), Bernhard Ruh
(Zuchwil, CH), Beat Schweingruber (Ziirich, CH), Francois Sigrist (Neuchatel, CH), Karl
Stoop (Stettlen, CH), Michael Vowe (Therwil, CH), Klaus Zacharias (Bergfelde, D).

Die meisten Einsender studieren die Ordnung der Elemente der einzelnen Gruppen. Karl
Stoop argumentiert wie folgt: Alle Elemente von P4 haben die Ordnung 2, in den
anderen drei Gruppen hat es auch Elemente hoherer Ordnung; also ist P4 zu keiner
der anderen Gruppen isomorph. Hingegen gilt P;5 =2 Pig, P1s = Pyp und Pis = Pyy.
Mogliche Isomorphismen bestehen gemiss der Tabelle

Pis 1 2 7 11 4 8 13 14
Pis 13 5 7 9 11 13 15.
Py 1 3 13 11 9 7 17 19

Nachtrag zu Aufgabe 1155. Nachtriglich ist von Gerhard Wanner (Genf, CH) eine

Losung eingetroffen, die wir unseren Leserinnen und Lesern nicht vorenthalten mochten.

dx 71 bestimmen.

Es geht darum, mit elementaren Mitteln den Wert des Integrals fol

1+x2

—_
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Nach Pythagoras ist das Dreieck ABC in der Figur links um den Faktor 1/v/1 + x2
kleiner als das dhnliche Dreieck mit Grundlinie Ax und Hohe 1. Somit haben die beiden
grauen Dreiecke zusammen die Fliche

Ax
F=—"""—.
1+ a2

Wenn man nun das Intervall [0, 1], wie in der Integralrechnung iiblich, in kleine Stiicke
zerteilt, dann fiillen die entsprechenden Dreiecke gerade zwei Achtel des Kreises (siche

rechtes Bild), und somit ist
dx
Ji—
o 1+x?

Wer keine Angst vor dem Unendlichen hat, der sieht auch, dass wir mit x von —oo bis
400 gerade den ganzen Kreis ausfiillen; also gilt auch




