(© Birkhéuser Verlag, Basel, 2002
Elem. Math. 57 (2002) 168 — 173

0013-6018/02/040168-6 | Elemente der Mathematik

Mercatorkarte und hyperbolische Geometrie

Hansklaus Rummler

Hansklaus Rummler studierte Mathematik an der Westfilischen Wilhelms-Univer-
sitit Miinster und an der Universitdt Freiburg in der Schweiz, wo er auch 1968
promovierte und seit dem Wintersemester 1980/81 als Assistenzprofessor bzw. Pro-
fesseur associé unterrichtet. Seine mathematischen Interessen betreffen die Bezie-
hungen zwischen Analysis und Geometrie.

1 Die Mercatorkarte

Diese winkeltreue Abbildung der Erdoberfliche auf einen Zylinder, der dann aufgeschnit-
ten und in der Ebene abgerollt wird, wurde 1569 von Mercator, wie sich Gerhard Kremer
(1512-1594) latinisiert nannte, in Duisburg angefertigt. Er hatte bemerkt, daf} auf einer
Plattkarte, bei der das Koordinatennetz der geographischen Linge und Breite einfach als
kartesisches Koordinatennetz in der Ebene wiedergegeben wird, die Breitenkreise mit
zunehmender Entfernung vom Aquator zunehmend vergroBert abgebildet werden und
dal man dieselbe Verzerrung auf die Meridiane anwenden muf3, wenn man eine winkel-
treue Karte haben will. Fig. 1 zeigt so eine Mercatorkarte; der Abstand zwischen zwei
Gitterlinien betrdgt jeweils 15°.

Der Cambridger Mathematiker Edward Wright publizierte im Jahre 1600 ,,A Chart of
the World on Mercator’s Projection®, nachdem er in seinem 1599 erschienenen Buch
The Correction of Certain Errors in Navigation das Rezept angegeben hatte:

FaBt man die geographischen Koordinaten eines Punktes der Sphire als kartesische
Koordinaten eines Punktes der Ebene auf, so erhilt man eine Plattkarte der Sphire.
Durch geschickte Streckung der Meridiane erhdlt man daraus die winkeltreue Mer-
catorkarte. Ganz analog erhdlt man bei Verwendung sogenannter Fermikoordinaten
fiir die hyperbolische Ebene eine Plattkarte derselben, die sich ebenfalls durch ge-
schickte Verzerrung der ,,Meridiane” zu einer winkeltreuen Karte abidndern 14t. Die
dazu notwendige Verkiirzung der ,,Meridiane” wird gerade von der Umkehrung der
Funktion geleistet, die die Streckung der Meridiane fiir die gewohnliche Mercatorkarte
beschreibt. Aus dieser winkeltreuen Karte der hyperbolischen Ebene erhdlt man mit
konformen Standardabbildungen aus der Funktionentheorie die Poincaréschen Modelle,
die ja ebenfalls winkeltreu sind.
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»The parts of the meridian at every poynt of latitude must needs increase with
the same proportion wherewith the Secantes or hypotenusae of the arke, inter-
cepted betweene those pointes of latitude and the aequinoctiall do increase ...
by perpetuall addition of the Secantes answerable to the latitudes of each point

. we may make a table which shall shew the sections and points of latitude in
the meridians of the nautical planisphaere: by which sections, the parallels are to
be drawne.“ (Siehe [4], S. 701.)

Wright publizierte auch gleich die Tafel mit den Ergebnissen seiner ,,perpetuall addi-
tion*“: sie enthielt die Summen der Sekanten, d.h. der Kehrwerte der Cosinus, in Minu-
tenschritten von 0 bis ¢ fiir Winkel ¢ zwischen 0° und 75°. Diese Tafel enthilt also

Approximationen des Integrals
B
7od
U= / Ld 3
o COSp

durch das wir heute die Mercatorbreite v(/3) beschreiben. Thre Umkehrung 3(v) ist die
Gudermannfunktion (siehe dazu auch [1]); wir werden ihr weiter unten wieder begegnen.
Fig. 2 zeigt den Graphen dieser Beziehung zwischen der geographischen Breite 3 auf der
Sphére und der Hohe v auf dem Zylinder, sowie einige der zahlreichen Formeln, die sie
beschreiben. (Der Nachweis der Aquivalenz dieser Formeln liefert gute Ubungsaufgaben
zur Analysis der trigonometrischen und hyperbolischen Funktionen!)

Die Mercatorprojektion von der Sphire auf den Zylinder, oder noch einfacher ihre Um-
kehrung, 146t sich natiirlich als konforme Abbildung recht elegant mit den Mitteln der
Funktionentheorie beschreiben:

Die Exponentialabbildung kann wegen ihrer Periodizitit als Abbildung des Zylinders
auf die gelochte Ebene C* aufgefafit werden, die wir anschlieBend mit der stereogra-
phischen Projektion vom Nordpol aus auf die Sphire abbilden. Das Resultat ist genau
die Umkehrung der Mercatorprojektion, und der Identitétssatz der Funktionentheorie lie-
fert uns auch gleich die Eindeutigkeit: Es ist die einzige winkeltreue Karte, die den
Aquator lingentreu als Kreis des Zylinders bzw. als Gerade darstellt. (Siehe [3], S. 259,
Exercise 14.)
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2 Eine Plattkarte der hyperbolischen Ebene

Wir bezeichnen mit E die ,,abstrakte* hyperbolische Ebene, aufgefafit als eine orientierte
zweidimensionale Riemannsche Mannigfaltigkeit der konstanten Gauf3schen Kriimmung
K = —1. Um in ihr Koordinaten einzufiihren, fixieren wir eine orientierte (hyperboli-
sche!) Gerade g sowie einen Punkt O auf dieser Geraden. Einem beliebigen Punkt P € E
konnen wir dann wie folgt Koordinaten #(P) und v(P) zuordnen:

p

0 u F
Fig. 3

Ist F der FuBpunkt des Lots von P auf g, so setzen wir
u(P) := +dist(O,F), v(P):= *dist(F,P),

wobei wir das Vorzeichen durch die Orientierung festlegen, also u > 0, falls die gerichtete
Strecke von O nach F die Orientierung von g reprisentiert, und v(P) > 0, wenn P im
Sinne der Orientierungen von ¢ und E , links* von g liegt.

Die so definierten Koordinaten, die sich in derselben Weise auf jeder orientierten Fliche
in der Umgebung einer Geodétischen einfiihren lassen, werden als Fermikoordinaten
bezeichnet. (Siehe [2], S. 103—104.) In unserem Falle liefern sie einen Diffeomorphismus
der ganzen hyperbolischen Ebene E auf den Euklidischen Raum R?, also eine globale
Karte der hyperbolischen Ebene. In dieser Karte ist die ausgezeichnete hyperbolische
Gerade g als Euklidische Gerade dargestellt, und zwar lingentreu. Dasselbe gilt fiir die
g senkrecht schneidenden Geraden, deren Bilder in der Karte das Bild von g ebenfalls
senkrecht schneiden. Dagegen stellen die zum Bild von g parallelen Geraden des R?
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keine hyperbolischen Geraden dar, sondern Aquidistanzlinien, d.h. Linien konstanten
Abstandes von der Geraden g.

Diese Karte spielt fiir die Darstellung der hyperbolischen Ebene E die gleiche Rolle,
wie sie die Plattkarte fiir die Darstellung der Sphire S spielt: Dort wird der Aquator als
Gerade dargestellt, und die dazu parallelen Geraden der Karte entsprechen ebenfalls den
Kurven konstanten Abstandes vom Aquator, nimlich den Breitenkreisen.

3 Eine Mercatorkarte der hyperbolischen Ebene

Wie Mercator die Plattkarte der Erde zu einer winkeltreuen Karte abédnderte, indem er
die Distanz zwischen den Bildern der Breitenkreise geschickt streckte, so wollen wir
dasselbe mit der Plattkarte der hyperbolischen Ebene machen. Dazu miissen wir erst
einmal die Lingenmessung bei Verwendung der Fermikoordinaten untersuchen:

Da die Geraden {u(P) = const} lingentreu in den R? abgebildet werden, brauchen wir
nur noch die Lingenmessung der Linien {v(P) = const} anzuschauen. Dazu betrachten
wir ein Viereck, bei dem die Grundseite AB auf der Geraden g liegt, wihrend C und
D von g den Abstand v haben und AD und BC senkrecht auf g stehen. (Siehe Fig. 4.)
Die Seite CD ist dabei keine Gerade, sondern eine Aquidistanzlinie: alle Punkte dieser
Seite haben von ¢ denselben Abstand .

D ¢ C
0 0
L
A B¢
Fig. 4

Wir betrachten jetzt v als variabel und untersuchen bei fester Linge L der Grundseite
AB die beiden Funktionen

£(v) := Lénge der Seite CD und F(v) := Fliche des Vierecks ABCD .

Die erste Fundamentalform hat in den Fermikoordinaten u, v die Matrix

((lJ (85/%11)2) ’

wobei s die Bogenldnge der Linien v = const ist. Daraus erhilt man fiir das Flachenele-
ment den Ausdruck dF = (9s/0u)dudv und daher
D
0s
F'(v) = — du = ((v). 1

@)= [ gdu="tw) (1)
Die geoditische Kriimmung « der Seite CD, orientiert von C nach D, ist ein MaB fiir die
Lingendnderung der Seite, wenn wir sie in Richtung des Normalenfeldes verschieben;
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(v) = /CD K ds.

Andererseits gilt fiir das Viereck die Gauf3-Bonnet-Formel:

genauer gilt:

D
/ nds+4~z+ / Kdo =2,
c 2
ABCD
woraus wegen K = —1 schlieBlich folgt:

¢'(v) = F (). (2)

Mit den Anfangsbedingungen ¢(0) = L :=Linge der Seite AB und F (0) = 0 erhélt man
sofort die Losung von (1) und (2), wobei uns hier nur die Funktion ¢(v) interessiert:

£(v) = L coshw.

Fassen wir unsere Ergebnisse zusammen, so konnen wir sagen, daf} in der Karte die
Euklidische Langenmessung auf den Linien u = const korrekt ist, daf} sie aber auf den
Linien v = const zu klein ausfillt: die in der Karte gemessenen Lingen miissen mit dem
Faktor cosh v multipliziert werden. Wenn wir also dieselbe Korrektur anwenden wollen
wie Mercator und Wright, miissen wir die Linien u = const in der Karte entsprechend
verkiirzen. Die Linie v = vy darf von der Linie v = 0 nur den Abstand

w0 do v
Bo = / — 2 arctan tanh —
o coshov 2

haben. Unsere Karte der hyperbolischen Ebene wird also genau dann winkeltreu, wenn
wir die Koordinate v durch die Koordinate  ersetzen, wobei ((v) die Gudermann-
funktion ist. Die Rollen von § und v sind also gegeniiber dem Fall der Sphire gerade
vertauscht!

4 Poincaré-Modelle der hyperbolischen Ebene
Unsere winkeltreue Karte stellt die hyperbolische Ebene E in einem unendlich langen
Streifen der Breite 7 dar. Den wollen wir jetzt noch einer kleinen funktionentheoretischen
Nachbehandlung unterziehen, um eine ,,handlichere* Karte zu bekommen, indem wir ihn
konform auf die obere Halbebene H abbilden:
Diese Abbildung erhalten wir durch

(1, 8) —> ie" 1.
Kombinieren wir sie mit unserer Kartenprojektion, so erhalten wir insgesamt die folgende
Kartenprojektion ¢ : E — H:

d(P) = je(P)+HB((P))
Die ausgezeichnete Gerade ¢ = {P € E; v(P) = 0} wird also auf die positive imaginire

Halbachse abgebildet, wobei der Ursprung O nach i geht. Die Linie {P € E;v(P) = vo}
wird auf die Halbgerade {re'”(®); r > 0} abgebildet.

Das ist natiirlich das bekannte Poincarésche obere Halbebenenmodell der hyperbolischen
Ebene. Wir haben es hier rein geometrisch erhalten, ohne die Isomorphie der Gruppe
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der orientierungserhaltenden Isometrien von [E mit derjenigen der Automorphismen von
H zu verwenden. Der Ehrlichkeit halber sei aber erwihnt, dal die Erkenntnis, dafl E
eine Fliache konstanter Gauf3scher Kriimmung K = —1 ist, auch nicht ganz einfach zu
erhalten ist, obwohl das natiirlich bereits Johann Heinrich Lambert geahnt hatte, der
1766 in seiner ,,Theorie der Parallellinien* schrieb: ,Ich sollte daraus fast den Schluf}
machen, die dritte Hypothese (d.h. diejenige, daB in einem geradlinigen Viereck mit drei
rechten Winkeln der vierte kleiner als 90° ist,) komme bey einer imaginédren Kugelflache
vor.*“ Selbst ohne diese Aussage prézisieren zu konnen, wire er vermutlich in der Lage
gewesen, die von uns verwendete Formel fiir die Lénge ¢(v) zu finden.

. . . z—1
Wenn wir noch die Cayleytransformation z — —— anwenden, um von der oberen Halb-
i

z
ebene H zur Einheitskreisscheibe D) iiberzugehen, so erhalten wir die Kartenprojektion
¥ : E — D, die unter Verwendung der Fermikoordinaten u, v und der Gudermannfunk-

tion 5(v) durch
U(P)+B0(P) _ |

v(P) = cu(P)1B(P) 1 |
beschrieben wird.
Bo o 8
Fig. 5

Die ausgezeichnete Gerade ¢ wird dabei auf das Intervall | —1, 1] abgebildet, der Ursprung
O auf 0 und die Linie {v(P) = 1o} auf einen Kreisbogen zwischen —1 und +1, der die
reelle Achse dort unter dem Winkel 8y = 5(vo) schneidet. (Siehe Fig. 5.)
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