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Aufgaben

Neue Aufgaben

Losungen sind bis zum 10. August 2007 erbeten und konnen auf postalischem Weg
(bevorzugt) an

Dr. Hansruedi Widmer, Boldistrasse 52, Rieden, CH-5415 Nussbaumen

gesandt werden. Losungen, die in einem géngigen Format abgefasst sind, konnen als
Attachment auch iiber die E-Mail-Adresse h. widmer@alumni.ethz. ch eingereicht
werden.

Aufgabe 1239: Im Restklassenring Zg = {0, 1,2, ..., 8} mit Addition und Multiplika-
tion modulo 9 bestimme man alle Eigenwerte A und die zugehérigen Eigenvektoren i der
Matrix

01 2
A= 3 4 51,
6 7 8
man lose also die Kongruenz Au = Aii (mod 9).
Roland Wyss, Flumenthal, CH

Aufgabe 1240: Es sei x > 2 eine reelle Zahl, 7 (x) die Anzahl der Primzahlen < x und
Lx | die grosste ganze Zahl < x.
Beweise:

Lx]

n(x):Z " :
=2 |, +k§ ({%J + L_%J)

Harald Merk, Biberach, D

Aufgabe 1241 (Die einfache dritte Aufgabe): Wann erscheint in der geometrischen Folge
1,2,4,8, 16, ... zum ersten Mal eine Zahl mit einer 9 am Anfang?

Christian Blatter, Greifensee, CH
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Losungen zu den Aufgaben in Heft 1, 2006

Aufgabe 1227. FEin diinner homogener Draht umrandet einen Kreissektor vom Radius o
und Zentriwinkel «. Er habe seinen Scheitel im Koordinatenursprung, und ein Schenkel
liege auf der positiven x-Achse. Welche Kurve beschreibt der Massenschwerpunkt, wenn
o im Intervall (0, 277) variiert, und fiir welches ¢ liegt der Massenschwerpunkt im Koor-
dinatenursprung?

Roland Wyss, Flumenthal, CH

Auswertung der eingesandten Losungen. Es sind 11 Losungen eingegangen: Gheorghe
Bercea (Miinchen, D), Peter Bundschuh (Koln, D), Walter Burgherr (Rothenburg, CH),
Friedhelm Gotze (Jena, D), Stefan Grieder (Ziirich, CH), Frieder Grupp (Schweinfurt,
D), Walther Janous (Innsbruck, A), Harald Merk (Biberach, D), Fritz Siegerist (Kiisnacht,
CH), Walter Vetsch (St. Gallen, CH) und Gerhard Wanner (Geneve, CH).

Wir verfolgen zwei verschiedene Losungen, zuerst jene von Harald Merk: Der Kreissek-
tor besteht aus einem Schenkel 77 auf der positiven x-Achse, einem weiteren Schenkel 7
und einem Kreisbogen 73. Die Punkte S1(x1, ¥1), S2(x2, ¥2), S3(x3, ¥3) seien die Massen-
schwerpunkte von 77, 7> und 73, und der Punkt S(x;, y,) sei der Massenschwerpunkt des
Kreissektors.

Offenbarist x; = §, y1 =0, x2 = § - cos() und y» = § - sin(a).

Weiter gilt
1 o
rs = — / o?cos(g) dp = 2 - sin(@),
o-a Jo o
1 Yo, 0
y3=——[ o7 sin(p)dp = — - (1 — cos(a)).
o-a Jo o
Aus
0-Xx1+to-x2+0-o-x3 o-yi+o-y2+0-a-y3
Xg = und y; =
oc+o+o-«a o+o+to- -«

erhalten wir nach einfacher trigonometrischer Umformung fiir die gesuchte Kurve die Pa-
rameterdarstellung
cos(a/2)(cos(a/2) + 2 sin(x/2))
s =0 s
24+ o
sin(a/2)(cos(a/2) + 2 sin(«e/2))
o- .
2+«

s =

Fiir o = 2 erhilt man den in Figur 1 gezeigten Graphen.

Aus der Parameterdarstellung ist ersichtlich, dass der zu cos(eg/2) +2 sin(«p/2) = 0, also
zu tan(ap/2) = —% gehorige Kurvenpunkt der Ursprung ist. Er entspricht dem Winkel
ap ~ 306.87°.

Gerhard Wanner verwendet klassische Methoden: Wir setzen o = 1. Der Massenschwer-
punkt liegt auf der Winkelhalbierenden des Sektors; deshalb setzen wir ¢ = «/2. Um In-
tegrale zu vermeiden, beniitzen wir die Guldinsche Regel: Wir stellen die Figur senkrecht
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und lassen sie um die x-Achse rotieren. Die Oberfliche des entstehenden Rotationskdrpers
besteht dann aus zwei Kegelmantelflachen, von denen jede die Oberfliche r - cos(¢) be-
sitzt, und einer Zone der Kugeloberfliche; diese hat nach Archimedes dieselbe Fliche wie
der angrenzende Rotationszylinder, also 4 - sin(¢). Somit betrigt die gesamte Oberfldche
21 (cos(p) + 2 sin(gp)). Weil der Umfang der ganzen Figur 2 + 2¢ ist, folgt nach Guldin
fiir den Abstand des Schwerpunktes

_cos(p) + 2sin(p)
T T 229

Aufgabe 1228. Eine Folge ganzer Zahlen sei durch die Anfangswerte ag = 0, a; = 1,
a> = ¢? und die Rekursion

a, = (02 +d)ap—1 + d(c2 +d)an_2 — dan_3 (c,d €Z, n>3)

definiert. Man beweise, dass alle Folgenglieder perfekte Quadrate sind.
Jany C. Binz, Bolligen, CH

Auswertung der eingesandten Losungen. 14 Loser haben Zuschriften eingesandt:
Gheorghe Bercea (Miinchen, D), Peter Bundschuh (K&ln, D), Walter Burgherr (Rothen-
burg, CH), André Calame (St-Aubin-Sauges, CH), Friedhelm Go6tze (Jena, D) [mit Ver-
allgemeinerung], Stefan Grieder (Ziirich, CH), Frieder Grupp (Schweinfurt, D), Walther
Janous (Innsbruck, A), Harald Merk (Biberach, D), Fritz Siegerist (Kiisnacht, CH),
Albert Stadler (Diibendorf, CH), Rudolf Suter (Bonn, D) [3 Losungen, teils mit Verall-
gemeinerung], Michael Vowe (Therwil, CH) und Roland Wyss (Flumenthal, CH).

Ein Grossteil der Loser argumentiert wie Stefan Grieder: Im Fall d = 0 hat man die

Folge 0, 1, c2, ¢*, ..., welche offensichtlich aus Quadratzahlen besteht. Es sei deshalb im
Folgenden d # 0. Weiter sei by = 0, b1 = 1 und
bpy=c-by_1+d b, (n>2). (D

Wir behaupten, dass dann a, = b,% gilt.
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Den Beweis fiihren wir induktiv:

Zunichst folgt aus (1), dass b, = c gilt, und die Behauptung ist deshalb fiir n < 2 ver-
ankert. Es sei nun n > 3. Wir setzen voraus, dass ay = b% firf < n.

Aus der Rekursion fiir @, und der Induktionsvoraussetzung ergibt sich

an = (2 +d)b?_ | +d(* +d)b>_, — d°b?_,. 2)
Lost man die Rekursion
by1=c-byp2+d-by3 (n>3) 1)
nach b,_3 auf, so ergibt sich b,,_3 = 5 by — f—l - b;,_» und daraus
b2 y=d-b>_ | —2cd-by_1by_+c*d-b>_,. (3)
Setzt man (3) in (2) ein, so ergibt sich

1
an =2 b2 +2¢d - by_tby+d* b2y = (¢ by_i +d - bp_s)* L b2,

womit der Beweis gefiihrt ist.

Walter Burgherr, Frieder Grupp und Fritz Siegerist finden fiir a, eine explizite Darstel-

lung:
n—1 2
L%

n—~£—1 1
ay = Z( , )dec" 1-2¢

=0

Aufgabe 1229 (Die einfache dritte Aufgabe). In der (reellen euklidischen) Ebene seien
n > 3 Punkte in allgemeiner Lage gegeben. Diese Punkte bestimmen (’;) Dreiecke und
3 (g) Winkel. Wie viele dieser Winkel sind mindestens verschieden?

Hanfried Lenz, Berlin, D

Auswertung der eingesandten Losungen. Es sind 7 Zuschriften eingegangen: Hans Egli
(Ziirich, CH), Stefan Grieder (Ziirich, CH), Walther Janous (Innsbruck, A), Joachim Klose
(Bonn, D), Harald Merk (Biberach, D), Fritz Siegerist (Kiisnacht, CH) und Roland Wyss
(Flumenthal, CH).

Walther Janous und Stefan Grieder argumentieren wie folgt: Es sind mindestens n — 2
Winkel voneinander verschieden. Es gibt zwei Punkte A; und A; so, dass die iibrigen
n — 2 Punkte alle auf derselben Seite der Geraden AjA> liegen. Dann sind die n — 2
Winkel A1A2Ay (3 < £ < n — 2) alle voneinander verschieden, weil keine drei Punkte
auf einer Geraden liegen.

Bilden die n Punkte die Ecken eines regulidren n-Ecks, so treten nur die n — 2 Winkel %,
2;’, 3,'1”, e (=27 auf. Damit ist eine Konfiguration gefunden, bei welcher genaun — 2
verschiedene Winkel auftreten.

Nachtrag: In den Loserlisten der drei Aufgaben aus Heft 4, 2006 ist Walther Janous
vergessen gegangen.



