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Elemente der Mathematik

Aufgaben

Neue Aufgaben

Lösungen sind bis zum 10. Februar 2008 erbeten. Sie können auf postalischem Weg
(bevorzugt) an

Dr. Hansruedi Widmer, Boldistrasse 52, Rieden, CH–5415 Nussbaumen

gesandt werden. In einem gängigen Format abgefasste Lösungen können auch als Attach-
ment über die E-Mail-Adresse h.widmer@alumni.ethz.ch eingereicht werden.

Aufgabe 1245: Beweise, dass für n ∈ N, n ≥ 2 und positive Zahlen x , y, z mit
x + y + z = 1 folgende Ungleichung gilt:
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Oleh Faynshteyn, Leipzig, D

Aufgabe 1246: Welches ist die kleinste Zahl mit der Eigenschaft, dass, wenn man die letz-
te Ziffer an den Anfang transferiert, die neue Zahl ein echtes Vielfaches der ursprünglichen
ist?

Peter Hohler, Aarburg, CH

Aufgabe 1247 (Die einfache dritte Aufgabe): In seinen
”
52 Wanderungen“ beschreibt

Franz Hohler einen Rundgang um den Pfäffikersee und wie er dabei verschiedenen ande-
ren Rundgängern ein zweites Mal begegnet. Für diese Aufgabe treffen wir die folgenden
vereinfachenden Annahmen: Wanderer kommen zu

”
zufälligen“ (gemeint ist: gleichver-

teilten) Zeiten an
”
zufälligen“ Orten an den See, gehen einmal herum und verschwin-

den dann wieder. Jeder Rundgänger hat seine eigene konstante Geschwindigkeit. Zeige:
Höchstens 25% der Leute, die Franz Hohler auf seinem Rundgang kreuzt, kreuzt er in
diesem Moment zum zweiten Mal.

Christian Blatter, Greifensee, CH
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Lösungen zu den Aufgaben in Heft 3, 2006

Aufgabe 1233. Es sei p eine Primzahl der Form p = 3n − 1 (n ≥ 2). Im endlichen
Körper G F(p) betrachten wir die Gleichung a3 +b3 ≡ c3 (mod p). Besitzt sie Lösungen
in G F(p) \ {0}? Wie lautet die Antwort für die Primzahlen p = 13, 19 und 1291, welche
von der Form p = 3n + 1 sind?

Roland Wyss, Flumenthal, CH

Auswertung der eingesandten Lösungen. Es sind 18 Lösungen zu dieser Aufgabe ein-
getroffen, nämlich von Jany C. Binz (Bolligen, CH), Peter Bundschuh (Köln, D), Walter
Burgherr (Rothenburg, CH), André Calame (St-Aubin-Sauges, CH), Henri Carnal (Bern,
CH), Johannes Ebersold (St. Gallen, CH), Harald Fripertinger (Graz, A), Stefan Grieder
(Zürich, CH), Frieder Grupp (Schweinfurt, D), Walther Janous (Innsbruck, A), Joachim
Klose (Bonn, D), Dieter Koller (Zürich, CH). Beat Schweingruber (Zürich, CH), François
Sigrist (Neuchâtel, CH), Albert Stadler (Dübendorf, CH), Hans-Heiner Storrer (Greifen-
see, CH) und Paul Weisenhorn (Fautenbach, D). Eine Lösung war nicht gezeichnet.

Wir folgen Hans-Heiner Storrer: Ist p = 3n − 1, (n ≥ 2), so ist jedes Element von
G F(p) \ {0} eine dritte Potenz, somit gibt es immer Lösungen der Kongruenz

a3 + b3 ≡ c3 (mod p) (1)

mit a, b, c, die alle nicht kongruent zu 0 modulo p sind.

Um nachzuweisen, dass tatsächlich jedes Element von G F(p) \ {0} eine dritte Potenz ist,
wählen wir eine Primitivwurzel g modulo p. Jedes Element x von G F(p)\{0} hat dann die
Form x = gr für ein r mit 0 ≤ r < p − 1. Da 3 und p − 2 = 3n − 2 teilerfremd sind, gibt
es ganze Zahlen s und t mit 3s + (p − 1)t = r. Es folgt x = gr = g3s · (g p−1)t = (gs)3,

denn g p−1 = 1, und somit ist x eine dritte Potenz.

Für die drei in der Aufgabenstellung genannten Primzahlen gilt: Die Kongruenz (1) hat für
p = 19 und p = 1291 Lösungen, beispielsweise 13 + 43 ≡ 23 (mod 19) bzw. 13 + 163 ≡
213 (mod 1291), nicht aber für p = 13. Die von Null verschiedenen Kuben modulo 13
sind nämlich kongruent zu 1, 5, 8 oder 12. Man sieht deshalb sofort, dass in G F(13) \ {0}
die Summe zweier Kuben kein Kubus sein kann.

Wir behaupten allgemeiner, dass (1) für alle ungeraden Primzahlen mit Ausnahme der
Glücksprimzahl 7 und der Unglücksprimzahl 13 lösbar ist.

Zunächst stellt man fest, dass die Gleichung für p = 2 (bzw. p = 3) trivialerweise
unlösbar (bzw. lösbar) ist. Ferner ist sie auch für p = 7 unlösbar, denn die von Null
verschiedenen Kuben modulo 7 sind 1 und 6.

Die Existenz von Lösungen für alle Primzahlen der Form p = 3n +1 mit p ≥ 19 folgt aus
einem Resultat von Libri und Lebesgue, welches besagt, dass die Anzahl N der Lösungen
der Gleichung x3−y3 = 1 in G F(p) (p = 3n+1) gegeben ist durch N = p+λ−2. Dabei
ist λ eindeutig bestimmt durch die Beziehungen 4 p = λ2 + 27µ2 und λ ≡ 1 (mod 3). (λ
kann positiv oder negativ sein.) Siehe [1]. Für p = 7 bzw. p = 13 ist λ = 1 bzw. λ = −5.

Somit wird in beiden Fällen N = 6. Nun hat aber jedes Element von G F(p) \ {0}, das
eine dritte Potenz ist, drei verschiedene dritte Wurzeln. Insbesondere gibt es drei dritte
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Einheitswurzeln z1 = 1, z2, z3 mit z3
i = 1. Dies liefert bereits die N = 6 Lösungen

z3
i − 03 = 1, 03 − (−zi )

3 = 1, in Übereinstimmung damit, dass es für p = 7 und p = 13
keine Lösungen der in der Aufgabe gesuchten Form gibt. Für alle anderen p der Form
p = 3n + 1 ist aber, wie man leicht nachprüft, N > 6, so dass es wie behauptet Lösungen
der Gleichung in G F(p) \ {0} gibt.

[1] Chowla, S.; Cowles, M.; Cowles, J.: On the difference of cubes (mod p). Acta Arith. 37 (1980), 61–65.

Aufgabe 1234. Ein Dreieck mit den Seiten a ≤ b ≤ c besitze den Inkreisradius � und den
Umkreisradius r. Beweise:

a + b − c ≤ 2�
√

3 (1)

2�
√

3 ≤ b + c − a < 4r (2)

2� < c + a − b ≤ 2r (3)

Stanley Rabinowitz, Chelmsford, USA

Auswertung der eingesandten Lösungen. Es sind 17 Lösungen eingegangen, nämlich
von S̆efket Arslanagić (Sarajevo, BA), Peter Bundschuh (Köln, D), Walter Burgherr
(Rothenburg, CH), André Calame (St-Aubin-Sauges, CH), Henri Carnal (Bern, CH),
Francesco Cavalli (Verscio, CH), Johannes Ebersold (St. Gallen, CH), Friedhelm Götze
(Jena, D), Stefan Grieder (Zürich, CH), Frieder Grupp (Schweinfurt, D), Walther Janous
(Innsbruck, A), Dieter Koller (Zürich, CH), Kee-Wai Lau (Hongkong, CN), Peter Nüesch
(Lausanne, CH), Beat Schweingruber (Zürich, CH), Albert Stadler (Dübendorf, CH) und
Paul Weisenhorn (Fautenbach, D).

Die meisten Einsender argumentieren wie Stefan Grieder: Ist ABC ein Dreieck mit den
Seiten a = BC, b = C A und c = AB, und berührt der Inkreis die Seiten a, b, c in den
Punkten X, Y, Z , so gilt bekanntlich

AY = AZ = b + c − a

2
, B Z = B X = c + a − b

2
, C X = CY = a + b − c

2
.
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und daraus folgt die linke Seite von (2).
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und daraus folgt die linke Seite von (3).

Aus AY < c ≤ 2r folgt die rechte Seite von (2), und die rechte Seite von (3) folgt aus

B Z ≤ c

2
≤ r.

Aus den Ausführungen folgert man mühelos, dass die Gleichheit in (1) und (2) nur
im gleichseitigen Dreieck gilt, während die Gleichheit in (3) nur im gleichschenklig-
rechtwinkligen Dreieck gilt.

Aufgabe 1235 (Die einfache dritte Aufgabe). Eine Sehne der konstanten Länge � gleitet
entlang der Parabel p : y = ax2. Dabei durchläuft der Sehnenmittelpunkt eine Kurve k.

Schliesst diese mit der Parabel p einen endlichen Flächeninhalt ein?

Roland Wyss, Flumenthal, CH

Auswertung der eingesandten Lösungen. Es sind Beiträge von 20 Lösern eingetrof-
fen: Jany C. Binz (Bolligen, CH), Peter Bundschuh (Köln, D), Walter Burgherr (Rothen-
burg, CH), André Calame (St-Aubin-Sauges, CH), Henri Carnal (Bern, CH), Johannes
Ebersold (St. Gallen, CH), Hans Egli (Zürich, CH), Oleh Faynshteyn (Leipzig, D),
Friedhelm Götze (Jena, D), Stefan Grieder (Zürich, CH), Frieder Grupp (Schweinfurt, D),
Walther Janous (Innsbruck, A), Dieter Koller (Zürich, CH), Ignace Morand (Préverenges,
CH), Beat Schweingruber (Zürich, CH), Fritz Siegerist (Küsnacht, CH), François Sigrist
(Neuchâtel, CH), Albert Stadler (Dübendorf, CH), Walter Vetsch (St. Gallen, CH) und
Paul Weisenhorn (Fautenbach, D).

Wir folgen Frieder Grupp: Wir nehmen o.B.d.A an, dass a > 0. Es bezeichne (x, y(x))

den Sehnenmittelpunkt, (x−δ, a(x−δ)2) den linken Endpunkt der Sehne und (x+δ, a(x+
δ)2) den rechten Endpunkt der Sehne. Dann gilt

(2δ)2 +
(

a(x + δ)2 − a(x − δ)2
)2 = �2,

und hieraus folgt

δ2 = �2

4 + (4ax)2
.

Nun ist

y(x) = a(x − δ)2 + a(x + δ)2

2
= ax2 + aδ2,

also bewegt sich der Mittelpunkt auf der Kurve mit der Gleichung

y(x) = ax2 + a�2

4 + (4ax)2
.
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Der gesuchte Flächeninhalt berechnet sich demnach als

∫ ∞

−∞
a�2

4 + (4ax)2
dx = π�2

8
.

Er ist also endlich; bemerkenswert ist, dass er nicht von a abhängt.

Korrigendum

In die Lösung zu Aufgabe 1232 (Heft 2, 2007) hat sich ein Fehler eingeschlichen. Die
letzten vier Formelzeilen lauten korrekt:
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