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Eine besondere Familie von Polynomen

Werner Hertzog

Werner Hertzog hat an der Universitiit Freiburg im Uechtland Mathematik studiert.
Heute ist er als Direktor der Pensionskasse des Bundes PUBLICA (Schweiz) titig.

In der Formel fiir den Tangens eines n-fachen Winkels treten Polynome p, und g, in Z[x]
auf. Diese Polynomfamilien (p;),>1 und (g,),>1 haben unerwartete Eigenschaften, wel-
che sich mit elementaren Mitteln herleiten lassen. Beispielsweise ldsst sich mit ihrer Hilfe
die komplexe Wurzelfunktion auf einem maximalen Holomorphiegebiet gebrochen ratio-
nal approximieren. Es handelt sich dabei um ein konkretes Beispiel fiir den allgemeinen
funktionentheoretischen Satz von Runge [1].

Es bezeichne G := C \ {z € R | z < 0} die eingeschnittene komplexe Ebene und H :=
{z € C | Rez > 0} die rechte Halbebene. Wir definieren die komplexe Wurzelfunktion
»/ durch ihren Hauptwert

Vi G H, e Jre? >0, 16l <)
und beginnen mit den fiir z € G definierten Hilfsfunktionen
M@= (1+v2)", k@:=01-V2)" n=1.

Trennt man hier die geraden und ungeraden Anteile, so erhélt man Darstellungen

hu(2) = gn(2) + V7 pn(2)

G
kn(2) = Gn(2) — /7 pa(2) (e

Der funktionentheoretische Satz von Runge garantiert fiir jede auf einem beliebigen
Gebiet holomorphe Funktion eine Approximationsfolge von rationalen Funktionen,
welche auf dem jeweiligen Gebiet kompakt konvergiert. Dieser Satz ist eine wichtige
Existenzaussage; wie allerdings im konkreten Fall eine solche Funktionenfolge kon-
struiert wird, ldsst er offen. Der Autor zeigt im Folgenden, wie eine solche Folge fiir
die komplexe Wurzelfunktion auf einem maximalen Holomorphiegebiet konkret kon-
struiert werden kann. Der Beweis dieses Resultats ist liberraschenderweise sehr kurz
und elementar.
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mit Polynomen

hn(2) + kn(2) hn(z) — kn(2)

> ; pn(2) = W ey

qn(z) =

die sich rekursiv wie folgt berechnen lassen:

Lemma 1. Fiir allen > 1 gilt

q1(2) =1, qnt+1(@) = qu(2) + 2z pu(2),
1@ =1, pur1@) =qgu@) + pa(2).

Beweis. Man hat q1(z) = $((h1(z) + k1(2)) = 1 und weiter

ha1 @) +katr1(2) (1 + V2)ha (@) + (1 = V2)ka(2)
2 N 2
(1 + ﬁ)(‘]n(Z) + ﬁpn(z)) + (1 - \/E)(Cln(z) - \/zpn(z))
2

n+1(2) =

=gn(@) +zpu(2).
Der Beweis fiir die p, verlduft analog. (]

Aus

_ 1 n _ n
pa(z) = 1@ @ _ (1£3) <1—<1 ﬁ)) (z€G)

27 2z 1+ .z

zieht man den folgenden Schluss: Die in G gelegenen Nullstellen von p, sind Losungen

der Gleichung

1 _ n

vZ) 1. )
1+z

Aus (2) folgt aber (1 — /2)/(1 + /z) = e*7/" fiir ein k € Z und damit weiter

7 = —tan? ’%’ ¢ G. In anderen Worten: Alle Nullstellen von p, liegen auf der negati-
ven reellen Achse.

Es ist nun keine Uberraschung mehr, dass die Polynome p, und g, in der Formel fiir den
Tangens des n-fachen Winkels auftreten:

pn(—tan®(x))
qn (_ tanz(x))

Der Beweis ergibt sich ohne Schwierigkeit mit vollstindiger Induktion und Lemma 1.

tan(nx) = tan(x) (n>1, gn(— tan*(x)) # 0).

Im Folgenden wollen wir zeigen, wie sich die komplexe Wurzelfunktion mit Hilfe der Po-
lynome p, und g, gebrochen rational auf einem maximalen Holomorphiegebiet kompakt
konvergent approximieren ldsst. Wir haben hier ein Anwendungsbeispiel fiir den bekann-
ten Approximationssatz von Runge vor uns. In seiner einfachsten Form lautet dieser Satz
wie folgt (siehe z.B. [1], Kap. VII, §1, Satz 1.1):
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Satz von Runge. Es sei f eine auf der kompakten Menge K C C holomorphe Funktion.
Dann gibt es eine Folge ( f)n>1 rationaler Funktionen ohne Pole auf K, die gleichmdissig
auf K gegen f konvergiert.

Der Satz von Runge ist eine reine Existenzaussage. Wie die Approximationsfolge im kon-
kreten Fall aussieht, 1dsst er offen.

Die Funktionen

qn(2)

Pn(2)
sind gebrochen rational und alle in dem Gebiet G holomorph, da die Nullstellen der p,
auf der negativen reellen Achse liegen. Wir setzen

-2

fu@) =

(n=1)

w=w() = (z e G).

1+z
Dann folgt aus (1) die Darstellung
b4 1+ 0"
fn(Z)=qn()=\/z n>1,z€G). (3)
Pn(2) l—o"
. e ig L HO" ; i6
Wie verhilt sich I —, wenn n — 00? Fiir festes z = r ¢! mitr > Ound |¢| < 7
—w
ergibt sich
) _ 1+4r—=2rcos(¢/2)
lo|"=w-w= <
147 + 24/r cos(¢/2)
. . 1+ " . .
Somit ist auch |w| < 1, und es folgt lim;,— o T = 1. Wegen (3) haben wir damit
—
. . z
lim f,(z) = lim @ _ Vi (z€G) 4)
n— 00 n—o00 p,(z)

bewiesen. Wir konnen damit unser Hauptresultat formulieren:

Satz 2. Auf dem Gebiet G :=C\ {z e R | z < 0} gilt

lim qn(2) Iﬁ

n—00 py(z)

mit kompakter Konvergenz.

Beweis. Die punktweise Konvergenz ist bereits bewiesen. Es sei nun ein beliebiges Kom-
paktum K C G gegeben. Wir miissen zeigen, dass die g,/ p, auf K gleichmdissig gegen
+/ konvergieren. Das heisst: Zu jedem € > 0 gibt es ein N mit

qn(2) _
Pn(2) ﬁ

<€ (ze K, n>N).
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Der Beweis besteht aus einer ,,quantitativen Version der Uberlegungen, die zu (4) gefiihrt
haben. Fiir beliebige z € G gilt nach (3) die Abschétzung

14+ o

1 —own

2 n
150 = VEl = VAl [T — 1| = Va2 )

Da K kompakt ist, gibt es ein ¢ > 0 mit |/z| < c fiiralle z € K und wegen |w(z)| < 1
auf G D K aucheind < 1 mit |o(z)| < d fiir alle z € K. Hieraus folgt

2e"| _ 24"

20"
ST Siog  GeKonzD. (©)

1 —on

Zu vorgegebenem € > 0 gibt es nun ein N mit ¢ - 2d" /(1 — d) < € firallen > N, so
dass (5) und (6) zusammen genommen die verlangte Abschitzung

2d"
|fu(@) — V7] < ¢ — <« (ze K, n>N)

1
liefern. O

Bemerkung. Die Nullstellen der Polynomfolge (p,),>1 (wir haben sie oben bestimmt!)
miissen auf der negativen reellen Achse dicht liegen. Andernfalls konnte ndmlich das ge-
meinsame Holomorphiegebiet G der f, bzw. der Grenzfunktion »/ vergrossert werden.
Dies ist bekanntlich fiir o/ nicht méglich.
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