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Einleitung

Die im folgenden beschriebene elementare Eigenschaft der Diagonalendreiecke im re-
gelmiBigen Vieleck wurde im Jahr 2005 bei Untersuchungen der n komplexen Einheits-
wurzeln z; der Kreisteilungsgleichung z* — 1 = 0 und der goniometrischen und alge-
braischen Bestimmungsgleichungen fiir regelmiflige Vielecke gefunden. Weitgehende Re-
cherchen hierzu erbrachten nur wenige spezielle Literaturstellen [1, S. 203], [2, S. 63,
Fig. 4.6c, (4.6. Regular, impossible tesselations)].

RegelmiBige Vielecke mit ungerader Eckenzahl n bzw. mit gerader Eckenzahl n’ seien in
Diagonalendreiecke zerlegt, die von je zwei der von derselben Ecke des Vielecks ausge-
henden Haupt- bzw. Nebendiagonalen und jeweils einer Seite a des regelméBigen Vielecks
gebildet sind und deren Spitzen daher auf dieser Ecke des Vielecks liegen. Nach dem Pe-
ripheriewinkelsatz sind ihre Spitzenwinkel « = 7 /n bzw. a = 7 /n’ gleich groB.

Diese Haupt- bzw. Nebendiagonalendreiecke lassen sich ihrerseits in jeweils eine An-
einanderreihung von gleichschenkligen Teildreiecken mit der Schenkellidnge a zerlegen.
Dieser Sachverhalt ermdglicht es, das bzw. die Hauptdiagonalendreiecke darzustellen und

Ein Hauptdiagonalendreieck ABC in einem regelméfigen Vieleck ungerader Ecken-
zahl wird von den beiden gleichlangen Hauptdiagonalen A B und AC, die von der Ecke
A ausgehen, und von der A gegeniiberliegenden Seite BC = a des Vielecks gebildet.
In dem nachfolgenden Beitrag zeigt der Autor, wie sich das Hauptdiagonalendreieck
ausgehend von der Spitze A vollstindig in aneinandergereihte gleichschenklige Drei-
ecke zerlegen lédsst, deren Schenkel gleichlang wie die Seite a sind. Dieser geome-
trische Sachverhalt 1dsst sich durch ein stabiles Stabwerk modellieren, das aus einem
Stellwinkel und untereinander gelenkig verbundenen Stiicken gleicher Linge a besteht,
die zusétzlich auf dessen Schenkeln parallelverschiebbar gelagert sind.
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weiter von diesen ausgehend das ganze regelméBige Vieleck elementar, also mittels Zirkel
und Lineal zu konstruieren.

Nach den Gaufischen Kriterien 146t sich nur eine kleine Auswahl regelméBiger Vielecke
ausschlieBlich mit Zirkel und Lineal konstruieren, wihrend bei den folgenden Betrach-
tungen fiir die Eckenzahlen n bzw. n’ der regelméBigen Vielecke keine Einschrinkungen
gelten sollen.

1 Das Hauptdiagonalendreieck im regelmiBigen Vieleck
mit ungerader Eckenzahl n

Das Hauptdiagonalendreieck ABC in einem regelmifBigen Vieleck mit einer ungeraden
Eckenzahl n wird von den beiden gleichlangen Hauptdiagonalen AB und AC, die von
einer Ecke A des Vielecks ausgehen, und von der dieser Ecke A gegeniiberliegenden Seite
BC = a des regelmiBigen Vielecks gebildet (Abb. 1).
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Abb. 1 Gleichschenkliges Dreieck mit ganzzahligem Basis-/Spitzenwinkel-Verhalt-
nis m = 5 und der Basis a, zugleich das Hauptdiagonalendreieck ABC
iiber einer Seite a eines regelméBigen Vielecks mit ungerader Eckenzahl
n =2m + 1 = 11, zerlegt in m Teildreiecke A1 bis Am mit gleicher Schen-
kellinge a,« = w/n =n /11, B = y = ma = Sa.

Da das Hauptdiagonalendreieck A BC demnach gleichschenklig ist, sind die Basiswinkel
B und y gleich groB.

Wie man leicht errechnen kann, fiihrt die Winkelsumme in dem gleichschenkligen Haupt-
diagonalendreieck o« + 28 = o + 2y = m mit dem Spitzenwinkel « = 7/n zu dem
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Basis-Spitzenwinkel-Verhiltnis

m=pla=y/a=(n—-1)/2. ey

Wegen der Ungeradzahligkeit der Eckenzahl n ist der Ausdruck (n —1)/2 ganzzahlig, d.h.,
die Basiswinkel B und y sind ganzzahlige Vielfache m = (n — 1)/2 des Spitzenwinkels «.

Wendet man den AuSenwinkelsatz auf die Folge der gleichschenkligen Teildreiecke A1 bis
Am an (s. Abb. 1), so betrdgt der AuBenwinkel 1 des 1. Teildreiecks 2-«, der zugleich der
Basiswinkel B des 2. Teildreiecks ist, usw. Durch vollstindige Induktion 148t sich zeigen,
daB der Basiswinkel B des k-ten Teildreiecks Ak gleich 2 - (k — 1)a — (k —2)a = ko und
somit der Basiswinkel B, des letzten Teildreiecks Am gleich mo ist.

Der Basiswinkel §8,, = ma des m-ten Teildreiecks Am stimmt nach (1) mit dem Basis-
winkel B = ma bzw. y = ma des ganzen Hauptdiagonalendreiecks A BC {iiberein, womit
nachgewiesen ist, daf} sich das Hauptdiagonalendreieck in einem regelmifligen Vieleck
mit ungerader Eckenzahl n vollstindig in m aneinandergereihte gleichschenklige Teildrei-
ecke Ak, k = 1,...,m, zerlegen 14Bt, deren Schenkel gleich lang wie die Basis a des
Hauptdiagonalendreiecks und damit gleich lang wie eine Seite a des regelmifligen Viel-
ecks sind.

2 Das Hauptdiagonalendreieck im regelmaBligen Vieleck
mit gerader Eckenzahl n’

Das Hauptdiagonalendreieck ABC in einem regelmédBigen Vieleck mit einer geraden
Eckenzahl n” wird von der Hauptdiagonalen AB und einer der beiden benachbarten gleich-
langen Nebendiagonalen AC, die von einer Ecke A des Vielecks ausgehen, und von der die-
ser Ecke A gegeniiberliegenden Seite BC = a des regelméBigen Vielecks gebildet (Abb. 2).

Da die Hauptdiagonale AB ein Durchmesser des Umkreises des regelmifligen Vielecks
ist, ist nach dem Satz des Thales das Hauptdiagonalendreieck ABC rechtwinklig, d.h.
y =m/2.

Wie leicht zu errechnen ist, ist der Spitzenwinkel « = m/n’ und somit das Katheten-
Hypotenusenwinkel-Verhéltnis

m=pBja=n"/2—1. ()

Wegen der Geradzahligkeit der Eckenzahl n’ ist der Ausdruck n’/2 — 1 ganzzahlig, d.h.,
der Katheten-Hypotenusenwinkel 8 ist ein ganzzahliges Vielfaches m = n’/2 — 1 des
Spitzenwinkels c.

Es soll hergeleitet werden, daB auch im regelmiBigen Vieleck mit gerader Eckenzahl n’
jedes Hauptdiagonalendreieck A BC vollstindig in m aneinandergereihte gleichschenklige
Teildreiecke A1 bis Am mit einer einheitlichen Schenkelléinge a zerlegt werden kann, die
der Kathete a des ganzen Hauptdiagonalendreiecks A BC und damit zugleich einer Seite
a des regelmifBigen Vielecks entspricht.

Wendet man den AuSenwinkelsatz auf die Folge der gleichschenkligen Teildreiecke A1 bis
Am an, so ist der Basiswinkel §y des k-ten Teildreiecks Ak gleich ka und der Basiswinkel
Bm des letzten Teildreiecks Am gleich mo.
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Abb. 2 Rechtwinkliges Dreieck mit ganzzahligem Katheten-Hypotenusenwinkel-
Verhiltnis m = 5 und der Basis a, zugleich ein Hauptdiagonalendreieck
ABC iiber einer Seite a eines regelmifigen Vielecks mit gerader Ecken-
zahl n’ = 2(m + 1) = 12, zerlegt in m Teildreiecke Al bis Am mit gleicher
Schenkelléinge a, @« = w/n’ = /12, B = ma =5,y = /2.

Der Basiswinkel 8,, = ma des m-ten Teildreiecks Am stimmt nach (2) mit dem Katheten-
Hypotenusenwinkel 8 = ma des ganzen Hauptdiagonalendreiecks A BC iiberein, womit
nachgewiesen ist, daB} sich ein Hauptdiagonalendreieck in einem regelmifligen Vieleck
mit gerader Eckenzahl n’ vollstindig in m aneinandergereihte gleichschenklige Teildrei-
ecke Ak, k = 1,...,m, zerlegen ldBt, deren Schenkel gleich lang wie die Kathete a des
Hauptdiagonalendreiecks und damit gleich lang wie eine Seite a des regelmifBigen Viel-
ecks sind.

3 Die konstruktive Darstellung eines Hauptdiagonalendreiecks
fiir ein regelméBiges Vieleck mit ungerader Eckenzahl n

Das Ergebnis von Abschnitt 1, demzufolge ein Hauptdiagonalendreieck in eine bestimmte
Anzahl von gleichschenkligen Teildreiecken mit gegebener Schenkelldnge a zerlegt wer-
den kann, soll daher zu einer konstruktiven Darstellung benutzt werden.

Das Hauptdiagonalendreieck A BC fiir ein regelméBiges Vieleck mit ungerader Eckenzahl
n, das wegen seiner Gleichschenkligkeit symmetrisch ist, soll in zwei zur Symmetrieachse
spiegelbildliche Aneinanderreihungen von je m gleichschenkligen Teildreiecken mit der
Schenkellinge a zerlegt werden (Abb. 3).
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Abb. 3 Darstellung des Hauptdiagonalendreiecks A BC fiir ein regelméBiges Vieleck
mit der ungeraden Eckenzahl n = 9 als Stabwerk aus den im Eckpunkt A
drehbar verbundenen Schenkeln b und c eines Stellwinkels o und aus n = 9
gelenkig und parallelverschiebbar verbundenen Distanzstiicken von der glei-
chen Linge a. O und [J = Gelenkpunkte zwischen den Distanzstiicken glei-
cher Linge a. [J = auBerdem auf den Schenkeln b und ¢ parallelgefiihrte
Gelenkpunkte O.

Zs

Da benachbarte Teildreiecke jeweils einen gemeinsamen Schenkel der Linge a besitzen,
ist die Gesamtzahl dieser Teildreiecksschenkel gleich der Anzahl der Teildreiecke 2m,
zuziiglich eines gemeinsamen Schenkels der m-ten Teildreiecke, also gleich 2m + 1; sie
ist damit gleich der Eckenzahl n = 2m+-1. Die n Seiten des ganzen regelméBigen Vielecks
entstehen durch Parallelverschiebung dieser n Teildreiecksschenkel.

In Abb. 4 ist das Funktionsmodell eines Stabwerkes fiir das zu einem regelmifigen Vieleck
mit der ungeraden Eckenzahl n = 11 gehorende Hauptdiagonalendreieck dargestellt.

4 Die konstruktive Darstellung von Hauptdiagonalendreiecken
fiir ein regelmiiBiges Vieleck mit gerader Eckenzahl n’

Das Ergebnis von Abschnitt 2, demzufolge ein Hauptdiagonalendreieck in eine bestimmte
Anzahl von gleichschenkligen Teildreiecken mit gegebener Schenkelldnge a zerlegt wer-
den kann, soll daher zu einer konstruktiven Darstellung benutzt werden.

Das Hauptdiagonalendreieck ABC fiir ein regelméBiges Vieleck mit gerader Eckenzahl
n’, das wegen seiner Rechtwinkligkeit unsymmetrisch ist, wird durch das spiegelbildli-
che und daher ebenfalls rechtwinklige Dreieck AB’C zu einem gleichschenkligen und
daher symmetrischen Dreieck ABB’ erginzt, dessen Basis die Linge 2a hat. Ahnliche
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Abb. 4 Funktionsmodell eines Stabwerkes fiir das zu einem regelmiBigen Viel-
eck mit der ungeraden Eckenzahl n = 11 gehorende Hauptdiagonalendrei-
eck, bestehend aus einem gleichschenkligen Stellwinkel « und n mit dessen
Schenkeln und untereinander gelenkig verbundenen und zusitzlich parallel-
verschiebbar gelagerten Distanzstiicken der Linge a.

Uberlegungen wie in Abschnitt 3 fiihren nun zu Zerlegungen dieser beiden Hauptdiago-
nalendreiecke ABC und AB’C in zwei spiegelbildliche Aneinanderreihungen von je m
gleichschenkligen Teildreiecken mit der Schenkelldnge a (Abb. 5).

Da benachbarte Teildreiecke jeweils einen gemeinsamen Schenkel der Linge a besitzen,
ist die Gesamtzahl dieser Teildreiecksschenkel gleich der Anzahl der Teildreiecke 2m + 2
bei geradzahligem m bzw. 2m 4 1 bei ungeradzahligem m, wegen des dabei entstehen-
den gemeinsamen Schenkels der ersten beiden Teildreiecke. Die n’ Seiten des ganzen
regelmiBigen Vielecks entstehen durch Parallelverschiebung dieser n” bzw. n’ — 1 Teil-
dreiecksschenkel.

S Die Zerlegbarkeit eines regelmaBigen Vielecks in ein Netz
aus Rhomben gleicher Seitenlinge a

In ein regelmiBiges Vieleck mit einer ungeraden oder geraden Eckenzahl n bzw. n’ seien
von einer Ecke A aus alle Haupt- und Nebendiagonalen eingetragen, so daf das Vieleck
inn — 2 bzw. n’ — 2 Diagonalendreiecke mit dem gleichen Spitzenwinkel @ = 7 /n bzw.
a = m/n’ zerlegt ist, die aus je zwei benachbarten Diagonalen und einer Seite a des
Vielecks bestehen.

Aus Abb. 6 bzw. Abb. 7 ist zu ersehen, dal} sich ein regelmifBiges Vieleck vollstindig in
Teildreiecke Aki, k =1,...,m —i,i =0,...,m — 1, zerlegen 148t und die spiegelbild-
lichen Teildreiecke Ak sich paarweise zu Rhomben mit der Seitenlidnge a ergénzen las-
sen, so daf} das Vieleck, ausgehend von seinem gleichschenkligen Hauptdiagonalendrei-
eck ABC bzw. von seinen rechtwinkligen Hauptdiagonalendreiecken ABC und ABC’,
sich auch in ein Netz aus zusammenhingenden Rhomben zerlegen 146t (Abb. 8).
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Abb. 5 Darstellung der spiegelbildlichen Hauptdiagonalendreiecke ABC und AB'C
fiir ein regelmiBiges Vieleck mit der geraden Eckenzahl n’ = 12 als Stab-
werk aus den im Eckpunkt A drehbar verbundenen Schenkeln b, ¢ und I
eines Stellwinkels 2« und aus 9 gelenkig und parallelgefiihrt verbundenen
Stiben der Linge a und einem Stab der Linge 2a. O und [] = Gelenkpunk-
te zwischen den Distanzstiicken der Léingen a und 2a. [J = auBerdem auf
den Schenkeln b, ¢ und ¢’ parallelgefiihrte Gelenkpunkte Q.
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Abb. 6 Zerlegung eines regelméBigen Vielecks mit der ungeraden Eckenzahl n = 7,
m = 3, und der Seitenlénge a in n —2 Diagonalendreiecke i =0, ..., m—1,
und diese wiederum in gleichschenklige Teildreiecke Ak, k =1,...,m — i,
die ein Netz aus zusammenhingenden Rhomben von der gleichen Sei-
tenldnge a des Vielecks bilden.
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Abb. 7 Zerlegung eines regelmiiBigen Vielecks mit der geraden Eckenzahl n’ = 8,
m = 3, und der Seitenldnge a in ) Diagonalendreiecke i =0, ...,m—1,
und diese wiederum in gleichschenklige Teildreiecke Ak, k =1,...,m — i,
die ein Netz aus zusammenhingenden Rhomben von der gleichen Sei-
tenldnge a des Vielecks bilden.

Abb. 8 Funktionsmodell eines Stabwerkes fiir ein regelméBiges Vieleck mit der un-
geraden Eckenzahl n = 9 als ein Netz aus zusammenhingenden Rhomben
gleicher Seitenlinge a, wobei die beiden Hauptdiagonalen zur eindeutigen
Bestimmung der RegelmiBigkeit des Vielecks durch Parallelfiihrung der zu-
gehorigen Gelenkpunkte notwendig sind.
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Dabei liegen gleichliegende Eckpunkte der Rhomben mit gleichem Spitzenwinkel k -
20,k =1, ..., m, auf Halbkreisen um die gemeinsame Spitze A der Diagonalendreiecke.

Aus Abb. 8 ist auch zu entnehmen, daf ein nur in Rhomben zerlegtes regelmifiges Vieleck
ohne Zuhilfenahme des bzw. der Hauptdiagonalendreiecke ein instabiles Stabwerk darstel-
len wiirde, d.h., es lieB3e sich zu einem beliebigen unregelmifligen Vieleck umgestalten.
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