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Aufgaben

Neue Aufgaben

Losungen sind bis zum 10. August 2014 erbeten und konnen auf postalischem Weg an
Dr. Stefan Grieder, Im eisernen Zeit 55, CH-8057 Ziirich

gesandt werden. Losungen, die in einem gidngigen Format abgefasst sind, konnen als

Attachment auch iiber die E-Mail-Adresse stefan.grieder@hispeed.ch einge-
reicht werden.

Aufgabe 1323:

a) Vier zufillige Punkte Py, P, Qo, Q1 liegen unabhingig voneinander gleichverteilt
auf der Sphére $2. Mit Wahrscheinlichkeit 1 besitzen Py und P; einen wohlbestimm-
ten kiirzesten Verbindungsbogen y C $2 und ebenso Q, Q| einen kiirzesten Verbin-
dungsbogen y’. Man berechne die Wahrscheinlichkeit, dass sich die beiden Bégen
schneiden.

b) Man behandle dasselbe Problem fiir zwei Punktepaare auf einem euklidischen Torus
T :=R?/Z?. Die kiirzesten Verbindungen sind dann Strecken.

Christian Blatter, Greifensee, CH

Aufgabe 1324: In einem Dreieck sei S der Schwerpunktund P der zum Inkreismittelpunkt
isotom konjugierte Punkt. Man verldngere PS mit SQ =2 - PS. Man zeige:

a) Die Parallelen zu den Seiten des Dreiecks durch P schneiden aus diesen Seiten
gleichlange Strecken /p. Man ermittle / p in Abhéngigkeit der Seitenlidngen des Drei-
ecks.

b) Die Seiten des Dreiecks schneiden aus den Parallelen zu den Seiten durch Q gleich-
lange Streckenlp =2 - [p.

Gheorghe Bercea, Miinchen, D

Aufgabe 1325 (Die einfache dritte Aufgabe): Es sei A eine 3 x 3 schiefsymmetrische
Matrix mit reellen Eintridgen. Man bestimme den numerischen Wertevorrat

MW(A) = {(x*Ax | x € CPund x*x = 1},

wobei x* die konjugierte Transponierte des Vektors x bezeichnet.
Dietrich Trenkler, Dortmund, D und Go6tz Trenkler, Dortmund, D
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Losungen zu den Aufgaben in Heft 1, 2013

Aufgabe 1311. Ermittle fiir 0 < x, y, z < 1 das Minimum und Maximum des Terms

X=y y-z z-x
Sx,vy,2) = .
oy =t T Ty

Michael Vowe, Therwil, CH

Auswertung der eingesandten Losungen. Folgende zwolf Leser sandten Beitrige ein:
Sefket Arslanagi¢ (Sarajevo, BIH), Hans Brandstetter (Wien, A), Walter Burgherr (Ro-
thenburg, CH), André Calame (Saint-Aubin-Sauges, CH), Henri Carnal (Bern, CH), Fried-
helm Gotze (Jena, D), Frieder Grupp (Schweinfurt, D), Walther Janous (Innsbruck, A),
Heinz Klement (Asperg, D), Stephan Kocher (Oberschrot, CH), Fritz Siegerist (Kiisnacht,
CH) und Roland Wyss (Flumenthal, CH).

Die Aufgabe kann mit Standardmethoden der Analysis gelost werden. Der Aufwand kann
aber in geschickter Weise auf ein Minimum reduziert werden, wie in der Losung von Henri
Carnal, die hier prasentiert wird.

Esist S £ Ound S(x, y,z) = —S(y, x, z), daherist M = max S > Oundm = min § =
—M <0.DaS(x,x,z) =S(x,y,y) = S(,y,x) =0, muss eine Extremalstelle (x, y, )
verschiedene Koordinaten haben. Es ist

s _6S(x,y,z)_( B )( 1 B 1 )
T VTN ey Grn2)

Bei einer Extremalstelle mit 0 < x < 1 muss daher S, = 0 und folglich (x + 1)> =
(y + 1)(z + 1) gelten, da ja y # z. Wiire zusitzlich auch 0 < y < 1, so gilte (y + 1)> =
(x + 1)(z + 1) und insgesamt x + 1 = y + 1 = z + 1, was aber nach obiger Bemerkung
ausgeschlossen ist.

Es darf also nur eine Koordinate (z.B. x) im offenen Intervall (0, 1) liegen, wihrend die
anderen die Werte 0 und 1 annehmen. Daraus folgt (x +1)2 = 2 und x = +/2—1 = u. Das
Maximum M = % — V2 wird in (u, 0, 1), (1, u, 0) und (0, 1, «) angenommen, m = —M
wird in (u, 1, 0), (0, u, 1) und (1, 0, u) erreicht.

Aufgabe 1312. Sei A eine reelle symmetrische 3 x 3 Matrix mit den Eigenwerten 0, 4, 4,
wobei 4 < 0. Man weise nach, dass A genau zwei schiefsymmetrische Quadratwurzeln
hat. Wie lauten diese in Abhédngigkeit von A?

Oskar Maria Baksalary, Poznar, PL! und Gétz Trenkler, Dortmund, D

Auswertung der eingesandten Losungen. Es sind 10 Losungen von folgenden Lesern
eingegangen: Hans Brandstetter (Wien, A), André Calame (Saint-Aubin-Sauges, CH),
Henri Carnal (Bern, CH), Jean-Louis Féraud (Bern, CH), Frieder Grupp (Schweinfurt,

IDer in Heft 12013 genannte Adam Mickiewicz ist der Name und Patron der Universitét in Poznari und nicht
etwa Koautor der Aufgabe. Ein Fehler meinerseits. S.G.
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D), Walther Janous (Innsbruck, A), Joachim Klose (Bonn, D), Lasl6 Lajos (Budapest, H),
Fritz Siegerist (Kiisnacht, CH) und Roland Wyss (Flumenthal, CH).

Die Eindeutigkeit der schiefsymmetrischen Quadratwurzeln kann, wie die meisten Leser
zeigen, leicht mit Hilfe der Spektraldarstellung von A gezeigt werden. Die Quadratwurzel
kann aber auch mit Hilfe des Kerns von A gefunden werden, wie Joachim Klose und auch
andere gezeigt haben.

Es besteht eine Korrespondenz zwischen der Wirkung einer schiefsymmetrischen Matrix

0O —w v
S=|w 0 —u)leM@Bx3,R)
) u 0

auf einen (Spalten-)Vektor x € R3 und der Bildung des Vektorprodukts @ x x, wobei
o= (v, w):
Sx =wxx firallex € R
Die zu o gebildete schiefsymmetrische Matrix werde mit S(w) bezeichnet. Um eine
schiefsymmetrische Matrix S mit S = A zu bestimmen, geniigt es deshalb nach Vek-
toren @ € R3 mit
o x (wx x)=Ax firalle x € R?

zu suchen. Fiir das doppelte Vektorprodukt gilt die Entwicklung @ x (@ x x) = {(w, x)w —
(@, w)x, wobei (-, -) das Standardskalarprodukt im R3 bedeutet.

Nach den bekannten Eigenschaften reeller symmetrischer Matrizen hinsichtlich ihrer Ei-

genvektoren und nach den Voraussetzungen an die Eigenwerte von A gibt es eine Ortho-
n @

normalbasis {eo, e, ’,e; } aus Eigenvektoren von A. Daraus folgt

0=Aep =w X (0 X eg) = (W, e9)w — (W, w)ey < (W, eg)w = (W, w)ey
und daraus w = pep mit einem u € R. Eingesetzt ergibt sich wegen (egi), ep) = O und
(e/(l’), eﬁ’)) =1
ieg) = Aeﬁi) = (o, eg))w — (o, w)eﬁi) = _queﬁi)
und daraus ¢ = ++/—A4.
Dies bedeutet: A besitzt genau die beiden schiefsymmetrischen Quadratwurzeln

s («/—_/leo) .S (—«/—_/leo) ,

wobei e ein fest gewihlter Einheitsvektor aus dem Kern von A ist.

Bemerkung: Aus der Matrizengleichung S*> = A lassen sich unmittelbar die Matrizen-
elemente von S aus denen von A gewinnen. Die Aufgabenautoren geben fiir den oben
erwihnten Vektor w die Darstellung

1
w=dv—deg=t——(A—DK)]3

V13 (A = aB)1;

an mit der dreidimensionalen Einheitsmatrix /3 und Vektor 13 = (1, 1, I)T.
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Aufgabe 1313 (Die einfache dritte Aufgabe). Durch die Punkte A; und A», die Punkte B
und B und letztlich durch die Punkte C; und C, seien zueinander paarweise windschiefe
Geraden gegeben. Gesucht sind drei paarweise zueinander senkrecht stehende Ebenen,
welche je eine dieser Geraden enthalten, und deren Schnittpunkt. Man beschreibe eine
Losung zur Berechnung dieser Ebenen und fiihre sie konkret mit folgenden Angaben aus:

A1(49 09 6)9 Az(éa_las)a Bl(_29_19_4)9 B2(59 _390)9 C1(39 29 5)9 C2(69 49 3)

Johannes M. Ebersold, St. Gallen, CH

Auswertung der eingesandten Losungen. Folgende 10 Leser haben Losungen zuge-
schickt: Hans Brandstetter (Wien, A), Walter Burgherr (Rothenburg, CH), André Cala-
me (Saint-Aubin-Sauges, CH), Henri Carnal (Bern, CH), Hans Egli (Ziirich, CH), Frieder
Grupp (Schweinfurt, D), Walther Janous (Innsbruck, A), Fritz Siegerist (Kiisnacht, CH),
Lienhard Wimmer (Isny, D) und Roland Wyss (Flumenthal, CH).

Die meisten Loser bestimmen zuerst einen Normalenvektor der gesuchten Ebenen aus
einem Gleichungssystem, das man aus den gegebenen Angaben leicht herleiten kann. Wir
folgen der leicht bearbeiteten Losung von André Calame.

Es seien @ = A1As, b = B1Bs, ¢ = Cy, C, und die gesuchten Ebenen seien I1,, ITp
und IT..

Ist 7 ein (zu bestimmender) Normalenvektor der Ebene I1,,, dann lisst sich wegen 7 - a =
0 eine Komponente von r eliminieren. Im Normalfall sind b und 7 linear unabhingig,
und b x 7 ist ein Normalenvektor von ITp; analog ist ¢ x 7 ein Normalenvektor von II..
(Die Vorgaben garantieren, dass wenigstens einer der Vektoren b x 7 und & x 7 nicht der
Nullvektor ist, und ein Normalenvektor der dritten Ebene lisst sich auch alternativ finden.)
Schliesslich bleibt die Bedingung 1, L II. oder (b x 7) - (¢ x F) = 0, was zu einer
quadratischen Form fiir die restlichen Komponenten von 7 fiihrt. Daraus lésst sich das
Verhiiltnis der beiden fehlenden Komponenten und damit 7 bestimmen.

-

Im Beispiel ista = (2, —1,-1)7, b = (7,-2,4)7, ¢ = (3,2, -2)7 und man setzt
7= (r1,r,r3) . Aus7 - a = 2r; — ry — r3 = 0 ergibt sich r3 = 2r; — r, und weiter

(b x F) - (€ x F) = 60r? — 102r1r2 + 427 = 6(r1 — r2)(10r — 7r2) = 0.

L.Losung:ri=r=17=(,1, )7, bx7=-32,1,-3)T,¢x7=4,-517
Oy:x+y+z=10,p: 2x +y — 3z =7, Il.: 4x — 5y + z = 7, Schnittpunkt (5, 3, 2).

2.Losung: 1 = 7,0 = 10,7 = (7,10,8)7, F x b = —12(4,0,-=N7T, ¢ x 7 =
2(14, —13,8)T
,: 7x + 10y + 4z = 52, [1p: 4x — 7z = 20, I1.: 14x — 13y + 8z = 56, Schnittpunkt

3764 16 108
715 > 11> 715 )



