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1 Einleitung

Vielecke mit vorgegebenen Seiten(-ldngen) lassen sich in der Regel auf unterschiedliche
Weise in der Ebene realisieren oder einbetten.

Unter einer Inkreis-Konfiguration verstehen wir im Folgenden eine Realisierung eines
Vielecks, fiir die ein Kreis existiert, der jede Seite des Vielecks in einem inneren Punkt
beriihrt.

Jedes Dreieck besitzt einen Inkreis und ist deshalb eine Inkreis-Konfiguration.

Fiir Vierecke mit den Seiten(-ldngen) a, b, ¢, d ist bekannt, dass die Bedingung a + ¢ =
b + d gelten muss, damit ein Inkreis existieren kann.

Vielecke mit vorgegebenen Seitenldngen lassen sich manchmal so in die Ebene ein-
betten, dass ein Inkreis existiert, der jede Seite des Vielecks in einem inneren Punkt
beriihrt. Im nachfolgenden Beitrag werden notwendige und hinreichende Bedingungen
an die Seitenlédngen eines Vielecks angegeben fiir die Existenz von Inkreis-Konfigura-
tionen. Die Radien der entsprechenden Inkreise ergeben sich als Nullstellen von Po-
lynomen, die in gewissen Fillen mit den Tschebychow-Polynomen verwandt sind. Ei-
ne wichtige Rolle spielt die Paritit: Zum Beispiel sind Tangentenvierecke beweglich,
wihrend Dreiecke starr sind. Es zeigt sich ganz allgemein: Inkreis-Konfigurationen von
Vielecken mit ungerader Seitenzahl sind starr, Inkreis-Konfigurationen von Vielecken
mit gerader Eckenzahl sind einparametrige Polygonscharen.
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Abbildung 1

Wie Abbildung 1 zeigt, ist diese Bedingung aber nicht hinreichend. Die Konfiguration
links ist eine Inkreis-Konfiguration, die Konfiguration rechts nicht.

Sind alle Seiten gleich lang, dann stellt das reguldire Vieleck (auch alle Innenwinkel sind
gleich gross) eine Inkreis-Konfiguration dar.

Der folgende Hauptsatz gibt notwendige und hinreichende Bedingungen an, unter denen
Inkreis-Konfigurationen existieren. Es zeigt sich, dass die Paritit der Seitenzahl des Viel-
ecks eine entscheidende Rolle spielt. Die Radien der entsprechenden Inkreise ergeben sich
als Nullstellen eines Polynoms.

2 Hauptsatz

Satz: Ein n-Eck mit den Seiten(-lingen) ay,az,as,...,a, besitzt genau dann Inkreis-
Konfigurationen, wenn positive reelle Zahlen uy,us,us, ..., u, existieren, welche das
Gleichungssystem

Ui + usz = a

Up +uU3z = A

Uz + Ug = as

(%)
Up—1 +Un = dap—1

Uy + Uy = An

etfiillen.

Die Radien der entsprechenden Inkreise sind gegeben durch die positiven Nullstellen des

Polynoms
Pu(x) =3 {]_[ (x + uki)} .

k=1

(i ist die imagindre Einheit, I steht fiir den Imagindrteil.)

Beweis: Fiir den ersten Teil des Satzes siehe auch [1].

Besitzt ein Vieleck mit den Seiten(-langen) ay, a»,as, ..., a, einen Inkreis, dann teilen
die Beriihrpunkte dieses Inkreises jede Seite in zwei Teilstrecken.
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Un Z51

Abbildung 2

Mit den Bezeichnungen von Abbildung 2 setzen wir
Up+ux =ai, Up+uUsz =4daz, uUz+us=4as, ...Up—1+Up =ap—1, Up + U1 = day.

Die Existenz von positiven reellen Zahlen uy, uy, us, ..., u,, welche das Gleichungssy-
stem () erfiillen, ist offensichtlich eine notwendige Voraussetzung fiir die Existenz eines
Inkreises bei einem n-Eck mit den Seiten(-ldngen) a1, a3, as, ..., ay.

Sind umgekehrt positive Zahlen u1, up, us, ..., u, gegeben, dann kann man beginnen, ei-
ne Inkreis-Konfiguration zu erzeugen. Dazu wéhlt man einen Kreis mit vorerst beliebigem
(grossem) Radius und tragt u, U, us, ..., u, wie in Abbildung 3 als Tangentenabschnit-
te ab.

Abbildung 3

(Man beachte, dass Tangentenabschnitte, also die beiden Strecken von einem Punkt aus-
serhalb eines Kreises zu den beiden Beriihrpunkten den beiden Tangenten aus Symmetrie-
griinden gleich lang sind.)

In der Regel wird sich die Figur natiirlich nicht schliessen, aber immerhin sind die Glei-
chungenu; +uy = aj, Uz +us =a, Uz +us =as,..., up—1 + U, = ay—; erfiillt!
Es fehlt nur noch u,, + u; = a,.
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Wie muss nun der Kreisradius R gewihlt werden, damit sich die Figur schliesst?

Wieder mit den Bezeichnungen von Abbildung 2 gilt

o1 + oy + a3 +--- + a, = m fiir eine natiirliche Zahl m.

oy ist das Argument der komplexen Zahl R + ugi. Beim Multiplizieren von komplexen
Zahlen werden die Argumente addiert. Das Argument von

To(R) =[] (R +u)

k=1

ist folglich oy + o + - -+ + o und muss deshalb gleich m7t sein.
T, (R) ist also reell, der Imaginérteil von T, (R) ist gleich Null. 0

Bemerkung: Mit den Bezeichnungen

n
UL, U, oo Un | Ui, Uz, ..., Un\ _
j = Umy UmyUms ** Um; und 0 =1

1<mi<mp<--
<m;<n

wird

n
Z( ul’uzj].”"un )Rn—].lj

To(R) =[] (R+uxi) =
k=1 Jj=0

3 Berechnung der Tangentenabschnitte uq, u,, us,...,u,
aus den Seitenlingen

Es stellt sich noch die Frage, wie die Zahlen uq,us,us,...,u, aus den Seitenldngen
ai,daz,as,...,a, berechnet werden konnen. Wir schreiben das Gleichungssystem (x) in
Matrizenform

1 1 0 0 Ui ai

0 1 1 0 0 Un 7%}

0 1 - 0 0 us as

Au = L .. . =
o0 0 --- 1 Upn—1 an—1
1 00 --- 0 1 Uy an

Um die Determinante von A zu berechnen, entwickelt man am besten nach der ersten
Spalte. Die erste Teilmatrix ist eine untere, die zweite eine obere Dreiecksmatrix. So ist

detA =1+ (D",

Die Determinante hingt also von der Paritit von n ab.
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Fiir n ungerade wird det A = 2. Das Gleichungssystem ist eindeutig 16sbar.

ay—az+asz—ag+--—anp—1+an
up =
2
ar —az+as—--+ap—1 —an + a1
Uy =
2
az —as + -+ —dp—1 +ap —a; +as
Uz =
2
p —ai1 +a2—asz +as— -+ dap—1
Uy = .
2
Sind alle uy positiv, dann gibt es fiir das n-Eck mit den Seiten(-ldngen) a1, az,as,....a,

(mindestens) eine Inkreis-Konfiguration.

Fiir n gerade ist det A = 0.

Z#hlt man einerseits die erste, dritte, fiinfte, ..., n — 1-te Gleichung zusammen und ande-
rerseits die zweite, vierte, sechste, ..., n-te, dann stellt man fest, dass das Gleichungssy-
stem nur dann ein Losung hat, wenn

ay—az+asz—as+---+ap—1 —a, =0 gilt

In diesem zweiten Fall darf eine der Unbekannten uy, zum Beispiel u; frei gewihlt wer-
den. Die anderen Unbekannten sind gegeben durch

U =d; —ux
Uz =a —ay +up

Ug =asz—daz +ay —u

Up =dap—1 —Ap—2 +ap—3 —--+ay —uj .
Die Bedingungenu; > 0, up >0, uz >0,..., u, > 0 fithren zu
0< u < ai

ar—az <up <ay—az—+as

ay—az+az—ag <uyp <ap—az—+as—aqg+as

ar—a+az—ag+---—ap—r2 <uy <ay—ar+az—ag+---—ay—2+ay—1 = ay,.

Ist es moglich, #; > 0 so zu wihlen, dass die obigen Bedingungen erfiillt sind, dann gibt
es fiir das n-Eck eine Inkreis-Konfiguration.
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4 Beispiele fiir Vielecke mit gerader Seitenzahl

Das allgemeine Viereck

Die vier Seitenléngen a, b, ¢ und d miissen die Gleichung a — b 4 ¢ —d = 0 erfiillen. Die
Losung des Gleichungssystems () lautet

Up=a—uy, us=b—a+uy, uu=c—b+a—uy=d—u;.
u1 > 0ist so zu wihlen, dass u5, u3, u4 ebenfalls positiv sind.

Py(x) = I{(x + uri)(x + uzi)(x + uzi)(x + ugi}

3
= (U1 +uz +usz +ug) x> — (U1uusz + Uy + UuzUg + UsUzU4)X = 0.

Die positive Losung ist

R = \/M1M2M3 + Uiusug + UUzU4 + UU3U4
Ui + Uy +usz + ug

Ersetzen wir u,, u3, u4 wie oben beschrieben, dann wird

—(a + c)u? + 2adu; —ad(a —b
R(ul):\/( i+ 2adts —adia

a—+c a-+c

_ —(u _ad—Vabcd)(u _ad-l-\/abcd)

Damit ldsst sich fiir alle moglichen Wahlen von u; eine Inkreis-Konfiguration zeichnen.

Beispiel: a =6, b =5, ¢ =3, d =4.Firl <u; <4giltuy,uz, ug > 0.

5
5
6 6
3
3
7 7

Abbildung 4: Im Bild links ist 1 = 1.7, im Bild rechts u1 = 3.3.
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Das allgemeine Sechseck

Die Seitenlidngen a, b, ¢, d, e und f miissen die Gleichunga —b+c—d —e+ f =0
erfiillen.

Beispiel 1: « =3, b=7, ¢ =5, d=3, e=4, f=2.
Pe(x) = 12x° 4+ (=120 — 6uy + 24u;?) x> + (48 + 72u; — 96u1> — 6us> + 12u;*) x.

Die positiven Nullstellen sind

1
Rl(ul) = 5 \/20+M1 —4u12+ \/336—561/{1—31”12

und

1
Ro(ur) = 5 \/20—}-141 —4uy2 — /336 —56u; —31u;2 .

Fiir jeden Wert von u; mit 0 < u; < 1 gibt es zwei Inkreis-Konfigurationen.

Abbildung 5: Bei beiden Inkreis-Konfigurationen ist w1 = 0.11.

Beispiel 2: « = 1,b=3,c=1,d=1,e=3, f = 1.

Das Sechseck ist in der Ebene realisierbar und die Bedingung an die Seitenldngen ist
erfiillt. Das Gleichungssystem fiir die Tangentenabschnitte uy besitzt aber keine Losung
mit lauter positiven Werten. Fiir dieses Sechseck gibt es keine Inkreis-Konfigurationen.

Das gleichseitige Achteck
al :a2:a3:...:a8:1_

Pg(x) = 4x7—+—(12u12 —12u; — 4) x5—4u1(1—u1)(3uf—3u1—1)x3—4u?(1—u1)3x.
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Die Nullstellen sind
Ri(u1) = Vur(1 —uy)
1
Ry(u1) = 7 \/2—4u12 +4ur +2vV1+4u; —4u,?

1
R3(M1)= 5\/2—4u12+4u1—2\/1+4u1—4u12.

Fiir jeden Wert von u; mit 0 < u; < 1 gibt es drei Inkreis-Konfigurationen.

K|y4

Abbildung 6: Inkreis-Konfigurationen des gleichseitigen Achtecks mit R1(0.2), R2(0.2), R3(0.2).

S Beispiele fiir Vielecke mit ungerader Seitenzahl

Das allgemeine Dreieck

Ein Dreieck mit vorgegebenen Seitenldngen a, b und c ist starr. Es gibt genau eine Inkreis-
Konfiguration.

Die Losungen u; = “‘g“, Uy = b_§+“, Uz = # des Gleichungssystems ()

sind genau dann positiv, wenn die Dreiecksungleichungen erfiillt sind.

P3(x) = (u1 +uz +u3) x> —uy -up-uz =0.

Die positive Losung dieser quadratischen Gleichung ist der Radius des Inkreises.

R TR _ a—l;+c . b—;+a . C—l;+b
ui +uz +us atbte
\/(a—l—b—l—c)(a—b—i—c)(b—c—i—a)(c—a + b)
2@+ b+c) '

Fiir die Fliche F des Dreiecks ergibt sich

=a+b+C‘R \/(Cl+b—i—c)(a—b—i-c)(b—c+a)(c_a+b)

2 4

und damit eine Bestétigung der Heronschen Flidchenformel.

F
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Das gleichseitige Dreieck a = b = ¢ =1 = u; = u; = u3 = 1: Der Radius des
Inkreises des gleichseitigen Dreiecks mit Seitenlédnge 1 betréigt

Das allgemeine Fiinfeck

Ps(x) = I {(x + uri)(x 4+ u2i)(x + u3zi)(x + uqi)(x + usi)}
= (u1 +uz +us + us +us)x*
— (u1u2u3 + UjurUg + UiU U5 + UTU3U4 + UTU3US
+ urkatts + uau3dy + Uzu3Us + UzUaUs + UzU4Us) X
+ uiuusugsus = 0.

Mit der Substitution x? = y liegt eine quadratische Gleichung ry? — sy + ¢ = 0 vor. Die
Diskriminante s2 — 4r¢ ist immer positiv. Da alle u positiv sind, ist s2 > s2 — 4rt und

somit auch s — +/s2 — 4rt positiv.

Also hat jedes Fiinfeck mit positiven uj, Uy, U3, U4, Us genau zwei Inkreis-Konfigura-
tionen.

Beispiel 1: a =2, b =2, c=1,d =1, e = 1.

Die Losung des Gleichungssystems () lautet u; = %, Uy = %, Uz = %, Uy = %, Us = %
Die Radien der beiden Inkreis-Konfigurationen sind die positiven Nullstellen von

1, 3

7
P5(x):§x4— 4x o

1 1
Ri=> V3~ 086603 und R, = o V7 ~ 0.18898 .

(W

Abbildung 7
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Beispiel 2:a =2, b=1,c=2,d=1,e=1.
Die Losung des Gleichungssystems lautet u; = %, Uy = %, Uz = %, Uy = %, Us = —%.
us ist negativ: Fiir dieses Fiinfeck gibt es keine Inkreis-Konfiguration.
Das gleichseitige 2n + 1-Eck
ay = a = az = -+ = azp+1 = 1. Die moglichen Inkreis-Radien sind die Nullstellen
von
1 2]’1 + 1 2n 1 27’1 + 1 2n—2
P2n+1(x)=§( 1 )X s 3 X
1 2n+1 2n—4 n 1
f( 5 )x -+ ED 22nt1°
Mit den Bezeichnungen von Abbildung 2 muss
a; +ap + -+ + opp1 = m fiir eine natiirliche Zahl m gelten.
Schon fiir den Fall @y = o = a3 = -+ = aap+1 = « gibt es n Losungen dieser
Gleichung, nimlich o, = 2;"%, mitm =1,2,3,--- ,n.

Diese Losungen liefern die Winkel fiir das regulidre 2n 4 1-Eck und fiir die moglichen
Sternfiguren. Es gibt folglich keine weiteren positiven Losungen.

Die Nullstellen von P;,1 sind die moglichen Radien der Inkreise und fiir diese gilt

tan oy, = R resp. Ry =

" 2tanq,,
Mit
/1 +cos2a  [1+2cos?a—1 2 cos? o
1—cos2a V1—-2cos2a+1 \2—2cos?2«
_ Jcos?a  cosa 1
sinfa  sing  tanw
wird
2mmt
R l 1 + cos T
m — mm_
2 1 — cos n+1
Die Substitution x = t—i ergibt also Ausdriicke, deren Nullstellen cos ;:Tl (mit

1
2
m=1,2,3,...,n)sind.

4y2+2y-1

Fiir Ps(x) = 3x* — 2x? + L erhalten wir Qs(y) = -7 -
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Die Nullstellen von Qs sind y; = cos (?") ~ 0.618 und y, = cos (4?”) ~ —1.618.

Fir P7(x) = % 35 x4+ 2 32 x2 1;8 erhalten wir
8y3 +4y2 —4y —1

07(y) =— 16(y — 1)3

Die Nullstellen von Q7 sind y; = cos (Tﬂ) firk =1,2,3.

Fir Py(x) = % 2L x6 4+ fg x4 — 32 x2 + m erhalten wir

2y + DBy —6y +1)

Qo(y) = 320y 1)

Die Nullstellen von Qg sind y; = cos (Zk") firk =1,2,3,4.

Die Zihler von Q5,41 sind bestens bekannt (siehe [2, 3]). Es sind (bis auf einen Faktor)
Differenzen von Tschebyschow-Polynomen, definiert durch

To(x) =1, Ti(x) = x, Tht1(x) = 2xTn(x) — Tp—1(x).

T3(x) —To(x) = (4x3 =3x) —(2x* = 1) = (x — D(@x> +2x — 1)

Ta(x) — T3(x) = (8x* —8xZ + 1) — (4x> = 3x) = (x = DBx> + 4x% —4x — 1)

Ts(x) — Ta(x) = (16x° —20x3 4 5x) — (8x* —8x%2 4+ 1)
=(x-DRx+1)@Bx>—6x+1).

Das gleichseitige 17-Eck

ay = ap, = az = ... = a7 = 1. Die moglichen Inkreis-Radien sind die positiven
Nullstellen von

17 1547 2431 12155
P _ 16 _ g5 14 12 10 8
17(x) > X X 3 X T x4+ 256 X

1547 595 17, |
+ X — X° 4+ .
256 2048 4096 131072
Die Substitution x = 1 ,/12% 4y 5> ergibt

256y® + 128y7 — 448y° — 192 + 240y* + 80> —40y” —8y + 1
512(y — 1)8

0171(y) =

Eine Nullstelle von @17, nimlich cos 22 17, ist mit Zirkel und Lineal konstruierbar (siche

[4]). Wegen cos(nx) = Ty, (cos x) sind alle Nullstellen konstruierbar. Mit der Riicksubsti-
4x2

tution y = L ist auch klar, dass alle acht Inkreis-Konfigurationen des gleichseitigen
17-Ecks mit erkel und Lineal konstruierbar sind.
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Abbildung 8: Vier von acht Inkreis-Konfigurationen des gleichseitigen 17-Ecks.

Der Inkreisradius des regulidren 17-Ecks (Abbildung 8 oben links) betrigt:

1154 VT 4+ V3421742174 3VTT - V34217234 4 2417

1=z
17— VT = V342317 -2y 1743317 V34217 -2/34 1+ 217
~2.674763.
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