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Sur un article d’Euler, prématuré bien que posthume
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Euler

Dans un article rédigé en 1779 [3], Euler démontra que

arctan (ﬁ) = A(x) + B(x) + C(x) )

Ennio de Giorgi — bekannt dafiir, das 19. Hilbertsche Problem gelost zu haben — pflegte
zu sagen: ,,chi cerca trova, chi ricerca ritrova“. Manchmal treffen Sprichworte wortlich
zu. In der Tat werden nicht selten alte Ergebnisse, die trotz ihres Interesses vollig in
Vergessenheit geraten waren, nochmals gefunden. An Beispielen mangelt es nicht, und
einige sind sogar recht bekannt. So verdffentlichte Harold Davenport 1935 ein von
Cauchy 1813 erzieltes Ergebnis. Lorenzo Mascheronis beriihmter Satz von 1797 iiber
geometrische Konstruktionen mit dem Zirkel war bereits 1672 von Jgrgen Mohr ent-
deckt worden. Und es passierte auch Pélya, denn sein Abzéhltheorem von 1937 war
schon 1927 von John Howard Redfield veroffentlicht worden. In dem nun hier zur
Diskussion stehenden Fall vergingen 216 Jahre zwischen der Entdeckung bestimmter
Reihen und ihrer Wiederentdeckung. Die von Euler gefundenen Reihen (die er nicht
weiter verfolgte) eignen sich heute perfekt zur bindren Berechnung der Zahl 7 mit
Computern: Die Wiederentdeckung erfolgte also just zur rechten Zeit.
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En choisissant x = 1 il obtint d’abord la jolie formule
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En plus de sa beauté, un des charmes de cette formule c’est qu’elle permet de calculer le
n-eme chiffre du développement en base 2 de 7 en utilisant trés peu de mémoire. En fait,
la mémoire nécessaire croit proportionnellement au logarithme de n. A ce propos, on lit
parfois qu’elle permettrait de calculer le n-éme chiffre sans calculer les précédents! Si
cette possibilité vous étonne, je vous invite a faire une addition en colonnes et a regarder
I’ordre d’apparition des chiffres du résultat.

Dans son article, Euler donne une deuxi¢me application de (1). En insérant les formules
données par x = 1/2 et x = 1/4 dans la relation

= 8arctan(1/3) + 4 arctan(1/7),
il obtient la formule plus impressionnante

m =8(A(1/2) + B(1/2) + C(1/2)) + 4(A(1/4) + B(1/4) + C(1/4))
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La démonstration de (1) est tres simple. On remarque que
x /x dt /x 2421 412
arctan = = ——dt
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et en intégrant terme a terme on obtient la formule (1).

en remplagant
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Deux siecles plus tard

Larticle de 1779 fut publié en 1793 — dix ans apres la mort d’Euler. Je n’ai pas I'im-
pression qu’il suscita beaucoup d’intérét. Que je sache, méme le journal local — le Sankt-
Peterburgskie Vedomosti —n’en pipa mot. Sans doute, les contemporains d’Euler n’avaient
pas bien compris I'intérét des calculs en base 2. Ainsi, les formules trouvées par Euler
furent complétement oubliées pendant plus de deux siecles. Ce n’est qu’en 1995 que (2)
réapparut, accompagnée de sa grande sceur

oo

1 4 2 1 1
d Zl6”(8n+1 Sn+4 8n+ts 8n+6) )

n=0

Cette fois, le Globe and Mail du 18 octobre — plus attentif aux nouvelles scientifiques que
le Vedomosti — annonga la découverte. La méthode utilisée pour découvrir (3) est expliquée
dans I’article de Bailey, Borwein et Plouffe [1]. En gros, on calcule avec grande précision
— disons 2 moins de 1071%° —1a somme de quelques séries Sy, Sa, ..., Sy, puis on cherche
—avec un logiciel ad hoc — de petits entiers (non tous nuls) ag, ay, ..., a, tels que

aomw +a1 Sy +---+a,Sr
soit trés petit, de I’ordre de 107190, I est alors trés probable que
apwr +a1S1+---+a,Sr =0

soit une identité. Si ap # 0 on a trouvé une représentation de 7 comme combinaison
linéaire de Sy, ..., S,. Bien siir, il faut encore démontrer que la relation est vraie et non
seulement vraisemblable. (Disons en passant que pour illustrer la différence entre vrai et
vraisemblable rien ne vaut le stupéfiant article de Hanspeter Schmid [4].)

Euler, qui n’avait pas d’ordinateur, aurait-il pu la découvrir ? Tres facilement, je crois.

En amplifiant par 4 — ¢# les fractions dans (1) on obtient, pour x = 1,

1=

1 2 4 5_ 46
8 8t 4tc — 2t — 21> —t
T / + 8t + dt @
0

- 16 —¢8

puis, en développant selon les puissances de 8 /16, on trouve
1 o0
=
3
n=0

Bien évidemment, ce qu’on a obtenu n’est que la série (2) réécrite en groupant ses termes
deux a deux, ce qui n’est pas tres malin. Mais — comme Euler aurait sans doute remarqué —

/1 (1 —1)dt _110 2_/1 tdt
b 2—21+12 2877 ) 2=

d’ot, en rééerivant les deux fractions avec 16 — 8 comme dénominateur,

/18—4t2—4t3—2t4+t6+t7dt_/1 81 + 41 +21° + 17
0 0

1 8 8 4 2 2 1
+ + - - - S E)
16" \8n+1 8n+2 8n+3 8n+5 8n+6 8n+7

dt.

16 — 18 16 —¢8
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En soustrayant une intégrale de 1’autre on obtient,

1 2 3 4 5 6
8 — 8t — 41> —8t°> —2t* — 2t t
/ T =o. (6)
0

16 —¢8
L’ addition de (4) avec (6) donne

dt. @)

16 —¢8

7 /1 16 — 813 — 4% — 445
4 0

A ce point, on développe la fraction selon les puissances de #3/16, on intégre la série
obtenue terme a terme et on voit apparaitre la formule (3).

L’article de Bailey, Borwein, et Plouffe va bien au dela des deux séries (2) et (3) et
démontre la représentabilité de plusieurs constantes par des séries analogues, de la forme

— P() 1
2 Q(n) B

n=0

ou P et Q sontdes polyndmes a coefficients entiers et B est un entier > 2. Ces séries sont
dites — a juste raison — de type BBP.

De nos jours, I’article d’Euler semble avoir été frappé de damnatio memoriae. Parmi les
articles sur les séries BBP que j’ai consultés, aucun ne le cite.

Une déception

On peut avoir la tentation de multiplier numérateur et dénominateur de (7) par 16+ 1% pour
obtenir une série dans laquelle apparaissent les puissances de 1/256, puis de 1/65536 et
ainsi de suite. Mais ceci n’aurait aucun intérét, a moins qu’il n’existe des généralisations de
la relation (6) qui permettent de diminuer le nombre de termes des numérateurs. C’est bien
triste, mais toutes les relations possibles sont des conséquences de (6). Plus précisément :

Théoreme. Soit n > 2 un entier, P(t) un polynéme a coefficients rationnels, de degré
inférieur a 2" et
P(t
Py - PO
22" — g2

Si fol F(t)dt =0, alors

8 — 81 — 412 — 83 — 2t — 245 4+ 1

F(t) =
(t)=c 16— 78

ou ¢ est un nombre rationnel.

Pour démontrer cette assertion on peut se servir d’un célebre résultat de Alan Baker [2,
ch. 2] sur les logarithmes des nombres algébriques, résultat que je rappelle ici sous une
forme bien plus faible que la version originale. (Je rougis en utilisant un si beau résultat
pour une si modeste besogne.) Soient ¢y, ..., o, des nombres algébriques différents de
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0. Soient A1,..., A, des logarithmes de a1, ..., ®,, c’est-a-dire des nombres complexes
tels que, pour 1 < j < n, et = a;. Supposons que Aq,..., A, soient linéairement
indépendants sur le corps Q des nombres rationnels. Alors — dit le théoréme de Baker — ils
sont aussi linéairement indépendants sur le corps A des nombres algébriques.

Démontrons d’abord un corollaire du théoréme de Baker.

Proposition. Soient ay,..., 0, et Aq,..., A, comme ci-dessus. Soit V ’espace vectoriel
sur Q des (x1,...,x,) € Q" tels que Y, x;Aj = 0. Soit W I’espace vectoriel sur A des
1, yn) €A tels que Y yidi = 0. Alors W = AV.

Preuve. Supposons que W soit plus grand que AV et soit w un vecteur de W qui n’est pas
dans AV et qui a le plus petit nombre possible de coordonnées non nulles. Nous pouvons
supposer que w = (z1,...,Zm,0,...,0),avec m < netzy,...,zy, tous différents de 0.
La minimalité de m assure que toute relation A-linéaire entre les m nombres A; est un
multiple de w. Par le théoréeme de Baker, ces nombres sont linéairement dépendants sur
Q. 11 faut donc que la relation de dépendance sur QQ soit un multiple de w, ce qui revient a
dire que w € AV.

Passons maintenat 2 la démonstration du théoréme. Soit d = 2" et { = exp2mi/d. On
peut décomposer F(¢) en fractions partielles

V2t N2t V2¢d-t ¢

ot Ag, A1,..., Ag—1 sont des nombres algébriques. En intégrant F(t)det =0a¢ = 1on
obtient

F(t) =

1
0= / F(t)dt = Aoho + A1A1 + -+ Ag—1Aa— ®
0

ol,pour0 < j <d —1,
L dr
e [
0 V20 —t

N
V2t —1
D’apres la proposition ci-dessus, les relations a coefficients algébriques entre les nombres

A; sont des conséquences des relations a coefficients rationnels, qu’on peut méme suppo-
ser entiers. Nous n’avons plus qu’a chercher les relations entieres

est un logarithme de

Bj

noro +niAr + - +ng_1Ag-1 =0, no,ni,....ng—1 €72 )
entre les nombres A ;. Commengons par déterminer les relations
Bo®BY By =1 (10)

qui s’en déduisent en appliquant la fonction exponentielle a (9). Soit, pour tout j entre 0
etd — 1, '
yj =2 -1
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le dénominateur de §; et écrivons la relation (10) sous la forme

_ 21 S in;
yaoym ...y;’fll =2 fé—ZJ"./ (an
Entre 0 et d — 1 il y a exactement quatre valeurs de j pour lesquelles y; est inversible
dans I’anneau Z[¢] des entiers algébriques de Q(¢) : yo = 2 — 1, Va2 = —v2—1,
vd/s = i et y7q/8 = —i. Il est évident que y34/8 = i — 2 et Ysq/3 = —I — 2 ne sont
pas inversibles et divisent 3. De méme, yg/4 = iv2—1et Y3d/4 = —i~/2 — 1 ne sont

pas inversibles et divisent 5. Supposons maintenant que j soit un multiple impair de d /2¥
pour un k > 4, autrement dit, que ’ordre de ¢’ soit une puissance de 2 supérieure a 8. En
ce cas, le polyndme minimal de y; est

(X+1)2k_l +2k—2

et le produit des conjugués de y; sera le terme constant de ce polynéme, c’est-a-dire le

k—2 . . . .
nombre de Fermat 22~ + 1. Ceci montre que y; n’est pas inversible dans Z[{] et qu’il
divise un nombre impair. Si les indices j et / sont différents,

yi—yi = N2 - 1)

divise 24/2 car § = ¢/~ est une racine de 1 d’ordre 2F pour un k > 1 et £ — 1 divise
1-¢ 27! = 2 Les deux nombres y; et y; sont donc copremiers dans Z[¢]. Comme tous les
yj sont premiers a V2, I’égalité (11) ne peut avoir lieu que si 7 7 = 0 sauf pour les quatre
valeurs de j telles que y; € Z[¢]*. La résolution de (11) se réduit ainsi a la détermination
des quatre entiers p = ng, g = ng/2, ¥ = ng/g €t s = nyq4s tels que

(V2= )P (=2 = D47 (=i)* = 274 pad 2 /47sd )8 (12)

En tenant compte du fait que £4/8 = (1 + i)/~/2 cette derniére équation donne

1+ p+q+r+s
(V2 - 1P ( ) =2 _
V2

Pour que le premier membre soit réel et positif comme le deuxieme, il faut que r = s+ 8w,
w € Z. Ensuite, comme +/2 est un premier de Z[+/2] et +/2— 1 est une unité d’ ordre infini
de ce méme anneau, il faut que p = g etque p + g + r + s = 0. On obtient ainsi
r =54 8w, p =¢q = —s — 4w. Avec ces valeurs on a

1
/ F(t) = (=s —4w)Ao + (=5 —4w)Ag 2 + (s + 8w)Aa/g + sA74/s.
0

Le calcul explicite des quatre A; donne

1
/ F(t) = 2niw.
0
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On conclut que w doit étre nul et que les seules relations a coefficients algébriques entre les
A; sont — par la proposition déduite du théoreme de Baker — les multiples algébriques de

—do—Adaj2+ Aass + Aqays.

La fonction F(¢), ayant des coefficients rationnels, doit donc étre un multiple rationnel de

1 1 1 1
T A Tt 1o
_ 2—4t 412 _28—8t—4t2—813—214—215+t6
4—4r +213 — 14 16 —¢8 '

Le théoreme est démontré. Il semblerait donc (Euler le pensait-il aussi?) qu’il n’y a plus
grand chose a tirer de son article et qu’il sera oublié de nouveau.
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