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Ein chinesisches Orakel und zyklische Matrizen
iiber dem Korper I,

Annegret Weng

Annegret Weng promovierte 2001 an der Universitit Duisburg-Essen iiber ein zahlen-
theoretisches Thema mit Anwendung in der Kryptographie. Nach ihrer beruflichen
Praxis bei verschiedenen Versicherungsunternehmen wurde sie 2012 auf eine Profes-
sur im Studiengang Mathematik an der Hochschule fiir Technik in Stuttgart berufen.

1 Einleitung

In ihrem Buch ,,Magical Mathematics* [2, Kapitel 8] gehen die Autoren P. Diaconis und
R. Graham auf chinesische Strichzeichen ein, die auf das Buch der Wandlungen (I Ging),
einem der dltesten klassischen chinesischen Texte, zuriickgehen. Nach einer Ausfiihrung
iber die Konstruktion verschiedener Hexagramme bestehend aus durchgezogenen ==
oder gebrochenen Linien = = schlagen die Autoren auch drei Zauberroutinen vor.

Wir konzentrieren uns hier auf die dritte Routine, die die Uberschrift ,,A performance
piece” tragt und sich dem Bereich der Mentalmagie zuordnen lidsst. Wie wir sehen werden,
kann diese mit Techniken der linearen Algebra tiber dem endlichen Korper IF, analysiert
und verallgemeinert werden.

Zunichst aber beschreiben wir den Effekt: Der Mentalmagier gibt einem Zuschauer
einen Umschlag mit einer Vorhersage, auf den er gut achten soll. AnschlieBend bittet er

Etliche Zaubertricks, vor allem aus dem Gebiet der Mentalmagie, verwenden mathe-
matische Prinzipien. Manchmal wird sogar Mathematik benotigt, die tiber die her-
kommliche Schulmathematik hinausgeht. Bei der in diesem Beitrag diskutierten Zau-
berroutine befragt der Magier ein Orakel. Dessen Antwort ergibt sich durch eine Reihe
von Operationen, die mit einem Kartenstapel durchgefiihrt werden und die die Zu-
schauer selbst durch etliche freie Entscheidungen beeinflussen konnen. Aus der An-
ordnung der Karten ergibt sich am Ende ein Trigramm. Es zeigt sich, dass der Magier
dieses schon zu Beginn korrekt vorhergesagt hatte. Bei der Analyse des Zaubertricks
spielen Vektorraume iiber dem endlichen Korper IF, mit zwei Elementen, Faktorringe
des univariaten Polynomrings [F5[x] und zyklische Matrizen eine wesentliche Rolle.
Der Zaubertrick ist somit ein schones Anwendungsbeispiel fiir Techniken der linearen
und abstrakten Algebra.



https://creativecommons.org/licenses/by/4.0/

A. Weng 16

Interpretation

Ja, Ja, Ja

Nein, Nein, Nein

Nein, Ja, Ja

III "| i "I =
i b5
=
=

Nein, Nein, Ja

Nein, Ja, Nein

Ja, Nein, Nein

Ja, Ja, Nein

Ja, Nein, Ja

3. Wetter ’ 2. Job ‘

Abbildung 1. Links ist das Dreieck fiir das Orakel abgebildet. Jeder Zuschauerfrage wird eine Ecke zugeordnet.
Die rechte Tabelle gibt die moglichen Trigramme und ihre Interpretation im Zaubertrick an.

drei weitere Zuschauer, ihm eine fiir sie wichtige Frage zu stellen, wie z. B. ,,Werde ich
meine nichste Priifung bestehen?*, ,,Werde ich das erhoffte Jobangebot erhalten?*, ,,Wird
das Wetter im Sommerurlaub gut?* oder dhnliches.

Jedem der drei Zuschauer bzw. jeder Frage wird die Ecke eines Dreiecks zugeordnet
(Abbildung 1, links). Der Magier befragt nun das ,,chinesische Orakel®. Dazu fiihrt er
mit einem Kartenstapel ein gewisses, randomisiertes Ritual durch, bei dem die Zuschauer
etliche Entscheidungen treffen diirfen. Am Ende erhélt er dabei ein Trigramm bestehend
aus drei Linien. Dabei steht jede Linie fiir eine Antwort auf eine der drei gestellten Fragen.
Eine durchgezogene Linie bedeutet ,,Ja“. Eine gebrochene Linie steht fiir die Antwort
,Nein“ (Abbildung 1, rechts). Wenn der erste Zuschauer den ihm anvertrauten Umschlag
offnet, enthilt er eine Vorhersage, die mit dem ermittelten Trigramm iibereinstimmt.

Die Tatsache, dass der Magier das Trigramm richtig vorhersieht, ist natiirlich darauf
zuriickzufiihren, wie es generiert wird. Fiir die Herleitung des Trigramms werden 14 Spiel-
karten verwendet. Diese Karten werden scheinbar zufillig durcheinandergebracht. Dazu
werden beliebig viele sogenannte G-Scam-Deals durchgefiihrt. Unter einem G-Scam-Deal
versteht man die folgende Operation: Man hilt die Karten bildunten und zéhlt ebenfalls
bildunten die erste und dann die zweite Karte auf den Tisch. Die dritte Karte wird bildoben
abgelegt, die vierte Karte wieder bildunten. Dann werden die vier Karten umgedreht, so
dass jetzt drei der vier Karten bildoben und eine bildunten liegen. Das Pdckchen aus den
vier Karten wird auf den restlichen Kartenstapel gelegt.

AnschlieBend kann ein Zuschauer noch an einer beliebigen Stelle abheben.
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Abbildung 2. Das Orakel-Dreieck mit den verschiedenen Positionen, an denen die Karten abgelegt werden

Die Zuschauer konnen nun frei entscheiden, wie viele G-Scam-Deals durchgefiihrt
werden und an welchen Stellen sie abheben wollen. Um aus den gemischten Karten das
Trigramm zu bestimmen, werden die 14 Karten auf sieben Punkte des Dreiecks gelegt
(Abbildung 2). Die erste Karte wird auf Position 1, die zweite auf die 2 usw. gelegt, die
achte Karte wieder auf Position 1, die neunte auf 2 usw. Am Ende liegen auf jeder der
sieben Positionen zwei Karten.

Um die erste Reihe des Trigramms zu bilden, werden die Karten der ersten Ecke und
der benachbarten Positionen (d. h. die acht Karten in Position 1, 4, 6 und 7) betrachtet und
die Paritit aller bildoben liegenden Karten ermittelt. Eine gerade Anzahl entspricht einer
durchgezogenen Linie, eine ungerade einer gebrochenen. Um die zweite Reihe zu erhalten,
verfihrt man analog mit der zweiten Ecke (Positionen 2, 4, 5 und 6) und schlieBlich sind
fiir die dritte Reihe die Positionen 3, 5, 6, 7 relevant.

In Abschnitt 2 werden wir das Vorgehen mathematisch formalisieren und analysie-
ren. Wir werden sehen, dass sich immer das Trigramm == ergibt, unabhingig davon, an
welchen Stellen die Zuschauer abheben und wie oft ein G-Scam-Deal durchgefiihrt wird.
Die mathematische Abstraktion wird uns erlauben, das Vorgehen in Abschnitt 3 auf andere
Kartenanzahlen und andere Mischverfahren zu verallgemeinern. Unter anderem finden wir
ein Analogon des Dreieck-Orakels in der dritten Dimension.

Im letzten Abschnitt (Abschnitt 4) schlieSen wir mit einigen ergidnzenden Bemerkun-
gen.

2 Korrektheit der Vorhersage

Zu Beginn liegen alle 14 Karten bildunten. Wir reprisentieren dies durch die binére Se-
quenz
wo = 00000000000000 € {0, 1}14.

Durch die wiederholte Ausfiihrung eines G-Scam-Deals mit anschlieBendem Abheben er-
halten wir eine andere binire Sequenz w € {0, 1}!4. Dabei steht eine O fiir ,,bildunten*
und eine 1 fiir ,,bildoben®. Fiir die Analyse des Tricks kldren wir, welche w € {0, 1}14 im
Laufe der Performance moglich sind.
Ein G-Scam-Deal dndert die Reihenfolge der Karten nicht, transformiert die Sequenz
wy aber auf
wp := 11010000000000.
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Durch anschliefendes Abheben wird die Teilsequenz 1101 an eine beliebige Stelle ver-
schoben. Wir nennen die Ausfiihrung eines G-Scam-Deals mit anschlieBendem Abheben
einen Extended G-Scam-Deal.

Satz 2.1. Die Menge der Konfigurationen in {0, 1}'*, die durch wiederholte Extended G-
Scam-Deals erreichbar sind, bildet einen Untervektorraum des F5-Vektorraums ]F214 der
Dimension 11.

Beweis. Wir fassen die Elemente in {0, 1}'# als Vektoren des 14-dimensionalen Vektor-
raums [F 214 tiber dem Korper F, mit zwei Elementen auf. Anwendung eines Extended
G-Scam-Deals auf ein beliebiges Element w € F,* entspricht der Addition einer der 14
moglichen zyklischen Shifts wﬁk), k=0,...,13, von wy. Somit entsprechen die vom Ele-
ment wy erreichbaren Vektoren genau dem Untervektorraum, der von den 14 Elementen
w%k), k =0,...,13, aufgespannt wird.

Um die Dimension des Untervektorraums zu bestimmen, tragen wir die Vektoren in
eine (14 x 14)-Matrix ein:

1 1.0 1 O ... 0 0 0 0
0 1 1 0 1 0 0 0

Miau=10 0o 0o 0 o0 1 1 0 1 (1
1 0 0 0 0 0 1 1 0
0 1 0 0 0 0 0 1 1
1 0 1 0 0 0 0 0 1

Die ersten 11 Zeilen z; der Matrix bilden eine obere Dreiecksmatrix und sind somit offen-
sichtlich linear unabhéngig. Auf der anderen Seite sieht man einfach, dass

Zip=2z1+22+ 23+ 25 + 28 + z9 + Z10,
Z13 =22+ 23+ 24+ 26 + 29 + Z10 + Z11,
Z1a =zZ1+ 22+ 24+ 27+ zg + 29 + Z11.

Daraus folgt die Behauptung. ]

Bisher haben wir die Zeilen der Matrix M4 betrachtet. Auch die Spalten erzeugen
einen Untervektorraum der Dimension 11. Der Kern der Matrix hat also Dimension 3. Es
seien s; die Spalten der Matrix M14. Dann gilt

§1+ 54 + 56 + 57 + 58 + 511 + 513 + 514 =0,
§2 + 54 + 55 + 56 + 59 + 511 + 512 + 513 =0, )
§3 + 55 + 56 + 57 + 510 + 512 + 513 + 514 = 0.

Diese drei Gleichungen entsprechen gerade den drei Vorhersagen. Ubersetzt auf die Karten
bedeutet z. B. die erste Gleichung in (2), dass die Summe der bildoben liegenden Karten
an Stelle 1, 4, 6,7, 8, 11, 13 und 14 (das sind die acht Karten an den Positionen 1, 4, 6
und 7) immer gerade ist.
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3 Verallgemeinerung

3.1 Zyklische Matrizen
Ein G-Scam-Deal verindert vier aufeinanderfolgende Karten gemif3 dem Muster
[1,1,0,1].

Wir betrachten nun allgemeine Kartenoperationen, denen ein Muster m € {0, 1}* zugrunde
liegt. Wir nehmen an, dass das Muster m mit einer 1 beginnt und endet, denn sonst wiirde
es sich bei m eigentlich um ein Muster kleinerer Ldnge handeln. Die entsprechende Matrix
M, ist wie die Matrix in (1) eine zyklische Matrix, bei der sich alle restlichen Zeilen aus
einer zyklischen Verschiebung der ersten Zeile ergeben. Wir sind im Besonderen am Rang
einer solchen Matrix und an der Form des Kerns interessiert.

Dazu identifizieren wir den Vektorraum V,, = I} mit der additiven Gruppe des Faktor-
rings R, = F,[x]/(x" — 1). Dabei wird dem Vektor (1,0,...,0) das konstante Polynom 1,
dem Vektor (0, 1, ..., 0) das Polynom x, dem Vektor (0,0, 1,...,0) das Polynom x? usw.
zugeordnet. Dann entspricht die Anwendung von M, mitm = [my,...,mg], k < n, auf
ein Element in V}, der Multiplikation mit dem Polynom

k
f)=mp+ Y mix"7 in R,
=2

Dieses Polynom wird auch als das zur zyklischen Matrix M," assoziierte Polynom be-
zeichnet.

Satz 3.1. Sei fyr(x) € Fa[x] das zu M, assoziierte Polynom. Dann ist die Dimension
des Kerns von M"* gleich dem Grad d des Polynoms

g(x) = ggT(fum(x), x" —1).

Beweis. Wir betrachten die Multiplikation mit fjsm(x) in R,. Der Kern der Matrix M,
ist trivial, wenn fasm (x) in R, invertierbar ist, d. h., falls g(x) konstant ist.

Nehmen wir nun an, dass g(x) nicht konstant ist und somit ¢ > 1. Dann gilt x” — 1 =
g(x) - h(x) fiir ein Polynom h(x) € F>[x] vom Grad kleiner n. In diesem Fall ist der
Kern nicht trivial und besteht aus den Vielfachen von A(x) in R,. Die Vielfachen von
h(x) bilden einen Untervektorraum von R,, der von den Polynomen /(x), h(x) - x, ...,
h(x) - x4~ erzeugt wird. Somit entspricht die Dimension des Kerns dem Grad von g(x).

L]

Der Beweis liefert uns auch eine Methode, die Basis des Kerns zu bestimmen. Wenn

wir g(x) = ggT(fum(x), x" — 1) ermittelt haben, miissen wir nur 2 (x) = ’f;(;)l berech-
nen.

Beispiel 3.2. Betrachten wir unser Eingangsbeispiel mitn = 14 und m = [1, 1,0, 1]. Das
assoziierte Polynom ist f(x) = x!3 + x!! + 1 und es gilt ggT(f(x),x" — 1) = x> +
x2 + 1. Weiter erhalten wir

x4 —1

Jx)

h(x) = =x x0Tt P L
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Die Dimension des Kerns ist somit 3 (der Grad des Polynoms x3 + x2 + 1). Eine Basis
des Kerns ist gegeben durch die aus h(x), h(x) - x, h(x) - x> abgeleiteten Vektoren

v, =(1,0,1,1,1,0,0,1,0,1,1,1,0,0),
v, = (0,1,0,1,1,1,0,0,1,0,1,1, 1,0), 3)
v3 =(0,0,1,0,1,1,1,0,0,1,0,1, 1, 1).

Ersetzen von vy durch vy + v3 fiihrt auf die Gleichungen in (2).

Der in Abschnitt | beschriebene Trick ldsst sich mit jeder durch 7 teilbaren Kartenan-
zahl durchfiihren, also auch mit 21, 28 usw. Karten.

Satz 3.3. Die Matrix M) mitm = [1,1,0, 1] hat Rang n — 3, falls n durch 7 teilbar ist,
und n sonst.

Beweis. Das Polynom x3 + x2 + 1 ist irreduzibel iiber IF,. Seine Nullstellen liegen also
in einer Korpererweiterung vom Grad 3 iiber F,, dem Korper mit 8 Elementen. Dessen
multiplikative Gruppe hat Ordnung 7. Somit sind alle Nullstellen von x3 + x2 + 1 siebte
Einheitswurzeln im algebraischen Abschluss des Korpers [F,. Die Polynome x” — 1 und
x3 4 x2 4 1 haben deshalb genau dann einen gemeinsamen Teiler, wenn n durch 7 teilbar
ist. Dieser Teiler muss dann aufgrund der Irreduzibilitit gleich x3 + x2 + 1 sein. ]

Mithilfe des folgenden Satzes konnen wir uns leicht davon iiberzeugen, dass sich auch
bei einer anderen durch 7 teilbaren Kartenzahl ein Trigramm mit ausschlieBlich durchge-
zogenen Linien ergibt.

Satz 3.4. Es sei g(x) = ggT(fpy (x), x4 — 1) nicht konstant und x4 — 1 = g(x) - h(x).
Fiirr € N folgt dann

r—1

x0T —1=g(x)- Y h(x)-x".

i=0
Beweis. Unter Verwendung der Summenformel fiir die geometrische Reihe erhalten wir
r—1 r—1 r

. . q
g0 3 () X = g(x) h(x) - () = (x7 — 1) =

. £ x4 — 1
i=0 =0

=x?47"—-1. m

Nach Satz 3.4 reicht es, im Fall m = [1, 1, 0, 1] die Basis des Kerns fiirn =g = 7 zu
kennen. Eine Basis des Kerns von M, fiir eine durch 7 teilbare Zahl 7 - r ergibt sich dann,
wenn die Eintrdge der einzelnen Vektoren r-mal wiederholt werden (vergleiche auch (3)
firdenFallg = 7,r = 2).

3.2 Die Muster [1,1,0,0,1]

Das Muster [1, 1,0, 0, 1] bietet eine interessante Ubertragung des urspriinglichen Zauber-
tricks in die dritte Dimension.

Satz 3.5. Die Matrix M) mitm = [1,1,0,0, 1] hat Rang n — 4, falls n = 0 mod 15, und
Rang n sonst.
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Beweis. Das assoziierte Polynom zur Matrix M, ist fam (x) = X"l 4 x4 41 Bs gilt

geT(fap (x), x" = 1) = ggT(x* - fagm (x), x" — 1)
= ggT(x*- S (x) mod x" —1,x" — 1)
= goT(x* + x>+ 1,x" - 1).
Das Polynom x* + x3 + 1 ist irreduzibel iiber IF,. Seine Nullstellen im algebraischen
Abschluss von I, erzeugen den Korper mit 16 Elementen, dessen multiplikative Gruppe
aus den 15. Einheitswurzeln besteht. Daraus folgt die Behauptung. ]
Mit Satz 3.4 erhalten wir
q—1
Xl =t P D)) h(x) X
i=0
mit
h(x) = M+ x4+ x% X+ xt 3 0.
Der Kern der Matrix M," fiir n = 15 wird durch

v, =(1,0,0,1,1,0,1,0,1,1,1,1,0,0,0),
vy = (0,1,0,0,1,1,0,1,0,1,1,1, 1,0, 0),
v3 = (0,0,1,0,0,1,1,0,1,0,1,1, 1,1, 0),
v4 = (0,0,0,1,0,0,1,1,0,1,0,1,1,1,1)
erzeugt. Fiir jedes Vielfache 15 - g erhalten wir eine Basis des Kerns, in dem wir die Ein-

trige der Vektoren v; g-mal hintereinander schreiben.
Fiir den Zaubertrick betrachten wir allerdings die transformierte Basis

v1 +v4 =(1,0,0,0,1,0,0,1,1,0,1,0, 1,1, 1), v2, v3, va.

Sei n eine durch 15 teilbare Kartenzahl. Dann werden die Karten beliebig hdufig einem
Extended G-Scam-Deal mit m = [1, 1,0, 0, 1] unterzogen und schlieflich auf die in Ab-
bildung 3 angegebene Weise auf die speziellen 15 Punkte eines Tetraeders verteilt. Wir
erhalten ein Quadrigramm, in dem wir fiir jede der vier Ecken die Paritit der bildoben
liegenden Karten in der Ecke selbst, den angrenzenden Seiten und Flachen und des Mit-
telpunkts des Dreiecks ermitteln.

3.3 Das Muster [1,1,...,1]

In diesem Abschnitt betrachten wir das Muster [1, 1, ..., 1] bestehend aus k aufeinander-
folgenden Einsen.

Satz 3.6. Sei m = [1,1, ..., 1] der Linge k gegeben. Dann hat M)"* fiir n = 0 mod k
den Rang n — k + 1. Fiir n = k wird der Kern der Matrix M}, durch folgende Vektoren
erzeugt:

v1 = (1,0,0,...,0,1), v2 = (0, 1,0,...,0,1), ..., vg_1 = (0,0,0,...,1,1).
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Erlauterung

1, 2, 3, 4: die vier Ecken des Tetraeders
5: Kante zwischen Ecken 1 und 2

6: Kante zwischen Ecken 2 und 3

7: Kante zwischen Ecken 3 und 4

8: Fliche zwischen Ecken 1, 2 und 4
9: Kante zwischen Ecken 1 und 3

10: Kante zwischen Ecken 2 und 4
11: Fldache zwischen Ecken 1, 2 und 3
12: Fldche zwischen Ecken 2, 3 und 4
13: Mittelpunkt des Tetraeders

14: Flache zwischen Ecken 1, 3 und 4
15: Kante zwischen Ecken 1 und 4

Abbildung 3. Ein Orakel-Tetraeder analog zu Abbildung 2 zur Generierung eines Quadrigramms

Beweis. Mit dem Polynom fpm(x) = x4 x"RHL | erhalten wir

geT(fary (1), x" — 1) = ggT(x* - fap (x).x" = 1)
= ggT(x¥ - Sfum(x) mod x" —1,x" — 1)
= ggT(x* 1+ 4 x+1,x"—1).

Da (x*' 4+ ...+ x4+ 1)- (x — 1) = x¥ — 1, sind die Nullstellen von x¥=! 4+ ... 4+ x + 1
k-te Einheitswurzeln und fiir n = 0 mod k£ auch Nullstellen von x" — 1. Somit ist die
Dimension des Kerns von M, fiirn = 0 mod k gleich k — 1,und M hatRangn —k + 1.

Ausx” — 1= (x +1)- (x" 1 4+--- 4+ x + 1) in F,[x] erhalten wir mit 2(x) = x + 1
die Basis

wy = (1,1,0,...,0,0), w, = (0,1,1,0,...,0,0), ..., wg_q = (0,0,...,1,1).

Die transformierte Basis wy + -+ + wg_1, wa + ++- + Wg—1, - .., Wg—1 hat die gewiinsch-
te Form. [

Sei n eine durch k teilbare Zahl. In diesem Fall werden immer k Karten bildunten
auf den Tisch gezihlt, dann umgedreht und auf den restlichen Kartenstapel gelegt. Nach
beliebig vielen Extended G-Scam-Deals mitm = [1,1,. .., 1] werden die Karten auf einem
regelmaBigen (k — 1)-Eck ausgeteilt (siche Abbildung 4 fiir den Fall kK = 5), und zwar erst
eine Karte auf jede der k — 1 Ecken, dann eine Karte in die Mitte, dann wieder auf die k — 1
Ecken, in die Mitte usw. Das Orakel beantwortet hier k — 1 Fragen der Zuschauer, denen
wieder die einzelnen Ecken zugeordnet werden. Zur Beantwortung einer Frage wird hier
die Paritdt der bildoben liegenden Karten der jeweiligen Ecke und der Mitte betrachtet. Da
der dazugehorige Vektor im Kern der Matrix M, liegt, ist die Anzahl immer gerade.
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Abbildung 4. Abbildung fiir den Fall k = 5

4 Erginzungen und Ausblick

Uber zyklische Matrizen gibt es bereits mathematische Literatur. So findet sich das Resul-
tat von Satz 3.1 auch in [3], allerdings mit einem abweichenden Beweisansatz.

Der Umweg iiber die Trigramme ist natiirlich nicht notig. Stattdessen wére auch die
direkte Vorhersage der Antworten moglich. Der Bezug auf die chinesischen Strichzeichen
wertet die Vorfiihrung auf und kann das Trickgeheimnis zusétzlich verschleiern.

In [2] erhohen die Autoren den Effekt des Tricks. Dafiir werden den drei Zuschau-
ern am Ende die zwei Spielkarten ihrer jeweiligen Ecke gegeben. Der Umschlag mit der
Vorhersage des Trigramms enthélt zusitzlich noch Hinweise auf die Karten der drei Zu-
schauer. Fiir diese Steigerung ist es notwendig, dass die 14 Karten zu Beginn in einer
vorgegebenen Reihenfolge liegen und dass vor dem Austeilen an einer vorgegebenen Stelle
abgehoben wird. Dieser Teil ist jedoch mathematisch uninteressant und wird hier nur der
Vollstindigkeit halber erwihnt.

Tabelle | zeigt Auswertungen zum Rang der Matrix M,", die wir mit SageMath [1] fiir
eine Kartenanzahl n < 52 und sdamtliche Muster m der Léange 3, 4 und 5 gemacht haben.
Mit dem eigens fiir diesen Beitrag erstellten SageMath Notebook' kann der interessierte
Leser weitere Muster m anderer Lingen (beispielsweise der Linge 6) untersuchen oder
seinen eigenen Zaubertrick kreieren.
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Lénge des Musters  Muster m n: Rang der Matrix M,
3 [1,0, 1] n=0mod2:n—2
n=1mod2:n—1
[1,1,1] n=0mod3:n—2
n % 0mod 3:n
4 [1,0,0, 1] n=0mod3:n—3

n=#0mod3:n—1

[1,0,1,1] n=0mod7:n—3
[17 130’ 1] n §éom0d7:n

[1,1,1,1] n=0mod4:n—-3
n=2mod4:n—2
n#0mod2:n—1

5 [1,0,0,0,1] n=0mod4.n—4
n=2mod4.n—2
n=1mod2:n—1

[1,0,0,1,1] n=0mod 15:n —4
[1,1,0,0,1] n#0mod 15:n

[1,0,1,0,1] n=0mod 6:n —4
n=3mod6:n—2

n# 0mod3:n
[1,0,1,1,1] n=0mod7:n—4
[1,1,1,0,1] n#0mod7:n—1
[1,1,0,1,1] n=0mod 6:n —4

n=3mod6:n—3

n=2,4mod 6:n—2

n=1,5mod6:n—1

[1,1,1,1,1] n=0mod5:n—4
#£ 0mod 5:n

N

Tabelle 1. Rang der Matrix M, firm,3 < |m| <5und [m|+1<n <52
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