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Résumé. Dans cet article, je prouverai l’existence de deux filtrations de la cohomologie des fibrés
en droites sur SL3 =B . La première est une filtration en deux étapes qui existe pour H1.�/ et
H2.�/ si � est dans la région de Griffith. La deuxième existe pour tousH i .�/, et est similaire à la
p-filtration qui a été envisagée par Jens Carsten Jantzen.

Mots-clés. Théorie de représentations modulaires, variétés des drapeaux, cohomologie de fibrés
en droites, groupes algébriques

Abstract. In this paper, I will prove the existence of two filtrations of the cohomology of line
bundles on SL3 =B . The first one is a two-step filtration that exists for H1.�/ and H2.�/ if � is
in the Griffith region. The second one exists for allH i .�/, and is similar to the p-filtration that has
been considered by Jens Carsten Jantzen.

Keywords. Modular representation theory, flag varieties, line bundle cohomology, algebraic
groups

1. Introduction

1.1. Histoire et motivations du problème

SoientG un schéma en groupes semi-simple déployé sur un corps k de caractéristique po-
sitive,B un sous-groupe de Borel et T �B un tore maximal déployé. SoitX.T / le groupe
des caractères de T . Pour tout � 2 X.T /, considéré comme caractère de B , on note L.�/

le fibré en droites G-équivariant induit par � et l’on pose H i .�/ WD H i .G=B;L.�//.
Non seulement ces groupes de cohomologie sont des objets intéressants et fondamen-

taux dans la géométrie algébrique, mais ils sont également munis d’une structure de G-
modules, ce qui en fait une classe d’objets importante dans la théorie des représentations
de G. Par exemple, les G-modules simples sont paramétrés par les poids dominants, et

Linyuan Liu: Institut de Mathématiques de Jussieu – Paris Rive Gauche, Sorbonne Université,
75252 Paris, France; linyuan.liu@imj-prg.fr

Classification Mathématique (2020): 20G15

https://creativecommons.org/licenses/by/4.0/
mailto:linyuan.liu@imj-prg.fr


L. Liu 1366

pour tout � dominant, le G-module simple L.�/ correspondant est isomorphe à l’unique
sous-module simple de H 0.�/, dont le caractère est donné par la formule de caractère
de Weyl. Donc si on comprend bien les structures de ces groupes de cohomologie, on
pourra comprendre les caractères des modules simples, qui est l’une des questions les
plus importantes dans la théorie des représentations modulaires.

En caractéristique 0, ce problème est complètement résolu, et la structure de H i .�/

est simplement donnée par le Théorème de Borel–Weil–Bott (cf. [15, II.5.5]). Mais en ca-
ractéristique positive, le Théorème de Borel–Weil–Bott n’est plus vrai, parce que s’il était
vrai, alors pour tout �, il existerait au plus un i tel que H i .�/ ¤ 0. En 1978, Griffith [9]
a étudié le cas de G D SL3 et déterminé la région de X.T /, que l’on appellera « la région
de Griffith », où H 1 et H 2 sont tous les deux non nuls. Presque simultanément en 1979,
Andersen [2] a découvert, pour tout G, une condition nécessaire et suffisante pour que
H 1.�/¤ 0. Il a aussi montré que chaqueH 1.�/ non nul admet un socle simple. Ensuite,
des résultats concernant la structure de G-module deH i .�/ sous certaines hypothèses de
généricité ont été obtenus par différents auteurs : [3,4,8,12,14,16–18]. En 2002, Donkin
a découvert une nouvelle approche, qui a donné dans [7] des formules récursives pour les
caractères de tous les H i .�/ dans le cas de G D SL3.

À ce stade, presque rien n’est connu pour la structure deG-module deH i .�/ si i ¤ 0
ou dimG=B en dehors du cas générique dans la p2-alcôve du bas sauf le socle deH 1.�/.

1.2. Résultats principaux

Dans cet article, on étudiera le cas de G D SL3, qui est le premier cas non trivial, et on
donnera une description complète récursive de la structure deH i .�/ pour tout i et tout �.
Le théorème le plus important de cet article est le suivant (voir le paragraphe 4.6) :

Théorème. Soit � 2 X.T /. Soit 0 D N0 � N1 � � � � � N` D yZ.�/ une D-filtration
de yZ.�/ .cf. le paragraphe 4.1/ telle queNi=Ni�1Š yL.�0i /˝Eıi .�

1
i /
.1/ où ıi 2¹0;˛;ˇº.

Alors pour tout j 2 N, il existe une filtration 0 D zN0 � zN1 � � � � � zN` D H j .�/ où

zNi Š H
j .G=BG1; Ni / et zNi= zNi�1 Š L.�

0
i /˝H

j .Eıi .�
1
i //

.1/:

Ce théorème généralise la p-filtration introduite par Jantzen, pour tout � et tout i . De
plus, il n’est pas difficile de voir que les formules de récurrence de Donkin correspondent
à ces filtrations de H i .�/. On obtiendra aussi comme corollaire une autre démonstration
de l’existence de la p-filtration de H 0.�/ découverte par Jantzen [14].

On montrera aussi l’existence d’une filtration à deux étages de H 1.�/ et H 2.�/

lorsque � est dans la région de Griffith (Théorème 3.1). Cela fournira aussi des formules
de récurrence de chH i .�/ pour tout i et �, qui sont complètement différentes de celles
de Donkin. Les formules de Donkin ont été utilisées par quelques travaux récents (cf.
[1, 10]). Donc les nouvelles formules de récurrence obtenues par des résultats de cet ar-
ticle, qui sont plus simples que celles de Donkin, seront utiles pour les autres chercheurs
dans la théorie des représentations géométriques.
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2. Notations et préliminaires

Dans cet article, k désigne un corps de caractéristique p > 0, G désigne le k-schéma
en groupes SL3 sur k, B � G est le sous-groupe de Borel des matrices triangulaires
inférieures, et T � B est le tore maximal des matrices diagonales.

On note X.T / le groupe des caractères de T et Y.T / celui des cocaractères. Notons
h�; �i W X.T / � Y.T / ! Z le couplage naturel. Pour i 2 ¹1; 2; 3º, notons �i l’élément
de X.T / tel que �i .diag.a1; a2; a3// D ai .

Posons ˛ D �1 � �2, ˇ D �2 � �3, 
 D ˛C ˇ, RC D ¹˛;ˇ; 
º, et R� D �RC. Alors
R D ¹˙˛;˙ˇ;˙
º est le système de racines de G par rapport à T et le sous-groupe de
BorelB correspond àR�. Notons�D¹˛;ˇº l’ensemble des racines simples. Définissons
l’ordre partiel � sur X.T / par � � � si et seulement si � � � 2 N˛ CNˇ.

Pour tout ı 2 R, notons ı_ 2 Y.T / la coracine correspondante. On désigne par
!1; !2 2 X.T / les poids fondamentaux correspondant à ˛_ et ˇ_. Alors on a X.T / D
Z!1 ˚ Z!2. Pour tout a; b 2 Z, notons .a; b/ le poids a!1 C b!2. Posons

� D 1
2
.˛ C ˇ C 
/ D 
 D .1; 1/:

Notons X.T /C l’ensemble des poids dominants. Pour tout d 2 N�, notons

Xd .T / D ¹� 2 X.T / j 0 � h�; ı
_
i < pd ; 8ı 2 �º

D ¹.a; b/ 2 X.T / j 0 � a; b < pd º

l’ensemble des poids dominants et pd -restreints.
Pour ı 2 R, notons sı la réflexion par rapport à ı, c’est-à-dire, pour tout � 2 X.T /,

sı.�/ D � � h�; ı
_iı.

Soit W le groupe de Weyl de R ; il est engendré par l’ensemble S des réflexions
simples. La longueur `.w/ d’un w 2 W est le plus petit entier m tel que w s’écrive
s˛1 � � � s˛m avec ˛i 2 S . Soit w0 D s˛sˇ s˛ D sˇ s˛sˇ l’unique élément de W de plus
grande longueur.

Pour ı 2 R et r 2 Z, notons sı;r la réflexion affine de X.T / définie par sı;r .�/ D
� � .h�; ı_i � r/ı pour tout � 2 X.T /. Désignons par Wp le groupe engendré par tous
les sı;np avec ı 2 R et n 2 Z. Pour w 2 Wp , définissons l’action décalée par w � � D
w.�C �/ � � pour tout � 2 X.T /. On note

C D ��CX.T /C:

Tout G-module V est aussi un T -module de façon naturelle. Pour tout � 2 X.T /, on
note V� l’espace de poids � de V , où � est un poids de V si V� ¤ 0. On dit que � est
un plus haut poids de V si � est un poids de V qui est maximal par rapport à l’ordre �
sur X.T /. On définit le caractère de V par

chV D
X

�2X.T /

dim.V�/e� 2 ZŒX.T /�:

SoitH �G un sous-groupe fermé. Si V est unG-module, alors il admet naturellement
une structure de H -module. On note resGH .V / le H -module ainsi obtenu.
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Pour tout H -module N , on note IndGH .N / le G-module induit par N . Pour i 2 N,
on note H i .G=H; N / D H i .G=H;LG=H .N // où LG=H .N / est le fibré vectoriel G-
équivariant sur G=H associé à N (cf. [15, I.5]). Alors on aH i .G=H;N /Š Ri IndGH .N /.
Pour un B-module N , on note H i .N / D H i .G=B; N /. Si � 2 X.T /, alors � est aussi
un caractère de B par la composition B� T

�
�! Gm, et on désigne encore par � le B-

module de dimension 1 tel que g 2B agit comme le scalaire �.g/. DoncH i .�/ est défini
comme ci-dessus.

Pour � 2 X.T /C, notons L.�/ le G-module simple de plus haut poids �. Si � D
pd�d C � � � C p�1C �0 avec �i 2X1.T /, alors il existe un isomorphisme deG-modules
par le théorème du produit tensoriel de Steinberg (cf. [15, II.3.17])

L.�/ Š L.�d /
.d/
˝ � � � ˝ L.�1/

.1/
˝ L.�0/;

où l’exposant .i/ désigne la i -ième torsion par le morphisme de Frobenius. Notons aussi
V.�/ D H 3.w0 � �/ le module de Weyl de plus haut poids �.

Pour un G-module V de dimension finie, on note FC.V / l’ensemble des facteurs de
composition de V .

Pour i 2 ¹0; 1; 2; 3º, on appelleH i -chambre tout sous-ensemble de X.T / de la forme
w � C avec `.w/ D i .1 Pour d 2 N�, une pd -alcôve est un ensemble de la forme

¹� 2 X.T / j apd < h�C �; ˛_i < .aC 1/pd ; bpd < h�C �; ˇ_i < .b C 1/pd ;

cpd < h�C �; 
_i < .c C 1/pd º

pour certains a; b; c 2 Z.
Pour tout G-module V , l’espace dual Homk.V; k/ est naturellement muni de la struc-

ture de G-module définie par .g � �/.v/ D �.g�1v/. On le note V � et on l’appelle le
dual de V . La dualité de Serre sur G=B est compatible avec l’action de G, et donne
H i .�/ Š H 3�i .�2� � �/�.

D’autre part, l’application g 7! tg est un anti-automorphisme de G D SL3 qui est
l’identité sur T . On peut aussi munir l’espace dual Homk.V; k/ de la structure de G-
module définie par .g � �/.v/ D �.tgv/. On le note V t et on l’appelle le dual contra-
variant de V . Alors, la dualité de Serre contravariante s’écrit (cf. [8, 2.1]) H i .�/ Š

H 3�i .w0 � �/
t .

Soit F W G ! G le morphisme de Frobenius de G. Pour tout r 2 N�, notons Gr D
ker.F r / le r-ième noyau de Frobenius. Pour tout � 2 X.T /, notons yL.�/ l’unique BG1-
module simple de plus haut poids �, où BG1 D F �1.B/. Si on écrit � D �0 C p�1

avec �0 2 X1.T / et �1 2 X.T /, alors on a un isomorphisme de BG1-modules yL.�/ Š
yL.�0/ ˝ p�1. De plus, si � 2 X1.T /, alors on a un isomorphisme de BG1-modules
yL.�/ Š resGBG1.L.�//.

1Pour un poids dans une H0- (resp. H3-) chambre, la cohomologie est non-nulle uniquement
en degré 0 (resp. 3), et pour un poids dans une H1- ou H2-chambre, on ne peut avoir de la coho-
mologie qu’en degré 1 et 2 ; cf. [15, II.2.6, II.4.2.(9), II.4.5, et II.5.4.a].
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3. Une filtration à deux étages

3.1. Énoncé du théorème pricipal

Définition 3.1 (degré). Soit n 2 N. Si n � 1, on appelle degré de n l’unique d 2 N tel
que pd � n < pdC1. Si n D 0, on dit que n est de degré �1.

Soit � 2 X.T / tel que �¤ .�1;�1/. Il existe un unique �D .a; b/ 2 C \W � �. Le
degré de � est défini comme le degré de aC b C 1 2 N.

Remarque 3.1. Si � D .m;�n � 2/ avec m; n 2 N, alors � D sˇ � .m � n � 1; n/ D

sˇ s˛ � .n �m � 1;m/. Donc dans ce cas, le degré de � est celui de max.m; n/.

Définition 3.2 (Condition de Griffith). (1) On dit qu’un poids � vérifie la condition de
Griffith s’il existe m; n; d 2 N� et a 2 ¹1; : : : ; p � 1º tels que

� apd � m; n � .aC 1/pd � 2 ;

� � D .m;�n � 2/ ou � D .�n � 2;m/.

On appelle région de Griffith, et l’on note Gr, l’ensemble des poids vérifiant la condi-
tion de Griffith.

(2) On note Gr l’ensemble des poids � tels qu’il existem;n;d 2N� et a 2 ¹1; : : : ;p � 1º
tels que

� apd � 1 � m; n � .aC 1/pd � 1 ;

� � D .m;�n � 2/ ou � D .�n � 2;m/.

(3) On note bGr l’ensemble des poids � tels qu’il existem;n;d 2N� et a 2 ¹1; : : : ;p � 1º
tels que

� apd � m; n � .aC 1/pd � 1 ;

� � D .m;�n � 2/ ou � D .�n � 2;m/.

Fig. 1. Région de Griffith pour p D 3.

Remarque 3.2. Dans la Définition 3.2, le degré de � est d , sauf le cas dans (2) avec
m D n D pd � 1 où le degré est d � 1.
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Remarque 3.3. D’après [9, Theorem 1.3] ou [2, Theorem 3.6], on sait que H 1.�/ et
H 2.�/ sont tous les deux non nuls si et seulement si � 2 Gr. Si � est dans une H 1-
chambre (resp. H 2-chambre) et � … Gr, alors H 2.�/ D 0 (resp. H 1.�/ D 0).

Convention 3.1. Si � n’est pas dominant, on pose L.�/ D V.�/ D 0.

Le théorème principal de §3 est le suivant.

Théorème 3.1. Soit �D .m;�n� 2/ 2Gr, oùmD apd C r et nD apd C s avec d � 1,
1 � a � p � 1 et �1 � r; s � pd � 1. Posons �0 D .r;�s � 2/, �00 D .�pd C r; pd �
s � 2/, � D .s; pd � r � 2/ et t� D .r; pd � s � 2/. Alors :

(1) Il existe une suite exacte courte de G-modules

0!M ! H 2.�/! L.0; a � 1/.d/ ˝ V.�/! 0

telle que

M Š L.0; a/.d/ ˝H 2.�0/
L
L.0; a � 2/.d/ ˝H 2.�00/:

De plus, le quotient de H 2.�/ par L.0; a/.d/ ˝H 2.�0/ est un quotient du module
de Weyl V.s; apd � r � 2/.

(2) Il existe une suite exacte courte de G-modules

0! L.0; a � 1/.d/ ˝H 0.t�/! H 1.�/! Q! 0

telle que
Q Š L.0; a/.d/ ˝H 1.�0/

L
L.0; a � 2/.d/ ˝H 1.�00/:

De plus, le noyau de la projectionH 1.�/!L.0;a/.d/˝H 1.�0/ est un sous-module
de H 0.r; apd � s � 2/.

Remarque 3.4. L’énoncé du théorème reste vrai si on permet à la valeur de a d’être 0.
En effet, dans ce cas, on a �0 D � et l’énoncé est trivial avec la Convention 3.1.

Exemple 3.1. Décrivons maintenant partiellement et explicitement le cas où d D 1.

(1) Si a D 0, on a � D .r;�s � 2/ avec �1 � r; s � p � 1. Dans ce cas, on peut ap-
pliquer [15, II.5.5] pour calculer H i .�/. Plus précisément, si r � s, alors on a � D
sˇ � .r � s� 1;s/ avec�1� r � s� 1;s�p� 1, donc on aH 1.�/ŠH 0.r � s� 1;s/

et H i .�/ D 0 si i ¤ 1. Si r < s, alors � D sˇ s˛ � .s � r � 1; r/, et on a H 2.�/ Š

H 0.s � r � 1; r/ et H i .�/ D 0 si i ¤ 2.

(2) Si 1� a�p� 1 et r � s, alors par (1), on aH 2.�0/DH 2.�00/D 0, donc le théorème
nous donne

H 2.�/ Š L.0; a � 1/.1/ ˝ V.s; p � r � 2/:

(3) Si 1� a� p � 1 et r < s, alors par (1), on aH 1.�/DH 1.�00/D 0, donc le théorème
nous donne

H 1.�/ Š L.0; a � 1/.1/ ˝H 0.r; p � s � 2/:
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Afin de démontrer le Théorème 3.1 on a besoin de quelques lemmes.

Lemme 3.1. Soit d � 0. Si L.�/ est un facteur de composition de l’un des trois modules
suivants :

(1) H i .�0/ où �0 D .r;�s � 2/ avec �1 � r; s � pd ,

(2) H i .�00/ où �00 D .�pd C r; pd � s � 2/ avec �2 � r; s � pd � 1,

(3) V.�/ où � D .s; pd � r � 2/ avec �1 � s � r C 1 � pd ,

alors � est pd -restreint.

Démonstration. Soit � 2 �� C X.T /C. On sait, d’après le « Strong Linkage Principle »
[15, II.6.13], que pour tout facteur de composition L.�/ d’un H i .w � �/ on a � � �.
Comme 
 est dominant, on a donc

h�; ˛_i � h�; 
_i � h�; 
_i;

et de même pour h�; ˇ_i.
Pour �0 D .r; �s � 2/ dans (1), le � correspondant est .r � s � 1; s/ si r � s et

.s � r � 1; r/ si s � r . Dans les deux cas on a h�; 
_i D max.r; s/ � 1 < pd .
De même, pour �00 D .r � pd ; pd � s � 2/ dans (2), le poids � correspondant est

.pd � r � 2; r � s � 1/ si r � s et .pd � s � 2; s � r � 1/ si s � r . Dans les deux cas on
a h�; 
_i D pd �min.r; s/ � 3 < pd .

Dans (3), si �1 � s � r C 1 � pd et L.�/ est un facteur de composition de V.�/ D
V.s;pd � r � 2/ŠH 3.w0 � �/, alors dans ce cas h�;
_i D pd C s � r � 2� pd � 1.

Lemme 3.2. Soit d 2 N� et soient �;� 2 Xd .T /. Alors pour a 2 ¹1; : : : ; p � 1º on a

Ext1G.L.0; a/
.d/
˝ L.�/; L.0; a � 2/.d/ ˝ L.�// D 0:

Démonstration. Raisonnons par récurrence sur d .
Si d D 1, alors �;� 2 X1.T /. Si � D �, alors d’après [15, II.10.17 (2)],

Ext1G
�
L.0; a/.1/ ˝ L.�/; L.0; a � 2/.1/ ˝ L.�/

�
Š Ext1G

�
L.0; a/; L.0; a � 2/

�
D 0

car .0; a � 2/ … Wp � .0; a/ (ici on a utilisé le principe de linkage [15, II.6.17]. Si � ¤ �,
d’après [20, Proposition 4.1.1], on sait que si

Ext1G.L.0; a/
.1/
˝ L.�/; L.0; a � 2/.1/ ˝ L.�//

est non nul, alors si p ¤ 3 il est parmi les trois possibilités suivantes (et est leur somme
directe si p D 3) :

HomG.L.0; a/; L.0; a � 2//;

HomG.L.0; a/; L.0; 1/˝ L.0; a � 2//;

HomG.L.0; a/; L.1; 0/˝ L.0; a � 2//:

Or ceux-ci sont tous nuls car .0; a/ 6� �0 C .0; a � 2/ pour �0 2 ¹.0; 0/; .0; 1/; .1; 0/º.
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Supposons que l’énoncé est vrai pour d � 1. Soient �; � 2 XdC1.T /. Écrivons � D
p�1 C �0 et � D p�1 C �0 avec �0; �0 2 X1.T /. Si �0 D �0, alors

Ext1G
�
L.0; a/.dC1/ ˝ L.�/; L.0; a � 2/.dC1/ ˝ L.�/

�
Š Ext1G

�
L.0; a/.d/ ˝ L.�1/; L.0; a � 2/.d/ ˝ L.�1/

�
D 0

d’après [15, II.10.17 (2)] et l’hypothèse de récurrence.
Si �0 ¤ �0, alors d’après [20, Proposition 4.1.1] on sait que si

Ext1G.L.0; a/
.dC1/

˝ L.�/; L.0; a � 2/.dC1/ ˝ L.�//

est non nul, alors si p ¤ 3 il est parmi les trois possibilités suivantes (et est leur somme
directe si p D 3) :

HomG

�
L..0; a/pd C �1/; L..0; a � 2/pd C �1/

�
;

HomG

�
L..0; a/pd C �1/; L..0; a � 2/pd C �1/˝ L.0; 1/

�
;

HomG

�
L..0; a/pd C �1/; L..0; a � 2/pd C �1/˝ L.1; 0/

�
:

(3.1)

Soit L.�/ un facteur de composition de

L..0; a � 2/pd C �1/˝ L.�0/

où �0 2 ¹.0; 0/; .0; 1/; .1; 0/º. Alors on a

� � .0; a � 2/pd C �1 C �0:

Donc, comme �1 est pd -restreint,

h�; 
_i � h.0; a � 2/pd C �1 C �0; 

_
i � .a � 2/pd C 2.pd � 1/C 1 D apd � 1:

Donc comme �1 est dominant, on ne peut pas avoir � D .0; a/pd C �1. Par conséquent,
tous les Hom de (3.1) sont nuls, d’où le résultat.

3.2. Démonstration du Théorème 3.1 : réduction au Théorème 3.2

Dans ce paragraphe, on va montrer que le Théorème 3.1 découle du théorème un peu plus
faible suivant :

Théorème 3.2. Soit � D .m;�n � 2/, où m D apd C r et n D apd C s avec d � 1,
1 � a � p � 1 et �1 � r; s � pd � 1 .c’est-à-dire, � 2 Gr de degré d/. Posons �0 D
.r;�s � 2/, �00 D .�pd C r; pd � s � 2/, � D .s; pd � r � 2/ et t� D .r; pd � s � 2/.
Alors :

(1) Il existe des suites exactes courtes de G-modules

0!M ! H 1.�/! L.0; a � 2/.d/ ˝H 1.�00/! 0;

0! L.0; a � 1/.d/ ˝H 0.t�/!M ! L.0; a/.d/ ˝H 1.�0/! 0:
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(2) Il existe des suites exactes courtes de G-modules

0! L.0; a/.d/ ˝H 2.�0/! H 2.�/! Q! 0;

0! L.0; a � 2/.d/ ˝H 2.�00/! Q! L.0; a � 1/.d/ ˝ V.�/! 0:

De plus, Q est un quotient du module de Weyl V.s; apd � r � 2/.

Remarque 3.5. Comme la Remarque 3.4, l’énoncé du Théorème 3.2 reste vrai lorsque
a D 0.

Montrons que le Théorème 3.1 découle du Théorème 3.2. On pose w D s
sˇ D sˇ s˛ .
Notons Gr˛ D Gr \ s˛ � C , Grˇ D Gr \ sˇ � C et Grw D Gr \ w � C . Posons

z� D w0 � � D .ap
d
C s;�apd � r � 2/:

Alors z� appartient à Grw (resp. à Grˇ ) si et seulement si � appartient à Grˇ (resp. à Grw ).
D’autre part, comme z� se déduit de � en échangeant r et s, alors le poids .z�/0 associé à
z� est .s;�r � 2/ D s
 � �0 ; on le notera z�0. De même, le poids z�00 associé à z� est

.�pd C s; pd � r � 2/ D s
 � �
00:

Par dualité de Serre contravariante, on a

H 1.�/ ' H 2.z�/t et H 2.�/ ' H 1.z�/t

et de même

H i .�0/ ' H 3�i .z�0/t et H i .�00/ ' H 3�i .z�00/t pour i D 1; 2:

Comme les modules simples L.0; i/ sont auto-duaux pour la dualité contravariante, on
obtient par le Théorème 3.2 que H 1.�/ a aussi la filtration à trois étages suivante :

H 1.�/ ' H 2.z�/t D

L.0; a/.d/ ˝H 1.�0/

L.0; a � 2/.d/ ˝H 1.�00/

L.0; a � 1/.d/ ˝H 0.t�/

où les deux étages inférieurs sont un sous-module de H 0.r; apd � s � 2/, et H 2.�/ a
aussi la filtration à trois étages suivante :

H 2.�/ D H 1.z�/t D

L.0; a � 1/.d/ ˝ V.�/

L.0; a/.d/ ˝H 2.�0/

L.0; a � 2/.d/ ˝H 2.�00/

Donc pour montrer le Théorème 3.1, il suffit de montrer que pour i 2 ¹1; 2º, on a

Ext1G.L.0; a/
.d/
˝H i .�0/; L.0; a � 2/.d/ ˝H i .�00// D 0:

Or ceci résulte des lemmes 3.1 et 3.2. Ceci montre que le Théorème 3.1 découle du Théo-
rème 3.2. On va montrer le Théorème 3.2 dans le paragraphe 3.3.



L. Liu 1374

3.3. Preuve du Théorème 3.2

Commençons par le lemme suivant.

Lemme 3.3. Soit � D .0; a/ 2 X.T /C tel que 1 � a � p � 1. Soit K le sous-B-module
de L.�/ engendré par le vecteur de poids .a;�a/. Alors L.�/=K est isomorphe comme
B-module à L.0; a � 1/˝ .0; 1/.

Demonstration.2 On sait queL.0;a/Š kŒx;y;z�a l’espace des polynômes homogènes de
degré a avec l’action naturelle de SL3. Alors, on a un morphisme surjectif de B-modules

L.0; a/! L.0; a � 1/˝ .0; 1/;

xiyj za�i�j 7!
a � i � j

a
xiyj za�i�j�1;

dont le noyau est K.

3.3.1. Trois suites exactes de B-modules. Appliquons le Lemme 3.3 à L.0; a/ et notons
Ka le sous-module engendré par le vecteur de poids .a;�a/ ; il est isomorphe comme B-
module au P˛-module L˛.a;�a/, où P˛ est le sous-groupe parabolique correspondant à
la racine simple ˛ (voir [15, II.1.5] pour la définition de cette notation) et L˛.a;�a/ est
le P˛-module simple de plus haut poids .a;�a/. De plus, L.0; a/=Ka est isomorphe à
L.0; a � 1/˝ .0; 1/. On a donc une suite exacte

0! Ka ! L.0; a/! L.0; a � 1/˝ .0; 1/! 0: (3.2)

Notons Ma le sous-module de Ka tel qu’on ait une suite exacte

0!Ma ! Ka ! .a;�a/! 0: (3.3)

Comme a < p on voit que Ma ' Ka�1 ˝ .�1; 0/ et donc on a une suite exacte

0!Ma ! L.0; a � 1/˝ .�1; 0/! L.0; a � 2/˝ .�1; 1/! 0: (3.4)

3.3.2. Suites exactes longues induites par le foncteur d’induction. Appliquons la d -ième
puissance du Frobenius aux suites exactes courtes du paragraphe précédent et tensorisons
par le poids�0D .r;�s� 2/. Posons aussi �0D .s;apd � r � 2/ et �D .�pd C r;�s� 2/
et remarquons que w0 � �0 D w0�0 � 2�D .r � apd ;�s � 2/. On obtient alors des suites
exactes

0! zKa ! L.0; a/.d/˝.r;�s�2/! L.0; a�1/.d/˝.r; pd �s�2/! 0; (3.5)

0! zMa ! zKa ! .m;�n�2/! 0; (3.6)

0! zMa ! L.0; a�1/.d/˝� ! L.0; a�2/.d/˝.�pdCr; pd �s�2/! 0: (3.7)

2L’auteur remercie Simon Riche d’avoir suggéré cette preuve simple.



Cohomologie des fibrés en droites sur SL3 =B en caractéristique positive 1375

Appliquons le foncteur H 0 à ces suites exactes. Comme � 2 w0 � C , on a H i .�/ D 0

pour i < 3. Par conséquent, en utilisant l’identité tensorielle [15, I.4.8], (3.7) donne l’éga-
lité H 1. zMa/ D 0, l’isomorphisme

L.0; a � 2/.d/ ˝H 1.�00/ ' H 2. zMa/ (3.8)

et la suite exacte

0! L.0; a � 2/.d/ ˝H 2.�00/! H 3. zMa/! L.0; a � 1/.d/ ˝ V.s; pd � r � 2/! 0

(3.9)
où l’on a posé, comme dans le Théorème 3.2, �00 D .�pd C r; pd � s � 2/.

Comme t� D .r; pd � s � 2/ appartient à C et comme .r;�s � 2/ n’a de la coho-
mologie qu’en degré 1 et 2, alors (3.5) donne, en utilisant l’identité tensorielle, l’égalité
H 0. zKa/ D 0, la suite exacte

0!L.0;a� 1/.d/˝H 0.t�/!H 1. zKa/!L.0;a/.d/˝H 1.r;�s � 2/! 0; (3.10)

l’isomorphisme
H 2. zKa/ ' L.0; a/

.d/
˝H 2.r;�s � 2/ (3.11)

et l’égalité H 3. zKa/ D 0.
Considérons maintenant la suite exacte (3.6). Comme on a vu que H 1. zMa/ D 0, on

obtient la suite exacte

0! H 1. zKa/! H 1.m;�n � 2/! H 2. zMa/
f
�! H 2. zKa/

! H 2.m;�n � 2/! H 3. zMa/! 0: (3.12)

3.3.3. Annulation de f .

Lemme 3.4. Le morphisme f dans la suite exacte (3.12) est nul.

Démonstration. Par (3.11), on sait que H 2. zKa/ Š L.0; a/.d/ ˝ H 2.�0/. Donc par le
Lemme 3.1, si L.�/ est un facteur de composition de H 2. zKa/, alors � D .0; apd /C �0
où �0 est un poids dominant pd -restreint. De même, commeH 2. zMa/ŠL.0;a� 2/

.d/˝

H 1.�00/ par (3.8), si L.�/ est un facteur de composition de H 2. zMa/, alors on a � D
.0; .a � 2/pd /C �0 où �0 est dominant et pd -restreint.

Par conséquent, H 2. zKa/ et H 2. zMa/ n’ont pas de facteur de composition commun.
Donc le morphisme f de H 2. zMa/ vers H 2. zKa/ dans (3.12) est nul.

Par conséquent, la suite exacte (3.12) se coupe en deux suites exactes courtes

0! L.0; a/.d/ ˝H 2.�0/! H 2.m;�n � 2/! H 3. zMa/! 0; (3.13)

0! H 1. zKa/! H 1.m;�n � 2/! L.0; a � 2/.d/ ˝H 1.�00/! 0: (3.14)

Celles-ci, avec la suite exacte (3.9) et la suite exacte (3.10), terminent la preuve des
suites exactes dans Théorème 3.2. Il reste à montrer que H 3. zMa/ est un quotient du
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module de Weyl V.s;apd � r � 2/. En effet, d’après (3.3) et la construction duB-module
Ka, les poids deMa sont les poids .a;�a/� i˛ pour i D 1; : : : ; a. Donc les poids de zMa

sont les poids

�i D ..a;�a/ � i˛/p
d
C .r;�s � 2/ D ..a � 2i/pd C r;�.a � i/pd � s � 2/

D w0 � ..a � i/p
d
C s; 2.i � a/pd C apd � r � 2/

D w0 � ..s; ap
d
� r � 2/ � .a � i/pdˇ/

pour i D 1; : : : ; a. Donc les �i qui contribuent auH 3. zMa/ donnent des modules de Weyl
V..s; apd � r � 2/� .a� i/pdˇ/ dont le plus haut poids est� .s; apd � r � 2/. D’autre
part, d’après [15, II.5.15.b] et la dualité entre H 1 et H 2, on sait que H 2.m;�n � 2/ est
engendré par son espace de poids .s; apd � r � 2/. Par conséquent, le quotient H 3. zMa/,
engendré par son plus haut poids .s; apd � r � 2/, est un quotient du module de Weyl
V.s; apd � r � 2/. Ceci termine la preuve du Théorème 3.2.

3.4. Description de H 2.�/ et H 1.�/ pour � sur le mur

Lorsque � se situe sur le mur entre une H 1-chambre et une H 2-chambre, c’est-à-dire,
� D .n;�n � 2/ ou .�n � 2; n/ pour un n 2 N, on peut donner une version plus précise
du Théorème 3.1. Par la symétrie entre ˛ et ˇ, il suffit de considérer le cas où � D
.n;�n � 2/.

Remarquons d’abord que si 0 � n � p � 1, on peut appliquer le théorème de Borel–
Weil–Bott [15, II.5.5] à � D .n;�n� 2/ D sˇ � .�1; n/, qui se situe sur un mur. Donc on
a H i .�/ D 0 pour tout i dans ce cas.

Si n � p, on a le théorème suivant :

Théorème 3.3. Soit �D .n;�n� 2/ de degré d � 1 .c’est-à-dire, n � p/. Alors il existe
une filtration 0 D V0 � V1 � � � � � V`�1 � V` D H 2.�/ avec ` � d telle que pour tout
i 2 ¹1; : : : ; `º, on ait

Vi=Vi�1 Š

qiM
jD1

L.�ij /
.dij / ˝ V.�ij /

avec qi � 2`�i . De plus, pdij �ij est pdC1-restreint et �ij est pdij -restreint pour tous i; j .
Comme H 1.�/ Š H 2.�/t , on obtient aussi une filtration duale de H 1.�/.

Démonstration. Raisonnons par récurrence sur d . Si d D 1, alors n D ap C r avec 1 �
a � p � 1 et 0� r � p � 1. D’après le Théorème 3.1, il existe une filtration à deux étages

H 2.�/ D
L.0; a � 1/.1/ ˝ V.�/

L.0; a/.1/ ˝H 2.�0/
L
L.0; a � 2/.1/ ˝H 2.�00/
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où � D .r; p � r � 2/, �0 D .r; �r � 2/ et �00 D .�p C r; p � r � 2/. Comme r et
p � r � 2 sont � p � 1, on a H 2.�0/ D H 2.�00/ D 0, d’où

H 2.�/ Š L.0; a � 1/.1/ ˝ V.�/:

Donc l’énoncé est vrai dans ce cas.
Supposons l’énoncé vrai pour tout n de degré � d , et soit n D apdC1 C r avec 1 �

a � p � 1 et 0 � r � pd � 1. D’après le Théorème 3.1, on a une filtration à deux étages

H 2.�/ D
L.0; a � 1/.dC1/ ˝ V.�/

L.0; a/.dC1/ ˝H 2.�0/
L
L.0; a � 2/.dC1/ ˝H 2.�00/

où � D .r; pdC1 � r � 2/, �0 D .r;�r � 2/ et �00 D .�pdC1 C r; pdC1 � r � 2/ D

.�m � 2;m/, où m D pdC1 � r � 2. Donc �0 et �00 sont tous les deux encore sur le mur
et de degré � d . D’après l’hypothèse de récurrence, il existe une filtration de H 2.�0/

0 DM0 �M1 � � � � �M`0 D H
2.�0/

avec `0 � d telle que pour tout i 2 ¹1; : : : ; `0º, on ait

Mi=Mi�1 Š

q0
iM

jD1

L.�0ij /
.d 0
ij
/
˝ V.�0ij /

avec q0i � 2
`0�i . De plus, pd

0
ij �0ij est pdC1-restreint et �0ij est pd

0
ij -restreint pour tous

i; j . Pour i > `0, posons Mi DM`0 D H
2.�0/ et q0i D 0.

De même, on a une filtration de H 2.�00/

0 D N0 � N1 � � � � � N`00 D H
2.�00/

avec `00 � d telle que pour tout i 2 ¹1; : : : ; `00º, on ait

Ni=Ni�1 Š

q00
iM

jD1

L.�00ij /
.d 00
ij
/
˝ V.�00ij /

avec q00i � 2
`00�i . De plus, pd

00
ij �00ij est pdC1-restreint et �00ij est pd

00
ij -restreint pour tous

i; j . Pour i > `00, posons Ni D N`00 D H 2.�00/ et q00i D 0.
Posons maintenant ` D max.`0; `00/C 1 � d C 1. Pour 0 � i � ` � 1, posons

Vi D L.0; a/
.dC1/

˝Mi

L
L.0; a � 2/.dC1/ ˝Ni

� L.0; a/.dC1/ ˝H 2.�0/
L
L.0; a � 2/.dC1/ ˝H 2.�00/ � H 2.�/:

Posons aussi V` D H 2.�/.
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Alors pour 1 � i � ` � 1, on a

Vi=Vi�1 Š L.0; a/
.dC1/

˝

q0
iM

jD1

L.�0ij /
.d 0
ij
/
˝ V.�0ij /

˚ L.0; a � 2/.dC1/ ˝

q00
iM

jD1

L.�00ij /
.d 00
ij
/
˝ V.�00ij /

Š

q0
iM

jD1

L.�0ij C .0; a/p
dC1�d 0

ij /
.d 0
ij
/
˝ V.�0ij /

˚

q00
iM

jD1

L.�00ij C .0; a � 2/p
dC1�d 00

ij /
.d 00
ij
/
˝ V.�00ij /:

Pour 1 � i � ` � 1, posons qi D q0i C q
00
i . Pour 1 � j � q0i , posons �ij D �0ij C

.0; a/p
dC1�d 0

ij , dij D d 0ij et �ij D �0ij . Pour q0i < j � qi , posons �ij D �00
i;j�q0

i

C

.0; a � 2/p
dC1�d 00

i;j�q0
i , dij D d 00i;j�qi et �ij D �00i;j�qi . Alors l’isomorphisme précédent

se réécrit

Vi=Vi�1 Š

qiM
jD1

L.�ij /
.dij / ˝ V.�ij /:

De plus, on a qi D q0i C q
00
i � 2

`0�i C 2`
00�i � 2 � 2max.`0;`00/�i D 2`�i et �ij est

pdij -restreint par définition. D’après le Lemme 3.1, pdij �ij est pdC2-restreint puisque
L.pdij �ij C �ij / est un facteur de composition de H 2.n;�n� 2/ avec n D apdC1 C r .

Enfin, si i D `, on a Vi=Vi�1 Š L.0; a � 1/.dC1/ ˝ V.r; pdC1 � r � 2/.
Donc l’énoncé est vrai pour �. Ceci termine la preuve du Théorème 3.3.

D’autre part, si � D .n;�n � 2/ avec n D apd C r , où 0 � a � p � 1 et 0 � r �
pd � 1, alors d’après le Théorème 3.2 et la Remarque 3.5, il existe une suite exacte courte
de G-modules

0! L.0; a/.d/ ˝H 2.r;�r � 2/! H 2.�/! W.r; n � 2r � 2/! 0; (3.15)

oùW.r;n� 2r � 2/ est un quotient du module de Weyl V.r;n� 2r � 2/. On a le corollaire
suivant :

Corollaire 3.1. Soit n D adpd C ad�1pd�1 C � � � C a0 avec 0 � ai � p � 1. Pour k 2
¹0; 1; : : : ; dº, notons rk D

Pk
iD0 aip

i .donc n D rd /. Alors H 2.n;�n � 2/ admet une
filtration

0 DM0 �M1 � � � � �Md�1 �Md D H
2.n;�n � 2/

telle que
Mi=Mi�1 Š L.0; n � ri /˝W.ri�1; ri � 2ri�1 � 2/

où W.ri�1; ri � 2ri�1 � 2/ est un quotient du module de Weyl V.ri�1; ri � 2ri�1 � 2/
défini par (3.15).
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Remarque 3.6. On utilise toujours la convention que V.a; b/ D 0 si .a; b/ n’est pas
dominant. Donc si ai D 0 pour un i 2 ¹1; : : : ;dº, alors ri�1D ri etW.ri�1; ri � 2ri�1� 2/
D 0. Donc Mi DMi�1 dans ce cas.

Démonstration du Corollaire 3.1. Raisonnons par récurrence sur d . Si d D 1, alors n D
apC r avec 0� a; r � p � 1. Avec les notations ci-dessus, on a r0 D r et r1 D n. Comme
H 2.r;�r � 2/ D 0, d’après le Théorème 3.2, H 2.n;�n � 2/ Š W.r; n � 2r � 2/ Š

L.0; n � r1/˝W.r0; r1 � 2r0 � 2/ où W.r; n � 2r � 2/ D W.r0; r1 � 2r0 � 2/ est un
quotient du module de Weyl V.r0; r1 � 2r0 � 2/. Donc l’énoncé est vrai dans ce cas.

Supposons l’énoncé vrai pour tout n de degré � d pour un d � 1. Soit n D
adC1p

dC1 C adp
d C � � � C a0. Alors d’après le Théorème 3.2, on a une suite exacte

courte de G-modules

0!L.0;adC1/
.dC1/

˝H 2.rd ;�rd � 2/!H 2.n;�n� 2/!W.rd ; n� 2rd � 2/! 0

où W.rd ; n � 2rd � 2/ est un quotient de V.rd ; n � 2rd � 2/. En appliquant l’hypothèse
de récurrence à rd D adpd C � � � C a0, on obtient une filtration

0 DM 00 �M
0
1 � � � � �M

0
d�1 �M

0
d D H

2.rd ;�rd � 2/

telle que pour i D 1; : : : ; d ,

M 0i =M
0
i�1 Š L.0; rd � ri /˝W.ri�1; ri � 2ri�1 � 2/

où W.ri�1; ri � 2ri�1 � 2/ est un quotient de V.ri�1; ri � 2ri�1 � 2/. Posons Mi D

L.0; adC1/
.dC1/ ˝M 0i pour i D 0; 1; : : : ; d etMdC1 DH

2.n;�n� 2/, alors on obtient
une filtration de H 2.n;�n � 2/

0 DM0 �M1 � � � � �Md �MdC1 D H
2.n;�n � 2/

telle que

MdC1=Md Š W.rd ; n � 2rd � 2/ Š L.0; n � rdC1/˝W.rd ; rdC1 � 2rd � 2/;

Mi=Mi�1 Š L.0; adC1/
.dC1/

˝ .M 0i =M
0
i�1/

Š L.0; adC1p
dC1/˝ L.0; rd � ri /˝W.ri�1; ri � 2ri�1 � 2/

Š L.0; n � ri /˝W.ri�1; ri � 2ri�1 � 2/ si i � d:

Ceci termine la preuve du Corollaire 3.1.

4. Une p-H i -D-filtration

La filtration obtenue dans le chapitre 3 ne donne pas d’informations sur la structure de
H 1.�/ etH 2.�/ si � n’est pas dans la région de Griffith. Mais Jantzen [14] a montré que
pour G D SL3, tout module de Weyl V.�/ possède une p-Weyl filtration, c’est-à-dire,
une filtration dont les quotients sont de la forme V.�1/.1/ ˝ L.�0/, où �0 est p-restreint.
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Dualement, pour G D SL3 tout module induit H 0.�/ possède une p-H 0-filtration.
Il est naturel de se demander si H 1.�/ et H 2.�/ possèdent aussi une filtration ana-
logue. Pour cela, comme dans [14], on commence par étudier la structure duBG1-module
yZ.�/ D IndBG1B .�/.

Tandis que Jantzen utilise une suite de composition arbitraire de yZ.�/ pour induire
une p-filtration de H 0.�/ (et de H 3.�/ par dualité), j’utiliserai la notion de « D-filtra-
tion » (en l’honneur de Donkin [7]) de yZ.�/, qui sera définie dans le paragraphe 4.1. On
va voir que cette filtration non seulement redonne la p-filtration de Jantzen pour H 0.�/

et H 3.�/ (Proposition 4.3) si � est dominant ou anti-dominant, mais donne aussi une
filtration analogue pour H 1.�/ et H 2.�/ si � … C [ w0 � C .

4.1. “D-filtration” de yZ.�/ D IndBG1B .�/

Pour tout � 2 X.T /, notons yZ.�/ D IndBG1B .�/.
Dans ce paragraphe, je vais considérer une filtration de yZ.�/ qui se comportera bien

pour le foncteur H 0.G=BG1; �/. Ce n’est pas une suite de composition comme BG1-
module car certains facteurs font apparaître des B-extensions de dimension 2, tordues
par le Frobenius. Ces extensions apparaissent, au moins au niveau des formules de carac-
tère, dans l’article [7] de Donkin. Pour cette raison, j’appelle cette filtration de yZ.�/ la
D-filtration.

Remarque 4.1. Notre yZ.�/ est noté yZ01.�/ dans [15, II.9].

Notons E˛.�/ l’unique sous-B-module de dimension 2 de L.0; 1/˝ .�C .�1; 1//.
Donc il existe une suite exacte non scindée de B-modules

0! � � ˛ ! E˛.�/! �! 0:

De même, notons Eˇ .�/ l’unique sous-B-module de dimension 2 de L.1; 0/ ˝ .� C
.1;�1//. Donc il existe une suite exacte non scindée de B-modules

0! � � ˇ ! Eˇ .�/! �! 0:

Posons aussi E0.�/ D �.
On sait que yZ.�C p�0/Š yZ.�/˝ p�0 comme BG1-modules (cf. [15, II.9.2]), donc

il suffit de considérer six cas pour � 2 X1.T / ; cf. la figure et la définition ci-dessous.

�
1

�

2

� 3�4

�
5

�
6

Fig. 2. Six cas dans X1.T /.
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Définition 4.1. Soit � D .x; y/ 2 X.T /. Écrivons x D x1p C r et y D y1p C s avec
r; s 2 ¹0; 1; : : : ; p � 1º. On rappelle la terminologie suivante (voir par exemple [16, 1.1]).

(1) On dit que � est de type � si r < p � 1, s < p � 1 et r C s > p � 2.

(2) On dit que � est de type r si r C s < p � 2.

(3) On dit que � est ˛-singulier si r D p � 1 et s < p � 1.

(4) On dit que � est ˇ-singulier si s D p � 1 et r < p � 1.

(5) On dit que � est 
 -singulier si r < p � 1, s < p � 1 et r C s D p � 2.

(6) On dit que � est ˛-ˇ-singulier si r D s D p � 1.

Pour 0 � r; s � p � 2, on pose r D p � r � 2 et s D p � s � 2.
D’abord, si � D .p � 1/� (correspondant au cas 6 dans la figure 2) alors yZ.�/ D

L..p � 1/�/ (cf. [15, II.3.18 (6)]). Dans ce cas, la D-filtration est juste la filtration triviale.
Comme OZ.�/ est un BG1-module de longueur finie, dont la multiplicité de chaque

facteur simple est 1, la structure des sous-modules de OZ.�/ peut se décrire par un graphe
[12, 2.5].

4.1.1. Cas singulier pour une seule racine. Si � est 
 -singulier (correspondant au cas 5
dans la figure 2) alors �D .r;p � 2� r/ avec 0� r � p � 2. Alors s˛ ��D�� .r C 1/˛
D .�r � 2;p � 1/ et sˇ ��D�� .p � 1� r/ˇD .p � 1;�pC r/. Et s
 ��D��p
 D
.�p C r;�r � 2/. Alors d’après [12, 3.3], le graphe de yZ.r; p � 2 � r/ comme TG1-
module est donné par

yL.r; r/˝ .�1;�1/.1/

yL.r; p � 1/˝ .�1; 0/.1/ yL.p � 1; r/˝ .0;�1/.1/

yL.r; r/

De plus, on a

Ext1BG1.
yL.r; p � 1/˝ .�1; 0/.1/; yL.p � 1; r/˝ .0;�1/.1// D 0;

Ext1BG1.
yL.p � 1; r/˝ .0;�1/.1/; yL.r; p � 1/˝ .�1; 0/.1// D 0;

d’après [15, II.9.21]. Donc le graphe ci-dessus est aussi le graphe de yZ.r; p � 2 � r/
comme BG1-module.

Dans ce cas, une D-filtration est n’importe quelle suite de composition de yZ.�/.
Si � est ˛-singulier (correspondant au cas 3 dans la figure 2) alors � D .p � 1; s/

avec 0 � s � p � 2. On a8̂̂<̂
:̂
�3 D sˇ � � D � � .s C 1/ˇ D .p C s;�s � 2/;

�4 D s˛;p � �3 D �3 � .s C 1/˛ D .p � 2 � s;�1/;

�2 D s˛ � �4 D �4 � .p � 1 � s/˛ D �3 � p˛ D .�p C s; p � s � 2/:
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Alors d’après [12, 5.2], le graphe de yZ.p � 1; s/ comme BG1-module est donné par

yL.s; p � 1/˝ .0;�1/.1/

��

yL.s; s/˝ .1;�1/.1/

�p˛
��

yL.s; s/˝ .�1; 0/.1/

��

yL.p � 1; s/

où la flèche) indique une extension non scindée de yL.s; s/˝ .1;�1/.1/ par yL.s; s/˝
.�1; 0/.1/. Or on a

Ext1BG1.
yL.s; s/˝ .1;�1/.1/; yL.s; s/˝ .�1; 0/.1// Š k

d’après [15, II.9.21] et on sait qu’il existe une extension non scindée

0! yL.s; s/˝ .�1; 0/.1/ ! yL.s; s/˝E˛.1;�1/
.1/
! yL.s; s/˝ .1;�1/.1/ ! 0;

donc la flèche) indique l’extension non scindée isomorphe à yL.s; s/˝E˛.1;�1/.1/.
Dans ce cas, la D-filtration est la suivante :

0 D N0 � N1 � N2 � N3 D yZ.p � 1; s/;

N1 Š yL.p � 1; s/;

N2=N1 Š yL.s; s/˝E˛.1;�1/
.1/;

N3=N2 Š yL.s; p � 1/˝ .0;�1/
.1/:

(4.1)

De même, si � est ˇ-singulier (correspondant au cas 4 dans la figure 2) alors � D
.r; p � 1/ avec 0 � r � p � 2. On a8̂̂<̂

:̂
�3 D s˛ � � D � � .r C 1/˛ D .�r � 2; p C r/;

�4 D sˇ;p � �3 D �3 � .r C 1/ˇ D .�1; p � 2 � r/;

�2 D sˇ � �4 D �4 � .p � 1 � r/ˇ D �3 � pˇ D .p � 2 � r;�p C r/:

Alors le graphe de yZ.r; p � 1/ comme BG1-module est donné par

yL.p � 1; p � 2 � r/˝ .�1; 0/.1/

��

yL.p � 2 � r; r/˝ .�1; 1/.1/

�pˇ
��

yL.p � 2 � r; r/˝ .0;�1/.1/

��

yL.r; p � 1/
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où la flèche ) indique l’extension non scindée isomorphe à yL.p � 2 � r; r/ ˝
Eˇ .�1; 1/

.1/.
Dans ce cas, la D-filtration est la suivante :

0 D N0 � N1 � N2 � N3 D yZ.r; p � 1/;

N1 Š yL.r; p � 1/;

N2=N1 Š yL.r; r/˝Eˇ .�1; 1/
.1/;

N3=N2 Š yL.p � 1; r/˝ .�1; 0/
.1/:

(4.2)

4.1.2. Cas de l’alcôve supérieure �. Soient r; s � 0 tels que r C s � p � 3 et soit � D
.r; s/.

Alors d’après [12, 5.3], le graphe de yZ.r; s/ (correspondant au cas 1 dans la figure 2)
comme BG1-module est donné par

yL.s; r/˝.�1;�1/.1/

ss ++

yL.s; rCsC1/˝.�1; 0/.1/

��

'' ++

yL.rCsC1; r/˝.0;�1/.1/

��

wwss

yL.r; p�3�r�s/˝.�1; 1/.1/

�pˇ
��

yL.p�3�r�s; s/˝.1;�1/.1/

�p˛
��

yL.r; p�3�r�s/˝.0;�1/.1/

++

yL.s; r/

��

yL.p�3�r�s; s/˝.�1; 0/.1/

ss
yL.r; s/

où la flèche ) à gauche indique une extension non scindée de yL.r; p � 3 � r � s/ ˝
.�1; 1/.1/ par yL.r; p � 3 � r � s/ ˝ .0;�1/.1/. Or d’après [15, II.9.21], il existe une
unique telle extension à isomorphisme près, donc cette flèche) indique l’extension iso-
morphe à yL.r; p � 3 � r � s/˝ Eˇ .�1; 1/.1/. De même, la flèche ) à droite indique
une extension isomorphe à yL.p � 3 � r � s; s/˝E˛.1;�1/.1/.

Dans ce cas, une D-filtration est une filtration induite par le graphe suivant :

yL.s; r/˝.�1;�1/.1/

yL.s; rCsC1/˝.�1; 0/.1/ yL.rCsC1; r/˝.0;�1/.1/

yL.r; p�3�r�s/˝Eˇ .�1; 1/
.1/ yL.s; r/ yL.p�3�r�s; s/˝E˛.1;�1/

.1/

yL.r; s/ (4.3)
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Par exemple, la filtration suivante est une D-filtration :

0 D N0 � N1 � � � � � N6 � N7 D yZ.r; s/;

N1 Š yL.r; s/;

N2=N1 Š yL.s; r/;

N3=N2 Š yL.p � 3 � r � s; s/˝E˛.1;�1/
.1/;

N4=N3 Š yL.r; p � 3 � r � s/˝Eˇ .�1; 1/
.1/;

N5=N4 Š yL.r C s C 1; r/˝ .0;�1/
.1/;

N6=N5 Š yL.s; r C s C 1/˝ .�1; 0/
.1/;

N7=N6 Š yL.s; r/˝ .�1;�1/
.1/:

(4.4)

4.1.3. Cas de l’alcôve inférieure r. Soit � D .r; s/ avec r; s � 0 et r C s � p � 3 (cor-
respondant au cas 2 dans la figure 2).

Alors d’après [12, 5.3], le graphe de yZ.r; s/ comme BG1-module est donné par

yL.s; r/˝.�1;�1/.1/

ss ++��

yL.s; p�3�r�s/˝.0;�1/.1/

�p˛
��

++

yL.r; s/˝.�1;�1/.1/

ww ''

yL.p�3�r�s; r/˝.�1; 0/.1/

�pˇ
��

ss

yL.s; p�3�r�s/˝.�2; 0/.1/

��

yL.p�3�r�s; r/˝.0;�2/.1/

��

yL.r; rCsC1/˝.�1; 0/.1/

++

yL.rCsC1; s/˝.0;�1/.1/

ss
yL.r; s/

où à nouveau la flèche) à gauche indique l’extension non scindée yL.s; p � 3 � r � s/
˝E˛.0;�1/

.1/ et la flèche) à droite indique l’extension non scindée yL.p� 3� r � s; r/
˝Eˇ .�1; 0/

.1/ comme dans le cas de l’alcôve �.
Dans ce cas, une D-filtration est une filtration induite par le graphe suivant :

yL.s; r/˝.�1;�1/.1/

yL.s; p�3�r�s/˝E˛.0;�1/
.1/ yL.r; s/˝.�1;�1/.1/ yL.p�3�r�s; r/˝Eˇ .�1; 0/

.1/

yL.r; rCsC1/˝.�1; 0/.1/ yL.rCsC1; s/˝.0;�1/.1/

yL.r; s/ (4.5)
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Par exemple, la filtration suivante est une D-filtration :

0 D N0 � N1 � � � � � N6 � N7 D yZ.r; s/;

N1 Š yL.r; s/;

N2=N1 Š yL.r; r C s C 1/˝ .�1; 0/
.1/;

N3=N2 Š yL.r C s C 1; s/˝ .0;�1/
.1/;

N4=N3 Š yL.s; p � 3 � r � s/˝E˛.0;�1/
.1/;

N5=N4 Š yL.p � 3 � r � s; r/˝Eˇ .�1; 0/
.1/;

N6=N5 Š yL.r; s/˝ .�1;�1/
.1/;

N7=N6 Š yL.s; r/˝ .�1;�1/
.1/:

(4.6)

4.2. Sur la cohomologie des B-modules E˛.�/ et Eˇ .�/

Pour montrer les résultats principaux, il faut d’abord établir quelques propriétés des mo-
dules H i .E˛.�// et H i .Eˇ .�//.

Lemme 4.1. On a H i .E˛.0; y// D H
i .Eˇ .x; 0// D 0 pour tous i 2 N et x; y 2 Z.

Démonstration. On a E˛.0; y/ Š L˛.1; 0/˝ .�1; y/; donc d’après l’identité tensorielle
(cf. [15, I.3.6])

H i .P˛=B;E˛.0; y// Š L˛.1; 0/˝H
i .P˛=B; .�1; y// D 0

pour tout i . D’autre part, on a une suite spectrale avec

E
j;i
2 D R

j IndGP˛ .H
i .P˛=B;E˛.0; y///) H jCi .E˛.0; y// (4.7)

par [15, I.4.5.c], d’où H i .E˛.0; y// D 0 pour tout i .
Et de même pour Eˇ .x; 0/.

Proposition 4.1. Supposons que�1D.apdCr;�apd / et�2D..aC1/pd ;�apd�s�2/
avec d � 0, a 2 ¹1; : : : ; p � 1º, r � �1 et s � pd � 1. Alors

H 2.Eˇ .�1// D H
2.E˛.�2// D 0:

Remarque 4.2. Dans cette proposition, les valeurs permises pour�2 sont les .m;�n� 2/
avecm;n2Z, n�m�1 etmD2; 3; : : : ; p�1;p; 2p; 3p; : : : ; .p�1/p;p2; 2p2; 3p2; : : : :
D’autre part, on peut vérifier directement que H 2.E˛.1;�n � 2// D 0 si n � 0, puisque
H 2.1;�n � 2/ D 0 par la Remarque 3.3 et H 2..1;�n � 2/ � ˛/ D 0. Donc d’après la
proposition, on a H 2.E˛.�2// D 0 pour tout �2 de la forme .m;�n� 2/ avecm;n 2 Z,
n � m � 1 et m D 1; 2; 3; : : : ; p; 2p; : : : ; p2; 2p2; : : : ; c’est-à-dire, de la forme �2 D
.apd ;�n� 2/ avec d � 0, a 2 ¹1; : : : ; p � 1º et n � apd � 1. On a décalé les valeurs de
a dans l’énoncé de la proposition juste pour simplifier les raisonnements par récurrence
dans la preuve.
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Démonstration de la Proposition 4.1. Raisonnons par récurrence sur d . Lorsque d D 0,
on a �1 D .a C r;�a/ et �2 D .a C 1;�a � s � 2/ avec r � �1 et s � 0. Donc �1,
�1 � ˇ, �2 et �2 � ˛ sont tous de la forme .m;�n � 2/ avec m � n, m � 0 (donc ils
sont dans uneH 0- ou uneH 1-chambre) et n � p � 1 (donc ils ne sont pas dans Gr), d’où
H 2.�1/ D H 2.�1 � ˇ/ D H 2.�2/ D H 2.�2 � ˛/ D 0 d’après la Remarque 3.3. Par
conséquent, H 2.Eˇ .�1// D H

2.E˛.�2// D 0.
Supposons le résultat établi au cran d et soient �1 D .apdC1 C r;�apdC1/ et �2 D

..aC 1/pdC1;�apdC1 � s � 2/ avec r � �1 et s � pdC1 � 1.

1) Montrons d’abord que H 2.Eˇ .�1// D 0. Notons �01 D .r; 0/ et �001 D

.�pdC1 C r; pdC1/. Comme �001 D .�.p � 1/pd � .pd � r � 2/ � 2; p � pd /, alors,
en échangeant les rôles de ˛ et ˇ et en appliquant l’hypothèse de récurrence à ˛, on a
H 2.Eˇ .�

00
1// D 0.

Rappelons les trois suites exactes du paragraphe 3.3.1 :

0! Ka ! L.0; a/! L.0; a � 1/˝ .0; 1/! 0; (4.8)

0!Ma ! Ka ! .a;�a/! 0; (4.9)

0!Ma ! L.0; a � 1/˝ .�1; 0/! L.0; a � 2/˝ .�1; 1/! 0: (4.10)

Appliquons la .d C 1/-ième puissance de la torsion de Frobenius à (4.8)–(4.10) et
tensorisons par Eˇ .r; 0/. Désignons encore les modules ainsi obtenus par zKa et zMa. On
obtient les suites exactes

0! zKa! L.0; a/.dC1/ ˝Eˇ .�
0
1/! L.0; a � 1/.dC1/ ˝Eˇ .r; p

dC1/! 0; .4:11/

0! zMa ! zKa ! Eˇ .�1/! 0; .4:12/

0! zMa ! L.0; a � 1/.dC1/ ˝Eˇ .r � p
dC1; 0/

! L.0; a � 2/.dC1/ ˝Eˇ .�
00
1/! 0: .4:13/

CommeH 2.Eˇ .�
00
1//D 0 d’après l’hypothèse de récurrence etH 3.Eˇ .r �p

dC1;0//

D 0 d’après le Lemme 4.1, la suite (4.13) donne H 3. zMa/ D 0.
Comme .r; pdC1/ et .r; pdC1/� ˇ D .r C 1;pdC1 � 2/ sont dans C , donc n’ont pas

deH 1, on aH 1.Eˇ .r;p
dC1//D 0. Par ailleursH 2.Eˇ .�

0
1//D 0 d’après le Lemme 4.1,

donc (4.11) donne H 2. zKa/ D 0.
D’après (4.12), on a une suite exacte H 2. zKa/! H 2.Eˇ .�1//! H 3. zMa/, d’où

H 2.Eˇ .�1// D 0.

2) Montrons maintenant queH 2.E˛.�2//D 0. Notons �02 D .p
dC1;�s � 2/ et �002 D

.0; pdC1 � s � 2/.
Comme �02 D .p � p

d ;�.p � 1/pd � .s � pdC1 C pd /� 2/ avec s � pdC1 C pd �
pd � 1, d’après l’hypothèse de récurrence on obtient H 2.E˛.�

0
2// D 0.

Appliquons la .d C 1/-ième puissance de la torsion de Frobenius à (4.8)–(4.10) et
tensorisons par E˛.�02/. On obtient les suites exactes suivantes :
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0! zKa ! L.0; a/.dC1/ ˝E˛.�
0
2/

! L.0; a � 1/.dC1/ ˝E˛.p
dC1; pdC1 � s � 2/! 0; .4:14/

0! zMa ! zKa ! E˛.�2/! 0; .4:15/

0! zMa ! L.0; a � 1/.dC1/ ˝E˛.0;�s � 2/

! L.0; a � 2/.dC1/ ˝E˛.�
00
2/! 0: .4:16/

Comme H 2.E˛.�
00
2// D H

2.E˛.0; p
dC1 � s � 2// D 0 et H 3.E˛.0;�s � 2// D 0

d’après le Lemme 4.1, on déduit de (4.16) que H 3. zMa/ D 0.
Comme .pdC1; pdC1 � s � 2/ et

.pdC1; pdC1 � s � 2/ � ˛ D .pdC1 � 2; pdC1 � s � 1/

sont dans C , donc n’ont pas deH 1, on aH 1.E˛.p
dC1; pdC1 � s � 2//D 0. Par ailleurs

H 2.E˛.�
0
2// D 0, donc d’après (4.14) on a H 2. zKa/ D 0.

Enfin, par (4.15) on a une suite exacte H 2. zKa/! H 2.E˛.�2//! H 3. zMa/, ce qui
donne H 2.E˛.�2// D 0. Ceci termine la preuve de la Proposition 4.1.

À l’aide de la Remarque 4.2, on déduit de la symétrie entre ˛ et ˇ le corollaire suivant :

Corollaire 4.1. Soient a 2 ¹1; : : : ; p � 1º, d � 0, m � apd � 1 et n � apd � 1. Alors

H 2.Eˇ .�n � 2; ap
d // D 0; H 2.E˛.�ap

d ; m// D 0:

Proposition 4.2. Soit � D .apd C r;�apd � s � 2/ avec a 2 ¹1; : : : ; p � 1º et d � 0.

(i) Si 1 � r � pd et 0 � s � pd � 1, alorsH 2.E˛.�// admet la filtration à trois étages
suivante :

H 2.E˛.�// D

L.0; a � 1/.d/ ˝H 3.E˛.�C .�a � 1; a/p
d //

L.0; a � 2/.d/ ˝H 2.E˛.�C .�a � 1; aC 1/p
d //

L.0; a/.d/ ˝H 2.E˛.�C .�a; a/p
d //

: (4.17)

(ii) Si �1� r � pd � 2 et �2� s � pd � 3, alorsH 2.Eˇ .�// admet la filtration à trois
étages suivante :

H 2.Eˇ .�// D

L.0; a � 1/.d/ ˝H 3.Eˇ .�C .�a � 1; a/p
d //

L.0; a � 2/.d/ ˝H 2.Eˇ .�C .�a � 1; aC 1/p
d //

L.0; a/.d/ ˝H 2.Eˇ .�C .�a; a/p
d //

: (4.18)

Démonstration. Montrons d’abord (i). Écrivons E˛.�/ D E.�/ pour abréger.
Soit � D .apd C r;�apd � s � 2/ avec 1 � r � pd et 0 � s � pd � 1.
Notons �0 D .r; �s � 2/ D � ˝ .�a; a/pd et �00 D .�pd C r; pd � s � 2/ D

� ˝ .�a � 1; a C 1/pd . Alors E.�0/ Š E.�/ ˝ .�a; a/pd et E.�00/ Š E.�/ ˝
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.�a � 1; a C 1/pd . Appliquons la d -ième puissance de la torsion de Frobenius à (4.8)–
(4.10) et tensorisons par E.�0/. Désignons les modules ainsi obtenus par zKa et zMa. On
obtient des suites exactes

0! zKa ! L.0; a/.d/ ˝E.�0/! L.0; a � 1/.d/ ˝E.r; pd � s � 2/! 0; (4.19)

0! zMa ! zKa ! E.�/! 0; (4.20)

0! zMa ! L.0; a � 1/.d/ ˝E.r � pd ;�s � 2/! L.0; a � 2/.d/ ˝E.�00/! 0:

(4.21)

Si r � pd � 1, alors .r �pd ;�s� 2/ et .r �pd ;�s� 2/�˛ D .r � 2�pd ;�s� 1/
sont dans w0 � C , donc n’ont de la cohomologie qu’en degré 3. Si r D pd , alors
H i .E.r � pd ; �s � 2// D 0 pour tout i d’après le Lemme 4.1. Donc dans tous les
cas, on a H i .E.r � pd ; �s � 2// D 0 si i ¤ 3. De plus, comme s � pd � 1, alors
�00 D .�pd C r; pd � s � 2/ et �00 � ˛ D .�pd C r � 2; pd � s � 1/ n’ont pas de
cohomologie en degré 3, doncH 3.E.�00//D 0. Donc d’après (4.21) on obtient l’isomor-
phisme

H 2. zMa/ Š L.0; a � 2/
.d/
˝H 1.E.�00//

et la suite exacte

0! L.0; a � 2/.d/ ˝H 2.E.�00//

! H 3. zMa/! L.0; a � 1/.d/ ˝H 3.E.r � pd ;�s � 2//! 0: (4.22)

Comme .r; pd � s � 2/ et .r; pd � s � 2/ � ˛ D .r � 2; pd � s � 1/ n’ont de la
cohomologie qu’en degré 0 car r � 1 et s � pd � 1, on a H i .E.r; pd � s � 2// D 0 si
i ¤ 0. De plus, comme�0D .r;�s � 2/ et�0 � ˛D .r � 2;�s/ n’ont pas de cohomologie
en degré 3, on a H 3.E.�0// D 0. Donc d’après (4.19) on a H 2. zKa/ Š L.0; a/.d/ ˝

H 2.E.�0// et H 3. zKa/ Š L.0; a/
.d/ ˝H 3.E.�0// D 0. D’après (4.20), on a

H 2. zMa/
f
�! H 2. zKa/! H 2.E.�//! H 3. zMa/! 0 (4.23)

car H 3. zKa/ D 0.
Par ailleurs, si r D pd , alors H i .E.�00// D H i .E.0; pd � s � 2// D 0 pour tout i

d’après le Lemme 4.1. Si r � pd � 1, alors

FC.H 1.E.�00/// � FC.H 1.�00// [ FC.H 1.�00 � ˛//

D FC.H 1.�pd C r; pd � s � 2// [ FC.H 1.�pd C r � 2; pd � s � 1//;

donc tout plus haut poids d’un facteur de composition de H 1.E.�00// est pd -restreint
d’après le Lemme 3.1. De même,

FC.H 2.E.�0/// � FC.H 2.�0// [ FC.H 2.�0 � ˛//

D FC.H 2.r;�s � 2// [ FC.H 2.r � 2;�s � 1//;



Cohomologie des fibrés en droites sur SL3 =B en caractéristique positive 1389

donc tout plus haut poids d’un facteur de composition de H 2.E.�0// est pd -restreint
d’après le Lemme 3.1. Donc

FC.H 2. zMa// \ FC.H 2. zKa// D ;

car H 2. zMa/ Š L.0; a � 2/.d/ ˝ H 1.E.�00// et H 2. zKa/ Š L.0; a/.d/ ˝ H 2.E.�0//.
Donc f D 0 dans (4.23).

En conclusion, si �D .apd C r;�apd � s � 2/ avec 1 � r � pd et 0 � s � pd � 1,
alors on a une filtration à trois étages de H 2.E.�//, donnée par (4.22) et par

0! L.0; a/.d/ ˝H 2.E.�0//! H 2.E.�//! H 3. zMa/! 0: (4.24)

Ceci prouve (i).
Montrons maintenant (ii). ÉcrivonsEˇ .�/DE.�/ pour abréger. Supposons que �D

.apd C r;�apd � s � 2/ avec �1 � r � pd � 2 et �1 � s � pd � 3 (on traitera le cas
s D �2 à la fin).

Notons �0 D .r; �s � 2/ D � ˝ .�a; a/pd et �00 D .�pd C r; pd � s � 2/ D

� ˝ .�a � 1; a C 1/pd . Alors E.�0/ Š E.�/ ˝ .�a; a/pd et E.�00/ Š E.�/ ˝

.�a � 1; a C 1/pd . Appliquons la d -ième puissance de la torsion de Frobenius à (4.8)–
(4.10) et tensorisons par E.�0/. Désignons les modules ainsi obtenus par zKa et zMa. On
obtient les suites exactes

0! zKa ! L.0; a/.d/ ˝E.�0/! L.0; a � 1/.d/ ˝E.r; pd � s � 2/! 0; (4.25)

0! zMa ! zKa ! E.�/! 0; (4.26)

0! zMa ! L.0; a � 1/.d/ ˝E.r � pd ;�s � 2/! L.0; a � 2/.d/ ˝E.�00/! 0:

(4.27)

Comme .r � pd ;�s � 2/ et .r � pd ;�s � 2/� ˇ D .r C 1� pd ;�s � 4/ sont dans
w0 � C , donc n’ont de la cohomologie qu’en degré 3, on aH i .E.r � pd ;�s � 2//D 0 si
i ¤ 3 et la suite exacte

0! V.s C 2; pd � r � 3/! H 3.E.r � pd ;�s � 2//! V.s; pd � r � 2/! 0:

(4.28)

Comme pd � s � 2 � �1 et pd � s � 4 � �1 parce que s � pd � 3, on a H 3.�00/ D

H 3.�pd C r; pd � s � 2/ D 0 et H 3.�00 � ˇ/ D .�pd C r C 1; pd � s � 4/, d’où
H 3.E.�00// D 0. Donc par (4.27) on obtient

H 2. zMa/ Š L.0; a � 2/
.d/
˝H 1.E.�00//

et la suite exacte

0! L.0; a � 2/.d/ ˝H 2.E.�00//! H 3. zMa/

! L.0; a � 1/.d/ ˝H 3.E.r � pd ;�s � 2//! 0: (4.29)
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Comme .r;pd � s � 2/ et .r;pd � s � 2/� ˇD .r C 1;pd � s � 4/ n’ont de la coho-
mologie qu’en degré 0 car r ��1 et s � pd � 3, alorsH i .E.r;pd � s � 2//D 0 si i ¤ 0.
Donc par (4.25) on a H 2. zKa/ Š L.0; a/.d/ ˝H 2.E.�0// et H 3. zKa/ Š L.0; a/.d/ ˝

H 3.E.�0// D 0 car �0 et �0 � ˇ n’ont pas de cohomologie en degré 3.
Comme � et � � ˇ n’ont pas de H 0 ni de H 3, on a H 0.E.�// D H 3.E.�// D 0.

Donc par (4.26) et le fait que H 3. zKa/ D 0, on a une suite exacte

H 2. zMa/
f
�! H 2. zKa/! H 2.E.�//! H 3. zMa/! 0: (4.30)

Par ailleurs, FC.H 1.E.�00/// � FC.H 1.�00// [ FC.H 1.�00 � ˇ//, donc tout plus
haut poids d’un facteur de composition de H 1.E.�00// est pd -restreint d’après le
Lemme 3.1. De même, tout plus haut poids d’un facteur de composition de H 2.E.�0//

est pd -restreint. Donc

FC.H 2. zMa// \ FC.H 2. zKa// D ;

car H 2. zMa/ Š L.0; a � 2/.d/ ˝ H 1.E.�00// et H 2. zKa/ Š L.0; a/.d/ ˝ H 2.E.�0//.
Donc f D 0 dans (4.30).

En conclusion, si � D .apd C r;�apd � s � 2/ avec �1 � r � pd � 2 et �1 � s �
pd � 3, alors on a une filtration à trois étages pour H 2.E.�// donnée par (4.29) et par

0! L.0; a/.d/ ˝H 2.E.�0//! H 2.E.�//! H 3. zMa/! 0: (4.31)

Cette filtration implique (4.18) pour �1 � r � pd � 2 et �1 � s � pd � 3.
Il reste à montrer (4.18) pour s D �2 et �1 � r � pd � 2. Dans ce cas, � D

.apd C r; �apd /, donc d’après la Proposition 4.1, on a H 2.Eˇ .�// D 0. Comme
�C .�a � 1; a/pd D .r � pd ; 0/ et �C .�a; a/pd D .r; 0/, on a

H 3.Eˇ .�C .�a � 1; a/p
d // D H 2.Eˇ .�C .�a; a/p

d // D 0

d’après le Lemme 4.1. En outre, posons

�00 D .�C .�a � 1; aC 1/pd / D .r � pd ; pd /I

alors H 2.Eˇ .�
00// D 0 d’après le Corollaire 4.1 car r � �1. Donc les deux membres de

(4.18) sont nuls. Ceci termine la preuve de (ii) et donc de la Proposition 4.2.

4.3. La p-filtration de Jantzen

Tandis que Jantzen utilise une suite de composition arbitraire de yZ.�/ pour induire une
p-filtration deH 0.�/ (et deH 3.w0 ��/ par dualité) pour � dominant, je vais utiliser une
D-filtration de yZ.�/.

Lemme 4.2. Soient G un schéma en groupes réductif déployé sur un corps k et H
un sous-groupe fermé. Soit N un H -module qui admet une filtration 0 D N0 � N1 �

� � � � N` D N: Posons Li D Ni=Ni�1 pour i 2 ¹1; : : : ; `º. Si pour un n 2 N on a
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chRn IndGH .N /D
P`
iD1 chRn IndGH .Li /, alors pour i D 1; : : : ; `,Rn IndGH .Ni�1/ est un

sous-module de Rn IndGH .Ni / et l’on a

Rn IndGH .Ni /=R
n IndGH .Ni�1/ Š R

n IndGH .Li /:

La preuve est standard et laissée au lecteur.

Proposition 4.3. Soit � D .x; y/ un poids tel que x; y � �1. D’après le paragraphe 4.1,
il existe une D-filtration 0D N0 � N1 � � � � N` D yZ.w0 � �/D yZ.�y � 2;�x � 2/ telle
que Ni=Ni�1 Š yL.�0i /˝Eıi .�

1
i /
.1/ où ıi 2 ¹0; ˛; ˇº .donc ` D 1; 3; 4; ou 7/.

Alors il existe une filtration 0D zN0 � zN1 � � � � � zN` D V.�/ deH 3.�y � 2;�x � 2/

Š V.�/ telle que

zNi= zNi�1 Š L.�
0
i /˝H

3.Eıi .�
1
i //

.1/ pour tout i 2 ¹1; : : : ; `º.

De plus, pour tout i 2 ¹1; : : : ; `º et tout j ¤ 3, on a H j .Eıi .�
1
i // D 0.

Démonstration. Posons zNi D H 3.G=BG1; Ni /. Comme le foncteur IndBG1B est exact
d’après la preuve de [15, II.9.12], la suite spectrale dans [15, I.4.5.c] nous donne

H i .G=BG1;�/ ı IndBG1B D H i .G=B;�/: (4.32)

Donc en appliquant le Lemme 4.2 à H D BG1 et i D 3, il suffit de montrer l’égalité
suivante :

chH 3.�y � 2;�x � 2/ D
X̀
iD1

chL.�0i / chH 3.Eıi .�
1
i //

.1/: (4.33)

La caractéristique d’Euler–Poincaré �.�/ D
P
i�0.�1/

i chH i .�/ est additive, donc

�.�y � 2;�x � 2/ D
X̀
iD1

chL.�0i /�.Eıi .�
1
i //

.1/:

Comme x;y ��1, on a �.�y � 2;�x � 2/D�chH 3.�y � 2;�x � 2/. Si�y � 2D
ap C r et �x � 2 D bp C s avec r; s 2 ¹0; 1; : : : ; p � 1º, alors a; b � �1. D’après le
paragraphe 4.1, les Eıi .�

1
i / possibles sont

� .a; b/; .a � 1; b/; .a; b � 1/; .a � 1; b � 1/,

� E˛.aC 1; b � 1/; E˛.a; b � 1/; Eˇ .a � 1; b C 1/; Eˇ .a � 1; b/.

Tout poids de la première ligne n’a de la cohomologie qu’en degré 3. Pour la deuxième
ligne : E˛.a; b � 1/ et Eˇ .a � 1; b/ n’ont de la cohomologie qu’en degré 3. Et
E˛.a C 1; b � 1/ n’a de la cohomologie qu’en degré 3 si a � �2 ; si a D �1,
alors le poids .a C 1; b � 1/ D .0; b � 1/ n’a de la cohomologie qu’en degré 2
et le poids .a C 1; b � 1/ � ˛ D .�2; b/ n’a de la cohomologie qu’en degré 3, et
H 2.E˛.a C 1; b � 1// D 0 par le Lemme 4.1. Donc E˛.a C 1; b � 1/ n’a de la co-
homologie qu’en degré 3. De même pour Eˇ .a � 1; b C 1/.
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Donc on a toujoursH j .Eıi .�
1
i //D 0 si j ¤ 3. Par conséquent, pour tout i 2 ¹1; : : : ; `º

on a, pour j ¤ 3,

H j .G=BG1; Ni=Ni�1/ Š L.�
0
i /˝H

j .Eıi .�
1
i //

.1/
D 0

(cf. [15, II.9.13]) et �.Eıi .�
1
i // D � chH 3.Eıi .�

1
i //, d’où l’égalité (4.33).

En utilisant la dualité de Serre contravariante, on obtient la proposition suivante. En
fait, on peut aussi la montrer directement par une preuve analogue.

Proposition 4.4. Soit � D .x; y/ un poids tel que x; y � �1. D’après le paragraphe 4.1,
il existe une D-filtration 0DN0 �N1 � � � � �N` D yZ.�/ telle queNi=Ni�1 Š yL.�0i /˝
Eıi .�

1
i /
.1/ où ıi 2 ¹0; ˛; ˇº .donc ` D 1; 3; 4; ou 7/.

Alors il existe une filtration 0 D zN0 � zN1 � � � � � zN` D H 0.�/ de H 0.�/ telle que
zNi= zNi�1 Š L.�

0
i /˝H

0.Eıi .�
1
i //

.1/ pour tout i 2 ¹1; : : : ; `º.
De plus, pour tout i 2 ¹1; : : : ; `º et tout j ¤ 0, on a H j .Eıi .�

1
i // D 0.

Avec cette filtration, on peut redémontrer l’existence d’une p-Weyl filtration pour tout
� 2 X.T /C si G D SL3 (cf. [14, 3.13]).

Plus précisément, supposons � D .a; b/ 2 X.T /C et écrivons a D a1p C r , b D
b1p C s avec 0 � r; s � p � 1. Pour � D p�1 C �0 avec �0 2 X1.T / et �1 2 X.T /,
notons rp.�/ D L.�0/˝H 0.�1/.1/. Distinguons les cas suivants.

1) Si � est de type �, alors les plus hauts poids des facteurs de composition de yZ.�/
sont donnés par la figure suivante, où �1 D � et les triangles équilatéraux sont des p-
alcôves :

�1

�6 �2 �4
�7 �8

�3 �5

�9

Fig. 3. Type �.

Remarque 4.3. Si yL.�0/ est un facteur de composition de yZ.�/, alors �0 2 Wp � �, donc
il suffit d’indiquer la p-alcôve contenant �0.

Écrivons �i D p�1i C �
0
i avec �0i 2 X1.T /. On sait que �05 D �

0
6 et yL.�5/ et yL.�6/

forment le facteur yL.�06/˝ Eˇ .�
1
6/
.1/. De même, �03 D �04 et yL.�3/ et yL.�4/ forment

le facteur yL.�04/˝ Eˇ .�
1
4/
.1/. Appliquons le foncteur IndGBG1.�/ aux suites exactes sui-

vantes :

0! yL.�3/! yL.�
0
4/˝E˛.�

1
4/
.1/ ! yL.�4/! 0;

0! yL.�5/! yL.�
0
6/˝Eˇ .�

1
6/
.1/ ! yL.�6/! 0:
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On obtient

0! rp.�3/! L.�04/˝H
0.E˛.�

1
4//

.1/
! rp.�4/

@˛
�! L.�03/˝H

1.�13/
.1/
! � � � ;

(4.34)

0! rp.�5/! L.�06/˝H
0.Eˇ .�

1
6//

.1/
! rp.�6/

@ˇ
�! L.�05/˝H

1.�15/
.1/
! � � � :

(4.35)

Mais on a �13 D .a
1 � 1; b1/ et �15 D .a

1; b1 � 1/, donc �13; �
1
5 2 C . Par conséquent,

on a H 1.�13/ D H
1.�15/ D 0, d’où @˛ D @ˇ D 0. C’est-à-dire, L.�03/˝H

0.E˛.�
1
4//

.1/

est juste une extension de L.�04/ ˝ H
0.�14/

.1/ par L.�03/ ˝ H
0.�13/

.1/, et L.�05/ ˝
H 0.Eˇ .�

1
6//

.1/ est juste une extension de L.�06/˝H
0.�16/

.1/ par L.�05/˝H
0.�15/

.1/.
Donc d’après la Proposition 4.4, il existe dans ce cas une filtration de H 0.�/ dont les

quotients sont les L.�0i /˝H
0.�1i /

.1/ pour i 2 ¹1; : : : ; 9º. Certains d’entre eux peuvent
être nuls si l’alcôve en question n’est pas dans C , mais à part cela il n’y a pas d’efface-
ment.

2) Si � est de type r, alors les plus hauts poids des facteurs de composition de yZ.�/
sont donnés par la figure suivante, où �1 D � :

�1
�2 �3

�7 �5
�9

�8�4 �6

Fig. 4. Type r.

Écrivons
�i D p�

1
i C �

0
i avec �0i 2 X1.T /:

On sait que �06 D �
0
7 et yL.�6/ et yL.�7/ forment le facteur yL.�07/˝Eˇ .�

1
7/
.1/. De même,

�04D �
0
5 et yL.�4/ et yL.�5/ forment le facteur yL.�05/˝Eˇ .�

1
5/
.1/. Appliquons le foncteur

IndGBG1.�/ aux suites exactes suivantes :

0! yL.�4/! yL.�
0
5/˝E˛.�

1
5/
.1/
! yL.�5/! 0;

0! yL.�6/! yL.�
0
7/˝Eˇ .�

1
7/
.1/
! yL.�7/! 0:

On obtient

0! rp.�4/! L.�05/˝H
0.E˛.�

1
5//

.1/
! rp.�5/

@˛
�! L.�04/˝H

1.�14/
.1/
! � � � ;

(4.36)

0! rp.�6/! L.�07/˝H
0.Eˇ .�

1
7//

.1/
! rp.�7/

@ˇ
�! L.�06/˝H

1.�16/
.1/
! � � � :

(4.37)
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De plus, on a �14 D .a
1 � 2; b1/ et �16 D .a

1; b1 � 2/.
Si a1 � 1 et b1 � 1, on a �14; �

1
6 2 C et H 1.�14/ D H

1.�16/ D 0, d’où @˛ D @ˇ D 0.
C’est-à-dire, L.�04/˝H

0.E˛.�
1
5//

.1/ est juste une extension de L.�05/˝H
0.�15/

.1/ par
L.�04/ ˝ H

0.�14/
.1/, et L.�06/ ˝ H

0.Eˇ .�
1
7//

.1/ est juste une extension de L.�07/ ˝
H 0.�17/

.1/ par L.�06/˝H
0.�16/

.1/.
Donc d’après la Proposition 4.4, il existe dans ce cas une filtration de H 0.�/ dont les

quotients sont L.�0i /˝H
0.�1i /

.1/ pour i 2 ¹1; : : : ; 9º (certains peuvent être nuls).
Si a1 D 0, alors �15 D .a

1; b1 � 1/ D .0; b1 � 1/, d’où H i .E˛.�
1
5// D 0 pour tout i

d’après le Lemme 4.1. Donc le morphisme de bord @˛ dans (4.36) est un isomorphisme de
L.�05/˝H

0.�15/
.1/ sur L.�04/˝H

1.�14/
.1/. Donc dans ce cas, non seulement le facteur

correspondant à �4 n’apparaît pas, mais le facteur correspondant à �5 est « effacé » dans
H 0.�/.

De même, si b1 D 0, alors le facteur �7 est « effacé » dans H 0.�/.

3) Si � est ˛-singulier, alors les plus hauts poids des facteurs de composition de yZ.�/
sont donnés par la figure suivante, où �1 D � :

�
�1

�

�3

�
�4

�

�2

Fig. 5. ˛-singulier.

Écrivons �i D p�1i C �
0
i avec �0i 2 X1.T /. On sait que �02 D �

0
3 D .s; s/ et yL.�2/

et yL.�3/ forment le facteur yL.�03/˝ E˛.�
1
3/
.1/. Appliquons le foncteur IndGBG1.�/ à la

suite exacte suivante :

0! yL.�2/! yL.�
0
3/˝E˛.�

1
3/
.1/ ! yL.�3/! 0:

On obtient

0! rp.�2/! L.�03/˝H
0.E˛.�

1
3//

.1/
! rp.�3/

@˛
�! L.�02/˝H

1.�12/
.1/
! � � � :

(4.38)

De plus, on a �12 D .a
1 � 1; b1/ 2 C car a1; b1 � 0, d’où H 1.�12/ D 0. C’est-à-dire,

L.�02/ ˝ H
0.E˛.�

1
3//

.1/ est juste une extension de L.�03/ ˝ H
0.�13/

.1/ par L.�02/ ˝
H 0.�12/

.1/.
Donc d’après la Proposition 4.4, il existe dans ce cas une filtration de H 0.�/ dont les

quotients sont les L.�0i /˝H
0.�1i /

.1/ pour i 2 ¹1; : : : ; 4º.

4) Si � est ˇ-singulier, alors les plus hauts poids des facteurs de composition de yZ.�/
sont donnés par la figure suivante, où �1 D � :
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�
�1

�

�3

�
�4

�

�2

Fig. 6. ˇ-singulier.

Comme dans le cas ˛-singulier, il existe dans ce cas une filtration de H 0.�/ dont les
quotients sont les L.�0i /˝H

0.�1i /
.1/ pour i 2 ¹1; 2; 3; 4º.

5) Si � est 
 -singulier, alors les plus hauts poids des facteurs de composition de yZ.�/
sont donnés par la figure suivante, où �1 D � :

�

�1

�
�3

�

�4

�
�2

Fig. 7. 
 -singulier.

Comme il n’y a pas de facteur E˛.�/ ou Eˇ .�/ dans ce cas, alors d’après la Proposi-
tion 4.4 il existe une filtration de H 0.�/ dont les quotients sont les L.�0i /˝H

0.�1i /
.1/

pour i 2 ¹1; 2; 3; 4º.

6) Si � est ˛-ˇ-singulier, alors

yZ.�/ D yL.p � 1; p � 1/˝ .a1; b1/.1/ D yL.�0/˝ p�1:

�
�

Fig. 8. ˛-ˇ-singulier.

Dans ce cas, on a
H 0.�/ Š L.�0/˝H 0.�1/.1/:

En conclusion, on obtient comme corollaire une autre démonstration du résultat sui-
vant de Jantzen ([14, 3.13], voir aussi [16, 2.4]) :

Corollaire 4.2 (Jantzen). Soit �D .a;b/2X.T /C. Écrivons aD a1pC r et bD b1pC s
avec 0 � r; s � p � 1. Soit 0 D N0 � N1 � � � � � N`�1 � N` D yZ.�/ une suite de com-
position de yZ.�/ induite par une D-filtration. Notons Ni=Ni�1 Š yL.�0i / ˝ p�

1
i pour
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i 2 ¹1; : : : ; `º et �i D �0i C p�
1
i . Posons zNi D IndGBG1.Ni / Š H

0.G=BG1; Ni /. Alors
H 0.�/ possède une filtration 0 D zN0 � zN1 � � � � � zN`�1 � zN` D H 0.�/ telle que
zNi= zNi�1 Š L.�

0
i /˝M

.1/
i où

Mi D

8̂̂̂̂
<̂
ˆ̂̂:
0 si �1i … X.T /

C;

0 si � est de type r; a1 D 0 et �i D �0 dans la figure 9;

0 si � est de type r; b1 D 0 et �i D �0 dans la figure 10;

H 0.�1i / sinon.

�

�0

Fig. 9. Alcôve r touchant le mur pour ˛.

�

�0

Fig. 10. Alcôve r touchant le mur pour ˇ.

Par dualité, on obtient aussi une p-Weyl filtration pour le module de Weyl V.�/.

4.4. Existence d’une p-H i -D-filtration

Supposons maintenant que � … C [w0 �C . Alors �D .m;�n� 2/ ou .�n� 2;m/ avec
m; n 2 N. D’après la symétrie entre ˛ et ˇ, on peut supposer que � D .m;�n � 2/ sans
perte de généralité.

ÉcrivonsmDm1pC r et nD n1pC s avec 0 � s; r < p. D’après le paragraphe 4.1,
il existe une D-filtration 0DN0 �N1 � � � � �N` D yZ.�/ telle queNi=Ni�1 Š yL.�0i /˝
Eıi .�

1
i /
.1/ où ıi 2 ¹0; ˛; ˇº. Listons tous les yL.�0i /˝Eıi .�

1
i / possibles :

(I) si � est de type �, il y a les sept facteurs suivants :

yL.r; s/˝ .m1;�n1 � 1/.1/; yL.s; r/˝ .m1;�n1 � 1/.1/;

yL.s; r/˝ .m1 � 1;�n1 � 2/.1/; yL.r � s � 1; s/˝E˛.m
1
C 1;�n1 � 2/.1/;

yL.r; r � s � 1/˝Eˇ .m
1
� 1;�n1/.1/; yL.r C s C 1; r/˝ .m1;�n1 � 2/.1/;

yL.s; r C s C 1/˝ .m1 � 1;�n1 � 1/.1/I (4.39)

(II) si � est de type r, il y a les sept facteurs suivants :

yL.r; s/˝ .m1;�n1 � 1/.1/; yL.r; r C s C 1/˝ .m1 � 1;�n1 � 1/.1/;
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yL.r C s C 1; s/˝ .m1;�n1 � 2/.1/; yL.s; s � r � 1/˝E˛.m
1;�n1 � 2/.1/;

yL.s � r � 1; r/˝Eˇ .m
1
� 1;�n1 � 1/.1/; yL.r; s/˝ .m1 � 1;�n1 � 2/.1/;

yL.s; r/˝ .m1 � 1;�n1 � 2/.1/I (4.40)

(III) si � est ˛-singulier, il y a les trois facteurs suivants :

yL.p � 1; s/˝ .m1;�n1 � 1/.1/; yL.s; s/˝E˛.m
1
C 1;�n1 � 2/.1/;

yL.s; p � 1/˝ .m1;�n1 � 2/.1/I (4.41)

(IV) si � est ˇ-singulier, il y a les trois facteurs suivants :

yL.r; p � 1/˝ .m1;�n1 � 2/.1/; yL.r; r/˝Eˇ .m
1
� 1;�n1 � 1/.1/;

yL.p � 1; r/˝ .m1 � 1;�n1 � 2/.1/I (4.42)

(V) si � est 
 -singulier, il y a les quatre facteurs suivants :

yL.r; r/˝ .m1;�n1 � 1/.1/; yL.p � 1; r/˝ .m1;�n1 � 2/.1/;

yL.r; p � 1/˝ .m1 � 1;�n1 � 1/.1/; yL.r; r/˝ .m1 � 1;�n1 � 2/.1/I (4.43)

(VI) si � est ˛-ˇ-singulier, il n’y a que le facteur

yL.p � 1; p � 1/˝ .m1;�n1 � 2/.1/: (4.44)

Donc pour la partie à tordre par le Frobenius, il n’y a que les huit possibilités sui-
vantes :

.m1;�n1 � 1/; .m1 � 1;�n1 � 1/; .m1;�n1 � 2/; .m1 � 1;�n1 � 2/

E˛.m
1
C 1;�n1 � 2/; E˛.m

1;�n1 � 2/; Eˇ .m
1
� 1;�n1/; Eˇ .m

1
� 1;�n1 � 1/:

(4.45)
Énonçons maintenant le théorème principal de cette partie :

Théorème 4.1 (Existence d’une p-H i -D-filtration). Supposons que � … C [ w0 � C .
Soit 0 D N0 � N1 � � � � � N` D yZ.�/ une D-filtration de yZ.�/ .cf. le paragraphe 4.1/
telle que Ni=Ni�1 Š yL.�0i / ˝ Eıi .�

1
i /
.1/ où ıi 2 ¹0; ˛; ˇº. Alors H 1.�/ possède une

filtration 0 D zN0 � zN1 � � � � � zN` D H 1.�/ où zNi Š H 1.G=BG1; Ni / et zNi= zNi�1 Š
L.�0i /˝H

1.Eıi .�
1
i //

.1/:

De même,H 2.�/ possède une filtration 0D zN0 � zN1 � � � � � zN` DH 2.�/ où zNi Š
H 2.G=BG1; Ni / et zNi= zNi�1 Š L.�0i /˝H

2.Eıi .�
1
i //

.1/:

De plus, si � D .m;�n � 2/ avec m D m1p C r , n D n1p C s et 0 � r; s � p � 1,
alors la liste des �0i ; �

1
i se trouve dans (4.39)–(4.45).

On appelle cette filtration de H i .�/ une p-H i -D-filtration.

Avant de démontrer ce théorème, prouvons d’abord le lemme suivant :

Lemme 4.3. Soit � D .m; �n � 2/ avec m; n 2 N. Utilisons les notations du Théo-
rème 4.1. Alors H 0.G=BG1; Ni=Ni�1/ D H

3.G=BG1; Ni=Ni�1/ D 0 pour 1 � i � `
et H 0.G=BG1; Ni / D H

3.G=BG1; Ni / D 0 pour 0 � i � `.
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Démonstration. Écrivons m D m1p C r et n D n1p C s avec 0 � s; r < p.
Comme H j .G=BG1; Ni=Ni�1/ Š L.�

0
i /˝H

j .Eıi .�
1
i //

.1/ pour tous i; j (cf. [15,
II.9.13]), pour montrer la première assertion il suffit de montrer queH 0.E/DH 3.E/D 0

pour tout E dans (4.45).
Comme m1; n1 � 0, on a m1 � 1 � �1, �n1 � 1 � �1 et �n1 � 2 � �2. Donc

aucun poids dans la première ligne de (4.45) n’a de H 0 ou H 3. Les deux poids de
E˛.m

1 C 1;�n1 � 2/ sont .m1 C 1;�n1 � 2/ et .m1 � 1;�n1 � 1/, qui n’ont pas de
H 0 ou H 3, d’où l’assertion pour E˛.m1 C 1;�n1 � 2/.

Les deux poids de E˛.m1;�n1 � 2/ sont .m1;�n1 � 2/ et .m1 � 2;�n1 � 1/, qui
n’ont jamais de H 0 car �n1 � 1 � �1. Si m1 � 1, ils n’ont pas de H 3 non plus. Si
m1 D 0, le poids .m1 � 2;�n1 � 1/ peut avoir un H 3 non nul. Mais dans ce cas, on a
encore H 3.E˛.m

1;�n1 � 2/ D H 3.E˛.0;�n
1 � 2// D 0 par le Lemme 4.1.

Les deux poids de Eˇ .m1 � 1;�n1/ sont .m1 � 1;�n1/ et .m1;�n1 � 2/, qui n’ont
jamais de H 3 car m1 � 1 � �1. Si n1 � 1, ils n’ont pas de H 0 non plus. Si n1 D 0, on a
encore H 0.Eˇ .m

1 � 1;�n1// D H 0.Eˇ .m
1 � 1; 0// D 0 par le Lemme 4.1.

Enfin, les deux poids deEˇ .m1�1;�n1�1/ sont .m1�1;�n1�1/ et .m1;�n1�3/,
qui n’ont jamais de H 0 ou H 3 car m1 > m1 � 1 � �1 et �n1 � 3 < �n1 � 1 � �1.

En conclusion,H 0.G=BG1;Ni=Ni�1/ D H
3.G=BG1;Ni=Ni�1/ D 0 pour tout 1 �

i � `. La deuxième assertion s’en déduit par récurrence sur i .

Démonstration du Théorème 4.1. Par dualité de Serre contravariante, on aH i .m;�n�2/

Š H 3�i .�m � 2; n/, donc il suffit de traiter le cas où m � n.
Pour tout BG1-module M , notons

�1.M/ D
X
i�0

.�1/i chH i .G=BG1;M/:

D’après (4.32), pour tout B-moduleM , on a �.M/D �1.IndBG1B .M//. Comme la carac-
téristique d’Euler–Poincaré �1.�/ est additive sur les suites exactes, on a

�.�/ D �1. yZ.�// D
X̀
iD1

�1.Ni=Ni�1/: (4.46)

Comme � … C [ w0 � C , on a

�.�/ D � chH 1.�/C chH 2.�/: (4.47)

En outre, d’après le Lemme 4.3, on a

�1.Ni=Ni�1/ D � chH 1.G=BG1; Ni=Ni�1/C chH 2.G=BG1; Ni=Ni�1/ (4.48)

pour tout i .
Donc d’après (4.46)–(4.48), on a

chH 1.�/�
X̀
iD1

chH 1.G=BG1;Ni=Ni�1/D chH 2.�/�
X̀
iD1

chH 2.G=BG1;Ni=Ni�1/:

(4.49)
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Comme on a

H j .G=BG1; Ni=Ni�1/ Š H
j .G=BG1; yL.�

0
i /˝Eıi .�

1
i /
.1//

Š L.�0i /˝H
j .Eıi .�

1
i //

.1/;

alors le Théorème 4.1 découle du Lemme 4.2 du paragraphe 4.3 et de la proposition
suivante.

Proposition 4.5. Soit �D .m;�n� 2/ avecm;n 2 N. Soit 0D N0 � N1 � � � � � N` D
yZ.�/ une D-filtration de yZ.�/ .cf. le paragraphe 4.1/ telle que Ni=Ni�1 Š yL.�0i / ˝
Eıi .�

1
i /
.1/ où ıi 2 ¹0; ˛; ˇº. Si m � n, alors on a

chH 2.�/ D
X̀
iD1

chL.�0i / chH 2.Eıi .�
1
i //

.1/: (4.50)

4.5. Preuve de la Proposition 4.5

Écrivons m D m1p C r et n D n1p C s avec 0 � r; s � p � 1.
Supposons d’abord que n D 0. Alors H 2.�/ D H 2.m; �2/ D 0 d’après la Re-

marque 3.3. Dans ce cas, on a n1 D s D 0 et � ne peut pas être de type r ou ˇ-singulier,
donc les Eıi .�

1
i / possibles sont

.m1;�1/; .m1 � 1;�1/; .m1;�2/; .m1 � 1;�2/; E˛.m
1
C 1;�2/; Eˇ .m

1
� 1; 0/:

(4.51)

On sait que H 2.m1;�1/ D H 2.m1 � 1;�1/ D 0 pour tout m1 (cf. [15, II.5.4.a)]).
Commem1 � 0, on aH 2.m1;�2/ D H 2.m1 � 1;�2/ D 0. De même,H 2.m1 C 1;�2/

D 0, etH 2..m1C 1;�2/� ˛/DH 2.m1 � 1;�1/D 0, d’oùH 2.E˛.m
1C 1;�2//D 0.

Enfin, on aH 2.Eˇ .m
1 � 1; 0//D 0 d’après le Lemme 4.1. Donc l’égalité (4.50) est vraie

si n D 0.
Si n � 1 et � … bGr, alors H 2.�/ D 0. Montrons dans ce cas que H 2.E/ est aussi nul

pour tout E dans la liste (4.45).
Comme n � 1, il existe d � 0 et a 2 ¹1; : : : ; p � 1º tels que apd � n < .aC 1/pd .

On a m � .aC 1/pd car � … bGr.
Si d D 0, alors n1 D 0 et m1 � 0. Alors on a déjà montré que tout E dans la liste

(4.51) n’a pas de cohomologie en degré 2. Dans (4.45), il reste encore les deux termes
E˛.m

1;�2/ et Eˇ .m1 � 1;�1/. Mais ces deux termes n’apparaissent que si � est de
typer ou ˇ-singulier, avec r < s. Commem� n, il faut quem1 � 1 pour queE˛.m1;�2/
ou Eˇ .m1 � 1; �1/ apparaissent. On sait que H 2.m1; �2/ D H 2.m1 � 1; �1/ D 0.
Comme .m1;�2/� ˛D .m1 � 2;�1/ et .m1 � 1;�1/�ˇD .m1;�3/ n’ont pas de coho-
mologie en degré 2 non plus sim1 � 1 d’après la Remarque 3.3, on aH 2.E˛.m

1;�2//D

H 2.Eˇ .m
1 � 1;�1// D 0. Donc l’égalité (4.50) est vraie dans ce cas.

Si d � 1, alors apd�1 � n1 < .aC 1/pd�1 et m1 � .aC 1/pd�1. Dans ce cas, les
poids suivants :
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.m1;�n1 � 1/; .m1 � 1;�n1 � 1/; .m1;�n1 � 2/; .m1 � 1;�n1 � 2/

.m1 C 1;�n1 � 2/; .m1 C 1;�n1 � 2/ � ˛; .m1 � 1;�n1/; .m1 � 1;�n1/ � ˇ

sont tous dans la chambre sˇ � C et hors de la région de Griffith, donc n’ont pas de co-
homologie en degré 2. Donc il reste à traiter E˛.m1;�n1 � 2/ et Eˇ .m1 � 1;�n1 � 1/
dans la liste (4.45).

Si m1 � .a C 1/pd�1 C 1, alors .m1;�n1 � 2/ � ˛ D .m1 � 2;�n1 � 1/ qui n’a
pas de cohomologie en degré 2 car il est dans la chambre sˇ � C et hors de la région de
Griffith. Donc H 2.E˛.m

1;�n1 � 2// D 0 dans ce cas. Si m1 D .aC 1/pd�1, alors on a
aussi H 2.E˛.m

1;�n1 � 2// D 0 d’après la Proposition 4.1.
Si n1 � .a C 1/pd�1 � 2, alors le poids .m1 � 1;�n1 � 1/ � ˇ D .m1;�n1 � 3/

n’est pas dans la région de Griffith, donc il n’a pas de cohomologie en degré 2 et
H 2.Eˇ .m

1 � 1;�n1 � 1// D 0 dans ce cas. Si n1 D .aC 1/pd�1 � 1, alors

H 2.Eˇ .m
1
� 1;�n1 � 1// D H 2.Eˇ .m

1
� 1;�.aC 1/pd�1// D 0

d’après la Proposition 4.1 (il faut faire un peu plus attention lorsque a D p � 1 : en effet,
dans ce cas on a .m1 � 1;�.aC 1/pd�1/ D .m1 � 1;�pd / avec m1 � pd , où l’on peut
appliquer la Proposition 4.1 pour a D 1).

Par conséquent, (4.50) est toujours vraie si � … bGr.
Si � 2 bGr, raisonnons par récurrence sur le degré d de �.
Si d D 1, alors on a m1 D n1 D a 2 ¹1; : : : ; p � 1º et � D .ap C r;�ap � s � 2/

d’après la définition de bGr. Donc r � s puisque m � n, et � doit être de type � ou
˛-singulier ou 
 -singulier ou ˛-ˇ-singulier. Si � est de type � ou 
 -singulier, on a

H 2.�/ Š L.0; a � 1/.1/ ˝ V.s; p � r � 2/ Š L.s; ap � r � 2/ (4.52)

par l’Exemple 3.1. En examinant chaque terme dans la liste (4.39) (correspondant au
cas �) et la liste (4.43) (correspondant au cas 
 -singulier), on voit que chacun des �1i
et �1i � ıi apparaissant vérifie les conditions du cas (1) de l’Exemple 3.1, dans lequel
H j D 0 si j ¤ 1, à l’exception du terme .m1 � 1;�n1 � 2/ D .a � 1;�a � 2/. Donc
dans ces deux cas, le seul terme dans la somme

L
i L.�

0
i / ˝H

2.Eıi .�
1
i //

.1/ qui peut
être non nul est L.s; p � r � 2/˝H 2.a � 1;�a � 2/.1/. Donc on aM

i

L.�0i /˝H
2.Eıi .�

1
i //

.1/
D L.s; p � r � 2/˝H 2.a � 1;�a � 2/.1/

Š L.s; p � r � 2/˝H 0.0; a � 1/.1/

Š L.s; ap � r � 2/

Š H 2.�/;

où la deuxième égalité découle de (1) de l’Exemple 3.1, la troisième égalité découle du
théorème du produit tensoriel de Steinberg, et la quatrième égalité découle de (4.52). On
en déduit (4.50). Dans les cas où � et ˛-singulier ou ˛-ˇ-singulier, on a r D p � 1 et donc
par l’Exemple 3.1 on a H 2.�/ D L.0; a � 1/.1/ ˝ V.s; p � r � 2/ D 0. En examinant
chaque terme dans (4.41) et (4.44), on voit que H 2.Eıi .�

1
i // D 0 pour tout i car �1i et



Cohomologie des fibrés en droites sur SL3 =B en caractéristique positive 1401

�1i � ıi vérifient les conditions du cas (1) de l’Exemple 3.1, dans lequelH j D 0 si j ¤ 1.
Donc les deux cotés de (4.50) sont nuls, et l’égalité est aussi vraie. Donc (4.50) est vraie
si � 2 bGr est de degré d D 1.

Supposons l’égalité (4.50) vraie pour tout � de degré � d dans une H 1-chambre, et
montrons-la pour � de degré d C 1. D’après ce qu’on a déjà montré, il suffit de supposer
que � 2 bGr .

ÉcrivonsmD apdC1 C adpd C ad�1pd�1 C � � � C a1pC r et nD apdC1 C bdpd

C bd�1p
d�1 C � � � C b1p C s. D’après le Théorème 3.1, on a

chH 2.�/ D chL.0; a � 1/.dC1/ chH 3.�C .�a � 1; a/pdC1/

C chL.0; a/.dC1/ chH 2.�C .�a; a/pdC1/

C chL.0; a � 2/.dC1/ chH 2.�C .�a � 1; aC 1/pdC1/: (4.53)

Notons �0D�C .�a;a/pdC1D .m0;�n0 � 2/ et �00D�C .�a� 1;aC 1/pdC1D
.�n00 � 2;m00/. Alors

m0 D adp
d
C ad�1p

d�1
C � � � C a1p C r;

n0 D bdp
d
C bd�1p

d�1
C � � � C b1p C s;

m00 D .p � 1 � bd /p
d
C .p � 1 � bd�1/p

d�1
C � � � C .p � 1 � b1/p C p � s � 2;

n00 D .p � 1 � ad /p
d
C .p � 1 � ad�1/p

d�1
C � � � C .p � 1 � a1/p C p � r � 2:

Donc �0 et �00 sont des poids de degré � d dans une H 1-chambre (plus précisément,
�0 2 sˇ � C et �00 2 s˛ � C ).

Comme �0 D �C .�a; a/pdC1, on sait que la D-filtration de yZ.�0/ est juste celle de
yZ.�/ tensorisée par .�a; a/pdC1. De même, la D-filtration de yZ.�00/ est celle de yZ.�/
tensorisée par .�a � 1; a C 1/pdC1 et la D-filtration de yZ.� C .�a � 1; a/pdC1/ est
celle de yZ.�/ tensorisée par .�a � 1; a/pdC1.

Donc l’hypothèse de récurrence pour �0 et �00 (pour �00 on utilise la symétrie entre ˛
et ˇ) nous donne

chH 2.�0/ D
X̀
iD1

chL.�0i / chH 2.Eıi .�
1
i C .�a; a/p

d //.1/: (4.54)

chH 2.�00/ D
X̀
iD1

chL.�0i / chH 2.Eıi .�
1
i C .�a � 1; aC 1/p

d //.1/: (4.55)

De plus, d’après la Proposition 4.3 du paragraphe 4.3, on a

chH 3.�C .�a � 1; a/pdC1/ D
X̀
iD1

chL.�0i / chH 3.Eıi .�
1
i C .�a � 1; a/p

d /.1//:

Posonsm1 D apd Cadpd�1C� � �Ca1 D apd Czr et n1 D apd Cbdpd�1C� � �Cb1
D apd Czs avec 0� zr;zs � pd � 1 ; alors tout poids de la liste (4.45) vérifie les conditions



L. Liu 1402

correspondantes de la Proposition 4.2 et du Théorème 3.1. Plus précisément, si ıi D 0,
alors

�1i 2 ¹.m
1;�n1 � 1/; .m1 � 1;�n1 � 1/; .m1;�n1 � 2/; .m1 � 1;�n1 � 2/º; (4.56)

d’après (4.45). On a m1 � 1 D apd C zr � 1 avec �1 � zr � 1 � pd � 2 et n1 � 1 D
apd C zs � 1 avec �1 � zs � 1 � pd � 2, donc zr; zs; zr � 1; zs � 1 vérifient l’hypothèse du
Théorème 3.1, d’où

chH 2.E0.�
1
i // D chL.0; a � 1/.d/ chH 3.E0.�

1
i C .�a � 1; a/p

d //

C chL.0; a/.d/ chH 2.E0.�
1
i C .�a; a/p

d //

C chL.0; a � 2/.d/ chH 2.E0.�
1
i C .�a � 1; aC 1/p

d // (4.57)

si ıi D 0.
Si ıi D ˛, alors

E˛.�
1
i / 2 ¹E˛.m

1
C 1;�n1 � 2/; E˛.m

1;�n1 � 2/º

d’après (4.45). On am1 C 1 D apd C zr C 1 avec 1 � zr C 1 � pd et n1 D apd Czs avec
0�zs � pd � 1, donc .m1C 1;�n1 � 2/ vérifie l’hypothèse dans (i) de la Proposition 4.2.
D’autre part, le facteurE˛.m1;�n1 � 2/ apparaît seulement si� est de typer, auquel cas
on a s > r . Maism1pC r Dm� nD n1pC s, doncm1 � n1C 1� apd C 1, d’où zr � 1
dans ce cas. Donc s’il existe i tel que Eıi .�

1
i / D E˛.m

1;�n1 � 2/, alors m1 D apd C zr
avec 1 � zr � pd � 1 et n1 D apd C zs avec 0 � zs � pd � 1, donc .m1;�n1 � 2/ vérifie
aussi l’hypothèse dans (i) de la Proposition 4.2. Par conséquent, on a

chH 2.E˛.�
1
i // D chL.0; a � 1/.d/ chH 3.E˛.�

1
i C .�a � 1; a/p

d //

C chL.0; a/.d/ chH 2.E˛.�
1
i C .�a; a/p

d //

C chL.0; a � 2/.d/ chH 2.E˛.�
1
i C .�a � 1; aC 1/p

d // (4.58)

si ıi D ˛.
Si ıi D ˇ, alors on a

Eˇ .�
1
i / 2 ¹Eˇ .m

1
� 1;�n1/; Eˇ .m

1
� 1;�n1 � 1/º

d’après (4.45). On a m1 � 1 D apd C zr � 1 avec �1 � zr � 1 � pd � 2 et n1 � 2 D
apd Czs � 2 avec �2 � zs � 2 � pd � 3, donc .m1 � 1;�n1/ vérifie l’hypothèse dans (ii)
de la Proposition 4.2. D’autre part, le facteur Eˇ .m1 � 1;�n1 � 1/ apparaît seulement
si � est de type r, auquel cas on a s � r . Mais m1p C r D m � n D n1p C s, donc
on a n1 � m1 � 1 � .a C 1/pd � 2. Donc n1 � 1 D apd C zs � 1 avec �1 � zs � 1 �
pd � 3 dans ce cas, et l’hypothèse dans (ii) de la Proposition 4.2 est aussi satisfaite. Par
conséquent, on a

chH 2.Eˇ .�
1
i // D chL.0; a � 1/.d/ chH 3.Eˇ .�

1
i C .�a � 1; a/p

d //

C chL.0; a/.d/ chH 2.Eˇ .�
1
i C .�a; a/p

d //

C chL.0; a � 2/.d/ chH 2.Eˇ .�
1
i C .�a � 1; aC 1/p

d // (4.59)

si ıi D ˇ.
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Par conséquent, on a

chH 2.�/ D chL.0; a�1/.dC1/ chH 3.�C.�a�1; a/pdC1/

CchL.0; a/.dC1/ chH 2.�0/CchL.0; a�2/.dC1/ chH 2.�00/

D chL.0; a�1/.dC1/
X̀
iD1

chL.�0i / chH 3.Eıi .�
1
i C.�a�1; a/p

d //.1/

CchL.0; a/.dC1/
X̀
iD1

chL.�0i / chH 2.Eıi .�
1
i C.�a; a/p

d //.1/

CchL.0; a�2/.dC1/
X̀
iD1

chL.�0i / chH 2.Eıi .�
1
i C.�a�1; aC1/p

d //.1/

D

X̀
iD1

chL.�0i /ŒchL.0; a�1/.d/ chH 3.Eıi .�
1
i C.�a�1; a/p

d //

CchL.0; a/.d/ chH 2.Eıi .�
1
i C.�a; a/p

d //

CchL.0; a�2/.d/ chH 2.Eıi .�
1
i C.�a�1; aC1/p

d //�.1/

D

X̀
iD1

chL.�0i / chH 2.Eıi .�
1
i //;

où la dernière égalité résulte de (4.57)–(4.59). Ceci termine la preuve de la Proposition 4.5
et donc du Théorème 4.1.

4.6. Conclusion

En combinant les Propositions 4.3 et 4.4, le Théorème 4.1 et le Lemme 4.3, on obtient le
résultat suivant :

Théorème 4.2. Soit � 2X.T /. Soit 0DN0 �N1 �N � � � �N` D yZ.�/ une D-filtration
de yZ.�/ .cf. le paragraphe 4.1/ telle queNi=Ni�1Š yL.�0i /˝Eıi .�

1
i /
.1/ où ıi 2 ¹0;˛;ˇº.

Alors pour tout j 2 N, il existe une filtration 0 D zN0 � zN1 � � � � � zN` D H j .�/ où
zNi Š H

j .G=BG1; Ni / et zNi= zNi�1 Š L.�0i /˝H
j .Eıi .�

1
i //

.1/:

5. La cohomologie des B-modules Eı.�/

5.1. Motivation et premières propriétés

Dans la partie 4, on a montré que pour tout � 2 X.T /, H i .�/ admet une filtration dont
les quotients sont de la forme L.�0/˝H i .Eı.�

1//.1/. Cette filtration introduit des mo-
dules inconnus H i .Eı.�//, donc il faut étudier leur structure pour bien connaître celle
de H i .�/.
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Pour i D 0, d’après la discussion suivant la Proposition 4.4, pour ı 2 ¹˛; ˇº, tout
H 0.Eı.�// qui apparaît dans la p-filtration de H 0.�/ est soit nul, soit une extension de
H 0.�/ par H 0.��ı/. Donc le problème pour i D 0 ou 3 est déjà complètement résolu.

Pour i D 1 ou i D 2, la situation est plus compliquée.
Rappelons qu’il existe des suites exactes non scindées de B-modules

0! ��˛ ! E˛.�/! �! 0;

0! ��ˇ ! Eˇ .�/! �! 0:

Appliquons le foncteurH 0.G=B;�/ aux suites exactes ci-dessus. On obtient les suites
exactes longues

� � �!H 1.��˛/!H 1.E˛.�//!H
1.�/

@˛
�!H 2.��˛/!H 2.E˛.�//!H

2.�/!� � � ;

(5.1)

� � �!H 1.��ˇ/!H 1.Eˇ .�//!H
1.�/

@ˇ
�!H 2.��ˇ/!H 2.Eˇ .�//!H

2.�/!� � � :

(5.2)

Donc pour connaître la structure de H 1.Eı.�// et H 2.Eı.�//, il « suffit » de
connaître le morphisme de bord @ı .3 D’après le « Strong Linkage Principle » (cf. [15,
II.6.13]), on sait que @˛ D 0 (resp. @ˇ D 0) si ��˛ … Wp �� (resp. ��ˇ … Wp ��). En
outre, pour ı 2 ¹˛; ˇº, ��ı 2 Wp �� si et seulement si h�; ı_i est divisible par p. Donc
si p − h�; ı_i, alors H i .Eı.�// est la somme directe de H i .��ı/ et H i .�/ .

Soit T �� le foncteur de translation de � à �. On a la proposition suivante.

Proposition 5.1. Supposons que � D .x; y/ et p j x. Posons � D .x�1; y/ ; c’est un
poids sur le mur entre � et ��˛. Alors H i .E˛.�// Š T

�
� .H

i .�// si p − yC1.

Démonstration. Par définition de E˛.�/, on sait qu’il existe une suite exacte de B-
modules

0! .0;�1/! L.1; 0/! E˛.1; 0/! 0:

Tensorisons par le poids � D .x�1; y/. On obtient

0! ��
 ! L.1; 0/˝� ! E˛.�/! 0:

Appliquant le foncteur H 0.G=B; �/ à cette suite exacte, on obtient une suite exacte
longue de cohomologie

� � � ! H i�1.E˛.�//
@i�1
���! H i .��
/

 
�! L.1; 0/˝H i .�/

�
�! H i .E˛.�//

@i
�! H iC1.��
/! � � � :

3Ceci n’est pas un raisonnement rigoureux, parce que a priori il y aura d’autres termes non nuls
dans (5.1) et (5.2). Il s’agit simplement d’une motivation pour étudier les morphismes de bord. On
verra des raisonnements rigoureux plus tard.
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Si p − yC1, alors p − xCyC1. Dans ce cas ��
 n’appartient pas à Wp ��, d’où
@i D 0. Donc � est surjectif.

Notons N D T
�
� .H

i .�//. Alors N Š pr�.L.1; 0/˝H
i .�// � L.1; 0/˝H i .�/.

Comme ��
 n’appartient pas à Wp ��, alors Im \N D ¹0º. Donc N est isomorphe
à son image par �. Or pr�.H

i .E˛.�/// D H i .E˛.�// est inclus dans l’image de
N D pr�.L.1; 0/˝H

i .�// car � est surjectif. Donc N Š �.N / D H i .E˛.�//.

De même, on a une proposition analogue pour Eˇ :

Proposition 5.2. Supposons que � D .x; y/ et p j y. Posons � D .x; y�1/ ; c’est un
poids sur le mur entre � et ��ˇ. Alors H i .Eˇ .�// Š T

�
� .H

i .�// si p − xC1.

5.2. Morphismes de bord @˛ et @ˇ

Commençons par la proposition suivante.

Proposition 5.3. Soient �1 D .m1;�n1�2/ et �2 D .m2;�n2�2/ vérifiant

(1) mi > ni � 0 pour i 2 ¹1; 2º ;

(2) k1 D vp.m1/ � 1 et k2 D vp.n2C2/ � 1 ;

(3) mi �ni � pki pour i 2 ¹1; 2º.

Alors

chH 2.E˛.�1// D chH 2.�1/CchH 2.�1�˛/; (5.3)

chH 2.Eˇ .�2// D chH 2.�2/CchH 2.�2�ˇ/: (5.4)

C’est-à-dire, les morphismes de bord sont nuls.

Remarque 5.1. Fixons i 2 ¹1; 2º, notons di le degré de �i . C’est-à-dire, apdi � mi <
.aC1/pdi pour un a 2 ¹1; : : : ; p�1º. Si i D 1, alors d1 � vp.m1/ D k1. Si i D 2 et
si k2 D vp.n2C2/ > d2, alors n2 � pk2�2 � pd2C1�2. Mais dans ce cas, on a m2 �
n2Cp

k2 � 2pd2C1�2, absurde. Donc on a toujours di � ki pour i 2 ¹1; 2º.

Démonstration de la Proposition 5.3. Notons di le degré de �i . On appelle di �ki le de-
gré relatif de �i et on le note zdi . On montre la proposition simultanément pour E˛ et Eˇ
par récurrence sur le degré relatif. D’après la Remarque 5.1, on sait que le degré relatif
est toujours � 0.

Si zdi D 0, alors di D ki et �1 D .apd1 ;�n1�2/ avec n1 � .a�1/pd1 et �2 D
.m2;�ap

d2/ avec m2 � .aC1/pd2�2.
Dans ce cas, �1, �1�˛, �2 et �2�ˇ sont tous dans une H 1-chambre hors de la

région de Griffith. En particulier, (5.3) et (5.4) sont triviales.
Supposons qu’on ait déjà montré la proposition pour tout �i tel que zdi .�i / � ` pour

un certain ` � 0. Pour i 2 ¹1; 2º, soit �i D .mi ;�ni �2/ tel que zdi .�i / D `C1.
On se concentre d’abord sur � D �1 et on enlève l’indice 1 pour alléger la notation.

Écrivons m D apdCad�1pd�1C� � �Cakpk D apdCr avec a ¤ 0, ak ¤ 0 et d �k D
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`C1� 1. Si�… bGr, alors n< apd , donc��˛ … bGr aussi, carm� apdCpk � apdC2,
et (5.3) est vraie dans ce cas. Donc il suffit de considérer le cas où � 2 bGr, d’où n D
apdCs avec 0 � s � r�pk . En particulier, on a 1 � r � pd �1 et 0 � s � pd �2, donc
d’après la Proposition 4.2, on a

chH 2.E˛.�// D chL.0; a�1/.d/ chH 3.E˛.r�p
d ;�s�2//

CchL.0; a/.d/ chH 2.E˛.r;�s�2//

CchL.0; a�2/.d/ chH 2.E˛.�p
d
Cr; pd �s�2//:

Comme vp.r/D vp.pd �r/D vp.m/D k et .pd �s�2/�.pd �r�2/D r�s�pk ,
le poids .r;�s�2/ vérifie les hypothèses pour E˛ dans la proposition et est de degré
relatif majoré par `. Le poids .pd �s�2;�pdCr/ vérifie les hypothèses pour Eˇ et est
de degré relatif aussi majoré par `. D’après l’hypothèse de récurrence on a donc

chH 2.E˛.�//

D chL.0; a�1/.d/.chH 3.r�pd ;�s�2/CchH 3.r�pd �2;�s�1//

CchL.0; a/.d/.chH 2.r;�s�2/CchH 2.r�2;�s�1//

CchL.0; a�2/.d/.chH 2.�pdCr; pd �s�2/CchH 2.�pdCr�2; pd �s�1//

D chH 2.apdCr;�apd �s�2/CchH 2.apdCr�2;�apd �s�1/

D chH 2.�/CchH 2.��˛/;

où la deuxième égalité résulte du Théorème 3.2 et du fait que 0 � r�2 � pd �3 car
r � sCpk � pk .

Traitons maintenant Eˇ .�2/ et enlevons l’indice 2 pour alléger la notation. On a
vp.nC2/ D k, m D apdCr avec a � 1, 0 � r � pd �1 et d �k D `C1 � 1.

Si� … bGr, alors nC2� apdC1. Mais comme vp.nC2/D k, on a nC2� apd �pk .
Dans ce cas ��ˇ D .mC1;�n�4/ n’est pas dans bGr non plus.

Si � 2 bGr mais � … Gr, c’est-à-dire, r D pd �1, alors on a n D apdCs avec
0 � s � r�pk � pd �3. Donc ��ˇ D ..aC1/pd ;�apd �s�4/ … Gr, d’oùH 2.�/D

H 2.��ˇ/ D 0.
Donc il suffit de considérer le cas où � 2 Gr et donc r � pd �2. Dans ce cas n D

apdCs avec vp.sC2/D k et pk�2 � s � r�pk < pd �3. Alors le poids .r; s/ vérifie
les hypothèses pour Eˇ et le poids .pd �s�2;�pdCr/ vérifie les hypothèses pour E˛ ,
et ils sont de degrés relatifs majorés par `, et les hypothèses pour l’existence d’une filtra-
tion à trois étages pour H 2.Eˇ .�// sont vérifiées. Donc on a

chH 2.Eˇ .�// D chL.0; a�1/.d/ chH 3.Eˇ .r�p
d ;�s�2//

CchL.0; a/.d/ chH 2.Eˇ .r;�s�2//

CchL.0; a�2/.d/ chH 2.Eˇ .�p
d
Cr; pd �s�2//
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D chL.0; a�1/.d/.chH 3.r�pd ;�s�2/CchH 3.rC1�pd ;�s�4//

CchL.0; a/.d/.chH 2.r;�s�2/CchH 2.rC1;�s�4//

CchL.0; a�2/.d/.chH 2.�pdCr; pd �s�2/CchH 2.�pdCrC1; pd �s�4//

D chH 2.apdCr;�apd �s�2/CchH 2.apdCrC1;�apd �s�4/

D chH 2.�/CchH 2.��ˇ/;

où la première égalité est la filtration à trois étages pour H 2.Eˇ .�//, la deuxième égalité
résulte de l’hypothèse de récurrence et du fait queH 2.r�pd ;�s�2/D 0, et la troisième
égalité résulte du Théorème 3.2 et du fait que 0 < rC1 � pd �1 et 0 < sC2 < pd �1.

Ceci termine la preuve de la Proposition 5.3.

5.2.1. Décomposition de l’image du morphisme de bord.

Lemme 5.1. Si � D .x; y/ avec x; y � �1, alors pour ı 2 ¹˛; ˇº, on a

chH 3.Eı.�// D �
3.�/C�3.��ı/

où �i .�/ D chH i .�/.

Démonstration. Si x � �2 et y � �2, alors ��ı n’a de la cohomologie qu’en degré 3,
d’où le résultat.

Si x D �1 ou y D �1, alors H i .�/ D 0 pour tout i , donc H i .Eı.�// Š H
i .��ı/

pour tout i , donc le résultat est aussi vrai dans ce cas.

Définition 5.1. Pour ı 2 ¹˛; ˇº, on note Iı.�/ � H 2.��ı/ l’image du morphisme de
bord H 1.�/! H 2.��ı/. Donc si ��ı … w0 �X.T /C, on a

ch Iı.�/ D �2.�/C�2.��ı/�chH 2.Eı.�//:

Proposition 5.4. Soit � D .apdCr;�apd �s�2/ avec 1 � a � p�1. Posons �0 D
.r;�s�2/ et �00 D .�pdCr; pd �s�2/. Alors si 0 � s < r � pd �1, on a

ch I˛.�/ D chL.0; a/.d/ ch I˛.�0/CchL.0; a�2/.d/ ch I˛.�00/: (5.5)

Si �1 � s < r � pd �2, alors

ch Iˇ .�/ D chL.0; a/.d/ ch Iˇ .�0/CchL.0; a�2/.d/ ch Iˇ .�00/: (5.6)

Démonstration. Montrons d’abord (5.5) où ı D ˛. Comme 0 � s < r � pd �1, � vérifie
les hypothèses pour l’existence de la filtration à trois étages pour H 2.E˛.�// de la
Proposition 4.2. De plus, comme �0�˛ D .r�2;�s�1/ vérifie r�2 � �1 et �00�˛ D
.�pdCr�2; pd �s�1/ vérifie pd �s�1 � 0, on a �0�˛ … w0 �X.T /C et �00�˛ …
w0 �X.T /

C. Donc en utilisant la filtration à trois étages pour H 2.E˛.�// pour la pre-
mière égalité, et le Lemme 5.1 et la Définition 5.1 pour la deuxième égalité, on a
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chH 2.E˛.�//

D chL.0; a�1/.d/ chH 3.E˛.r�p
d ;�s�2//

CchL.0; a/.d/ chH 2.E˛.�
0//CchL.0; a�2/.d/ chH 2.E˛.�

00//

D chL.0; a�1/.d/.�3.r�pd ;�s�2/C�3..r�pd ;�s�2/�˛//

CchL.0; a/.d/.�2.�0/C�2.�0�˛/�ch I˛.�0//

CchL.0; a�2/.d/.�2.�00/C�2.�00�˛/�ch I˛.�00//

D �2.�/C�2.��˛/�chL.0; a/.d/ ch I˛.�0/�chL.0; a�2/.d/ ch I˛.�00/;

où la dernière égalité résulte du Théorème 3.1 en remarquant que ��˛ D .apdCr�2;
�apd �s�1/ avec �1 � r�2; s�1 < pd �1. Donc on a

chL.0; a/.d/ ch I˛.�0/CchL.0; a�2/.d/ ch I˛.�00/

D �2.�/C�2.��˛/�chH 2.E˛.�// D ch I˛.�/;

car ��˛ … w0 �X.T /C.
Montrons maintenant (5.6) où ı D ˇ. Comme �1 � s < r � pd �2, � vérifie les

hypothèses pour l’existence de la filtration à trois étages pour H 2.Eˇ .�// de la Pro-
position 4.2. De plus, comme �0�ˇ D .rC1; �s�4/ vérifie rC1 � 0 et �00�ˇ D
.�pdCrC1; pd �s�4/ vérifie pd �s�4 � �1, on a �0�ˇ … w0 �X.T /C et �00�ˇ …
w0 �X.T /

C. Donc en utilisant la filtration à trois étages pourH 2.Eˇ .�// pour la première
égalité, et le Lemme 5.1 et la Définition 5.1 pour la deuxième égalité, on a

chH 2.Eˇ .�//

D chL.0; a�1/.d/ chH 3.Eˇ .r�p
d ;�s�2//

CchL.0; a/.d/ chH 2.Eˇ .�
0//CchL.0; a�2/.d/ chH 2.Eˇ .�

00//

D chL.0; a�1/.d/.�3.r�pd ;�s�2/C�3..r�pd ;�s�2/�ˇ//

CchL.0; a/.d/.�2.�0/C�2.�0�ˇ/�ch Iˇ .�0//

CchL.0; a�2/.d/.�2.�00/C�2.�00�ˇ/�ch Iˇ .�00//

D �2.�/C�2.��ˇ/�chL.0; a/.d/ ch Iˇ .�0/�chL.0; a�2/.d/ ch Iˇ .�00/;

où la dernière égalité résulte du Théorème 3.1 en remarquant que ��ˇ D .apdCrC1;
�apd �s�4/ avec 0 < rC1; sC2 � pd �1. Donc on a

chL.0; a/.d/ ch Iˇ .�0/CchL.0; a�2/.d/ ch Iˇ .�00/

D �2.�/C�2.��ˇ/�chH 2.Eˇ .�// D ch Iˇ .�/;

car ��ˇ … w0 �X.T /C. Ceci termine la preuve de la Proposition 5.4.

Lemme 5.2. Soit �D .m;�n�2/ avecm > n � 0. Alors pour ı 2 ¹˛;ˇº et tout L.�/ 2
FC.Iı.�//, on a ŒIı.�/ W L.�/� D ŒH 2.��ı/ W L.�/�.



Cohomologie des fibrés en droites sur SL3 =B en caractéristique positive 1409

Démonstration. Comme dans la Proposition 5.3, notons k1.�/ D vp.m/, k2.�/ D
vp.nC2/. Notons d le degré de �, c’est-à-dire, il existe a 2 ¹1; : : : ; p�1º tel que
apd � m < .aC1/pd . Pour i 2 ¹1; 2º, notons zdi D d �ki . Notons aussi ˛1 D ˛ et
˛2 D ˇ.

Considérons l’énoncé suivant qui dépend d’un indice ` 2 Z :

P` : pour tout i 2 ¹1; 2º, si � D .m;�n�2/ avec m > n � 0 et zdi .�/ � `, alors pour
tout � 2 X.T /C tel que L.�/ 2 FC.I˛i .�// on a

ŒI˛i .�/ W L.�/� D ŒH
2.��ı/ W L.�/�:

Le but est de montrer que P` est vraie pour tout `. Raisonnons par récurrence sur `.
Il suffit de considérer le cas où � ne vérifie pas les hypothèses de la Proposition 5.3 car
l’énoncé est trivial si I˛i .�/ D 0.

D’après la définition de d et k1, on a toujours d � k1, d’où zd1 � 0. Commem > n et
k2D vp.nC2/, on a d < k2 seulement s’il existe d � 1 tel quemD pd �1 et nD pd �2.
Dans ce cas, on a

H 2.Eˇ .�// D H
2.Eˇ .p

d
�1;�pd // D 0

d’après la Proposition 4.1, d’où Iˇ .�/ D H 2.��ˇ/ et l’énoncé est vrai. Donc P�1 est
vrai.

Supposons zd1.�/ D 0 et ı D ˛. Si k1 D 0, alors p − m, d’où I˛.�/ D 0 car ��˛ …
Wp ��. Si k1 � 1, alors comme � ne vérifie pas les hypothèses de la Proposition 5.3,
on a � D .apd ;�.a�1/pd �s�2/ avec 1 � s � pd �1. D’après la Proposition 4.1 et
la Remarque 4.2, on sait que H 2.E˛.�// D 0, d’où I˛.�/ D H 2.��˛/ et l’énoncé du
lemme est évident.

Supposons zd2.�/ D 0. Si k2 D 0, alors p − nC2 et ��ˇ … Wp ��, d’où Iˇ .�/ D 0.
Si k2 � 1, alors comme � ne vérifie pas les hypothèses de la Proposition 5.3, on a � D
.apdCr;�apd / avec �1 � r � pd �3. D’après la Proposition 4.1, H 2.Eˇ .�// D 0,
d’où Iˇ .�/ D H 2.��ˇ/ et l’énoncé du lemme est évident.

Donc P0 est vraie.
Supposons que P` est vraie pour un ` � 0. Soit � tel que zd1.�/ D `C1. Si k1 D 0,

alors p − m et I˛.�/ D 0. Si k1 � 1, comme � ne vérifie pas les hypothèses de la Propo-
sition 5.3, on a

m D apdCad�1p
d�1
C� � �Cak1p

k1 D apdCr

et n D apdCs avec 0 � r�pk < s < r � pd �1. Posons

�0 D .r;�s�2/; �00 D .�pdCr; pd �s�2/ et t�00 D .pd �s�2;�pdCr/:

Comme
vp.ap

d
Cr/ D k1 D d �`�1 � d �1;

on a
vp.r/ D vp.�p

d
Cr/ D k1;
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donc zd1.�0/ � d �1�k1 D ` et zd2.t�00/ � d �1�k1 D `. D’après la Proposition 5.4,
on a

ch I˛.�/ D chL.0; a/.d/ ch I˛.�0/CchL.0; a�2/.d/ ch I˛.�00/

car 0 < s < r � pd �1. D’après le Lemme 3.1, tout plus haut poids d’un facteur de
composition de H 2.�0�˛/ ou de H 2.�00�˛/ est pd -restreint. Donc

FC.I˛.�// D L.0; a/.d/˝FC.I˛.�0//qL.0; a�2/.d/˝FC.I˛.�00//:

Soit L.�/ 2 FC.I˛.�// ; alors � D �1pdC�0 où �1 D .0; a/ ou .0; a�2/ et �0 est pd -
restreint. Si �1 D .0; a/, alors L.�0/ 2 FC.I˛.�0//. Donc

ŒI˛.�/ W L.�/� D ŒI˛.�
0/ W L.�0/� D ŒH 2.�0�˛/ W L.�0/�

D ŒL.0; a/.d/˝H 2.�0�˛/ W L.�/� D ŒH 2.��˛/ W L.�/�

où la deuxième égalité résulte de l’hypothèse de récurrence pour �0 et la dernière égalité
résulte du Théorème 3.2 et du Lemme 3.1 appliqués à ��˛.

Si �1 D .0; a�2/, alorsL.�0/ 2 FC.I˛.�00//. Posons �� D .y;x/ si � D .x;y/ ; alors

ŒI˛.�/ W L.�/� D ŒI˛.�
00/ W L.�0/� D ŒIˇ .��

00/ W L.��0/� D ŒH 2.��00�ˇ/ W L.��0/�

D ŒH 2.�00�˛/ W L.�0/�D ŒL.0; a�2/.d/˝H 2.�00�˛/ W L.�/�D ŒH 2.��˛/ W L.�/�:

Donc la partie i D 1 dans P` est vraie.
Soit � D .m;�n�2/ tel que zd2.�/ D `C1. Notons k D k2 pour alléger la notation.

Si k D 0, alors p − nC2 et Iˇ .�/ D 0. Si k � 1, comme � ne vérifie pas les hypothèses
de la Proposition 5.3, alors m D apdCr et n D apdCs avec 0 � r � pd �1 et s <
r < sCpk (a priori s peut être négatif). Mais comme d D kC`C1 � kC1, on a k D
vp.nC2/D vp.sC2/. Si s < 0, alors sC2� 1, d’où sC2��pk car vp.sC2/D k � 1.
Par conséquent, on a r < sCpk ��2, contradiction avec r � 0. Donc 0� s < r �pd �1.
Or vp.sC2/ D k � d �1, donc sC2 � pd �pk et r < sCpk � pd �2. D’après la
Proposition 5.4, on a

ch Iˇ .�/ D chL.0; a/.d/ ch Iˇ .�0/CchL.0; a�2/.d/ ch Iˇ .�00/

où �0 D .r;�s�2/ et �00 D .�pdCr;pd �s�2/. Posons ��00 D .pd �s�2;�pdCr/ ;
alors zd2.�0/ � d �1�k D ` et zd1.��00/ � d �1�k D ` car vp.sC2/ D vp.pd �s�2/
D k.

D’après le Lemme 3.1, tout plus haut poids d’un facteur de composition de
H 2.�0�ˇ/ ou de H 2.�00�ˇ/ est pd -restreint. Donc

FC.Iˇ .�// D L.0; a/.d/˝FC.Iˇ .�0//qL.0; a�2/.d/˝FC.Iˇ .�00//:

Soit L.�/ 2 FC.Iˇ .�// ; alors � D �1pdC�0 où �1 D .0; a/ ou .0; a�2/ et �0 est
pd -restreint. Si �1 D .0; a/, alors L.�0/ 2 FC.Iˇ .�0//. Donc

ŒIˇ .�/ W L.�/� D ŒIˇ .�
0/ W L.�0/� D ŒH 2.�0�ˇ/ W L.�0/�

D ŒL.0; a/.d/˝H 2.�0�ˇ/ W L.�/� D ŒH 2.��ˇ/ W L.�/�
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où la deuxième égalité résulte de l’hypothèse de récurrence pour �0 et la dernière égalité
résulte du Théorème 3.2 et du Lemme 3.1 appliqués à ��ˇ.

Si �1 D .0; a�2/, alors L.�0/ 2 FC.Iˇ .�00//. Donc

ŒIˇ .�/ W L.�/� D ŒIˇ .�
00/ W L.�0/� D ŒI˛.��

00/ W L.��0/� D ŒH 2.��00�˛/ W L.��0/�

D ŒH 2.�00�ˇ/ W L.�0/� D ŒL.0; a�2/.d/˝H 2.�00�ˇ/ W L.�/�

D ŒH 2.��ˇ/ W L.�/�:

Donc P`C1 est vraie. Ceci termine la preuve du Lemme 5.2.

Théorème 5.1. Soit � D .m; �n�2/ avec m > n � 0. Si M est un sous-module de
H 2.��ı/ qui vérifie chM D ch Iı.�/, alors M D Iı.�/.

Par conséquent, si m D apdCr et n D apdCs et si l’on pose �0 D .r;�s�2/ et
�00 D .�pdCr; pd �s�2/, alors

(i) Si 0� s < r � pd �1 , on a I˛.�/DL.0;a/.d/˝I˛.�0/
L
L.0;a�2/.d/˝I˛.�

00/.

(ii) Si�1� s < r �pd�2, on a Iˇ .�/DL.0;a/.d/˝Iˇ .�0/
L
L.0;a�2/.d/˝Iˇ .�

00/.

Démonstration. Il suffit d’appliquer le Lemme 5.2 et la Proposition 5.4.

Remarque 5.2. Ce théorème est suffisant pour calculer par récurrence tout Iı.�/ si �
vérifie

� D .m;�n�2/ ou .�n�2;m/ avec m > n � �1: (|)

Plus précisément, on commence par un poids � D .m;�n�2/ avec m > n � �1. Si
n D �1, alors H 1.�/ D H 1.m;�1/ D 0, d’où Iı.�/ D 0. Supposons maintenant que
m > n � 0.

(1) Si ı D ˛, écrivons n D apdCs avec a 2 ¹1; : : : ; p�1º, d � 0 et 0 � s � pd �1.
Notons r D m�apd ; alors r > s.

(a) Si r � pdC1, alors on aH 2.��˛/DH 2.m�2;�n�1/DH 2.apdC.r�2/;

�apd �.s�1/�2/ avec�1� s�1� pd �2 et r�2� pd �1. DoncH 2.��˛/

D 0 par la Remarque 3.3, d’où I˛.�/ D 0.

(b) Si r D pd , alors on a � D ..aC1/pd ;�apd �s�2/ avec s � pd �1, donc on
a H 2.E˛.�// D 0 par la Proposition 4.1, d’où I˛.�/ D H 2.��˛/.

(c) Si s < r � pd �1, alors le théorème s’applique et I˛.�/ se calcule par I˛.�0/ et
I˛.�

00/, où �0 et �00 sont des poids plus petits qui vérifient aussi la condition .|/.

(2) Si ı D ˇ, écrivonsm D apdCr avec a 2 ¹1; : : : ; p�1º, d � 0 et �1 � r � pd �2.
Notons s D n�apd ; alors s < r .

(a) Si s � �3, alors on a H 2.��ˇ/ D H 2.mC1;�n�4/ D H 2.apdC.rC1/;

�apd �.sC2/�2/ avec 0� rC1� pd �1 et sC2��1. DoncH 2.��ˇ/D 0

par la Remarque 3.3, d’où Iˇ .�/ D 0.

(b) Si s D �2, alors � D .apdCr;�apd / avec r � �1, donc H 2.Eˇ .�// D 0 par
la Proposition 4.1, d’où Iˇ .�/ D H 2.��ˇ/.
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(c) Si �1 � s < r , alors le théorème s’applique et Iˇ .�/ se calcule par Iˇ .�0/ et
Iˇ .�

00/, où �0 et �00 sont des poids plus petits qui vérifient aussi la condition .|/.

Ceci termine la discussion.

5.2.2. Iı.�/ est sans multiplicité.

Proposition 5.5. Soit �D .m;�n�2/ avecm > n � 0. Alors pour ı 2 ¹˛;ˇº, Iı.�/ est
un T -module sans multiplicité. C’est-à-dire, pour tout poids � 2 X.T /, on a dim.Iı.�/�/
� 1.

Avant de montrer cette proposition, on montre d’abord le lemme utile suivant :

Lemme 5.3. Soit � D ..aC1/pd �2;�apd �s�1/ avec d � 0, a 2 ¹1; : : : ; p�1º et
s � pd �1 .s n’est pas nécessairement positif /. AlorsH 2.�/ est un T -module sans mul-
tiplicité.

Remarque 5.3. Dans ce lemme, les valeurs permises pour� sont les .m�2;�n�1/ avec
m; n 2 Z, n � m�1 et m D 2; 3; : : : ; p�1; p; 2p; 3p; : : : ; .p�1/p; p2; 2p2; 3p2; : : : :
D’autre part, on sait que H 2.�1; �n�1/ D 0 pour tout n. Donc d’après le lemme,
H 2.�/ est un T -module sans multiplicité pour tout � de la forme .m�2;�n�1/ avec
m; n 2 Z, n � m�1 et m D 1; 2; : : : ; p; 2p; : : : ; p2; 2p2; : : : ; c’est-à-dire, de la forme
�D .apd �2;�n�1/ avec d � 0, a 2 ¹1; : : : ; p�1º et n � apd �1. On a décalé les va-
leurs de a dans l’énoncé du lemme juste pour simplifier les raisonnements par récurrence
dans la preuve.

Démonstration du Lemme 5.3. Raisonnons par récurrence sur d . Si d D 0, alors � D
.a�1;�a�s�1/ avec s � 0. Donc H 2.�/ D 0 d’après la Remarque 3.3. Supposons
que � D .apdC1CpdC1�2;�apdC1�s�1/ pour un d � 0 et s � pdC1�1. Si s � 0,
alors H 2.�/ D 0. Si s > 0, alors d’après le Théorème 3.2, on sait que H 2.�/ est filtré
par E1 D L.0; a�1/.dC1/˝V.s�1; 0/ et E2 D L.0; a/.dC1/˝H 2.pdC1�2;�s�1/

car H 2.�00/ D H 2.�2; pdC1�s�1/ D 0. Comme tout poids de V.s�1; 0/ et de
H 2.pdC1�2;�s�1/ est pdC1-restreint, et comme L.0; a/ et L.0; a�1/ n’ont pas de
poids commun, E1 et E2 n’ont pas de poids commun. D’après l’hypothèse de récurrence,
H 2.pdC1�2;�s�1/DH 2..p�1/pdCpd �2;�.p�1/pd �.s�.p�1/pd /�1/ n’a
pas de multiplicité comme T -module car s�.p�1/pd � pdC1�1�pdC1Cpd D
pd �1. On sait aussi que V.s�1; 0/ n’a pas de multiplicité comme T -module. Par consé-
quent, H 2.�/ n’a pas de multiplicité non plus.

Démonstration de la Proposition 5.5. Commem� 1, il existe d � 0 et a 2 ¹1; : : : ;p�1º
tels que apd � m < .aC1/pd .

Écrivons m D apdCr et n D apdCs ; alors 0 � r � pd �1 et s < r (s peut être
négatif).

Raisonnons par récurrence sur d . Si d D 0, alors � D .a;�a�s�2/ avec s � �1.
Donc��˛D .a�2;�a�s�1/ et��ˇD .aC1;�a�s�4/, d’oùH 2.��ı/D 0 pour
tout ı 2 ¹˛; ˇº. Par conséquent, Iı.�/ D 0 car Iı.�/ �H 2.��ı/ et l’énoncé est trivial.



Cohomologie des fibrés en droites sur SL3 =B en caractéristique positive 1413

Maintenant supposons m D apdC1Cr et n D apdC1Cs avec 0 � r � pdC1�1 et
s < r .

Supposons d’abord que ı D ˛. Si s � 0 et r � 1, alors

H 2.��˛/ D H 2.apdC1Cr�2;�apdC1�s�1/ D 0

car apdC1Cr�2 � apdC1�1 et apdC1Cs�1 � apdC1�1. Donc I˛.�/ D 0 et le
résultat est trivial.

Si s�0 et rD0, alors s��1 car s<r . Donc on a��˛D .apdC1�2;�apdC1�s�1/
et H 2.��˛/ n’a pas de multiplicité comme T -module d’après le Lemme 5.3 et la Re-
marque 5.3. Donc l’énoncé est vrai car I˛.�/ � H 2.��˛/.

Si s > 0, alors 0 < s < r � pdC1�1, et d’après la Proposition 5.4, on a

ch I˛.�/ D chL.0; a/.dC1/ ch I˛.�0/CchL.0; a�2/.dC1/ ch I˛.�00/;

où �0 D .r; �s�2/ et �00 D .�pdC1Cr; pdC1�s�2/. Comme .0; 2/ … Z˛CZˇ,
alors L.0; a/ et L.0; a�2/ n’ont pas de poids commun. D’après le Lemme 3.1, tout
poids de I˛.�0/ � H 2.�0�˛/ et de I˛.�00/ � H 2.�00�˛/ est pdC1-restreint, donc
L.0; a/.dC1/˝I˛.�

0/ et L.0; a�2/.dC1/˝I˛.�00/ n’ont pas de poids commun. Par
conséquent, I˛.�/ n’a pas de multiplicité comme T -module car I˛.�0/ et I˛.�00/ n’ont
pas de multiplicité d’après l’hypothèse de récurrence.

Supposons maintenant que ı D ˇ. Si s � �3, alors ��ˇ D .apdC1CrC1;

�apdC1�s�4/ avec rC1 � 1 et sC2 � �1, d’où H 2.��ˇ/ D 0. En particulier,
Iˇ .�/ D 0 et l’énoncé est trivial.

Si sD�2, alors�D .apdC1Cr;�apdC1/ avec r � 0. DoncH 2.Eˇ .�//D 0 d’après
la Proposition 4.1, et par conséquent on a

Iˇ .�/ D H
2.��ˇ/ D H 2.apdCrC1;�apd �2/:

Si r D pd �1, alorsH 2.apdCrC1;�apd �2/D 0 et l’énoncé est trivial. Si r � pd �2,
alors d’après le Théorème 3.2, on sait que H 2.apdCrC1;�apd �2/ est un quotient de
V.0; apd �r�3/ car H 2.rC1;�2/ D 0. Comme V.0; apd �r�3/ n’a pas de multipli-
cité, l’énoncé est vrai dans ce cas.

Si s D �1, alors p − apdC1CsC2, donc ��ˇ … Wp �� et en particulier Iˇ .�/D 0.
Si 0 � s � pdC1�3 et r D pdC1�1, alors on a

H 2.��ˇ/ D H 2..aC1/pdC1;�apdC1�s�4/ D 0

car sC2 � pdC1�1, d’où Iˇ .�/ D 0.
Si s D pdC1�2 et r D pdC1�1, alors

H 2.Eˇ .�// D H
2.Eˇ ..aC1/p

dC1
�1;�.aC1/pdC1// D 0

d’après la Proposition 4.1 (qui s’applique aussi au cas où a D p�1 puisque dans ce
cas, on a � D .pdC2�1;�pdC2/, qui est aussi de la forme dans la Proposition 4.1 avec
d D dC2 et a D 1). Donc

Iˇ .�/ D H
2.��ˇ/ D H 2..aC1/pdC1;�.aC1/pdC1�2/;



L. Liu 1414

qui est un quotient de V.0; .aC1/pdC1�2/ d’après le Théorème 3.2 carH 2.0;�2/D 0.
Comme V.0; .aC1/pdC1�2/ n’a pas de multiplicité comme T -module, le résultat en
découle.

Si 0 � s < r � pdC1�2, alors d’après la Proposition 5.4 on a

ch Iˇ .�/ D chL.0; a/.dC1/ ch Iˇ .�0/CchL.0; a�2/.dC1/ ch Iˇ .�00/;

où �0 D .r;�s�2/ et �00 D .�pdC1Cr; pdC1�s�2/. Comme .0; 2/ … ZˇCZˇ, alors
L.0; a/ et L.0; a�2/ n’ont pas de poids commun. D’après le Lemme 3.1, tout poids de
Iˇ .�

0/ �H 2.�0�ˇ/ et de Iˇ .�00/ �H 2.�00�ˇ/ est pdC1-restreint, donc L.0; a/.dC1/

˝Iˇ .�
0/ et L.0; a�2/.dC1/˝Iˇ .�00/ n’ont pas de poids commun. Par conséquent,

Iˇ .�/ n’a pas de multiplicité comme T -module car Iˇ .�0/ et Iˇ .�00/ n’ont pas de multi-
plicité d’après l’hypothèse de récurrence. Ceci termine la preuve de la Proposition 5.5.

5.3. Retour à la p-H i -D-filtration

Le but de ce paragraphe est d’écrire en détail la p-H i -D-filtration où i 2 ¹1;2º et � …C [
w0 �C . On verra aussi que le Théorème 5.1 et la Remarque 5.2 sont suffisants pour décrire
tous les modules inconnus de la forme H i .Eı.�// dans le Théorème 4.1. Supposons
maintenant que � … C [w0 �C . Alors il existe m; n 2 N tels que � D .m;�n�2/ ou
�D .�n�2;m/. D’après la symétrie entre ˛ et ˇ, on peut supposer que �D .m;�n�2/
sans perte de généralité. D’après la dualité de Serre, il suffit de considérer H 1.�/ D

H 1.m;�n�2/ et H 2.�/ D H 2.m;�n�2/ lorsque m � n (c’est-à-dire, � 2 sˇ �C ).
Si n � m � p�1, alors H 2.m;�n�2/ D 0 et

H 1.m;�n�2/ Š H 0.sˇ ��/ D H
0.m�n�1; n/

d’après le théorème de Borel–Weil–Bott (cf. [15, II.5.5]).
Si m � p, alors il existe d � 1 et a 2 ¹1; : : : ; p�1º tels que apd � m < .aC1/pd .

Écrivons m D apdCRpCr et n D apdCSpCs avec 0 � r; s � p�1 (S peut être
négatif mais S � �apd�1 car n � 0) ; alors on a 0 � R � pd�1�1 et S � R. Notons
m1 D apd�1CR et n1 D apd�1CS .

Pour � D p�1C�0 où �0 2 X1.T /, posons

H i
ı .�/ D L.�

0/˝H i .Eı.�
1//.1/

où ı 2 ¹0; ˛; ˇº. Notons aussi H i .�/ D H i
0.�/.

Remarque 5.4. En utilisant les résultats de ce paragraphe, on peut obtenir une autre
démonstration de la proposition de Kühne-Hausmann [16, 6.3.2] (voir aussi [8, 5.3]) et
préciser les conditions pour que � soit « générique » (cf. [19, 3.4]).

5.3.1. Type�. Supposons que � est de type�, c’est-à-dire, 0 � s < r � p�2. Les neuf
facteurs simples de yZ.�/ sont donnés par la figure suivante (où �1 D �) :
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�1

�6 �2 �4
�7 �8

�3 �5

�9

D’après le Théorème 4.1, on sait que pour i 2 ¹1; 2º, il existe une filtration de H i .�/

dont les quotients sont les suivants (l’ordre peut être différent) :

H i .�1/;H
i .�2/;H

i
˛.�4/;H

i
ˇ .�6/;H

i .�7/;H
i .�8/;H

i .�9/:

On sait que H 0.�14/ D H
0.m1C1;�n1�2/ D 0 et H 3.�13/ D H

3.m1�1;�n1�1/

D 0 car m1; n1 � 0, donc H0.�4/ D H3.�3/ D 0. Donc il existe une suite exacte longue

0! H1.�3/! H1
˛ .�4/! H1.�4/

@˛
�! H2.�3/! H2

˛ .�4/! H2.�4/! 0: (5.7)

De même, comme H 3.�15/ D H
3.m1;�n1�2/ D 0, on a une suite exacte longue

� � � ! H0.�6/
@0
ˇ

�! H1.�5/! H1
ˇ .�6/! H1.�6/

@1
ˇ

�! H2.�5/! H2
ˇ .�6/! H2.�6/! 0: (5.8)

Si n1 D 0, alors H 2.�/ D 0 car n � p�1 et m � n. On a aussi H2.�3/ D 0 car
�13 D .m

1�1;�n1�1/ D .m1�1;�1/. Donc d’après (5.7), on sait que H1
˛ .�4/ est juste

une extension de H1.�4/ par H1.�3/.
Or on a H i .Eˇ .�

1
6// D H

i .Eˇ .m
1�1; 0// D 0 pour tout i d’après le Lemme 4.1,

donc d’après (5.8), @0
ˇ

induit un isomorphisme H0.�6/ Š H1.�5/. Par conséquent, non
seulement le facteur H1.�6/ n’apparaît pas, mais le facteur H1.�5/ est « effacé » dans
la filtration de H 1.�/, c’est-à-dire, le G-module H 1.�/ admet une filtration dont les
quotients sont ¹H1.�i / j i D 1; 2; 3; 4; 7; 8; 9º. La situation est visualisée par la figure
suivante, où la droite en gras est le mur entre C et sˇ �C , i.e. ¹� 2X.T / j h�C�;ˇi D 0º :

�1

�2 �4
�7 �8

�3

�9

Si n1� 1 et�… bGr , c’est-à-dire, 1�apd�1�S ��1, alors on aH 2.�/D 0. De plus,
on aH 0.�16/DH

0.m1�1;�n1/D 0,H 2.�13/DH
2.m1�1;�n1�1/D 0 etH 2.�15/D

H 2.m1;�n1�2/ D 0. Donc d’après (5.7) et (5.8), H1
˛ .�4/ est juste une extension de

H1.�4/ par H1.�3/, et H1
ˇ
.�6/ est juste une extension de H1.�6/ par H1.�4/. Donc
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dans ce cas,H 2.�/ D 0 etH 1.�/ admet une filtration dont les quotients sont les H1.�i /

pour i 2 ¹1; : : : ; 9º.
Si n1 � 1 et � 2 bGr, c’est-à-dire, S � 0, alorsH 0.�16/DH

0.m1�1;�n1/D 0. Donc
(5.8) devient

0! H1.�5/! H1
ˇ .�6/! H1.�6/

@1
ˇ

�! H2.�5/! H2
ˇ .�6/! H2.�6/! 0: (5.9)

Si S � 0 et R D pd�1�1, alors

H 2.�15/ D H
2.m1;�n1�2/ D H 2..aC1/pd�1�1;�apd�1�S�2/ D 0

par la Remarque 3.3. En particulier, on a @1
ˇ
D 0 dans (5.9), donc pour i 2 ¹1; 2º, le

G-module H i
ˇ
.�6/ est juste une extension de H i .�6/ par H i .�5/.

D’autre part, on a

H 2.E˛.�
1
4// D H

2.E˛.m
1
C1;�n1�2// D H 2.E˛..aC1/p

d�1;�apd�1�S�2//

D 0

d’après la Proposition 4.1. Donc H2
˛ .�4/ D 0 et, d’après (5.7), on a une suite exacte

0! H1.�3/! H1
˛ .�4/

f
�! H1.�4/

@˛
�! H2.�3/! 0: (5.10)

Notons Q4 � H1.�4/ l’image de f ; alors on a

0! H1.�3/! H1
˛ .�4/

f
�! Q4 ! 0;

0! Q4 ! H1.�4/
@˛
�! H2.�3/! 0:

Donc dans ce cas, le facteur H2.�3/ est « effacé » dans la filtration de H 1.�/ et de
H 2.�/. Plus précisément, H 2.�/ admet une filtration dont les quotients sont ¹H2.�i / j

i D 1; 2; 4; 5; 6; 7; 8; 9º et H 1.�/ admet une filtration dont les quotients sont ¹H1.�i / j

i D 1; 2; 3; 5; 6; 7; 8; 9º[¹Q4º où Q4 � H1.�4/ est tel que H1.�4/=Q4 Š H2.�3/.
De même, si S D 0 et 0 � R � pd�1�1, alors le facteur H2.�5/ est « effacé » dans

la filtration de H 1.�/ et H 2.�/. Plus précisément, H 2.�/ admet une filtration dont les
quotients sont ¹H2.�i / j i D 1; 2; 3; 4; 6; 7; 8; 9º et H 1.�/ admet une filtration dont les
quotients sont ¹H1.�i / j i D 1; 2; 3; 4; 5; 7; 8; 9º[¹Q6º où Q6 � H1.�6/ est tel que
H1.�6/=Q6 Š H2.�5/.

Si 1 � S � R � pd�1�2, alors

�14 D .m
1
C1;�n1�2/ D .apd�1CRC1;�apd�1�S�2/

avec 1�S <RC1�pd�1�1. Donc �14 vérifie l’hypothèse du Théorème 5.1 pour ıD ˛.
D’autre part,

�16 D .m
1
�1;�n1/ D .apd�1CR�1;�apd�1�.S�2/�2/
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avec �1 � S�2 < R�1 � pd �3, donc �16 vérifie l’hypothèse du Théorème 5.1 pour
ı D ˇ.

Donc pour i 2 ¹1; 2º, H i .�/ admet une filtration dont les quotients sont

¹H i .�1/;H
i .�2/;H

i
˛.�4/;H

i
ˇ .�6/;H

i .�7/;H
i .�8/;H

i .�9/º:

De plus, on a des suites exactes longues

0! H1.�3/! H1
˛ .�4/! H1.�4/

@˛
�! H2.�3/! H2

˛ .�4/! H2.�4/! 0;

0! H1.�5/! H1
ˇ .�6/! H1.�6/

@ˇ
�! H2.�5/! H2

ˇ .�6/! H2.�6/! 0;

où Im.@˛/ŠL.�04/˝I˛.�
1
4/
.1/ et Im.@ˇ /ŠL.�06/˝Iˇ .�

1
6/
.1/, qui peuvent être calculés

récursivement par le Théorème 5.1 et la Remarque 5.2.

5.3.2. Type r. Si � est de type r, c’est-à-dire, r < s, alors on a forcément m1 > n1 et
R > S car m � n. Les neuf facteurs simples de yZ.�/ sont donnés par la figure suivante
(où �1 D �) :

�1
�2 �3

�7 �5
�9

�8�4 �6

D’après le Théorème 4.1, on sait que pour i 2 ¹1; 2º, il existe une filtration de H i .�/

dont les quotients sont les suivants (l’ordre peut être différent) :

¹H i .�1/;H
i .�2/;H

i .�3/;H
i
˛.�5/;H

i
ˇ .�7/;H

i .�8/;H
i .�9/º:

On a H 0.�15/ D H
0.m1;�n1�2/ D 0 et H 3.�14/ D H

3.m1�2;�n1�1/ D 0 car
m1 � n1C1 � 1. Donc H0.�5/ D 0 et H3.�4/ D 0, d’où une suite exacte

0! H1.�4/! H1
˛ .�5/! H1.�5/

@˛
�! H2.�4/! H2

˛ .�5/! H2.�5/! 0: (5.11)

De même, on aH 0.�17/DH
0.m1�1;�n1�1/D 0 etH 3.�16/DH

3.m1;�n1�3/D

0, d’où une suite exacte

0! H1.�6/! H1
ˇ .�7/! H1.�7/

@ˇ
�! H2.�6/! H2

ˇ .�7/! H2.�7/! 0: (5.12)

Si S � �2 et R � 1, alors

H 2.�14/ D H
2.m1�2;�n1�1/ D H 2.apd�1CR�2;�apd�1�.S�1/�2/ D 0;

H 2.�16/ D H
2.m1;�n1�3/ D H 2.apd�1CR;�apd�1�.SC1/�2/ D 0:
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En particulier, on a @˛ D @ˇ D 0. Donc dans ce cas, H 2.�/ D 0 et H 1.�/ admet une
filtration dont les quotients sont ¹H1.�i / j i D 1; : : : ; 9º.

Si S � �2 et R D 0, alors on a encore

H 2.�16/ D H
2.m1;�n1�3/ D H 2.apd�1CR;�apd�1�.SC1/�2/ D 0;

d’où @ˇ D 0. D’autre part, on a

H 2.E˛.�
1
5// D H

2.E˛.m
1;�n1�2// D H 2.E˛.ap

d�1;�apd�1�S�2// D 0

d’après la Proposition 4.1, donc (5.11) devient

0! H1.�4/! H1
˛ .�5/

f˛
�! H1.�5/

@˛
�! H2.�4/! 0:

Dans ce cas, le facteur H2.�4/ est « effacé » dans la filtration deH 1.�/ et deH 2.�/.
Plus précisément, notons Q5 l’image de f˛ ; alors H 1.�/ admet une filtration dont les
quotients sont ¹H1.�i / j i D 1; 2; 3; 4; 6; 7; 8; 9º[¹Q5º où Q5 � H1.�5/ est tel que
H1.�5/=Q5 Š H2.�4/. De plus, H 2.�/ D 0 même si H2.�4/ ¤ 0.

Si S D �1 et R � 1, alors

H 2.�14/ D H
2.m1�2;�n1�1/ D H 2.apd�1CR�2;�apd�1�.S�1/�2/ D 0;

d’où @˛ D 0. D’autre part, on a

H 2.Eˇ .�
1
7// D H

2.Eˇ .m
1
�1;�n1�1// D H 2.Eˇ .ap

d�1
CR�1;�apd�1// D 0

d’après la Proposition 4.1. Donc (5.12) devient

0! H1.�6/! H1
ˇ .�7/

fˇ
�! H1.�7/

@ˇ
�! H2.�6/! 0:

Dans ce cas, le facteur H2.�6/ est « effacé » dans la filtration deH 1.�/ et deH 2.�/.
Plus précisément, notons Q7 l’image de fˇ ; alors H 1.�/ admet une filtration dont les
quotients sont ¹H1.�i / j i D 1; 2; 3; 4; 5; 6; 8; 9º[¹Q7º où Q7 � H1.�7/ est tel que
H1.�7/=Q7 Š H2.�6/. De plus, H 2.�/ D 0 même si H2.�6/ n’est pas forcément nul.

De même, si S D �1 et R D 0, alors le facteur H2.�4/ et le facteur H2.�6/ sont
tous les deux « effacés ». C’est-à-dire, H 1.�/ admet une filtration dont les quotients sont
¹H1.�i / j i D 1;2;3;4;6;8;9º[¹Q5;Q7º où Q5 �H1.�5/ et Q7 �H1.�7/ sont tels que
H1.�5/=Q5 ŠH2.�4/ et H1.�7/=Q7 ŠH2.�6/. De plus,H 2.�/D 0même si H2.�4/

et H2.�6/ ne sont pas nuls.
Si S � 0, alors on a 0 � S < R < pd�1�1. Dans ce cas,

�15 D .m
1;�n1�2/ D .apd�1CR;�apd�1�S�2/

vérifie l’hypothèse du Théorème 5.1 pour ı D ˛.
D’autre part,

�17 D .m
1
�1;�n1�1/ D .apd�1CR�1;�apd�1�.S�1/�2/
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avec �1 � S�1 < R�1 � pd�1�2. Donc �17 vérifie l’hypothèse du Théorème 5.1 pour
ı D ˛. Donc pour i 2 ¹1; 2º, H i .�/ admet une filtration dont les quotients sont

¹H i .�1/;H
i .�2/;H

i .�3/;H
i
˛.�5/;H

i
ˇ .�7/;H

i .�8/;H
i .�9/º:

De plus, on a des suites exactes longues

0! H1.�4/! H1
˛ .�5/! H1.�5/

@˛
�! H2.�4/! H2

˛ .�5/! H2.�5/! 0;

0! H1.�6/! H1
ˇ .�7/! H1.�7/

@ˇ
�! H2.�6/! H2

ˇ .�7/! H2.�7/! 0;

où Im.@˛/ Š L.�05/˝I˛.�
1
5/
.1/ et Im.@ˇ / Š L.�07/˝Iˇ .�

1
7/
.1/, qui peut être calculés

récursivement par le Théorème 5.1 et la Remarque 5.2.

5.3.3. Cas ˛-singulier. Supposons que � est ˛-singulier, c’est-à-dire, 0� s < r D p�1.
Les quatre facteurs simples de yZ.�/ sont donnés par la figure suivante (où �1 D �) :

�
�1

�

�3

�
�4

�

�2

D’après le Théorème 4.1, on sait que pour i 2 ¹1; 2º, il existe une filtration de H i .�/

dont les quotients sont H i .�1/, H i
˛.�3/, et H i .�4/.

On sait que H 0.�13/ D H
0.m1C1;�n1�2/ D 0 et H 3.�12/ D H

3.m1�1;�n1�1/

D 0 car m1; n1 � 0, donc H0.�3/ D H3.�2/ D 0. Donc il existe une suite exacte longue

0! H1.�2/! H1
˛ .�3/! H1.�3/

@˛
�! H2.�2/! H2

˛ .�3/! H2.�3/! 0: (5.13)

Si � … bGr , c’est-à-dire, S � �1, alors on a H 2.�/ D 0. De plus, on a

H 2.�12/ D H
2.m1�1;�n1�1/ D H 2.apd�1CR�1;�apd�1�S�1/ D 0:

Donc d’après (5.13) , H1
˛ .�3/ est juste une extension de H1.�3/ par H1.�2/. Donc

dans ce cas, H 2.�/ D 0 et H 1.�/ admet une filtration dont les quotients sont ¹H1.�i / j

i D 1; 2; 3; 4º.
Si � 2 bGr et R D pd�1�1, c’est-à-dire, S � 0 et R D pd�1�1, alors on a

H 2.E˛.�
1
3// D H

2.E˛.m
1
C1;�n1�2// D H 2.E˛.ap

d�1;�apd�1�S�2// D 0

d’après la Proposition 4.1. Donc H2
˛ .�3/ D 0 et d’après (5.13), on a une suite exacte

0! H1.�2/! H1
˛ .�3/

f
�! H1.�3/

@˛
�! H2.�2/! 0:

Donc dans ce cas, le facteur H2.�2/ est « effacé » dans la filtration de H 1.�/ et
H 2.�/. Plus précisément, notons Q3 � H1.�3/ l’image de f ; alors H 2.�/ admet une
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filtration dont les quotients sont ¹H2.�i / j i D 1; 3; 4º etH 1.�/ admet une filtration dont
les quotients sont ¹H1.�i / j i D 1;2;4º[¹Q3º où Q3�H1.�3/ est tel que H1.�3/=Q3Š

H2.�2/.
Si 0 � S � R � pd�1�2, alors

�13 D .m
1
C1;�n1�2/ D .apd�1CRC1;�apd�1�S�2/

avec 1�S <RC1�pd�1�1. Donc �13 vérifie l’hypothèse du Théorème 5.1 pour ıD ˛.
Donc pour i 2 ¹1; 2º, H i .�/ admet une filtration dont les quotients sont ¹H i .�1/;

H i
˛.�3/;H

i .�4/º. De plus, on a une suite exacte longue

0! H1.�2/! H1
˛ .�3/! H1.�3/

@˛
�! H2.�2/! H2

˛ .�3/! H2.�3/! 0

où Im.@˛/ Š L.�03/˝I˛.�
1
3/
.1/, qui peut être calculé récursivement par le Théorème 5.1

et la Remarque 5.2.

5.3.4. Cas ˇ-singulier. Si � est ˇ-singulier, c’est-à-dire, 0 � r < s D p�1, alors on a
forcémentm1 > n1 etR > S carm� n. Les quatre facteurs simples de yZ.�/ sont donnés
par la figure suivante (où �1 D �) :

�
�1

�

�3

�
�4

�

�2

D’après le Théorème 4.1, on sait que pour i 2 ¹1; 2º, il existe une filtration de H i .�/

dont les quotients sont H i .�1/, H i
ˇ
.�3/, et H i .�4/.

On a H 0.�13/ D H
0.m1�1;�n1�1/ D 0 et H 3.�12/ D H

3.m1;�n1�3/ D 0, d’où
une suite exacte

0! H1.�2/! H1
ˇ .�3/! H1.�3/

@ˇ
�! H2.�2/! H2

ˇ .�3/! H2.�3/! 0: (5.14)

Si S � �2, alors

H 2.�12/ D H
2.m1;�n1�3/ D H 2.apd�1CR;�apd�1�.SC1/�2/ D 0:

En particulier, on a @ˇ D 0. Donc dans ce cas, H 2.�/ D 0 et H 1.�/ admet une filtration
dont les quotients sont ¹H1.�i / j i D 1; 2; 3; 9º.

Si S D �1, alors on a

H 2.Eˇ .�
1
3// D H

2.Eˇ .m
1
�1;�n1�1// D H 2.Eˇ .ap

d�1
CR�1;�apd�1// D 0

d’après la Proposition 4.1. Donc (5.14) devient

0! H1.�2/! H1
ˇ .�3/

fˇ
�! H1.�3/

@ˇ
�! H2.�2/! 0:
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Dans ce cas, le facteur H2.�2/ est « effacé » dans la filtration de H 1.�/ et H 2.�/.
Plus précisément, notons Q3 l’image de fˇ ; alors H 1.�/ admet une filtration dont les
quotients sont ¹H1.�i / j i D 1; 2; 4º[¹Q3º où Q3 � H1.�3/ est tel que H1.�3/=Q3 Š

H2.�2/. De plus,H 2.�/ admet une filtration dont les quotients sont ¹H2.�i / j iD1;3;4º.
Si S � 0, alors on a 0 � S < R < pd�1�1. Dans ce cas, on a

�13 D .m
1
�1;�n1�1/ D .apd�1CR�1;�apd�1�.S�1/�2/

avec �1 � S�1 < R�1 � pd�1�2. Donc �13 vérifie l’hypothèse du Théorème 5.1
pour ı D ˇ. Donc pour i 2 ¹1; 2º, H i .�/ admet une filtration dont les quotients sont
¹H i .�1/;H

i
ˇ
.�3/;H

i .�4/º. De plus, on a une suite exacte longue

0! H1.�2/! H1
ˇ .�3/! H1.�3/

@ˇ
�! H2.�3/! H2

ˇ .�3/! H2.�3/! 0

où Im.@ˇ / Š L.�03/˝Iˇ .�
1
3/
.1/, qui peuvent être calculés récursivement par le Théo-

rème 5.1 et la Remarque 5.2.

5.3.5. Cas 
 -singulier ou ˛-ˇ-singulier. Si � est 
 -singulier ou ˛-ˇ-singulier, alors
il n’y a pas de E˛ ou Eˇ dans la filtration. Donc d’après le Théorème 4.1, si � est

 -singulier, alors pour j 2 ¹1; 2º, H i .�/ admet une filtration dont les quotients sont
¹H j .�i / j i D 1; 2; 3; 4º, où la valeur de �i est donnée par la figure suivante (où �1 D �) :

�

�1

�
�3

�

�4

�
�2

Si � est ˛-ˇ-singulier, alors �D .m1pCp�1;�n1p�p�1/ et pour i 2 ¹1; 2º, on a

H i .�/ Š L.p�1; p�1/˝H i .m1;�n1�2/.1/:
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