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Résumé. Dans cet article, je prouverai I’existence de deux filtrations de la cohomologie des fibrés
en droites sur SL3 /B. La premire est une filtration en deux étapes qui existe pour H (i) et
H?2(u) si p est dans la région de Griffith. La deuxiéme existe pour tous H' (1), et est similaire 2 la
p-filtration qui a été envisagée par Jens Carsten Jantzen.

Mots-clés. Théorie de représentations modulaires, variétés des drapeaux, cohomologie de fibrés
en droites, groupes algébriques

Abstract. In this paper, I will prove the existence of two filtrations of the cohomology of line
bundles on SL3 /B. The first one is a two-step filtration that exists for A !(1) and H?(w) if p is
in the Griffith region. The second one exists for all H¥ (1), and is similar to the p-filtration that has
been considered by Jens Carsten Jantzen.
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groups

1. Introduction

1.1. Histoire et motivations du probleme

Soient G un schéma en groupes semi-simple déployé sur un corps k de caractéristique po-
sitive, B un sous-groupe de Borel et 7 C B un tore maximal déployé. Soit X (7") le groupe
des caracteres de T. Pour tout i € X(T), considéré comme caractere de B, on note £ (u)
le fibré en droites G-équivariant induit par p et ’on pose H' (i) := H'(G/B, £()).
Non seulement ces groupes de cohomologie sont des objets intéressants et fondamen-
taux dans la géométrie algébrique, mais ils sont également munis d’une structure de G-
modules, ce qui en fait une classe d’objets importante dans la théorie des représentations
de G. Par exemple, les G-modules simples sont paramétrés par les poids dominants, et
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pour tout A dominant, le G-module simple L (1) correspondant est isomorphe a I’'unique
sous-module simple de H°(1), dont le caractére est donné par la formule de caractére
de Weyl. Donc si on comprend bien les structures de ces groupes de cohomologie, on
pourra comprendre les caracteres des modules simples, qui est I’'une des questions les
plus importantes dans la théorie des représentations modulaires.

En caractéristique 0, ce probléme est complétement résolu, et la structure de H’ (1)
est simplement donnée par le Théoréeme de Borel-Weil-Bott (cf. [15, I1.5.5]). Mais en ca-
ractéristique positive, le Théoreme de Borel-Weil-Bott n’est plus vrai, parce que s’il était
vrai, alors pour tout s, il existerait au plus un i tel que H' (i) # 0. En 1978, Griffith [9]
a étudié le cas de G = SLj3 et déterminé la région de X (T'), que I’on appellera « la région
de Griffith », ot H! et H? sont tous les deux non nuls. Presque simultanément en 1979,
Andersen [2] a découvert, pour tout G, une condition nécessaire et suffisante pour que
H'(u) # 0. 11 a aussi montré que chaque H ! (1) non nul admet un socle simple. Ensuite,
des résultats concernant la structure de G-module de H' (i) sous certaines hypotheéses de
généricité ont été obtenus par différents auteurs : [3,4,8, 12, 14, 16—18]. En 2002, Donkin
a découvert une nouvelle approche, qui a donné dans [7] des formules récursives pour les
caracteres de tous les A’ (i) dans le cas de G = SLs.

A ce stade, presque rien n’est connu pour la structure de G-module de H (i) sii # 0
ou dim G/ B en dehors du cas générique dans la p2-alcove du bas sauf le socle de H!(u).

1.2. Résultats principaux

Dans cet article, on étudiera le cas de G = SL3, qui est le premier cas non trivial, et on
donnera une description compléte récursive de la structure de H' (i) pour tout i et tout .
Le théoreme le plus important de cet article est le suivant (voir le paragraphe 4.6) :

Théoreme. Soit u € X(T). Soit 0 = Ng C Ny C --- C Ny = 2(;},) une D-filtration
de Z () (cf. le paragraphe 4.1) telle que N; / Ni—; = L(v?) ® Ej, (vil)(l) on é; €{0,a, B}.
Alors pour tout j € N, il existe une filtration 0 = Ng C Ny C --- C Ny = H/ () oit

Ni = H/(G/BGy,Ni) et Ni/Ni—y=L(})® H’(Es5;(v}).

Ce théoreme généralise la p-filtration introduite par Jantzen, pour tout u et tout i. De
plus, il n’est pas difficile de voir que les formules de récurrence de Donkin correspondent
a ces filtrations de H(i). On obtiendra aussi comme corollaire une autre démonstration
de I’existence de la p-filtration de H (i) découverte par Jantzen [14].

On montrera aussi I’existence d’une filtration a deux étages de H'(u) et H?(w)
lorsque w est dans la région de Griffith (Théoréme 3.1). Cela fournira aussi des formules
de récurrence de ch H’ (i) pour tout i et j, qui sont completement différentes de celles
de Donkin. Les formules de Donkin ont été utilisées par quelques travaux récents (cf.
[1,10]). Donc les nouvelles formules de récurrence obtenues par des résultats de cet ar-
ticle, qui sont plus simples que celles de Donkin, seront utiles pour les autres chercheurs
dans la théorie des représentations géométriques.
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2. Notations et préliminaires

Dans cet article, k désigne un corps de caractéristique p > 0, G désigne le k-schéma
en groupes SL3 sur k, B C G est le sous-groupe de Borel des matrices triangulaires
inférieures, et T C B est le tore maximal des matrices diagonales.

On note X(7T') le groupe des caracteres de T et Y(T') celui des cocaracteres. Notons
(-,+) : X(T) x Y(T) — Z le couplage naturel. Pour i € {1, 2, 3}, notons ¢; 1’élément
de X(T) tel que ¢; (diag(ay,az,as)) = a;.

Posonsa =€) — €3, =€y — €3,y =a + B, Rt ={a,B,y},et R~ = —R*. Alors
R = {%a, £, £y} est le systeme de racines de G par rapport a T et le sous-groupe de
Borel B correspond a R™. Notons A = {«, 8} ’ensemble des racines simples. Définissons
I’ordre partiel < sur X(7') par u < A si et seulement si A — u € Na + Ng.

Pour tout § € R, notons §¥ € Y(T') la coracine correspondante. On désigne par
w1, ws € X(T) les poids fondamentaux correspondant a ¥ et 8. Alors on a X(T) =
Zwy & Zw,. Pour tout a, b € Z, notons (a, b) le poids aw; + bw,. Posons

p=s@+p+y)=y=(1D.
Notons X(T')* I’ensemble des poids dominants. Pour tout d € N*, notons
Xa(T) = {p e X(T) | 0= (u.8") < p?. V8 € A}
={(@.b) e X(T)|0=a.b < p’}

I’ensemble des poids dominants et p? -restreints.

Pour § € R, notons sg la réflexion par rapport a §, ¢’est-a-dire, pour tout u € X(7),
ss(p) = p— (1, 8Y)8.

Soit W le groupe de Weyl de R; il est engendré par I’ensemble S des réflexions
simples. La longueur £(w) d’un w € W est le plus petit entier m tel que w s’écrive
Sy *** Say, avec a; € S. Soit wo = $48585¢ = SgSaSg I'unique élément de W de plus
grande longueur.

Pour § € R et r € Z, notons s5, la réflexion affine de X(7') définie par s5 (1) =
u—({u,8) —r)é pour tout u € X(T). Désignons par W), le groupe engendré par tous
les ss.,p avec § € R et n € Z. Pour w € W, définissons ’action décalée par w - u =
w(p + p) — p pour tout ;& € X (7). On note

C=-p+XT)".

Tout G-module V est aussi un 7-module de fagon naturelle. Pour tout i € X(7'), on
note V, I'espace de poids u de V', oui u est un poids de V' si V, # 0. On dit que p est
un plus haut poids de V si p est un poids de V' qui est maximal par rapport a ’ordre <
sur X(7T). On définit le caractéere de V par

chV = %" dim(Vy)e, € Z[X(T)].
neX(T)

Soit H C G un sous-groupe fermé. Si V' est un G-module, alors il admet naturellement
une structure de H-module. On note resg (V) le H-module ainsi obtenu.
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Pour tout H-module N, on note Indg (N) le G-module induit par N. Pour i € N,
on note H'(G/H,N) = H'(G/H, £6/u(N)) ot £5/u(N) est le fibré vectoriel G-
équivariant sur G/H associé a N (cf. [15,1.5]). Alorsona H' (G/H, N) = R Ind% (N).
Pour un B-module N, on note H(N) = H'(G/B, N). Si u € X(T), alors j est aussi
un caractere de B par la composition B — T A G, et on désigne encore par u le B-
module de dimension 1 tel que g € B agit comme le scalaire ;1(g). Donc H' (1) est défini
comme ci-dessus.

Pour ;1 € X(T)™, notons L(u) le G-module simple de plus haut poids . Si A =
p%Ag 4+ pAi+ Ao avec A; € X, (T), alors il existe un isomorphisme de G-modules
par le théoreme du produit tensoriel de Steinberg (cf. [15, 11.3.17])

LA) =LA@ Q- ® LA™ @ L(Ag).

ol I’exposant @) désigne la i-iéme torsion par le morphisme de Frobenius. Notons aussi
V() = H?3(wo - 1) le module de Weyl de plus haut poids .

Pour un G-module V' de dimension finie, on note FC(V') I’ensemble des facteurs de
composition de V.

Pouri € {0,1,2,3}, on appelle H'-chambre tout sous-ensemble de X(7") de la forme
w - C avec £(w) = i.' Pour d € N*, une p?-alcove est un ensemble de la forme

{neX(T)|ap? < (u+p.a¥) <@+ Dp? bp? <(u+p,BY) < b+ 1)p?,
ep? < (u+p,yY) < (c+1)p?

pour certains a, b, ¢ € Z.

Pour tout G-module V', I’espace dual Homg (V, k) est naturellement muni de la struc-
ture de G-module définie par (g - ¢)(v) = ¢(g " 'v). On le note V* et on I’appelle le
dual de V. La dualité de Serre sur G/B est compatible avec 1’action de G, et donne
H' () = H3(=2p — u)*.

D’autre part, 1’application g — g est un anti-automorphisme de G = SL3 qui est
I’identité sur 7. On peut aussi munir ’espace dual Homy (V, k) de la structure de G-
module définie par (g - ¢)(v) = ¢(*gv). On le note V! et on I'appelle le dual contra-
variant de V. Alors, la dualité de Serre contravariante s écrit (cf. [8, 2.1]) H(n) =
H3 (wo - )’

Soit F : G — G le morphisme de Frobenius de G. Pour tout » € N*, notons G, =
ker(F") le r-ieme noyau de Frobenius. Pour tout i € X(7T'), notons i(u) I’unique BG;-
module simple de plus haut poids u, ot BG; = F~'(B). Si on écrit . = u® + pu!
avec u° € X{(T) et u! € X(T), alors on a un isomorphisme de BG-modules i(u) ~
é(uo) ® pp'. De plus, si o € X1(T), alors on a un isomorphisme de BG-modules

() = res§g (L(w)).

'Pour un poids dans une H 0. (resp. H 3.) chambre, la cohomologie est non-nulle uniquement
en degré 0 (resp. 3), et pour un poids dans une H !- ou H2-chambre, on ne peut avoir de la coho-
mologie qu’en degré 1 et 2; cf. [15, 11.2.6, 11.4.2.(9), 11.4.5, et I1.5.4.a].
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3. Une filtration a deux étages

3.1. Enoncé du théoréme pricipal

Définition 3.1 (degré). Soitn € N. Sin > 1, on appelle degré de n I'unique d € N tel
que p? <n < p?*t1. Sin = 0, on dit que n est de degré —oo.
Soit u € X(T) tel que  # (—1,—1). Il existe un unique A = (a,b) e CNW - u. Le
degré de p est défini comme le degré dea + b + 1 € N.
Remarque 3.1. Si . = (m,—n —2) avecm,n € N, alors p =sg-(m—n—1,n) =
§g8q - (n —m — 1,m). Donc dans ce cas, le degré de p est celui de max(m,n).
Définition 3.2 (Condition de Griffith). (1) On dit qu’un poids w vérifie la condition de
Griffith s’il existe m,n,d € N*eta € {1,..., p — 1} tels que
e ap? <m,n<(@+1)p? -
=(m,—n—-2)oupu = (—n—2,m).
On appelle région de Griffith, et I’on note Gr, I’ensemble des poids vérifiant la condi-
tion de Griffith.
(2) On note Gr ’ensemble des poids u tels qu’il existe m,n,d e N*etae{l,...,p—1}
tels que
eap? —1<mn<(@+1)p?—1;
=(m,—n—-2)oupu = (—n—2,m).
(3) Onnote Gr I’ensemble des poids p tels qu’il existe m,n,d e N*eta €{l,...,p—1}
tels que
° apd <m,n <(a+ 1)pd —
w=@m,—n—2)oupu = (—n—2,m).
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Fig. 1. Région de Griffith pour p = 3.

Remarque 3.2. Dans la Définition 3.2, le degré de p est d, sauf le cas dans (2) avec
m=n=p?—1ouledegréestd — 1.
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Remarque 3.3. D’apres [9, Theorem 1.3] ou [2, Theorem 3.6], on sait que H 1(/1) et
H?(u) sont tous les deux non nuls si et seulement si u € Gr. Si u est dans une H!-
chambre (resp. H2-chambre) et i ¢ Gr, alors H?(j) = 0 (resp. H'(1) = 0).

Convention 3.1. Si 1 n’est pas dominant, on pose L(n) = V(n) = 0.
Le théoréme principal de §3 est le suivant.

Théoreme 3.1. Soit u = (m,—n —2) eGr, oitm:apd +retn =apd +savecd > 1,
I<a<p—1let—1 §r,sfpd—l.Posonspfz(r,—s—Z), w= (—pd—}—r,pd—
s=2,A=(s,p?—r—=2)et'A = (r, p —s5—2). Alors :

(1) 1l existe une suite exacte courte de G-modules
0> M — H*(u) — LO,a— DD oVQA) =0
telle que
M = L0,a) @ H> (/') P L(0,a —2)?D @ H>(u").
De plus, le quotient de H?(u) par L(0,a)® @ H2(u') est un quotient du module

de Weyl V(s,ap® —r —2).

(2) Il existe une suite exacte courte de G-modules
0— L0O,a—1)D e H' (L) - H'(u) > 0 -0

telle que
0=L0,a)PH (W)PLO,a—2)D e H' (1.

De plus, le noyau de la projection H' (i) — L(0,a) @ ® H'(i') est un sous-module
de HO(r,ap? — s —2).

Remarque 3.4. L’énoncé du théoréme reste vrai si on permet a la valeur de a d’étre 0.
En effet, dans ce cas, on a ' = u et 1’énoncé est trivial avec la Convention 3.1.

Exemple 3.1. Décrivons maintenant partiellement et explicitement le cas ou d = 1.

(1) Sia=0,ona u=(r,—s —2) avec —1 <r,s < p— 1. Dans ce cas, on peut ap-
pliquer [15, I1.5.5] pour calculer H’(u). Plus précisément, si r > s, alors on a yu =
sg -(r—s—l,s)avec—l§r—s—l,sfp—l,donconaHl(;L);Ho(r—s—l,s)
et H'(u) =0sii #1.Sir <s,alors =sﬁsa-(s—r—l,r),etonaHz(;L) =
HO(s—r—1,r)et H (u) =0sii # 2.

(2) Sil<a<p—1letr>s,alorspar(1),ona H?>(u') = H?(u") = 0, donc le théoréme
nous donne

H?*(u) = LO0,a— 1)V @ V(s,p—r—2).

(3) Sil<a<p—1letr<s,alorspar(l),ona H'(u) = H' (i) = 0, donc le théoreme
nous donne
H'(w) = L0,a— 1)V @ H(r, p—s —2).
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Afin de démontrer le Théoréme 3.1 on a besoin de quelques lemmes.
Lemme 3.1. Soit d > 0. Si L(n) est un facteur de composition de ’un des trois modules
suivants :
(1) Hi(w)on ' = (r,—s —2) avec —1 < r,s < p?,
) Hi(uW)ounp =(—p? +rp? —s—2)avec—2<r,s < p?—1,
B) V) o d=(s,p? —r—2)avec—1 <s <r +1< p?,
alors 1 est p®-restreint.
Démonstration. Soit & € —p + X(T)™. On sait, d’apres le « Strong Linkage Principle »

[15, 11.6.13], que pour tout facteur de composition L(n) d’'un Hi(w -¢) on a n < .
Comme y est dominant, on a donc

(na) < (myY) < {&yY),

et de méme pour (1, BV).

Pour i’ = (r, —s — 2) dans (1), le { correspondant est (r —s — 1,5) si r > s et
(s —r—1,r)sis > r.Dans les deux cas on a (¢, V) = max(r,s) — 1 < p¢.

De méme, pour i = (r — p?, p% — s — 2) dans (2), le poids ¢ correspondant est
(pd —r—2,r—s—1)sir Zset(pd —s—2,5s—r —1)sis > r.Dans les deux cas on
a(t,yV) = p? —min(r,s) —3 < p?.

Dans (3), si —1 < s <r + 1 < p?¢ et L() est un facteur de composition de V(1) =
V(s,p? —r —2) =~ H3(wo - A),alorsdans ce cas (¢, yV) = p? +5s—r—2<p¢—1. =
Lemme 3.2. Soird € N* et soient A, u € X4(T). Alorspoura € {1,...,p—1}ona

ExtL (L(0.a)% @ L(A), L(0,a —2)P ® L(w)) = 0.

Démonstration. Raisonnons par récurrence sur d.
Sid = 1,alors A, u € X{(T).Si A = pu, alors d’apres [15, I1.10.17 (2)],

Extg (L(0,a)V ® L(X), L(0,a —2)™ ® L(A)) = Ext§(L(0,a), L(0,a —2)) =0

car (0,a —2) ¢ W), - (0, a) (ici on a utilisé le principe de linkage [15, I1.6.17]. Si A # w,
d’apres [20, Proposition 4.1.1], on sait que si

Exts (L(0.a)" @ L(A), L(0,a —2)V ® L(uw))

est non nul, alors si p # 3 il est parmi les trois possibilités suivantes (et est leur somme
directe si p = 3):

Homg (L(0,a), L(0,a — 2)),

HOmG (L(()’ a)» L(O» 1) ® L(Ov a — 2))s

HOmG(L(O,a), L(lv 0) ® L(Ov a— 2))

Or ceux-ci sont tous nuls car (0,a) £ vo + (0,a — 2) pour vy € {(0,0), (0, 1), (1,0)}.
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Supposons que 1’énoncé est vrai pour d > 1. Soient A, 1 € X441(T). Ecrivons A =
pAL+ 2%t = put + u® avec A%, u® € X1 (T). Si Ao = jo, alors
Ext; (L(0,a) ™ ® LX), L(0,a —2)“ ™D @ L(un))
=~ Extg (L(0,a) ® L(AY), L(0,a —2) ® L(n")) =0

d’apres [15, I1.10.17 (2)] et I’hypothese de récurrence.
Si Ay # Wo, alors d’apres [20, Proposition 4.1.1] on sait que si

ExtL (L(0,)“ ™ ® LX), L(0,a —2)TD ® L(w))

est non nul, alors si p # 3 il est parmi les trois possibilités suivantes (et est leur somme
directe si p = 3):

Homg (L((0.@)p? +21), L((0.a = 2)p? + u1),
Homg (L((0,a) p® + A1), L((0,a —2)p? + u') ® L(0, 1)), 3.1)
Homg (L((0,a) p® +A'), L((0,a —2)p? + u') ® L(1,0)).
Soit L(7n) un facteur de composition de
L((0.a=2)p? + p') ® L(vo)
ot vy € {(0,0),(0,1),(1,0)}. Alors on a
n<0,a—2)p%+ u' + v
Donc, comme /Ll est pd-restreint,
(") <(0,a=2)p? + ' +vo,y") < (@=2)p? +2(p? =) + 1 =ap? — 1.

Donc comme A! est dominant, on ne peut pas avoir 7 = (0,a) p? + A'. Par conséquent,
tous les Hom de (3.1) sont nuls, d’ou le résultat. ]

3.2. Démonstration du Théoreme 3.1 : réduction au Théoréme 3.2

Dans ce paragraphe, on va montrer que le Théoreme 3.1 découle du théoréme un peu plus
faible suivant :

Théoreme 3.2. Soit u = (m,—n —2), onm = apd +retn= apd + s avec d > 1,
l<a<p—1let—1<rs<p?—1/(cest-a-dire | € Grde degré d). Posons ' =
(r=—s—=2), )W ==pl4+rpl—s—2,A=@6.pl—r—2)et'A=(r,p% —5—2).
Alors :

(1) Il existe des suites exactes courtes de G-modules
0> M — H'(u) > L0,a—2)4 @ H' (1) - 0,
0— L(0,a— 1) H°('A) > M — L(0,a)P @ H' (1) — 0.
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(2) Il existe des suites exactes courtes de G-modules
0= L(0.0)D ® H*(u) > H*(u) — 0 0.
0— L(0,a—29D e H*(u")— Q0 — L(0,a— 1)@ @ V(1) — 0.
De plus, Q est un quotient du module de Weyl V (s, ap? —r — 2).

Remarque 3.5. Comme la Remarque 3.4, I’énoncé du Théoreme 3.2 reste vrai lorsque
a=0.

Montrons que le Théoréme 3.1 découle du Théoréme 3.2. On pose w = 5,55 = Sg5q.
Notons Gry = Gr N s, -C,arﬁ =§ﬂsﬂ .C et Gry, = GrNw - C. Posons

f=wo-p=(ap®+s,—ap? —r-2).

Alors Ji appartient 2 Gr, (resp. a @5) si et seulement si (4 appartient a Gﬂ (resp. 2 Gry,).
D’autre part, comme [ se déduit de u en échangeant r et s, alors le poids (i1)" associé a
fest(s,—r —2) =y, -u';onlenotera fi'. De méme, le poids fi” associé a [i est

(—p +s5,p¢ —r—2) =5, 1"
Par dualité de Serre contravariante, on a
H'(w) ~ H* (W) et H*(u) ~ H'(1)'
et de méme
Hi(W)~ H3> (@) et H'(W')~H> (") pouri =1,2.

Comme les modules simples L (0, i) sont auto-duaux pour la dualité contravariante, on
obtient par le Théoreme 3.2 que H ' (1) a aussi la filtration & trois étages suivante :

L(0,a)D @ H'(1)
H'(p) ~ H*())' =| L(0,a —2)D ® H'(1")
LO,a—1)D @ HO(A)

ol les deux étages inférieurs sont un sous-module de HO(r,ap? —s —2), et H2(u) a
aussi la filtration a trois étages suivante :

LO,a—1)D g V)
H*(w) =H' (D' =| L0,a) ® H>(W)
L(0,a —2)@ @ H2(u")

Donc pour montrer le Théoréme 3.1, il suffit de montrer que pour i € {1,2}, on a
Ext (L(0,a)D ® H' (1), L(0.a —2) @ H' (1)) = 0.

Or ceci résulte des lemmes 3.1 et 3.2. Ceci montre que le Théoréme 3.1 découle du Théo-
reme 3.2. On va montrer le Théoreme 3.2 dans le paragraphe 3.3.
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3.3. Preuve du Théoréme 3.2
Commencons par le lemme suivant.

Lemme 3.3. Soit A = (0,a) € X(T)* tel que 1 < a < p — 1. Soit K le sous-B-module
de L(A) engendré par le vecteur de poids (a,—a). Alors L(A)/ K est isomorphe comme
B-module a L(0,a — 1) ® (0, 1).

Demonstration.” On sait que L(0,a) = k[x, y,z], I’espace des polyndmes homogénes de
degré a avec I’action naturelle de SL3. Alors, on a un morphisme surjectif de B-modules

L(0,a) - L(0,a—1)® (0, 1),

a—i—j

xlyjza—l—j — xlyjza—l—j—l,

a

dont le noyau est K. ]

3.3.1. Trois suites exactes de B-modules. Appliquons le Lemme 3.3 & L(0, a) et notons
K, le sous-module engendré par le vecteur de poids (a, —a); il est isomorphe comme B-
module au Py-module Ly (a, —a), ot Py est le sous-groupe parabolique correspondant a
la racine simple « (voir [15, II.1.5] pour la définition de cette notation) et Ly (a, —a) est
le P,-module simple de plus haut poids (a, —a). De plus, L(0,a)/K, est isomorphe a
L(0,a —1) ® (0,1). On a donc une suite exacte

0— K, —> L(0,a) > L(0,a—1)® (0,1) > 0. (3.2)
Notons M, le sous-module de K, tel qu’on ait une suite exacte
0> M, - K, — (a,—a) = 0. (3.3)
Comme a < p on voit que M, >~ K,_1 ® (—1,0) et donc on a une suite exacte

0—> M, — L(0,a—1)® (=1,0) > L(0,a —2) ® (—1, 1) — 0. (3.4)

3.3.2. Suites exactes longues induites par le foncteur d’induction. Appliquons la d-ieme
puissance du Frobenius aux suites exactes courtes du paragraphe précédent et tensorisons
par le poids jt’ = (r,—s — 2). Posons aussi Ag = (s,ap? —r —2) etv = (—p? +r,—s —2)
et remarquons que wo - Ag = wotg — 2p = (r —ap?,—s — 2). On obtient alors des suites
exactes

0> K, > L0,0)Q(r,—s—2) > LO0,a— 1) P, p¢—5-2) >0,  (3.5)
0—> M, > K, - (m,—n—2) — 0, (3.6)
0— M, —> L(O,a—l)(d) Qv — L(O,a—2)(d)®(—pd +r, pd—s—2) —-0. (3.7

21 auteur remercie Simon Riche d’avoir suggéré cette preuve simple.
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Appliquons le foncteur H 2 ces suites exactes. Comme v € wg - C,ona H (v) =0
pour i < 3. Par conséquent, en utilisant I’identité tensorielle [15, 1.4.8], (3.7) donne I’éga-
lit¢ H1(M,) = 0, I'isomorphisme

L0,a—2)9D @ H' (1) ~ H*(M,) (3.8)
et la suite exacte

0— L(0,a—2)9 @ H>(u') > H>*(M;) > LO0,a— 1D @ V(s,p? —r—2) >0
(3.9
ol I’on a posé, comme dans le Théoreme 3.2, u” = (—p? + r, p¢ —5 —2).
Comme ‘A = (r, p? — s — 2) appartient 2 C et comme (r, —s — 2) n’a de la coho-
mologie qu’en degré 1 et 2, alors (3.5) donne, en utilisant I’identité tensorielle, 1’égalité
HO(K,) = 0, la suite exacte

0—L0,a—1)DQH('A) > H (K,) > L(0,a)P @ H' (r,—s—2) >0, (3.10)
I’isomorphisme
H*(Ky) ~ L(0,a)¥ @ H*(r,—s —2) (3.11)

et égalité H3(K,) = 0.
Considérons maintenant la suite exacte (3.6). Comme on a vu que H'(M,) = 0, on
obtient la suite exacte

0— H'(Ry) — H'(m,—n —2) — H2(M,) 5> H*(R,)
— H*(m,—n —2) »> H>(M;) > 0. (3.12)

3.3.3. Annulation de f.

Lemme 3.4. Le morphisme [ dans la suite exacte (3.12) est nul.

Démonstration. Par (3.11), on sait que H2(K,) =~ L(0,a)? @ H2(1'). Donc par le
Lemme 3.1, si L(n) est un facteur de composition de H2(K~a), alors = (0, ap?) + no
oll 1o est un poids dominant p? -restreint. De méme, comme H 2(1\7Ia) ~L(0,a-2)¥PD®
H'(u") par (3.8), si L(n) est un facteur de composition de HZ(Ma), alors on a n =
(0, (a — 2) p%) + 1o ot Ny est dominant et p? -restreint.

Par conséquent, H 2(Iza) et H 2(]\’/w[a) n’ont pas de facteur de composition commun.
Donc le morphisme f de H2(M,) vers H2(K,) dans (3.12) est nul. L]

Par conséquent, la suite exacte (3.12) se coupe en deux suites exactes courtes

0— L(0,a)P ® H*(1') — H*(m,—n —2) — H?(M,) — 0, (3.13)
0—> HY(K,) > H'(m,—n—2) > L(0,a —2) @ @ H' (u") — 0. (3.14)

Celles-ci, avec la suite exacte (3.9) et la suite exacte (3.10), terminent la preuve des
suites exactes dans Théoréme 3.2. Il reste & montrer que H3(M,) est un quotient du
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module de Weyl V(s,ap? — r —2). En effet, d’apres (3.3) et la construction du B-module
K, les poids de M, sont les poids (a,—a) —ia pouri = 1,...,a. Donc les poids de M,
sont les poids

xi = ((a,.—a) —ia)p? + (r,—s —2) = ((a —2i)p? +r,—~(a—i)p? —5—2)
= wo-((a—i)pd +5,2( —a)pd —i—apd —r—=2)
= wo - ((s,ap? —r —2)—(a—1i)p?B)

pouri = 1,...,a.Donc les y; qui contribuent au H 3 (M) donnent des modules de Weyl
V((s,ap® —r —2) — (a — i) p? B) dont le plus haut poids est < (s,ap? — r — 2). D’autre
part, d’apres [15, I1.5.15.b] et la dualité entre H' et H2, on sait que Hz(m, —n —2) est
engendré par son espace de poids (s,ap? — r — 2). Par conséquent, le quotient H 3 (M,),
engendré par son plus haut poids (s, ap? — r — 2), est un quotient du module de Weyl
V(s,ap® —r —2). Ceci termine la preuve du Théoreme 3.2.

3.4. Description de H*(u) et H'(w) pour ju sur le mur

Lorsque p se situe sur le mur entre une H !-chambre et une H?2-chambre, c’est-a-dire,
u=n,—n—2)ou(—n—2,n)pour un n € N, on peut donner une version plus précise
du Théoreme 3.1. Par la symétrie entre « et B, il suffit de considérer le cas ou u =
(n,—n —2).

Remarquons d’abord que si 0 < n < p — 1, on peut appliquer le théoréme de Borel—
Weil-Bott [15,I1.5.5] a u = (n,—n — 2) = sg - (—1,n), qui se situe sur un mur. Donc on
a H'(u) = 0 pour tout i dans ce cas.

Sin > p, on ale théoréeme suivant :

Théoreme 3.3. Soit u = (n,—n —2) de degré d > 1 (c’est-a-dire, n > p). Alors il existe
une filtration 0 = Vo C Vi C --- C Vy_y C Vy = H?(u) avec £ < d telle que pour tout
i e{l,...,L}, onait

gi

~ dij
Vi/Vier = @ L) @ V(dj)
Jj=1
avec g; <2471 De pl dij .. d+1_ . Ais di; . o
qi =27 De plus, p/ v;j est p=™ " -restreint et A;j est p° -restreint pour tous i, J .

Comme H'(n) = H?(1)!, on obtient aussi une filtration duale de H'(1).

Démonstration. Raisonnons par récurrence sur d. Sid = 1, alorsn = ap 4+ r avec 1 <
a<p—1let0=<r < p—1.Dapres le Théoreme 3.1, il existe une filtration a deux étages

LO0,a—1)D V()
L0.a)V @ H*(1)) P L(0.a —2)V @ H*(u")

H?(p) =
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ouA=p—-r=-2), W =-r—-2 ety =(—p+rp—r—2). Comme r et
p—r—2sont<p—1l,ona H?*(u') = H*(u") = 0,d’ ot

H?*(u) =~ L0,a — 1) @ V().

Donc 1I’énoncé est vrai dans ce cas.
Supposons I’énoncé vrai pour tout 7 de degré < d, et soit n = ap?*! + r avec 1 <
a<p—let0<r< pd — 1. D’apres le Théoreme 3.1, on a une filtration a deux étages

L0,a — DUt @ V(1)

H?(p) =
L(O,a)(‘H—l) ® HZ(I’L,) 69 L(0,a — 2)(d+1) ® HZ(I'L”)

ou A= pttt—r—2), W =@—-r—2etp =(=pit 4r pitl —y —2) =
(—=m —2,m),otm = p4*T! —r —2.Donc y1’ et " sont tous les deux encore sur le mur
et de degré < d. D’aprés I’hypothése de récurrence, il existe une filtration de H?(u')

0=MyCM,C---C My =H?>)

avec ¢’ < d telle que pour touti € {1,...,£'}, on ait

/

4q;
Mi/Mi—y = @ L) @ V)
j=1

. / ’
avec q; < 2¢=1 De plus, pdij v;; est p@t1restreint et Aj; est pdij -restreint pour tous
i,j.Pouri > { posons M; = My = H*(u') etq, = 0.

De méme, on a une filtration de H2(u”)
0=NyCN; C---C N =H*u")
avec £’ < d telle que pour tout i € {I,...,£"}, on ait

a;
Ni/Nisy = @ L)Y @ v(Af)
j=1
avec q;' < 2¢"=1 De plus, pdi/} vj; est p®Ti-restreint et A}; est pdi/} -restreint pour tous
i,j.Pouri >{" posons N; = Ny» = H*(u") etq/ = 0.
Posons maintenant £ = max(¢',£”") + 1 <d + 1.Pour 0 <i < { — 1, posons

d+1

Vi = L(0,a)“9*Y @ M; P L(0,a —2)“4*) @ N;
CL(0.a)“"Y @ H*(u') P L(0.a —2)“*V ® H>(u") € H?(1).

Posons aussi V, = H? ().
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Alorspour 1 <i <{—1,ona

7

4q;
Vi/Vier = LO0.a)) @ @L(Ul{j)(dij) ® V(Ai)

j=1
q/
d’,
®L0.a-2"" o @ L)Y @ VA))
ji=1
q;
= @ L0 + 0.0)p" )9 © V()
j=1

a

q;
& P L0 +(0.a=2p 1D g V).
j=1

Pour 1 <i <{ —1, posons g; = ¢q; + ¢;. Pour 1 < j < gj, posons v;; = vlfj +
d+1-d!, ;
0,a)p i, dij = dj; et Aj = A};. Pour g; < j < g;, posons v;; = Vl{:j—qlf +
d+1-d”._ . ” ye . A
0,a—-2)p YT dyy = di,j—q,« et Ay = ki,j_qi. Alors I’isomorphisme précédent

se réécrit

qi
Vi/Vier = @ L) 4 @ V(dy).
j=1
De plus, on a ¢; = ql{ + ql{/ < '—i + i <2. omax(¢ ") =i _ Hl—i et Aij est
p%ii -restreint par définition. D’apres le Lemme 3.1, p%i v;j est p?@+2_restreint puisque
L(p%iv;; 4 Aij) est un facteur de composition de H?(n, —n — 2) avec n = ap?*! + r.
Enfin,sii = £,onaV;/Vi_; = L(0,a — )@tV @ V(r, p?t! —r —2).
Donc I’énoncé est vrai pour p. Ceci termine la preuve du Théoreme 3.3. ]

D’autre part, si u = (n, —n — 2) avec n =apd +r,ou0<a<p-—-let0=<rc<
p? — 1, alors d’apres le Théoréme 3.2 et la Remarque 3.5, il existe une suite exacte courte
de G-modules

0— L(0,a)D @ H2(r,—r —2) — H?>(u) — W(r,n —2r —2) — 0, (3.15)

ou W(r,n —2r — 2) est un quotient du module de Weyl V(r,n — 2r — 2). On a le corollaire
suivant :

Corollaire 3.1. Soitn = adpd + ad_lpd_l +---4+apavec0 <a; < p—1.Pourk €
{0,1,...,d}, notons ry = Zf:o a,-pi (donc n = rg). Alors H*(n, —n — 2) admet une
filtration

0=MyCM,C---CMyg_y CMyg=H?*n,—n-2)

telle que
M;/M;—y = L(0,n —r;) @ W(ri—y,ri —2ri—1 —2)

o W(ri—1,ri —2ri—1 — 2) est un quotient du module de Weyl V(ri—1,r; —2ri—1 — 2)
défini par (3.15).
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Remarque 3.6. On utilise toujours la convention que V(a, b) = 0 si (a, b) n’est pas
dominant. Donc sia; =0pouruni €{l1,...,d},alorsri_y =r;i et W(rj—_1,ri —2ri_1 —2)
= 0. Donc M; = M;_; dans ce cas.

Démonstration du Corollaire 3.1. Raisonnons par récurrence sur d. Sid = 1, alors n =
ap +ravec0<a,r < p—1. Avec les notations ci-dessus, on a rg = r et r; = n. Comme
H?(r,—r —2) = 0, d’aprés le Théoreme 3.2, H?(n, —n —2) = W(r,n —2r —2) =
LO,n—r1) Q@ W(rg,r1 —2rg—2) ou W(r,n —2r —2) = W(rg,r; —2rp — 2) est un
quotient du module de Weyl V(rg, r; — 2ro — 2). Donc 1’énoncé est vrai dans ce cas.

Supposons 1’énoncé vrai pour tout n de degré < d pour un d > 1. Soit n =
ad+1pd+1 + agp? + -+ + ag. Alors d’apres le Théoréme 3.2, on a une suite exacte
courte de G-modules

0— L(O,ad+1)(d+1) Q H*(rg,—rq —2) — H*(n,—n —2) = W(rg,n —2rqy —2) — 0

ou W(rgz,n —2rg — 2) estun quotient de V(rg,n — 2ry — 2). En appliquant I’hypothese
de récurrence ary = ay pd + --- 4+ ao, on obtient une filtration

0=M{CMC---CM,_, CM)=Hrq,~rq—2)
telle que pouri = 1,...,d,
Mi//Mi/—l = L(O, rq — r,') ® W(rifl,ri —27‘,'71 —2)

ou W(rj—y,r; —2rij—; — 2) est un quotient de V(rj_y, r; — 2rj—1 — 2). Posons M; =
L(0,a7+1)“ Y @ M/ pouri =0,1,...,d et Mg4y = H*(n,—n — 2), alors on obtient
une filtration de H?(n, —n — 2)

0=MyCM, C---CMgC Mgy, =H*@n,—n—2)
telle que
Mg /Mg =W(irg,n—2rg —2)=LO0,n—rg41) @ W(rg,rgs1 —2rg —2),
Mi/Mi—y = L(0,aq+1)“™ ® (M /M]_,)
=~ L(0, ad+1pd+1) Q L(0,rg —ri) @ W(ri—1,r; —2ri_1 —2)
= L(O,I’l —I‘i) & W(ri_l,r,- —2ri—q —2) sii <d.

Ceci termine la preuve du Corollaire 3.1. |

4. Une p-H' -D-filtration

La filtration obtenue dans le chapitre 3 ne donne pas d’informations sur la structure de
H'(w) et H?(p) si pu n’est pas dans la région de Griffith. Mais Jantzen [14] a montré que
pour G = SLj3, tout module de Weyl V(1) posséde une p-Weyl filtration, c’est-a-dire,
une filtration dont les quotients sont de la forme V(v1)( @ L(1°), o1 v0 est p-restreint.



L. Liu 1380

Dualement, pour G = SL3 tout module induit H°(1) posséde une p-H °-filtration.
Il est naturel de se demander si H!(u) et H?(u) possédent aussi une filtration ana-
logue. Pour cela, comme dans [14], on commence par étudier la structure du BG-module
5 BG
Z(pn) = Indp "' (w). ~

Tandis que Jantzen utilise une suite de composition arbitraire de Z () pour induire
une p-filtration de H°(u) (et de H3(u) par dualité), j’utiliserai la notion de « D-filtra-
tion » (en I’honneur de Donkin [7]) de Z (i), qui sera définie dans le paragraphe 4.1. On
va voir que cette filtration non seulement redonne la p-filtration de Jantzen pour H°(u)
et H3(u) (Proposition 4.3) si u est dominant ou anti-dominant, mais donne aussi une
filtration analogue pour H ' (u) et H2(u) sipu ¢ C Uwy - C.

4.1. “D-filtration” de Z () = IndgGl )

Pour tout 4 € X(T), notons Z (y) = IndgGl (n). R

Dans ce paragraphe, je vais considérer une filtration de Z (i) qui se comportera bien
pour le foncteur H%(G/BGy, ). Ce n’est pas une suite de composition comme BG-
module car certains facteurs font apparaitre des B-extensions de dimension 2, tordues
par le Frobenius. Ces extensions apparaissent, au moins au niveau des formules de carac-
tere, dans I’article [7] de Donkin. Pour cette raison, j’appelle cette filtration de Z () la
D-filtration.

Remarque 4.1. Notre Z(,u) est noté 2{ (u) dans [15, I1.9].

Notons E, (1) I'unique sous- B-module de dimension 2 de L(0,1) ® (u + (—1,1)).
Donc il existe une suite exacte non scindée de B-modules

0> pu—a— Eq(u) > u—0.

De méme, notons Eg(u) I'unique sous-B-module de dimension 2 de L(1,0) ® (u +
(1,—1)). Donc il existe une suite exacte non scindée de B-modules
0= u—p— Eg(u) - pn—0.

Posons aussi Eg(u) = u.
On saitque Z(u + pu') = Z(n) ® pu’ comme BGy-modules (cf. [15, 11.9.2]), donc
il suffit de considérer six cas pour u € X1(7T); cf. la figure et la définition ci-dessous.

6

Fig. 2. Six cas dans X (7).
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Définition 4.1. Soit = (x, y) € X(T). Ecrivons x = x'p +rety = y!p + s avec
r,s €{0,1,..., p — 1}. On rappelle la terminologie suivante (voir par exemple [16, 1.1]).
(1) Onditque pwestdetype Asir <p—1,s<p—letr+s>p—2.
(2) Onditque pestdetype Vsir+s < p—2.
(3) On dit que p est a-singuliersir = p—1lets < p— 1.
(4) On dit que w est B-singuliersis = p—1letr < p—1.
(5) On dit que w est y-singuliersir < p—1,s <p—1letr+s=p—2.
(6) On dit que w est a-B-singulier sir = s = p — 1.
Pour0 <r,s < p—2,onposer =p—r—2ets=p—s—2.
D’abord, si & = (p — 1)p (correspondant au cas 6 dans la figure 2) alors Z(u) =
L((p—1)p) (cf. [15,11.3.18 (6)]). Dans ce cas, la D-filtration est juste la filtration triviale.
Comme Z(u) est un BGj-module de longueur finie, dont la multiplicité de chaque

facteur simple est 1, la structure des sous-modules de Z () peut se décrire par un graphe
[12,2.5].

4.1.1. Cas singulier pour une seule racine. Si u est y-singulier (correspondant au cas 5
dansla figure 2)alors p = (r,p—2—r)avec0<r < p—2. Alors so - = p — (r + N
=(r=2p-Detsg-p=pn—(p=1=-r)p=(p—-1L.-p+r).Ets,- u=pn—py=
(=p + r,—r — 2). Alors d’apres [12, 3.3], le graphe de Z(r, p — 2 — r) comme T G-
module est donné par
L7 ® (-1,-1)®
/ \
LEp-1D® 100 Lip-1,1)®0,-H®

T L7 —

De plus, on a

Exthg, (L7 p— 1) ® (-1L.0OM . L(p - 1.1 ® (0.—-1)M) =0,
Exth, (L(p—1.1) ® (0.-DW. LF. p— D) ® (-1,0)") = 0,

d’apres [15, 11.9.21]. Donc le graphe ci-dessus est aussi le graphe de Z(r, p—2—r)
comme BG1-module.

Dans ce cas, une D-filtration est n’importe quelle suite de composition de Z (n).

Si p est a-singulier (correspondant au cas 3 dans la figure 2) alors u = (p — 1, 5)
avec0 <s < p—2.0na

ps=sgp-p=pn—(+0HB=(p+s—s—2),
Ma = Sap-p3 =pH3—(s+ D= (p—2—1s,-1),
P2 =Sa-Ha=ps—(p—1=S)a=p3—pa=(—p+s.p—s—2).
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Alors d’apres [12, 5.2], le graphe de Z (p —1,5) comme BG;-module est donné par

|

L(s,5) ® (1,-1)D

U—Pa

Z(S, E) &® (_la O)(l)

|

Lp—1,s)

ou la fleche = indique une extension non scindée de Z(s, 5 ® (1,—1)W par Z(s, 5) ®
(=1,00. Orona

Extpg, (L(s,5) ® (1,—DD, L(s,5) @ (-1,00) = k
d’apres [15, 11.9.21] et on sait qu’il existe une extension non scindée
0 L(.5)® (1,000 - L(5.5) ® Eg(1,—D)P - L(5.5) ® (1,.—HP >0,

donc la fleche = indique 1’extension non scindée isomorphe a Z(s, 5) ® Eo(1,—1)M,
Dans ce cas, la D-filtration est la suivante :

0=NoyCN CNCN3=Z(p—1,s).
N; = z(p —1,s),

Na/Ny = L(5.5) ® Eo(1,—1)®,

N3/N, = L, p—1)® (0,—1)D.

A.1)

De méme, si u est B-singulier (correspondant au cas 4 dans la figure 2) alors pu =
(r,p—1)avecO<r <p—2.0Ona

U3 =sq - p=p—r+Da=(-r—-2,p+r),
pa=Spp-is=ps—(+D=(lp=-2-r),
po=sg-pa=pa—(p—1=r)B=us—pB=(p—-2—r,—p+r).

Alors le graphe de Z (r, p — 1) comme BGi-module est donné par
Lp—1.p-2-r)® (-1,00®
L(p—2—-rr)® (1,10

U—pﬂ
L(p—2—rr)® (0,-1)D

L(r,p—1)
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ou la fleche = indique I’extension non scindée isomorphe a Z(p -2-rre
Eg(—1,HD.
Dans ce cas, la D-filtration est la suivante :
0= Ny C N CNZCN3=2(V7P—1)7
Ny = L(r,p—1),
Ny/Ny = L(F.r) ® Eg(—1, 1)V,
N3/N = L(p - 1.7) ® (-1,0)V.

4.2)

4.1.2. Cas de I’alcdve supérieure A. Soientr,s > Otelsquer +s < p —3 etsoit u =
7,5).

Alors d’apres [12, 5.3], le graphe de Z (7,5) (correspondant au cas 1 dans la figure 2)
comme BG|-module est donné par

Z(S, r®(-—1, —1)(1)

\

LG r+s+1)®(=1,000 Lor+s+1,7)®0,-1)M

L(p—3—r—s,5)Q(1, —1)(1)
[

Z(r, p—3—-r—s)®(-1, 1)(l
U—pﬂ

Z(r,p—3—r—s)®(0,—l)(1) Z(s,r) z(p—3—r—s,s)®(—1,0)(1)

ou la fleche = a gauche indique une extension non scindée de Z(r, p=-3—-r—5Q®
(-1, DD par Z(r, p—3—r—s5)® (0,—1)D, Or d’apres [15, 11.9.21], il existe une
unique telle extension a isomorphisme pres, donc cette fleche = indique 1’extension iso-
morphe a Z(r, p—3—r—s5)® Eg(—1, 1M, De méme, la fleche = a droite indique
une extension isomorphe a z(p —3—r—5,5) ® Eo(1,—1)D,

Dans ce cas, une D-filtration est une filtration induite par le graphe suivant :

Lis,r)®(—1,-1)®

— T

LG, r+s+D)e(=1,0 Lr+s+1,7)®(0,-1)D
Z(r,p—3—r—s)®Eﬁ(—l,1)(l) L(s.7) L(p—3—r—s.5)®Ea(l, 1)V

T

L(7,5s) 4.3)
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Par exemple, la filtration suivante est une D-filtration :

0=NyC Ny C---CNgCN;=Z(F.5),
Ny = L(7.5),
Ny/Ny = L(s,r),
N3/No=L(p—3—r—s,5)® Eo(1,-1)D,
Nu/N3 = L(r,p—3—r—15)® Eg(—1, )P,
Ns/Ng = L(r +s +1.7) ® (0,—1)®,
Ne/Ns = LG, r +5s+1)® (1,0,
N7/Ng = L(s,r) ® (—1,—1)D.

(4.4)

4.1.3. Cas de l’alcdve inférieure V. Soit u = (r,s) avecr,s > Oetr +s < p — 3 (cor-
respondant au cas 2 dans la figure 2).
Alors d’apres [12, 5.3], le graphe de Z (r, s) comme BG1-module est donné par

Z(s,p—3—r—s)®(0,—1)(l) z(r,s)®(—1,—1)(1) E(p—3—r—s,r)®(—1,0)(1)

U—pﬂ
L(p—3—r—s.r)®(0,-2)"

—pa

Z(s, p—3—-r—s)®(-2, 0)(1)

LFE r s+ 1)@(-1,00® L(r+s+1.5®(0, )M
\Z(r, s)/

ou a nouveau la fleche = a gauche indique 1’extension non scindée Z(s, p—3—r—ys)
® Eq(0,—1)(D et la fleche = a droite indique I’extension non scindée Z(p —3—r—s,r1)
® Eg(—1, 0)™ comme dans le cas de I’alcove A.

Dans ce cas, une D-filtration est une filtration induite par le graphe suivant :

LG P®=1,-1)D

— L Ty

z(s,p—3—r—s)®Ea(O,—l)(l) Z(r,s)@(—l,—l)(l) Z(p—3—r—s,r)®Eﬁ(—1,0)(l)

e

LF r+s+D®(=1,0)M Lor+s+1.5)®0,—HD

\)A /

L(r,s) 4.5)
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Par exemple, la filtration suivante est une D-filtration :

0=NoC N C---CNgCNy= 2(7’,5‘),
Ny gf(r,s),
Ny/Ny = LF.r+s+ 1) ® (=1,000,

~

N3/Ny = L(r +s5+1.5) ® (0.—)D,
Ny/Ns=L(s.p—3—r—s)® Eq(0,—1)D, (40
Ns/Ny=L(p—3—r—s.r)® Eg(—1,0)",

N¢/Ns = L(r.s) ® (-1, -1)D,

N7/Ne¢ = L(5,7) ® (=1, =)D,

4.2. Sur la cohomologie des B-modules Eq (1) et Eg (i)

Pour montrer les résultats principaux, il faut d’abord établir quelques propriétés des mo-
dules H' (Eq (1)) et H' (Eg(w)).

Lemme 4.1. Ona H (E(0,y)) = Hi(Eﬂ(x,O)) = O pourtousi € Netx,y € Z.

Démonstration. On a E4(0, y) = Lq(1,0) ® (—1, y), donc d’aprés I’identité tensorielle
(cf. [15, 1.3.6])

H'(Po/B, Ea(0,y)) = La(1,0) ® H'(Pa/B,(=1.y)) = 0
pour tout i. D’autre part, on a une suite spectrale avec
EJ' = R/ Ind§ (H'(Po/B. E4(0.y))) = H' T (Eq(0.y)) (4.7)

par [15,1.4.5.c], d’ott H(E4(0, y)) = 0 pour tout i.
Et de méme pour Eg(x,0). |

Proposition 4.1. Supposons que ju1 = (ap® +r,—ap?) et uo = ((a+1) p?, —ap? —s—2)
avecd >0,ae{l,...,p—1}, r>—lets fpd—l.Alors

H*(Eg(11)) = H*(Ea(1t2)) = 0.

Remarque 4.2. Dans cette proposition, les valeurs permises pour i, sont les (m, —n — 2)
avecm,neZ,n<m—1 etm=2,3,...,p—l,p,2p,3p,...,(p—l)p,p2,2p2,3p2,....
D’autre part, on peut vérifier directement que H2(Eq(1, —n —2)) = 0sin < 0, puisque
H?(1,—n —2) = 0 par la Remarque 3.3 et H%((1,—n — 2) —a) = 0. Donc d’apres la
proposition, on a H?(Ey (7)) = 0 pour tout i, de la forme (m, —n —2) avec m,n € Z,
n<m-letm= 1,2,3,...,p,2p,...,p2,2p2,..., c’est-a-dire, de la forme pu, =
(apd, —n—2)avecd >0,ae{l,...,p—1}etn < apd — 1. On a décalé les valeurs de
a dans I’énoncé de la proposition juste pour simplifier les raisonnements par récurrence
dans la preuve.
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Démonstration de la Proposition 4.1. Raisonnons par récurrence sur d. Lorsque d = 0,
onapu; =(@+r,—a)etu,=(@+1,—a—s—2)avecr > —1ets <0.Donc uy,
w1 — B, ua et up — « sont tous de la forme (m, —n — 2) avec m > n, m > 0 (donc ils
sont dans une H°- ou une H '-chambre) et n < p — 1 (donc ils ne sont pas dans Gr), d’ou
H?(uy) = H*(uy — B) = H?*(2) = H?(up — o) = 0 d’apres la Remarque 3.3. Par
conséquent, H2(Eg(u1)) = H*(Eq(u2)) = 0.

Supposons le résultat établi au cran d et soient j; = (ap?t! + r,—ap®t ) et u, =
((@a+ 1)pd+! —apd*!t —s —2)avecr > —lets < p4+1 —1.

1) Montrons d’abord que HZ?(Eg(u1)) = 0. Notons p) = (r, 0) et pf =
(=p®*! + 1, p*h). Comme pf = (=(p — Dp? = (p? —r —2) =2, p- p?), alors,
en échangeant les roles de « et B et en appliquant 1’hypotheése de récurrence a «, on a
H2(Eg (1)) = 0.

Rappelons les trois suites exactes du paragraphe 3.3.1 :

0—> K, - L(0,a) > L(0,a—1)® (0,1) > 0, (4.8)
0> M, > K, - (a,—a) —> 0, 4.9)
0—>M, - L0O,a—1)® (1,00 > L(0,a —2)® (—1,1) = 0. (4.10)

Appliquons la (d + 1)-ieme puissance de la torsion de Frobenius a (4.8)—(4.10) et
tensorisons par Eg(r, 0). Désignons encore les modules ainsi obtenus par K, et M,. On
obtient les suites exactes

0— K; — L(0,a)tD @ Eg(n)) — L(0,a — 1)4+D @ Eg(r, p?™1) =0,  (4.11)
0— M, — Kq > Eg(py) — 0, (4.12)
0— M, — L(0,a —1)4+D @ Eg(r — pa*1,0)

— L(0,a —2)U ) @ Eg(u) — 0.  (4.13)

Comme H2(Eg(n})) = 0d’apres I'hypothese de récurrence et H3(Eg(r — p4+1,0))
= 0 d’apres le Lemme 4.1, 1a suite (4.13) donne H3(Ma) =0.

Comme (r, p?tY) et (r, p*t1) — B = (r + 1, p?+! —2) sont dans C, donc n’ont pas
de H',ona H! (Eg(r, pj"‘l)) = 0. Par ailleurs H*(Eg(1})) = 0 d’apres le Lemme 4.1,
donc (4.11) donne H?(K,) = 0.

D’aprés (4.12), on a une suite exacte H2(K,) — H?(Eg(n1)) — H?(M,), d’o
H?(Eg(j11)) = 0.

2) Montrons maintenant que H2(Ey(u2)) = 0. Notons u5, = (p
0, p?tt — 5 —2).

Comme 1ty = (p- p?,—(p — Dp? — (s — p?* + p?) —2) avec s — p?+! + p? <
p? — 1, d’apres I’hypothese de récurrence on obtient H2(E, (1)) = 0.

Appliquons la (d + 1)-ieme puissance de la torsion de Frobenius a (4.8)—(4.10) et
tensorisons par Eq(15). On obtient les suites exactes suivantes :

A+l g —2)etuy =
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0— Kg = L(0,a) 9+ ® Eq(uuh)
— L(0,a—1)UD @ E, (pdt!, pdtl —5—2) 50, (4.14)
0— My > Ko — Eq(112) = 0, (4.15)
0—> M, — L(0,a—1)4tD) @ E, (0, —s — 2)
— L(0,a —2)4*tD ® E,(ufy) — 0. (4.16)

Comme H2(Eq(13)) = H*(Eq(0, pT!' —5—2)) = 0 et H*(E(0,—s —2)) =0
d’apres le Lemme 4.1, on déduit de (4.16) que H3*(M,) = 0.
Comme (p¢+1, pd+l —5—2)et

(pd+l,pd+l _5_2)_05 — (pd+l _2,pd+l —g— 1)

sont dans C, donc n’ont pas de H', ona H'(Eq(p¢*!, p?+! —s —2)) = 0. Par ailleurs
H?(E4(uh)) = 0, donc d’apres (4.14) on a H?(K,) = 0.

Enfin, par (4.15) on a une suite exacte H2(K,) — H2(Eq(u2)) — H3(M,), ce qui
donne H?(Ey(u2)) = 0. Ceci termine la preuve de la Proposition 4.1. |

A T’aide de la Remarque 4.2, on déduit de la symétrie entre « et S le corollaire suivant :
Corollaire 4.1. Soienta € {1,...,p—1},d >0, m > apd —letn < apd — 1. Alors
H*(Eg(—n —2,ap®)) =0, H?*(Ey(—ap®,m)) = 0.

Proposition 4.2. Soit u = (ap® +r,—ap® —s —2)aveca € {l,...,p—1}etd > 0.

() Sil<r<p?et0<s<p?—1,alors H*(Eq(1)) admet la filtration a trois étages
suivante :

L(0,a — 1)) ® H3(Eq(1t + (—a — 1,a) p?))
H*(Eq() =| L(0.a —2)@D @ H>(Eq(u + (—a — l,a + )p9)) | 4.17)
L©0,a)) ® H*(Eq (1 + (—a.a)p?))

(i) Si—1<r<p?—2et—2<s<p?—3, alors H2(E,3 (1)) admet la filtration a trois
étages suivante :

LO0,a—1)D ® H3(Eg(i + (—a — 1,a)p?))
H?*(Eg(n) =| L(0,a —2)D @ HX(Eg(pn + (—a—1,a + 1)p?)) | (4.18)
L(0,a) ® H>(Eg(i + (—a,a)p?))

Démonstration. Montrons d’abord (i). Ecrivons Eq (1) = E () pour abréger.

Soit u = (ap? +r,—ap? —s —2)avecl <r < p?et0<s < p¢ —1.

Notons i/ = (r,—s —2) = p Q (—a,a)p? et u”’ = (—p? +r,p? —5s—2) =
U (—a—1,a+ 1p?. Alors E(W) =~ E(n) ® (—a,a)p? et E(W) = E(n) ®
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(—a —1,a + 1) p?. Appliquons la d-ieéme puissance de la torsion de Frobenius 2 (4.8)—
(4.10) et tensorisons par E(u'). Désignons les modules ainsi obtenus par K, et M,. On
obtient des suites exactes

0> K, > L0,a)PQEW)— LO,a—1)DPQE@Fr pt—5—2)—>0, (4.19)

0—> M, > K, - E(u) > 0, (4.20)
0> M, > LO,a—1)DQEr—p? —s—2)— L0,a—2)% @ E") — 0.
4.21)

Sir < p?—1,alors (r —p4,—s—2)et(r—p?,—s—2)—a = (r—2—p¢,—s—1)
sont dans wq - C, donc n’ont de la cohomologie qu’en degré 3. Si r = p<, alors
HY(E(r — p%,—s —2)) = 0 pour tout i d’apres le Lemme 4.1. Donc dans tous les
cas, on a H (E(r — p?, —s —2)) = 0 si i # 3. De plus, comme s < p¢ — 1, alors
wW==pl+rpl—s—2etp —a=(—p¢+r—2 p%—s5—1)nont pas de
cohomologie en degré 3, donc H3(E (")) = 0. Donc d’apres (4.21) on obtient I’isomor-
phisme

H*(Ma) = L(0.a ~2)P ® H'(E(u"))

et la suite exacte

0— L(0,a—2)9 ® H2(E(u"))
— H3(M,;) - LO,a—1)D @ H3(E(r — p?,—s —2)) > 0. (4.22)
Comme (r, p¢ —s—2) et (r,p? —s—2)—a=(r—2,p? —s—1)n’ont de la
cohomologie qu’en degré O car r > lets < p¢ —1,ona H (E(r, p? —5 —2)) =0si
i #0.De plus, comme ' = (r,—s —2) et W’ —a = (r — 2, —s) n’ont pas de cohomologie
en degré 3, on a H3(E(u')) = 0. Donc d’apres (4.19) on a H2(K,) = L(0,a)@ ®
H2(E(n')) et H3(K,) = L(0,a)D @ H3(E(u')) = 0. D’aprés (4.20), on a

H?(M,) EN H?*(K,) - H*(E(n)) —» H3*(M,) — 0 (4.23)

car H3(I?a) = 0.
Par ailleurs, si r = p?, alors H (E(u")) = H'(E(0, p? — s —2)) = 0 pour tout i
d’apres le Lemme 4.1. Sir < pd — 1, alors

FC(H'(E(1"))) C FC(H' (")) UFC(H' (1" — a))
= FC(HI(—pd +r, pd —s=2)U FC(HI(—pd +r— 2,pd —s—1)),

donc tout plus haut poids d’un facteur de composition de H'(E (1)) est p“-restreint
d’apres le Lemme 3.1. De méme,

FC(H?(E(u))) € FC(H?(u')) UFC(H? (1 — o))
=FC(H?*(r,—s —2)) UFC(H?(r —2,—s — 1)),
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donc tout plus haut poids d’un facteur de composition de H2(E(u')) est p?-restreint
d’apres le Lemme 3.1. Donc

FC(H?(M,)) NFC(H?*(K,)) = ¢

car H2(M,) = L(0,a —2)@ @ HY(E(1")) et H2(K,) = L(0,a)@ ® H2(E(W)).
Donc f = 0 dans (4.23).

En conclusion, si u = (ap? +r,—ap® —s —2)avec1 <r < p?et0<s < p?—1,
alors on a une filtration a trois étages de H?(E(u)), donnée par (4.22) et par

0— L(0,a)D @ H2(E(1)) — H2(E(w)) - H3*(M,) — 0. (4.24)

Ceci prouve (i).

Montrons maintenant (ii). Ecrivons E g (1) = E(u) pour abréger. Supposons que p =
(ap® +r,—ap® —s —2)avec —1 <r < p¢ —2et—1 <5 < p% — 3 (on traitera le cas
s = —2 ala fin).

Notons it/ = (r,—s —2) = p Q@ (—a,a)p? et W’ = (—p? +r, p? —5—-2) =
u®(—a—1,a+ )p?. Alors E(u) = E(n) ® (—a,a)p? et E(W') =~ E(n) ®
(—a —1,a + 1) p?. Appliquons la d-ieme puissance de la torsion de Frobenius 2 (4.8)—
(4.10) et tensorisons par E(u'). Désignons les modules ainsi obtenus par K, et M,. On
obtient les suites exactes

0> K, > LO0.a)PQEW)—> LO,a—1)DPQE@Fr pt —5s—2)—>0, (4.25)

0—> M, > K, - E(u) > 0, (4.26)
0> M, > LO,a—1)DQE@Fr—p? —s—2)— L0,a—2)% @ E") — 0.
(4.27)

Comme (r — p¢,—s —2) et r — p?,—s —2) =B = (r + 1 — p?, —s — 4) sont dans
wg - C, donc n’ont de la cohomologie qu’en degré 3, ona H! (E(r — p?,—s —2)) = 0si
i # 3 et la suite exacte

0—>V(s+2,pd—r—3)—>H3(E(r—pd,—s—2))—>V(s,pd—r—Z)—>O.
(4.28)

Comme p¢ —s —2> —let p? —s—4> —1parceque s < p? —3,ona H3(u') =
H3(—p? +rpl—s=2)=0et H3 (W' —B) = (=p¢ +r +1,p% —s —4), dot
H3(E(u")) = 0. Donc par (4.27) on obtient

H*(M,) = L(0,a —2)D @ H' (E(u"))
et la suite exacte

0— L(0,a—2)% @ H>(E(W")) — H3(M,)
— L(0,a— 1) @ H3(E(r — p%,—s—2)) > 0. (4.29)
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Comme (r, p¢ —s —2) et (r, p? —s —2) — B = (r + 1, p? — s — 4) n’ont de la coho-
mologie qu’en degré O car r > —l ets < p? — 3, alors H (E(r, p? —s —2)) =0sii #0.
Donc par (4.25) on a H2(K,) = L(0,a) D @ H2(E(w)) et H*(K,) =~ L(0,a)4 ®
H3(E(u')) = 0car u et &’ — B n’ont pas de cohomologie en degré 3.

Comme j et u — B n’ont pas de H® nide H3, ona H°(E(u)) = H3(E(u)) = 0.
Donc par (4.26) et le fait que H3(K,) = 0, on a une suite exacte

H?(M,) EN H?*(K,) - H*(E(n)) —» H3*(M,) — 0. (4.30)

Par ailleurs, FC(H'(E(u"))) c FC(H'(1")) U FC(H!'(u” — B)), donc tout plus
haut poids d’un facteur de composition de H'(E(u”)) est p?-restreint d’apres le
Lemme 3.1. De méme, tout plus haut poids d’un facteur de composition de H?(E(i'))
est p?-restreint. Donc

FC(H?(M,)) NFC(H*(K,)) = ¢

car H2(M,) =~ L(0,a —2) @ HY(E(u")) et H2(K,) = L(0,a) @ H2(E(u)).
Donc f = 0 dans (4.30).

En conclusion, si yu = (apd +r, —apd —s—2)avec—1<r < pd —2et—1<s<
p? — 3, alors on a une filtration 2 trois étages pour H2(E(u)) donnée par (4.29) et par

0— L(0,a)P ® HX(E(1)) — H*(E(n)) - H>(M,) — 0. (4.31)

Cette filtration implique (4.18) pour —1 < r < p? —2et—1 <5 < p? — 3.

Il reste a montrer (4.18) pour s = —2 et —1 <r < pd — 2. Dans ce cas, 4 =
(ap?® + r, —ap?), donc d’apres la Proposition 4.1, on a H?(Eg(w)) = 0. Comme
w4 (—a—1,a)p% =@ —p?,0)etu + (—a,a)p? = (r,0),ona

H(Ep(p + (—a=1.a)p") = H*(Eg(t + (-a.a)p?)) = 0
d’apres le Lemme 4.1. En outre, posons

1= w4+ (a—1la+1)p?)=@-p? p);

alors H?(Eg(1")) = 0 d’apres le Corollaire 4.1 car r > —1. Donc les deux membres de
(4.18) sont nuls. Ceci termine la preuve de (ii) et donc de la Proposition 4.2. ]

4.3. La p-filtration de Jantzen

Tandis que Jantzen utilise une suite de composition arbitraire de Z (i) pour induire une
p-filtration de H°(u) (et de H3(wyq - u) par dualité) pour ;o dominant, je vais utiliser une
D-filtration de Z ().

Lemme 4.2. Soient G un schéma en groupes réductif déployé sur un corps k et H
un sous-groupe fermé. Soit N un H -module qui admet une filtration 0 = Ny C N1 C
-+« C Ny = N. Posons L; = N;/N;—1 pour i € {1,...,£}. Si pour un n € N on a
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ch R"Ind$(N) = Y°F_, ch R* Ind% (L), alors pouri = 1,....¢, R"Ind$ (N;_,) est un
sous-module de R" IndIG{ (Ni)etl'ona

R" Ind$, (N;)/R" Ind% (N;—1) = R" Ind$, (L;).
La preuve est standard et laissée au lecteur.

Proposition 4.3. Soit A = (x, y) un poids tel que x,y > —1. D’apres le paragraphe 4.1,
il existe une D-filtration 0 = No C Ny --- C Ny = Z(wo “A) = Z(—y —2,—x —2) telle
que Ni/Ni—y = L(v?) ® Es, (1D o0 §; € {0, B} (donc € = 1,3, 4, ou 7).

Alors il existe une filtration 0 = NocNyc---CNy= V(A de H3(—y —2,—x —2)
=~ V(A) telle que

Ni/Nioy = LOv?) @ H3(E5, (v})V  pourtouti € {1,...,0}.
De plus, pour touti € {1,... 4} ettout j # 3, ona H’ (Es;(v})) = 0.

Démonstration. Posons N; = H 3(G/BGy, N;). Comme le foncteur IndgG1 est exact
d’apres la preuve de [15, 11.9.12], la suite spectrale dans [15, [.4.5.c] nous donne

H'(G/BGy,-) oInd5®" = H!(G/B,-). (4.32)

Donc en appliquant le Lemme 4.2 & H = BG) et i = 3, il suffit de montrer I’égalité
suivante :

£
chH3(—y—2,-x—2) =Y chL(v)ch H*(Es;(v/)". (4.33)

i=1

La caractéristique d’Euler—Poincaré y(-) = Zizo(_l)i ch H(-) est additive, donc

{
A=y —2.—x—=2) =) chL{)x(Es, v} )W.

i=1

Commex,y>—1l,onay(—y —2,—x—2)=—chH3(—y—-2,—x—-2).Si—y—2=
ap+ret—x—2=bp+savecr,s €{0,1,...,p— 1}, alors a,b < —1. D’apres le
paragraphe 4.1, les E5, (v}') possibles sont

o (a,b),(a—1,b),(@.b—1),(a—1,b—1),
o Eq(a+1.b—1),Eq(a.b—1), Eg(a—1,b+ 1), Eg(a — 1,b).

Tout poids de la premiere ligne n’a de la cohomologie qu’en degré 3. Pour la deuxieme
ligne : Eq(a, b — 1) et Eg(a — 1,b) n’ont de la cohomologie qu’en degré 3. Et
Ey(a@a +1,b — 1) n’a de la cohomologie qu’en degré 3 si a < —2; si a = —1,
alors le poids (@ + 1,b — 1) = (0, b — 1) n’a de la cohomologie qu’en degré 2
et le poids (@ +1,b — 1) —a = (=2, b) n’a de la cohomologie qu’en degré 3, et
H?(Eq(a + 1,b — 1)) = 0 par le Lemme 4.1. Donc Ey(a + 1,b — 1) n’a de la co-
homologie qu’en degré 3. De méme pour Eg(a — 1,0 + 1).
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Donc on a toujours Hj(Egl. (v})) =0si j # 3. Par conséquent, pour tout i € {1,...,£}
on a, pour j # 3,

H'(G/BGy,Ni/Ni—1) = L(v)) ® H/ (Es; (v} )™ =0
(cf. [15,11.9.13]) et x(Es; (v})) = —ch H3(Es; (v})), d’ou Iégalité (4.33). n

En utilisant la dualité de Serre contravariante, on obtient la proposition suivante. En
fait, on peut aussi la montrer directement par une preuve analogue.

Proposition 4.4. Soit A = (x,y) un poids tel que x,y > —1. D’apres le paragraphe 4.1,
il existe une D-filtration0 = Ny C Ny C--- C Ny = 2()\) telle que Nj/Nj_; = Z(v?) ®
Es, (vl)(l) oud; € {0,a, B} (donct =1,3,4, ou 7)

Alors il existe une filtration 0 = NocNic---Cc Ny = HO(L) de H°(}) telle que
Ni/Ni—y = L(v?) @ HO(Es, (v}))® pour touti € {1,...,£}.

De plus, pourtouti € {1,...,L} ettout j # 0, ona Hj(Egi (vil)) =0.

Avec cette filtration, on peut redémontrer 1’existence d’une p-Weyl filtration pour tout
A€ X(T)" si G = SLj (cf. [14, 3.13]).

Plus précisément, supposons A = (a,b) € X(T)T et écrivons a = alp +r, b =
b'p+savecO0<rs<p—1 Pour pu=pu'+ u®avec u® € X,(T) et u' € X(T),
notons V(i) = L(u°) ® H°(u')M. Distinguons les cas suivants.

1) Si A est de type A, alors les plus hauts poids des facteurs de composition de Z (L)
sont donnés par la figure suivante, ot A; = A et les triangles équilatéraux sont des p-
alcoves :

AN
NAVAY
VAV
NAYAY

Fig. 3. Type A.
Remarque 4.3. Si E(A’ ) est un facteur de composition de Z (), alors A" € W), - A, donc
il suffit d’indiquer la p-alcéve contenant A’.

Ecrivons A; = p)tl + )LO avec )LO € X1(T). On sait que A2 = A2 et Z(/\s) et E(AG)
forment le facteur L(/\ ) ® Eg(Ag )(1) De méme, A = AJ et L(/\3) et L()L4) forment
le facteur L(/\ ) ® Eg(A 4)(1) Appliquons le foncteur IndBG () aux suites exactes sui-
vantes :

0— L(A3) = LAY ® Ea(AH)® — L(Ay) — 0,

0— L(As) = LAY @ Eg(AH® = L(Ae) — 0.
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On obtient

0 — V,(A3) > LAY ® HY(E,(AL)D - V,(Ay) Dot LAY @ H'AH® — ...
(4.34)

0= V,(hs) > LA ® HUESGND = Vp(he) 2 LAY ® H' AHD ...
(4.35)

Maisona Ay = (@' —1,b") et Al = (a',b! — 1), donc A}, AL € C. Par conséquent,
ona H'(A}) = H'(A) = 0, d’0ol1 84 = dg = 0. C’est-a-dire, L(A) ® H°(E (1))
est juste une extension de L(A9) ® HO(A)® par L(A)) ® HO(A)D, et L(AY) ®
H°(Eg (A1) est juste une extension de L(12) ® H°(AL)® par L(A2) ® HO(ALH)D.

Donc d’apres la Proposition 4.4, il existe dans ce cas une filtration de H°(1) dont les
quotients sont les L(A?) ® HO(A})(I) pouri € {1,...,9}. Certains d’entre eux peuvent
étre nuls si I’alcdve en question n’est pas dans C, mais a part cela il n’y a pas d’efface-
ment.

2) Si A est de type V, alors les plus hauts poids des facteurs de composition de Z L)
sont donnés par la figure suivante, ou Ay = A :

VAN
VAVAV
VAV
NVAVAY

Fig. 4. Type V.
Ecrivons
Ai = pAl+AY avec A? € X (7).

On saitque A2 = A9 et i(kﬁ) et Z()w) forment le facteur i(xg) ® Eg (k%)(l). De méme,
19 = A2 et L(14) et L(As) forment le facteur L(A2) ® Eg(A1)™M. Appliquons le foncteur
IndgGl (®) aux suites exactes suivantes :

0— L(Ay) > LAY ® E,(AH® — L(As) — 0,
0— L) > LAY ® Eg(AH)® — L(A7) — 0.

On obtient

0= Vy(s) = LAY @ HYAE4A)®D = V,(5) 2% LA @ H' QLD ...
(4.36)

0= V,(ke) — LAY ® HUESA)D = Vy(h) 2> LAY & H'AHD — ...
(4.37)
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Deplus,ona A} = (a! —2,bY) et A} = (a',b! —2).

Sial > letb! > 1l,onaA},Al e Cet H'(A)) = H'(A}) = 0,d’ 00 dy = 9 = 0.
Cest-a-dire, L(A}) ® H°(Eq (As))(l) est juste une extension de L(A2) ® HO()L;)(I) par
LAY ® HO(A )(1), et LA @ Ho(Eg(A} )M est juste une extension de LAY ®
HO(OH® par LAY ® HO()Ll)(l)

Donc d’apres la Proposition 4.4, il existe dans ce cas une filtration de H°(1) dont les
quotients sont L()L?) Q H O(A})(l) pouri € {1,...,9} (certains peuvent étre nuls).

Sia! =0,alors A} = (a',b! — 1) = (0,b! — 1), d’ou Hi(Ea()Lé)) = 0 pour tout i
d’apres le Lemme 4.1. Donc le morphisme de bord d,, dans (4.36) est un isomorphisme de
LAY @ HO(AHW sur L(A9) ® H'(A})(V. Donc dans ce cas, non seulement le facteur
correspondant a A4 n’apparait pas, mais le facteur correspondant a A5 est « effacé » dans
HO().

De méme, si b' = 0, alors le facteur A, est « effacé » dans H%(1).

3) Si A est a-singulier, alors les plus hauts poids des facteurs de composition de Z L)
sont donnés par la figure suivante, ot A1 = A :

Fig. 5. «-singulier.

Ecrivons A; = pA! + A9 avec A? € X1(T). On sait que A = A9 = (s, s) et L(1s)
et L()L3) forment le facteur L(/\ ) @ Eq(As 1M Appliquons le foncteur IndBG (o) ala
suite exacte suivante :

0— L) — L()LO) ® Eq(AH)M — L(A3) > 0.
On obtient

0= V,(Aa) = LY ® HO(EAL)D = V,(23) 2% L(Y) @ HIALHD -
(4.38)
De plus,ona A} = (a' — 1,b') € C cara',b' > 0, d’ott H'(1}) = 0. Cest-a-dire,
L(AY) ® HO(Eq(A1))(" est juste une extension de L(A9) ® HO(A})™ par L(A9) ®
HO(ADHW.
Donc d’apres la Proposition 4.4, il existe dans ce cas une filtration de H°(1) dont les
quotients sont les L(A?) ® H°(AH)® pouri € {1,...,4}.

4) Si A est B-singulier, alors les plus hauts poids des facteurs de composition de Z 1)
sont donnés par la figure suivante, ot A1 = A :
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Fig. 6. B-singulier.
Comme dans le cas a-singulier, il existe dans ce cas une filtration de H°(1) dont les
quotients sont les L(A?) ® H°(AH)® pouri € {1,2,3,4}.

5) Si A est y-singulier, alors les plus hauts poids des facteurs de composition de Z 1)
sont donnés par la figure suivante, ot A1 = A :

/2\
NVAVAY,
VAV
VVV

Fig. 7. y-singulier.

Comme il n’y a pas de facteur E(v) ou Eg(v) dans ce cas, alors d’apres la Proposi-
tion 4.4 il existe une filtration de H°(1) dont les quotients sont les L(1?) ® H°(1})®)
pouri € {1,2,3,4}.

6) Si A est a-fB-singulier, alors

ZM=Lp—-1.p-1)® @ 0"V =L1% ® pAl.

Fig. 8. a-B-singulier.

Dans ce cas, on a
H°) =~ L(A%) @ HO(AHD.
En conclusion, on obtient comme corollaire une autre démonstration du résultat sui-
vant de Jantzen ([14, 3.13], voir aussi [16, 2.4]) :

Corollaire 4.2 (Jantzen). Soit A = (a,b) € X(T)*t. Ecrivonsa=a'p+rethb=b'p+s
avec0<r,s < p—1.80it0 =Ny C Ny C--- C Ny_1 C Ny = Z(A) une suite de com-
position de Z(A) induite par une D-filtration. Notons N;/N;_1 = L(v?) ® pvi1 pour
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ie{l,....4yetv, = v? + pvil. Posons N; = IndgGl(Ni) ~ H%G/BG, N;). Alors
HO()) posséde une filtration 0 = NocNyc---cNe_y c N, = HO) telle que
Ni/Nioy = L) @ MY o

0 sivi ¢ X(T)T,
M, — 0 si A estdetype V, a' = 0etv; = A’ dans la figure 9,
"o si A estde type V, b' = 0 et v; = A’ dans la figure 10,

0(y,1 .
H®(v;) sinon.

Fig. 9. Alcove V touchant le mur pour .

Fig. 10. Alcove V touchant le mur pour S.

Par dualité, on obtient aussi une p-Weyl filtration pour le module de Weyl V(1).

4.4. Existence d’une p-H'-D-filtration

Supposons maintenant que i ¢ C U wq - C. Alors i = (m,—n —2) ou (—n — 2,m) avec
m,n € N. D’apres la symétrie entre « et 8, on peut supposer que u = (m, —n — 2) sans
perte de généralité.

Ecrivonsm =m'p+retn =n'p + savec0 < s,r < p. D’apres le paragraphe 4.1,
il existe une D-filtration0 = Ny C Ny C--- C Ny = 2(,u) telle que N; /N1 = z(v?) ®
Es, (vil)(l) ou é; € {0, «, B}. Listons tous les E(u;)) ® Es; (vl-l) possibles :

(D si pestde type A, il y a les sept facteurs suivants :
L5 @ m',—n' =)D, L(s,7) @ (m', —n' — 1)V,
E(s,?) ® (m' —1,—n' —2)M, Z(r —5—1,8) ® Eq(m" +1,—n' —=2)®,
Z(?,r —5s—1)® E,g(m1 —1,-nHD, E(F +s+1,r)® (m', —n' - 2)(1),
LEF+s+ D@ m —1,—n' —1)W; (4.39)
(IT) si p estde type V,ily a les sept facteurs suivants :

L) m',—n'— 1)V, LEr+35+ 1)@ m' —1,—n' =)D,
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IZ(r +54+1,5)Q (m',—n! —2), E(E,s —r—1)® Eo(m',—n' — 2)(1),
Z(s —r—Lrne® E,g(m1 —1,—n' - 1)(1), Z(r,E) ® (m!' —1,—n! —2)(1),
Ls.7)® m' —1,—n' —2)@; (4.40)
(II) si p est a-singulier, il y a les trois facteurs suivants :
Lp-1,5@m",—n' = DY, L, s)® Eq(m' +1,—n' —2)@,
Lis.p—1® m',—n' —2)®; (4.41)
(V) si p est B-singulier, il y a les trois facteurs suivants :
E(r,p -1 ® (m',—n' - 2)(1), Z(F, r)® E,g(m1 —1,-n' =1,
Lip-1,p)®@m' —1,-n' —2); (4.42)

(V) si u est y-singulier, il y a les quatre facteurs suivants :
L) ® m',—n' = 1)V, E(p —1,r)® m',—n' —2)W,
LFEp-Dm —1,-n' =)D Le7) @ m! —1,-n' —2)®; (4.43)
(VI) si pu est a-B-singulier, il n’y a que le facteur
Lp—1,p-1)® m',—n' —2)®. (4.44)

Donc pour la partie a tordre par le Frobenius, il n’y a que les huit possibilités sui-
vantes :

(ml,—n1 - 1),(m1 —1,-n' - 1), (ml,—n1 -2), (m1 —1,-n! -2)
Eo(m'! +1,—n' —2), Eo(m', —n" —2),E5(m1 —1,—n"), E,g(m1 —1,—n' —1).
(4.45)
Enongons maintenant le théoreme principal de cette partie :

Théoreme 4.1 (Existence d’une p-H'-D-filtration). Supposons que p ¢ C U wyg - C.
Soit0 =Ny C Ny C---C Ny = Z(M) une D-filtration de 2(#) (cf. le paragraphe 4.1)
telle que N; /N, = L(v ) ® Eg (1)1)(1) oné; € {0 a, ,3} Alors H' (1) possede une
filtration0 = No € Ny C -+ C Ny = H'(w) o N; = H'(G/BG, N;) et N; /Ni_y =
LOY) ® H' (Es, (v}).

De méme, H? () posséde une filtration 0 = NocN,c---C N, = H?2(w) ot Ni ~
H*(G/BGy,N;) et Ni/Ni—y = L(»?) ® Hz(Esf )W,

De plus, si p = (m —n—2)avecm =m p+r n =n1p+set0§r,s§p—l,
alors la liste des vl JV; 1 se trouve dans (4.39)—(4.45).

On appelle cette filtration de H' (i) une p-H'-D-filtration.

Avant de démontrer ce théoreme, prouvons d’abord le lemme suivant :

Lemme 4.3. Soit = (m, —n — 2) avec m,n € N. Utilisons les notations du Théo-
reme 4.1. Alors H°(G/BGy, N;/N;i_1) = H3(G/BG1, N;/N;_1) =0 pour 1 <i < {
et H'(G/BG1,N;) = H3(G/BG1,N;) = 0 pour0 <i <.
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Démonstration. Bcrivonsm =m'p +retn =n'p+savec0 <s,r < p.

Comme H/(G/BGy, N;i/Ni—1) = L(v?) ® H’(Es, (v}))™ pour tous i, j (cf. [15,
11.9.13]), pour montrer la premigre assertion il suffit de montrer que H%(E) = H3(E) =0
pour tout £ dans (4.45).

Comme m',n' >0,onam! —1>—1, —n! —1 < —1 et —n! —2 < —2. Donc
aucun poids dans la premiére ligne de (4.45) n’a de H® ou H3. Les deux poids de
Ey(m' +1,—n' —2) sont (m' + 1, —n' —2) et (m' — 1, —n' — 1), qui n’ont pas de
HO ou H3, d’ol I’assertion pour Ea(m1 +1,—n! — 2).

Les deux poids de Ey(m!, —n' —2) sont (m!, —n! —2) et (m' — 2, —n'! — 1), qui
n’ont jamais de H° car —n' — 1 < —1. Si m! > 1, ils n’ont pas de H3 non plus. Si
m' = 0, le poids (m' — 2, —n!' — 1) peut avoir un A3 non nul. Mais dans ce cas, on a
encore H3(Ey(m', —n' —2) = H3(E4(0,—n' —2)) = 0 par le Lemme 4.1.

Les deux poids de Eg(m! — 1,—n') sont (m'! — 1, —n') et (m', —n' — 2), qui n’ont
jamais de H3 carm! —1> —1.Sin! > 1, ils n’ont pas de H° non plus. Sin! = 0, ona
encore HO(Eg(m' —1,—n")) = H°(Eg(m' — 1,0)) = 0 par le Lemme 4.1.

Enfin, les deux poids de Eg(m' —1,—n'—1) sont (m' —1,—n'—1) et (m', —n' —3),
qui n’ont jamaisde H ou H3carm! >m! — 1> —-let—n' =3 <—n' -1 < -1.

En conclusion, H°(G/BG1, N;/N;_1) = H3(G/BGy, N;/N;_1) = 0 pour tout 1 <
i < {.La deuxiéme assertion s’en déduit par récurrence sur i. ]

Démonstration du Théoréme 4.1. Par dualité de Serre contravariante, on a H' (m,—n—2)
~ g3 (—=m — 2, n), donc il suffit de traiter le cas ou m > n.
Pour tout BG1-module M, notons

11(M) =3 (=1) ch H'(G/BG1. M).

i>0

D’apres (4.32), pour tout B-module M,ona y(M) = y; (IndgGl (M)). Comme la carac-
téristique d’Euler—Poincaré y(-) est additive sur les suites exactes, on a

l
1) = 1 (Z(w) =D 1 (Ni/Ni-y). (4.46)

i=1
Comme p ¢ C Uwg-C,ona
x(w) = —ch H' (1) + ch H?(p). (4.47)
En outre, d’apres le Lemme 4.3, on a
X1(Ni/Ni—1) = —=ch H'(G/BG1. Ni/Ni—1) + ch H*(G/BG1. Ni/Ni—1) ~ (4.48)

pour tout i.
Donc d’apres (4.46)—(4.48), on a

14 14
chH'(u) =Y chH'(G/BGy,Ni/Niy) =chH?(u)— Y chH?(G/BGy.N;/Ni_1).
i=1 i=1

(4.49)
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Comme on a

H/(G/BG1,Ni/Ni—1) = H'(G/BG, L(v)) ® Es,(v})V)
=~ L) ® H' (Es,(v})) W,

alors le Théoreme 4.1 découle du Lemme 4.2 du paragraphe 4.3 et de la proposition
suivante. ]

Proposition 4.5. Soit u = (m,—n —2) avecm,n € N. Soit0 =Ny C Ny C---C Ny =
Z () une D-filtration de Z () (cf. le paragraphe 4.1) telle que N;/N;j_q = L(vlp) ®
Es; (vil)(l) ond; €{0,a,B}. Sim > n, alors on a

2
ch H?(p) = » "ch L(v)) ch H?(Es, (v} ). (4.50)

i=1

4.5. Preuve de la Proposition 4.5

Ecrivonsm =m'p+retn =n'p+savec0<r,s < p—1.

Supposons d’abord que n = 0. Alors H?(u) = H?*(m,—2) = 0 d’aprés la Re-
marque 3.3. Dans ce cas,onan! = s = 0 et u ne peut pas étre de type V ou B-singulier,
donc les Ej, (vil) possibles sont

(m',—1),(m" —1,-1), (m",=2), (m' —1,-2), Eg(m' +1,-2), Eg(m' —1,0).
4.51)

On sait que H?(m', —1) = H?(m' — 1, —1) = 0 pour tout m' (cf. [15, I1.5.4.2)]).
Comme m' >0,ona H%(m',—-2) = H*>(m' —1,—2) = 0. De méme, H2(m' + 1,-2)
=0,et H2(m' +1,-2) —a) = H*>(m' —1,—-1) =0, d’ott H?>(Eq(m' +1,-2)) = 0.
Enfin, ona H2(Eg(m' —1,0)) = 0 d’apres le Lemme 4.1. Donc I’égalité (4.50) est vraie
sin =0.

Sin>1letu¢ Gr, alors H?(u) = 0. Montrons dans ce cas que H?(E) est aussi nul
pour tout E dans la liste (4.45).

Comme n > 1,ilexisted > Oeta e {l,...,p—1}telsqueap? <n < (a + 1)p?.
Onam > (a+ 1)p? car pu ¢ Gr.

Sid =0, alors n! = 0etm! > 0. Alors on a déja montré que tout E dans la liste
(4.51) n’a pas de cohomologie en degré 2. Dans (4.45), il reste encore les deux termes
Eq(m', =2) et Eg(m' — 1, —1). Mais ces deux termes n’apparaissent que si /. est de
type V ou B-singulier, avec r < s. Comme m > n, il faut que m' > 1 pour que E,(m',—2)
ou Eg(m! — 1, —1) apparaissent. On sait que H?*(m!, —2) = H*(m' —1,-1) = 0.
Comme (m!,—2) —a = (m' —2,—1)et (m' —1,—1) — B = (m',—3) n’ont pas de coho-
mologie en degré 2 non plus si m' > 1 d’apres la Remarque 3.3, on a H2(Eq(m!,—2)) =
H?(Eg(m' —1,—1)) = 0. Donc Iégalité (4.50) est vraie dans ce cas.

Sid > 1,alorsap?! <n' < (@a+ )p?'etm! > (a + 1)p?~'. Dans ce cas, les
poids suivants :
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(mt,—n' = 1), (m* —1,-n' = 1), (m*, —n' —=2),(m' = 1,—n' =2)

m'+1,-n'=2),(m" +1,-n' =2) —a,(m' —1,—n'),m' —1,—n') — B

sont tous dans la chambre sg - C et hors de la région de Griffith, donc n’ont pas de co-
homologie en degré 2. Donc il reste a traiter Eq(m', —n' — 2) et Eg (m' —1,-n! —1)
dans la liste (4.45).

Sim' > (a+ 1)p?=' + 1, alors m', —n' —=2) —a = (m' —2,—n' — 1) qui n’a
pas de cohomologie en degré 2 car il est dans la chambre sg - C et hors de la région de
Griffith. Donc H2(Ey(m', —n' —2)) = 0 dans ce cas. Sim!' = (a + 1) p?~!, alors on a
aussi H2(Eq(m', —n' —2)) = 0 d’apres la Proposition 4.1.

Sin! < (a+ 1)p?1 —2, alors le poids (m' —1,—n' — 1) — g = (m', —n' —3)
n’est pas dans la région de Griffith, donc il n’a pas de cohomologie en degré 2 et
H?(Eg(m' —1,—n' — 1)) = 0 dans ce cas. Sin! = (a + 1) p¢=1 — 1, alors

H*(Eg(m' —1,—n' — 1)) = H*(Eg(m' —1,—(a + 1)p?~1) =0

d’apres la Proposition 4.1 (il faut faire un peu plus attention lorsque a = p — 1 : en effet,
danscecasona (m' —1,—(a + 1)p?~1) = (m' —1,—p?) avec m' > p?, o1 'on peut
appliquer la Proposition 4.1 pour a = 1).

Par conséquent, (4.50) est toujours vraie si u ¢ Gr.

Sipe Gr, raisonnons par récurrence sur le degré d de .

Sid =1l,alorsonam! =n'=aec{l,....p—1letu=(ap+r,—ap—s—2)
d’apres la définition de Gr. Donc r > s puisque m > n, et u doit étre de type A ou
a-singulier ou y-singulier ou a-B-singulier. Si u est de type A ou y-singulier, on a

H*(w) = LO,a— 1)V @ V(s,p—r—2)=L(s,ap—r —2) (4.52)

par ’Exemple 3.1. En examinant chaque terme dans la liste (4.39) (correspondant au
cas A) et la liste (4.43) (correspondant au cas y-singulier), on voit que chacun des vl-l
et vil — §8; apparaissant vérifie les conditions du cas (1) de I’Exemple 3.1, dans lequel
H/ =0sij # 1, a lexception du terme (m' — 1, —n' —2) = (a — 1, —a — 2). Donc
dans ces deux cas, le seul terme dans la somme P; L(v?) ® H2(E3f (vil))(l) qui peut
étrenonnulest L(s, p —r —2) @ H2(a — 1,—a — 2). Donc on a

P LD & HA(E;, o)) = Lis.p—r =2 ® Ha—1,—a —2)®
: ~L(s,p—r—2)®@ H°(0,a — )M
~ L(s,ap—r —2)
=~ H?(p),
ou la deuxieme égalité découle de (1) de I’Exemple 3.1, la troisieme égalité découle du
théoréme du produit tensoriel de Steinberg, et la quatrieme égalité découle de (4.52). On
en déduit (4.50). Dans les cas ol u et -singulier ou -f-singulier,onar = p — 1 et donc

par "Exemple 3.1 ona H2(u) = L(0,a — 1)V ® V(s, p — r —2) = 0. En examinant
chaque terme dans (4.41) et (4.44), on voit que H 2(E3’. (vil)) = 0 pour tout i car vil et
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vi1 — §; vérifient les conditions du cas (1) de I'Exemple 3.1, dans lequel H/ = 0si j # 1.
Donc les deux cotés de (4.50) sont nuls, et 1’égalité est aussi vraie. Donc (4.50) est vraie
sip e Gr est de degré d = 1.

Supposons 1’égalité (4.50) vraie pour tout y de degré < d dans une H '-chambre, et
montrons-la pour u de degré d + 1. D’apres ce qu’on a déja montré, il suffit de supposer
que 4 € Gr.

Ecrivons m = ap®*! + agp® +ag_1p? ' +---4+aip+retn=ap®t 4+ by p?
+bg_1p? '+ -+ by p + 5. Dapres le Théoréme 3.1, on a

chH?(u) = chL(0,a — DYV ch H3(u + (—a — 1,a) p+h)
+ ch L(O,a)(‘“'l) ch H?(u + (—a,a)pd+1)
+chL(0,a—2)4tVch H2(u+ (—a—1,a + DHp?ThH.  (453)

Notons ' = p + (—a,a) p?tt =m',—n' =2 et =+ (—a—1,a + 1) p?+ =
(—n" —=2,m"). Alors

m =agp® +ag1p® - daip+r,

d—1

n =bap® +bapiT -+ bip+s,

m' = (p—1=ba)p* +(p—1=ba—)p?™ +--+(p—1=b1)p+p—s-2,
' =(p-l-—a)p’+@p-1—as_)p* '+ +(p-l—a)p+p—r-2.

Donc 1’ et u” sont des poids de degré < d dans une H '-chambre (plus précisément,
wesg-Cetu” €sq-C).

Comme ' = j + (—a,a)p® ™!, on sait que la D-filtration de Z (1) est juste celle de
Z(M) tensorisée par (—a,a)p?T!. De méme, la D-filtration de Z(M”) est celle de 2(u)
tensorisée par (—a — 1,a + 1)p?+1 et la D-filtration de Z (1 + (—a — 1, a) p?*1) est
celle de Z (1) tensorisée par (—a — 1,a) p9+1.

Donc I’hypothése de récurrence pour ' et i (pour u” on utilise la symétrie entre o
et 8) nous donne

4
ch H?(u') = " ch L(v)) ch H?(Es, (v} + (=a.a)p*))™. (4.54)
i=1
14
ch H*(u") = ) ch L(v)ch H*(Es; (v} + (=a — 1.a + 1)p?)V. (4.55)

i=1
De plus, d’apres la Proposition 4.3 du paragraphe 4.3, on a

14
chH3(u+ (—a—1,a)p®*") =) " ch L(v{) ch H3(Es, (v} + (—a — 1,a) p) V).
i=1
Posonsm! =ap? +agp? ' +---+ay =ap? +Fetn' =ap? +bgp? ' +---+b
= apd +Savec0<7,5< pd — 1; alors tout poids de la liste (4.45) vérifie les conditions
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correspondantes de la Proposition 4.2 et du Théoréme 3.1. Plus précisément, si §; = 0,
alors

vie{m'.—n' = 1), m' —1,—n' = 1), (m',—n' —=2), (m' —1.,—n' —=2)}, (4.56)
d’apres (4.45). Onam! —1 =ap? +F—1lavec -1 <F—1<p? —2etn' —1=
apd +5—lavec—-1<3—-1< pd —2,donc 7,5, 7 — 1,5 — 1 vérifient I’hypothese du
Théoreme 3.1, d’ou

ch H3(Eo(v})) = ch L(0,a — 1)@ ch H3(Eo(v} + (—a — 1,a) p?))

+ch L(0,a)D ch H2(Eo(v} + (—a,a)p?))
+ch L(0,a —2)4 ch HX(Eo(v} 4+ (—a —1,a + 1)p?)) (4.57)
si 5,’ =0.
Sié; = «, alors
Eq(v}) € {Eq(m" + 1,—n' —2), Eg(m', —n' —2)}

d’apres (4.45).0nam' +1=ap? +F+lavecl <F+ 1< p?etn' =ap? + 75 avec
0<5< p?—1,donc (m' + 1,—n" —2) vérifie I'hypothése dans (i) de la Proposition 4.2.
D’autre part, le facteur E, (m!, —n! — 2) apparait seulement si 1 est de type V, auquel cas
onas>r.Maism'p+r=m=>n=n'p+s,doncm' >n' +1>ap? +1,dou7>1
dans ce cas. Donc s’il existe i tel que Es, (v}) = Eq(m', —n' —2), alors m! = ap? + 7
avec 1 <7< p? —letn! =ap? +Favec0 <5 < p? — 1, donc (m', —n' — 2) vérifie
aussi I’hypothese dans (i) de la Proposition 4.2. Par conséquent, on a
ch HZ(Ea(vil)) = ch L(0,a — 1)(d) ch H3(Eo¢(vi1 + (—a — 1,a)pd))
+ ch L(0,a) ¥ ch H*(E, (vi1 + (—a, a)pd))
+ch L(0,a —2) 4 ch H*(Eq(v} + (—a —1,a + 1)p?)) (4.58)

sid; = a.
Sié; = B, alorson a
Eg(v}) € {Eg(m" —1,—n"), Eg(m' —1,—n' — 1)}
d’apres (4.45). Onam!' —1 =ap? +F—lavec —1 <7F—1<p? —2etn' —2=
apd +5—2avec—2<s5-2< pd —3,donc (m!' — 1, —n"') vérifie I’hypothése dans (ii)
de la Proposition 4.2. D’autre part, le facteur Eg(m! — 1, —n! — 1) apparait seulement
si j est de type V, auquel cas ona s > r. Mais m'p +r =m >n =n'p + s, donc
onan! §m1—1§(a+1)pd—2.D0ncn1—1=apd +5—lavec—-1<3—-1<
p? — 3 dans ce cas, et I'hypothese dans (ii) de la Proposition 4.2 est aussi satisfaite. Par
conséquent, on a
ch H2(Eg(w})) = ch L(0,a — 1)D ch H3(Eg(v} + (—a — 1,a)p?))
+ch L(0,a) ch H2(Eg (v} + (—a,a)p?))
+chL(0,a —2) ch H2(Eg(v} + (—a — 1,a + 1)p?)) (4.59)

Si8,‘ Zﬂ.
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Par conséquent, on a

chH?(uw) = chL(0,a— 1)tV ch H3(u+ (—a—1,a)p?th)
+ch L(0,a) @V ch H>(1') +ch L(0,a—2)“*D ch H2 (")

L
= chL(0.a=1)“*V > "ch L(v)) ch H?(Es, (v} + (—a—1.a) p*))V

i=1

4
+ch L(0.a) @Y " ch L(v)) ch H?(Es, (v} + (=a.a)p?))
i=1
L
+ch L(0.a—2)“D Y " ch L(v)) ch H?(Es, (v} + (—=a—1.a+1)p?) "V
i=1
)4

= Z ch Lw)[ch L(0,a— 1) ch H3(Es, (v} + (—a—1,a) p?))

i=1

+ch L(0,a) D ch H*(Es, (v} + (—a,a) p?))

+ch L(0,a—2)D ch H*(Es, (v} + (~a—1,a+1)p9))| D
¢
= Y chL(v{)ch H*(Es, (v})),
i=1
ol la derniere égalité résulte de (4.57)—(4.59). Ceci termine la preuve de la Proposition 4.5
et donc du Théoréme 4.1. |

4.6. Conclusion

En combinant les Propositions 4.3 et 4.4, le Théoreme 4.1 et le Lemme 4.3, on obtient le
résultat suivant :

Théoreme 4.2. Soit p € X(T). Soit0 =Ny C Ny CN---C Ny, = Z(u) une D-filtration
de Z(M) (cf. le paragraphe 4.1) telle que N; / N;_ = i(vio)@)Egi (vl.l)(l) ouné; €{0,a, B}.
Alors pour tout j € N, il existe une filtration 0 = Noc N, c---c N, = H/(w) oit
N; = H/(G/BGy,N) et Ni/Ni_y = L)) ® H' (Es; (v}))D.

5. La cohomologie des B-modules Es(p)

5.1. Motivation et premiéres propriétés

Dans la partie 4, on a montré que pour tout 1 € X(7'), H' (i) admet une filtration dont
les quotients sont de la forme L(v°)® H(Es(v!'))(. Cette filtration introduit des mo-
dules inconnus H'(Ez(v)), donc il faut étudier leur structure pour bien connaitre celle
de Hi(w).
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Pour i = 0, d’apres la discussion suivant la Proposition 4.4, pour § € {«, 8}, tout
HO(Es(v)) qui apparait dans la p-filtration de H°(y1) est soit nul, soit une extension de
HO(v) par H%(v—§). Donc le probléme pour i = 0 ou 3 est déja complétement résolu.

Pouri = 1 oui = 2, la situation est plus compliquée.

Rappelons qu’il existe des suites exactes non scindées de B-modules

00— pu—a— Ey(u) = u—0,
0—>pu—B— Eg(n) > pn—0.

Appliquons le foncteur H%(G/ B, ) aux suites exactes ci-dessus. On obtient les suites
exactes longues

oo HY (=)= H (B (1))~ H (1)~ H2 (1 — ) — H*(Eq (1)) —~ H? (1)~ |
(5.1)

S H (i B) > H Y (Eg () H () H (1 — ) — H*(Eg (1) — H (1) -~
5.2)

Donc pour connaitre la structure de H'!(Eg(n)) et H?(Es(w)), il « suffit » de
connaitre le morphisme de bord ds.° D’aprés le « Strong Linkage Principle » (cf. [15,
11.6.13]), on sait que dy = O (resp. dg = 0) si p—a & Wy, - (resp. u—pB ¢ Wp-u). En
outre, pour § € {a, B}, u—8 € W, - si et seulement si (i, 8") est divisible par p. Donc
sip 4 (u,8Y),alors H (Es(w)) est la somme directe de H' (u—38) et H' (1) .

Soit T}/ le foncteur de translation de v & . On a la proposition suivante.

Proposition 5.1. Supposons que . = (x,y) et p|x. Posons v = (x—1,y); c’est un
poids sur le mur entre i et p—a. Alors H (Eq(v)) = TV (H (v))si p + y+ 1.

Démonstration. Par définition de E,(u), on sait qu’il existe une suite exacte de B-
modules
0— (0,—1) - L(1,0) - E4(1,0) — 0.

Tensorisons par le poids v = (x —1, y). On obtient
0—-u—y—>L(1,00®0v - Eq(n) — 0.

Appliquant le foncteur H°(G/B, o) i cette suite exacte, on obtient une suite exacte
longue de cohomologie

o HTYEg(0) 22 Hi(u—y) 5 LAL0)@ H (v) S HI(Ea(w)

o
S H Y (pu—y) —» .

3Ceci n’est pas un raisonnement rigoureux, parce que a priori il y aura d’autres termes non nuls
dans (5.1) et (5.2). Il s’agit simplement d’une motivation pour étudier les morphismes de bord. On
verra des raisonnements rigoureux plus tard.
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Sipty+1, alors p 4 x+y+1. Dans ce cas ;. —y n’appartient pas a W, -u, d’ou
d; = 0. Donc ¢ est surjectif.

Notons N = Ty'(H'(v)). Alors N = pr,(L(1,0)® H'(v)) C L(1,0)®@ H'(v).
Comme p—y n’appartient pas a Wy, -, alors Imy NN = {0}. Donc N est isomorphe
a son image par ¢. Or pr/L(Hi(Ea(;L))) = H'(E4(u)) est inclus dans I’image de
N =pr,(L(1,0)® H'(v)) car ¢ est surjectif. Donc N = ¢(N) = H' (Eq(1)). |

De méme, on a une proposition analogue pour Eg :

Proposition 5.2. Supposons que i = (x,y) et p|y. Posons v = (x,y—1); c’est un
poids sur le mur entre [u et ;L — B. Alors H' (Eg(v)) = TV (H (v)sip b x+1.

5.2. Morphismes de bord 3, et 0
Commencons par la proposition suivante.

Proposition 5.3. Soient (11 = (my,—n1—2) et o = (my, —np —2) vérifiant
(1) m; >n; > 0pouri €{1,2};

() ky = vp(my) > lethky = vp(na+2) > 1;

(3) m;j —n; = pki pouri € {1,2}.

Alors

ch H?(Eq (1)) = ch H?(u1) +ch H? (11 — ), (5.3)
ch H?(Eg(p2)) = ch H?(u2) +ch H? (12— B). (54)

C’est-a-dire, les morphismes de bord sont nuls.

Remarque 5.1. Fixons i € {1,2}, notons d; le degré de p;. C’est-a-dire, ap% < m; <
(@a+1)p% pouruna e{l,...,p—1}.Sii =1, alors d; > vp(my) =k,.Sii =2et
siky = vp(na+2) > dy, alors ny > pk2 —2 > p@+1 _2 Mais dans ce cas, on a my >
ny+ pk2 > 2p%+1 _2 absurde. Donc on a toujours d; > k; pouri € {1,2}.

Démonstration de la Proposition 5.3. Notons d; le degré de p;. On appelle d; —k; le de-
gré relatif de |1; et on le note d;. On montre la proposition simultanément pour Ey et Eg
par récurrence sur le degré relatif. D’apres la Remarque 5.1, on sait que le degré relatif
est toujours > 0.

Si J, =0, alors d; = ki et pu; = (ap®, —ny1—2) avec n; < (a—1)p? et u, =
(ma, —ap®2) avec my > (a+1) p?2 —2.

Dans ce cas, [L1, 1 —0, i et iy — B sont tous dans une H '-chambre hors de la
région de Griffith. En particulier, (5.3) et (5.4) sont triviales.

Supposons qu’on ait déja montré la proposition pour tout u; tel que 67, (i) < £ pour
un certain £ > 0. Pour i € {1, 2}, soit u; = (m;, —n; —2) tel que Ji(ui) ={+1.

On se concentre d’abord sur 1 = p; et on enleve I'indice 1 pour alléger la notation.
Ecrivons m = ap® +ag_1p® '+ -+ arp* =ap® +raveca #0,a; #0etd —k =
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£4+1>1.Siu¢ Gr, alors n <ap? ,donc p—a ¢§raussi, carm > ap® + p¥ > ap? 42,
et (5.3) est vraie dans ce cas. Donc il suffit de considérer le cas ou u € §r, d’oun =
apd +savec) <s < r—pk. En particulier,ona 1l <r < pd—l et0<s < pd—2, donc
d’apres la Proposition 4.2, on a

ch H*(Ey()) = ch L(0,a—1)D ch H3(Eo(r — p¢, —s—2))
+ch L(0,a) D ch H?(Ey(r, —s —2))
+ch L(0,a—2)D ch H(Eq(—p? +1, p® —5—2)).

Comme v, (r) = vp(pd —r)=vp(m)=ket (p?—s—2)—(p?—r—2)=r—s>pk,
le poids (r, —s —2) vérifie les hypothéses pour E, dans la proposition et est de degré
relatif majoré par £. Le poids (p? —s —2, —p? +r) vérifie les hypotheses pour E g etest
de degré relatif aussi majoré par £. D’aprées I’hypothése de récurrence on a donc

ch H?(Ea (1))
= chL(0,a—1)D(ch H3*(r—p?, —s—2)+ch H*(r—p¢ =2, —s—1))
+ch L(0,a) D (ch H2(r,—s—2) +ch H>(r—2,—s— 1))
+chL(0,a—2)D(ch H*(—p? +r, p? —s—2)+ch H2(—p? +r—2, p? —5—1))
= cth(apd+r,—apd—s—2)+chH2(apd+r—2,—apd—s—l)
= ch H*(u) +ch H*(n—a),

ol la deuxiéme égalité résulte du Théoreme 3.2 et du fait que 0 < r—2 < p? —3 car
r>s+pk > pk.

Traitons maintenant Eg(u2) et enlevons l’indice 2 pour alléger la notation. On a
vp(n+2) =k, m = ap* ~|—raveca>1 O<r<pi—letd—k=1L0+1>1.

Sip géGr alors n +2 < ap? + 1. Mais comme vp(n+2) k,onan+2<ap?—pk.
Dans ce cas M= B = (m+1,—n—4)n’est pas dans Gr non plus.

Sipe Gr mals u ¢ Gr, c’est-a-dire, r = p d_1, alors on an =ap?+s avec
0<s<r—p*k<p?—3.Doncu—p=a+1)p? —ap®—s—4) ¢ Gr,d ot H>(u) =
H?>(u—p) = 0.

Donc il suffit de considérer le cas ol i € Gr et donc r < p? —2. Dans ce cas n =
ap? +s avec vp(s+2)=ket pk—2<s <r—pk < p?—3. Alors le poids (7, s) vérifie
les hypotheses pour Eg et le poids ( p? —s5—2,—p? +r) vérifie les hypothéses pour E,
et ils sont de degrés relatifs majorés par £, et les hypotheéses pour I’existence d’une filtra-
tion a trois étages pour H?(Eg (1)) sont vérifiées. Donc on a

ch H2(Eg(n)) = ch L(0,a— 1)@ ch H3(Eg(r — p?, —s—2))

+ch L(0,a) ¥ ch H2(Eg(r, —s —2))
+ch L(0,a—2)D ch H2(Eg(—p® +r, p? —5-2))
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chL(0,a—1)D(ch H3(r — p%,—s—2)+ch H3(r + 1 — p?, —s —4))

+ch L(0,a) D (ch H*(r, —s—2) +ch H>(r + 1, —s —4))

+ch L(O,a—2)(d)(ch Hz(—pd +r, pd —s—2)+ch Hz(—pd +r+ l,pd—s—4))
ch Hz(apd +r, —apd—s—2)+ch Hz(apd +r+1, —apd—s—4)

ch H?(u)+ch H?(u—B).

ol la premiere égalité est la filtration a trois étages pour H?(Eg (1)), la deuxieme égalité
résulte de I"hypothese de récurrence et du fait que H2(r — p?,—s—2) = 0, et la troisiéme
égalité résulte du Théoreme 3.2 et du faitque 0 < r+1 < p? —let0 <s+2 < p? —1.

Ceci termine la preuve de la Proposition 5.3. ]

5.2.1. Décomposition de I’image du morphisme de bord.

Lemme 5.1. Si = (x,y) avec x,y < —1, alors pour § € {a, B}, ona
ch H*(Es(w) = () + x* (n—8)
ot ' (n) = ch H' ().

Démonstration. Si x < —2ety < —2, alors £ —4§ n’a de la cohomologie qu’en degré 3,
d’ot le résultat.

Six =—louy=—1,alors H (i) = 0 pour tout i, donc H*(Es(n)) = H (it —§)
pour tout i, donc le résultat est aussi vrai dans ce cas. n

Définition 5.1. Pour § € {a, 8}, on note I5(1) C H?(ju—8) I'image du morphisme de
bord H'(u) — H?(u—38). Donc si u—8 ¢ wo-X(T)", ona

chIs(n) = x*(w) + x> (w—8)—ch H*(Es(1)).

Proposition 5.4. Soit i = (ap? +r, —ap® —s—2) avec 1 <a < p—1. Posons ' =
(r.—s—2)et ' = (—p%+r pd—s—2). Alorssi0O<s <r < p?—1,ona

ch I, (1) = ch L(0,a) @ ch Iy (i) +ch L(0,a —2) ch I, (u"). (5.5)
Si—1<s<r< pd—2, alors
chIg(n) = ch L(0,a)? ch Ig(w') +ch L(0,a—2)@ ch I5(u"). (5.6)

Démonstration. Montrons d’abord (5.5) o1 § = . Comme 0 < s < r < pd — 1, p vérifie
les hypothéses pour ’existence de la filtration a trois étages pour H?(Eq(n)) de la
Proposition 4.2. De plus, comme p' —a = (r —2,—s—1) vérifier —2 > —let u”" —a =
(—p?4+r—2, p?—s—1) vérifie p —s—1>0,ona ' —a ¢ wo-X(T)t et u’—a ¢
wo-X(T)™. Donc en utilisant la filtration a trois étages pour H?2(E, (1)) pour la pre-
miere égalité, et le Lemme 5.1 et la Définition 5.1 pour la deuxieme égalité, on a
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ch H?(Eo (1))
= chL(0,a—1)D ch H}(Eq(r—p?, —s—2))
+ch L(0,a)@ ch H2(Eq (1)) +ch L(0,a —2)@ ch H?(E, (1))
chL(0,a— 1) (P (r—p®.—s =2+ 1’ (r—p*. =5 —2)—a))
+ch L(0.a) D (> (1) + 3 (' —a) —ch I (1))
+ch L(0.a—2) @D (") + x* (1" — ) —ch I (1))
= 12(W) + x*(p—a) —ch L(0,a)@ ch Iy (1) —ch L(0,a—2)P ch I (1"),

o1 la derniére égalité résulte du Théoreme 3.1 en remarquant que u—a = (ap? +r—2,
—ap? —s—1)avec —1 <r—2,5s—1 < p% —1. Donc on a

ch L(0,a) D ch I (1) +ch L(0,a—2)D ch I, (1)
= X2+ 1*(n—a) —ch H*(Eq (W) = chla(p),
car u—a ¢ wo- X(T)*.

Montrons maintenant (5.6) ot § = . Comme —1 < s < r < p? =2, u vérifie les
hypothéses pour I’existence de la filtration 2 trois étages pour H2(E g () de la Pro-
position 4.2. De plus, comme pu'—f = (r+1,—s—4) vérifie r+1>0et u”"—f =
(—p?+r+1, p? —s—4) vérifie p —s—4 > —1,onap/ —B ¢ wo-X(T) et u’—p ¢
wo- X(T) ™. Donc en utilisant la filtration a trois étages pour H2(Eg(w)) pour la premiére
égalité, et le Lemme 5.1 et la Définition 5.1 pour la deuxiéme égalité, on a

ch H?(Eg (1))
= ch L(0,a— 1)@ ch H3(Eg(r — p¢, —s—2))
+ch L(0,a)D ch H?(Eg (1)) +ch L(0,a —2)D ch H*(Eg (1))
= chL(0.a= D) (P (r—p?.—s—2)+ 1 ((r—p*.—s—=2)— B))
+ch L(0.a) D (x> (1) + x> (' = B) —ch I (1))
+ch L0.a—2) D (x> (") + 1> (u" — B) —ch I ("))
= X2(W)+ x*(u—B)—ch L(0.a) ch Ig(1') —ch L(0.a—2)® ch Iz (1"),

ol la derniére égalité résulte du Théoréme 3.1 en remarquant que u—f = (ap? +r+1,
—apd—s—4) avecO<r+1,s4+2< pd—l. Donc on a

ch L(0,a)@ ch I (') 4ch L(0,a —2)D ch 15 (1)
= 120+ x> (n—PB)—ch H*(Eg(1)) = chIg(p).
car u— B ¢ wo-X(T) . Ceci termine la preuve de la Proposition 5.4. L]

Lemme 5.2. Soit @ = (m,—n—2) avec m > n > 0. Alors pour § € {«a, B} et tout L(v) €
FC(Is(w)), ona [Is(u) : L(v)] = [H*(n—38) : L(v)].
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Démonstration. Comme dans la Proposition 5.3, notons ki(u) = vp,(m), ka(u) =

vp(n+2). Notons d le degré de u, c’est-a-dire, il existe a € {1,..., p—1} tel que
ap® <m < (a+1)p?. Pour i € {1,2}, notons d; = d —k;. Notons aussi «; = o et
Oy = /3

Considérons 1’énoncé suivant qui dépend d’un indice £ € 7Z :

Py pourtouti € {1,2},si u = (m,—n—2)avecm >n > 0et Ji(u) < £, alors pour
toutv € X(T)* tel que L(v) € FC(Iy,; (1)) ona

[lo, () : LO] = [H*(n—8) : LW)].

Le but est de montrer que J est vraie pour tout £. Raisonnons par récurrence sur £.
11 suffit de considérer le cas ot u ne vérifie pas les hypotheses de la Proposition 5.3 car
I’énoncé est trivial si Io; (1) = 0.

D’apres la définition de d et k1, on a toujours d > ki, d’ou 671 > (0. Comme m > n et
ky =v,(n+2),onad < k; seulements’il existe d > 1 tel que m = pl—letn=p?-2.
Dans ce cas, on a

H?(Eg()) = H*(Eg(p® —1,—p%)) =0

d’apres la Proposition 4.1, d’ou 1g() = H?(u— ) et I’énoncé est vrai. Donc £ est
vrai.

Supposons di () =0etd =a.Siky =0,alors p  m,d’ou I,(u) =0car u—o ¢
Wy, -p. Si ky > 1, alors comme p ne vérifie pas les hypotheses de la Proposition 5.3,
onap = (ap?,—(a—1)p%—s—2) avec 1 <5 < p%—1. D’apres la Proposition 4.1 et
la Remarque 4.2, on sait que H?(Ey (1)) = 0, d’ott Io(1) = H?(u—a) et I’énoncé du
lemme est évident.

Supposons JZ(M) =0.Siky=0,alors p f n+2etpu—B ¢ W,-pu,d’ ot Ig(u) =0.
Si k; > 1, alors comme u ne vérifie pas les hypothéses de la Proposition 5.3, ona u =
(ap® +r,—ap?) avec —1 < r < p? —3. D’apres la Proposition 4.1, H?(Eg(pn)) =0,
d’ot Ig(n) = H*(u—B) et I'énoncé du lemme est évident.

Donc # est vraie.

Supposons que & est vraie pour un £ > 0. Soit u tel que d (w) =£L+1.Siky =0,
alors p f met I, () = 0.Siky > 1, comme u ne vérifie pas les hypotheses de la Propo-
sition 5.3, on a

m = apd—i-ad_lpd_l—i-m—i-aklpk‘ =ap? +r
etn =ap®+savec 0 < r—pk < s <r < p?—1.Posons
Wo=0—s=2, p'=pitrpl-s=2) et ‘u=(p?-s—2,—p’+r).

Comme
vplap®+r)y=ki=d—L—1<d—1,

ona
vp(r) = vp(—p? +r) = ki,
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donc dy (W) <d—1—k; =Letdr('") <d—1—k; = €. D aprés la Proposition 5.4,
ona
ch Iy(p) = ch L(0,a)@ ch Iy (u') 4+ ch L(0,a —2)D ch I, (1)

car 0 < s <r < p%—1. D’apres le Lemme 3.1, tout plus haut poids d’un facteur de
composition de H2(u' —a) ou de H?(u” —a) est p®-restreint. Donc

FC(Io (1)) = L(0,a)) @ FC(Io (1)) L1 L(0,a —2)“ @ FC (1o (1")).

Soit L(v) € FC(I4(u)); alors v = v! p? +10 ot v! = (0,a) ou (0,a—2) et v° est p?-
restreint. Si v! = (0, a), alors L(v?) € FC(I(u')). Donc

Ua(p) : L] = o) : LO®)] = [H* (W —a) : L0O)]
=[L(0.a) P @ H* (/' —a) : L(v)] = [H* (1 —a) : L(V)]

ol la deuxieme égalité résulte de I’hypothese de récurrence pour i’ et la derniére égalité
résulte du Théoreme 3.2 et du Lemme 3.1 appliqués a . —«.
Siv! = (0,a—2), alors L(v®) € FC(I4(1")). Posons tv = (y,x) siv = (x, y); alors

[a(p) : L0)] = [La(") : L)) = [Ig(zp”) : L(zv°)] = [H*(zpt” = B) : L(xv°)]
=[H*(W' —a): L0 =[L(0,a-2) D ® H*(1' ~a) : L(v)] = [H* (1 —a) : L(v)].

Donc la partie i = 1 dans Py est vraie.

Soit u = (m,—n—2) tel que d> (n) = £+ 1. Notons k = k; pour alléger la notation.
Sik =0,alors p y n+2etIg(n) =0.Sik > 1, comme u ne vérifie pas les hypotheses
de la Proposition 5.3, alors m = ap? +r etn =ap®+savec0<r < p4—1lets <
r < s+ p* (a priori s peut étre négatif). Mais comme d = k+£+1>k+1,onak =
Vp(n+2) =v,(s+2).Sis <0,alorss+2<1,dous+2 < —pk car vp(s+2)=k>1.
Par conséquent,onar < s+ pk < -2, contradictionavecr > 0.Donc0<s <r < pd —1.
Orv,(s+2) =k <d—1,donc s+2 < pl—pketr <s+pk < p?—2 Dapres la
Proposition 5.4, on a

chIg(p) = ch L(0,a) D ch Ig(1') +ch L(0,a—2) ch I5(u")

oup' = (r,—s—2)etp” = (—pi—i—r,pd —s—2).Posons tp” = (p? —s—=2,—p? +r);
alors dy (W) <d —1—k =Letd (tp") <d —1—k = L carvy(s +2) = v,(p? —5—2)
=k.
D’apres le Lemme 3.1, tout plus haut poids d’un facteur de composition de
H2(u —p) oude H2(u" — B) est p?-restreint. Donc
FC(Ig(1) = L(0,a) @ FC(Ig(1)) L L(0,a—2)Y) @ FC(I5(1")).

Soit L(v) € FC(Ig(w)); alors v = v p? +1v° ot v! = (0,a) ou (0,a—2) et v° est
p¥-restreint. Si v! = (0,a), alors L(v°) € FC(Ig(1)). Donc

[Ig() : LO)] = [Ig(w) : LOO)] = [H*(W —B) : L(v®)]
=[L0,0) Y@ H*(/'—B) : L(v)] = [H*(n—B) : L(v)]
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ol la deuxieme égalité résulte de I’hypothese de récurrence pour u’ et la derniere égalité
résulte du Théoréme 3.2 et du Lemme 3.1 appliqués a u— f.
Siv! = (0,a—2), alors L(v°) € FC(Ig(1")). Donc

[Ig() : LO)] = [Tg(W") : L(0O)] = [Io(tp”) : L(1v®)] = [H*(tp” —at) : L(zv°)]
=[H*("=B) : L0O)] = [L(0.a—2) D @ H* (1" —B) : L(v)]
=[H*(u—p) : LO)].

Donc Py est vraie. Ceci termine la preuve du Lemme 5.2. ]

Théoreme 5.1. Soit u = (m,—n—2) avec m > n > 0. Si M est un sous-module de
H?(ju—8) qui vérifie ch M = ch Is(w), alors M = Ig(u).

Par conséquent, si m = ap® +r et n = ap® +s et si I'on pose ' = (r,—s —2) et
W = (—p?+r, p?—s—2), alors
(i) Sio<s<r<p?—1,onaly(pn)=L0,a)DQI,(1W)PLO,a—2)DR I (u").
(i) Si—1<s<r<p?—2o0nalg(p)=L0,a)P15(")DLO,a—2)DR15(n").

Démonstration. 11 suffit d’appliquer le Lemme 5.2 et la Proposition 5.4. ]

Remarque 5.2. Ce théoréme est suffisant pour calculer par récurrence tout Ig(u) si
vérifie
u=(m,—n—=2)ou(—n—2,m)avecm >n > —1. ()
Plus précisément, on commence par un poids 4 = (m,—n—2) avecm > n > —1. Si
n=—1,alors H'(u) = H'(m,—1) = 0, d’out I5(1t) = 0. Supposons maintenant que
m>n=>0.
(1) Si 8§ = a, écrivons n =apd+s avecae{l,...,p—1},d >0et0 <s < pd—l.
Notons r = m—ap? ; alors r > s.
(@) Sir>p?+1,alorsona H2(u—a) = H*(m—2,—n—1) = H?*(ap® + (r —2),
—ap?—(s—1)—2)avec—1 <s—1<p?—2etr—2> p? —1.Donc H?(u—a)
= 0 par la Remarque 3.3, d’ou /() = 0.
(b) Sir = p? alorsonapu = ((a+1)p?, —ap? —s—2) avec s < p¢ —1, donc on
a H2(Eq (1)) = 0 par la Proposition 4.1, d’ott I (1) = H?(u—a).
(c) Sis <r < p%—1,alors le théoreme s’applique et I, (1) se calcule par I, (i) et
I, (1), ot ' et ” sont des poids plus petits qui vérifient aussi la condition (db).
(2) Sié = B, écrivons m =apd+r aveca €{l,...,p—1},d >0et—1<r < pd—2.
Notons s = n—ap? ; alors s < r.
(@) Sis <—3,alorsona H2(u—pB) = H*(m+1,—n—4) = H2(ap® + (r +1),
—ap?—(s+2)—2)avecO<r+1<p?—lets+2<—1.Donc H>(u—p) =0
par la Remarque 3.3, d’ou /g () = 0.
(b) Sis = —2,alors u = (ap? +r,—ap?) avec r > —1, donc H?(Eg(p)) = 0 par
la Proposition 4.1, ot Ig() = H*(u—f).
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(¢) Si—1 <s <r, alors le théoreme s’applique et Ig(u) se calcule par Ig(u') et
Ig(n), ot 1’ et p” sont des poids plus petits qui vérifient aussi la condition ().

Ceci termine la discussion.

5.2.2. Is() est sans multiplicité.

Proposition 5.5. Soit u = (m,—n—2) avec m > n > 0. Alors pour § € {a, B}, Is(u) est
un T -module sans multiplicité. C’est-a-dire, pour tout poids v € X(T), on a dim(Ig(u)y,)
<1

Avant de montrer cette proposition, on montre d’abord le lemme utile suivant :

Lemme 5.3. Soit t = (a+1)p? =2, —ap® —s—1)avecd >0, a e {l,...,p—1} et
s < p% —1 (s n’est pas nécessairement positif). Alors H* (1) est un T -module sans mul-
tiplicité.

Remarque 5.3. Dans ce lemme, les valeurs permises pour u sont les (m —2,—n —1) avec
mneZ,n<m-—letm= 2,3,...,p—1,p,2p,3p,...,(p—l)p,p2,2p2,3p2,....
D’autre part, on sait que H?(—1, —n—1) = 0 pour tout n. Donc d’aprés le lemme,
H?(u) est un T-module sans multiplicité pour tout x4 de la forme (m —2, —n—1) avec
mne€Z,n<m—letm=12,...,p,2p, ...,p2,2p2, ..., c’est-a-dire, de la forme
w= (apd—Z,—n—l) avecd > 0,ae{l,...,p—1}etn < apd—l. On a décalé les va-
leurs de a dans 1’énoncé du lemme juste pour simplifier les raisonnements par récurrence
dans la preuve.

Démonstration du Lemme 5.3. Raisonnons par récurrence sur d. Si d = 0, alors u =
(a—1,—a—s—1) avec s < 0. Donc H?(u) = 0 d’aprés la Remarque 3.3. Supposons
que o = (ap?t1 4+ pdt1—2 —ap?tl —s—1)pourund > Oets < p¢t1 —1.Sis <0,
alors H?(u) = 0. Si s > 0, alors d’apreés le Théoréme 3.2, on sait que H?(u) est filtré
par Ey = L(0,a— 1)@tV QV(s—1,0) et E; = L(0,a)“@ D @ H2(p?t1 -2, —s—1)
car H2(u") = H3(=2, p?*t'—5—1) = 0. Comme tout poids de V(s—1,0) et de
H2(p?+t1—2, —s—1) est p?* ' restreint, et comme L(0,a) et L(0,a—1) n’ont pas de
poids commun, E; et E, n’ont pas de poids commun. D’apres 1’hypothese de récurrence,
H2(pdt1 =2, —s—1) = H*((p— D p? +p? =2.—(p—D)p? = (s—(p—Dp?)—Dna
pas de multiplicité comme T-module car s—(p—1)p? < p¢tl—1—pd+l 4 pd =
p? —1. On sait aussi que V(s — 1,0) n’a pas de multiplicité comme 7'-module. Par consé-
quent, H?(p) n’a pas de multiplicité non plus. |

Démonstration de la Proposition 5.5. Comme m > 1,ilexisted >0eta €{l,...,p—1}
tels que ap? < m < (a+1)p?.

Ecrivons m = apd +retn = apd +ssalors 0 <r < pd—l et s < r (s peut étre
négatif).

Raisonnons par récurrence sur d. Si d = 0, alors u = (a,—a—s—2) avec s < —1.
Donc p—a=(a—2,—a—s—1)etu—B=(a+1,—a—s—4),d ot H*(u—38) = 0 pour
tout § € {a, B}. Par conséquent, I5(p) = 0 car Is(w) C H?(u—8) et I’énoncé est trivial.
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Maintenant supposons m = ap?tl +retn = ap?tl+savec 0 <r < p?ti—1let
s<r.
Supposons d’abord que § = «. Sis < Oetr > 1, alors

H*(u—0) = H*(ap®* ' +r—2,—ap®t'—5—1) =0

car ap®t +r—2 > ap?t —1 et ap?t'+5—1 < ap?t' —1. Donc Io(1n) = 0 et le
résultat est trivial.
Sis<Oetr=0,alorss<—1cars<r.Donconapu—a=(ap?tt—2,—ap?t—5—1)
et H?(u—a) n’a pas de multiplicité comme T-module d’apres le Lemme 5.3 et la Re-
marque 5.3. Donc 1’énoncé est vrai car Iy (i) C H?(u—a).
Sis > 0,alors 0 < s < r < p*t1—1, et d’apres la Proposition 5.4, on a

chIy(n) = ch L(0,a)@*V ch I, (1) +ch L(0,a—2)“FD ch I, (u"),

o ' = (r,—s—2) et W’ = (—p¢ti4r, p¢tl—5—2). Comme (0,2) ¢ Za+7Zp,
alors L(0,a) et L(0,a—2) n’ont pas de poids commun. D’apreés le Lemme 3.1, tout
poids de I (') C H*(' —a) et de Io(n") € H*(u" —a) est p?Tlrestreint, donc
L(0,a) @tV @I, (1) et L(0,a—2)@+tD I, (") n’ont pas de poids commun. Par
conséquent, I (1) n’a pas de multiplicité comme T-module car I, (') et I, (1) n’ont
pas de multiplicité d’apres I’hypothese de récurrence.

Supposons maintenant que § = B. Si s < —3, alors u—pB = (ap?t'+r+1,
—ap®tl—s—4)avec r+1 > 1et s+2 < —1, dott H*>(u—pB) = 0. En particulier,
Ig(p) = O et I’énoncé est trivial.

Sis=—2,alors u = (ap?*! +r,—ap?*')avec r > 0. Donc H?(Eg(n)) =0 d’apres
la Proposition 4.1, et par conséquent on a

Ig(p) = H*(n—p) = H*(ap® +r+1,—ap? -2).

Sir= pd —1, alors Hz(apd +r4+1, —apd —2) =0etl’énoncé est trivial. Sir < pd -2,
alors d’apres le Théoréme 3.2, on sait que H2(ap? +r + 1, —ap? —2) est un quotient de
V(0,ap? —r —3) car H2(r +1,—2) = 0. Comme V (0, ap? —r —3) n’a pas de multipli-
cité, I’énoncé est vrai dans ce cas.
Sis=—1,alors p } ap?*! +542,donc u—p ¢ W), - u et en particulier Ig(u) = 0.
Sio<s < pdtl_3etr = pd*tl—1 alorsona

H*(u—PB) = H*((a+1)p?T —ap?™ —s—4) =0

cars+2 < p?tl—1,dou Ig(u) = 0.
Sis = p¢tl—2etr = p4*t!1—1, alors

H?*(Eg()) = H*(Eg((a+1)p®™ =1, —(a+1)p?Th) =0

d’apres la Proposition 4.1 (qui s’applique aussi au cas ou a = p—1 puisque dans ce
cas,ona p = (p¢T2—1,—p?*+2), qui est aussi de la forme dans la Proposition 4.1 avec
d =d+2eta =1). Donc

Ig(p) = HX(u—B) = H*((a+ 1) p?*t, —(a+ 1)p?T' —2),
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qui est un quotient de V(0, (a + 1) p¢+1 —2) d’apres le Théoréme 3.2 car H2(0,—2) = 0.
Comme V(0, (a+1)p?*t!1 —2) n’a pas de multiplicité comme T-module, le résultat en
découle.

Sio<s<r< pd+1 —2, alors d’apres la Proposition 5.4 on a

chIg(p) = ch L(0,a)“ Y ch I5(') +ch L(0,a—2) TV ch I5(u"),

oy = (r,—s—2)etpu” = (—p?ti 4, p?+1 —5—2). Comme (0,2) ¢ ZB + Zp, alors
L(0,a) et L(0,a—2) n’ont pas de poids commun. D’apres le Lemme 3.1, tout poids de
Ig(n') C H?(u' —B)etde Ig(n") C H?(u" —B) est p T -restreint, donc L(0,a)@+V
®Ig(n') et L(0,a—2)“+D @ I5(u”) n’ont pas de poids commun. Par conséquent,
Ig(w) n’a pas de multiplicité comme 7'-module car /(') et Ig(”") n’ont pas de multi-
plicité d’apres I’hypothese de récurrence. Ceci termine la preuve de la Proposition 5.5. =

5.3. Retour a la p-H'-D-filtration

Le but de ce paragraphe est d’écrire en détail la p- H'-D-filtration otii € {1,2} et u ¢ CU
wp - C. On verra aussi que le Théoréme 5.1 et la Remarque 5.2 sont suffisants pour décrire
tous les modules inconnus de la forme H'(Es(v)) dans le Théoréme 4.1. Supposons
maintenant que p ¢ C Uwg-C. Alors il existe m,n € N tels que u = (m, —n—2) ou
w = (—n—2,m). D aprés la symétrie entre « et 3, on peut supposer que @ = (m, —n —2)
sans perte de généralité. D’apres la dualité de Serre, il suffit de considérer H!(u) =
HYm,—-n—2)et H*(u) = H*(m,—n—2) lorsque m > n (c’est-a-dire, yu € sg-C).
Sin <m < p—1, alors H?*(m,—-n—2) =0et

H'(m,—n—2) =~ HO(Sﬂ-M) =H(m—n—1,n)

d’apres le théoreme de Borel-Weil-Bott (cf. [15, I1.5.5]).

Sim > p,alorsilexisted > leta € {1,..., p—1}tels que ap? <m < (a+1)p?.
Ecrivons m = ap? + Rp+r et n = ap® +Sp+s avec 0 < r,s < p—1 (S peut étre
négatif mais S > —apd_l carn >0);alorsona 0 < R < pd_1 —1etS < R. Notons
m' =ap? 4+ Retn' =ap?148.

Pour v = pv! +v% o1 v° € X{(T), posons

H;(v) = LO°) @ H' (Es(v') ™
ol § € {0,a, B}. Notons aussi H’(v) = HE(v).

Remarque 5.4. En utilisant les résultats de ce paragraphe, on peut obtenir une autre
démonstration de la proposition de Kiihne-Hausmann [16, 6.3.2] (voir aussi [8, 5.3]) et
préciser les conditions pour que A soit « générique » (cf. [19, 3.4]).

5.3.1. Type A. Supposons que u est de type A, c’est-a-dire, 0 < s <r < p—2. Les neuf
facteurs simples de Z (1) sont donnés par la figure suivante (oit vi = ) :
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/N
NAVAV
\VAVA
\AVAY

D’aprés le Théoréme 4.1, on sait que pour i € {1,2}, il existe une filtration de H (1)
dont les quotients sont les suivants (I’ordre peut étre différent) :

' (v1), K (v2), HL(va), Jf/ig(vﬁl H (v7), H (vg), H' (vo).

Onsaitque HO(v}) = HO(m'+1,—n'-2) =0et H3(v}) = H3(m' —1,—n'—1)

=0carm',n' >0, donc #°(v4) = H3(v3) = 0. Donc il existe une suite exacte longue

0— H'(v3) - Jf; (va) = H(vs) 8—03 H2(v3) — 5‘(’3(\)4) — H%(vy) > 0. (5.7)

De méme, comme H3(v}) = H3(m',—n'—2) = 0, on a une suite exacte longue

30
e HO(v6) > N (vs) — Fh(ve) — H' (ve)

31
BN H2(vs) — Jfﬁ(%) — H?%(vg) > 0. (5.8)

Sin! =0, alors H*(u) =0carn < p—1 et m > n. On a aussi H#2(v3) = 0 car
vl = (m'—1,—n'=1) = (m'—1,—1). Donc d’apres (5.7), on sait que F} (v4) est juste
une extension de #!(vq) par H1(v3).

Orona H'(Eg(v})) = H"(E,g(m1 —1,0)) = 0 pour tout i d’apres le Lemme 4.1,
donc d’apres (5.8), 8% induit un isomorphisme #°(vg) = #1(vs). Par conséquent, non
seulement le facteur #¢!(v¢) n’apparait pas, mais le facteur #!(vs) est « effacé » dans
la filtration de H'(u), c’est-a-dire, le G-module H (1) admet une filtration dont les
quotients sont {J(’l(v,-) |i =1,2,3,4,7,8,9}. La situation est visualisée par la figure
suivante, ol la droite en gras est le murentre C et sg-C,ie. {u € X(T) | (u+p,B) =0} :

Sin! > 1letp ¢Gr,c’est-a-dire, | —ap?~! < S < —1, alors ona H2(u) = 0. De plus,
ona HO(v}) = Ho(m'—1,—n') =0, H?>(v}) = H*(m'—1,—n' —1) =0et H?>(vd) =
H?(m', —n' —2) = 0. Donc d’apres (5.7) et (5.8), J(’O} (v4) est juste une extension de
H1(vg) par H1(v3), et Jfé (ve) est juste une extension de H!(vg) par #'(v4). Donc
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dans ce cas, H?(i) = 0 et H' (1) admet une filtration dont les quotients sont les # ! (v;)
pouri € {1,...,9}.

Sin!>1let JIRS 6r, c’est-a-dire, S > 0, alors Ho(vé) =Hm'-1, —nl) = 0. Donc
(5.8) devient

al
0— Jfl(vs) — Jfé(vﬁ) — Jfl(VG) LA J€2(v5) — Jf;(%) — J€2(v6) —-0. (5.9

SiS>0etR=p¢'—1,alors
H2>(wd) = H2(m', —n'=2) = H*((a+ 1) p? ' =1, —ap?™' =5 -2) = 0

par la Remarque 3.3. En particulier, on a 8}3 = 0 dans (5.9), donc pour i € {1, 2}, le
G-module ]{’é (ve) est juste une extension de H’ (ve) par K (vs).
D’autre part, on a

H*(Eq(v})) = H*(Eq(m' +1,—n'=2)) = H*(Ey((a+ 1) p?~", —ap?™' - S —2))
=0

d’apres la Proposition 4.1. Donc #2(v4) = 0 et, d’apreés (5.7), on a une suite exacte

0= H'(13) = H1(va) L F (va) 2% H2(03) — 0. (5.10)

Notons @4 C #!(v4) I'image de f ; alors on a

0= H'(v3) > H () > @4 — 0,
0= Q4 — H'(va) 2% J2(v3) — 0.

Donc dans ce cas, le facteur #2(v3) est « effacé » dans la filtration de H!(u) et de
H?(uw). Plus précisément, H? (1) admet une filtration dont les quotients sont {F2(v;) |
i =1,2,4,56,7,8,9} et H'(x) admet une filtration dont les quotients sont {H#!(v;) |
i =1,2,3,5,6,7,8,9)U{@4} ol @ C J' (vg) est tel que H! (va)/@q = J2(v3).

De méme, si S = 0et0 < R < p?~1—1, alors le facteur #2(vs) est « effacé » dans
la filtration de H () et H?(w). Plus précisément, H? (1) admet une filtration dont les
quotients sont {F2(v;) | i =1,2,3,4,6,7,8,9} et H'(x) admet une filtration dont les
quotients sont {F1(v;) | i =1,2,3,4,5,7,8,90U{@¢} ot @¢ C H'(ve) est tel que
H(v6)/ Qs = H?(vs).

Sil <S8 <R<p?1-2 alors

vi =m'+1,-n'-2) = (apd_1 +R+1,—apd_1—S—2)

avec 1 <S <R+1< p?'—1.Donc vi vérifie I’hypothese du Théoréme 5.1 pour § = «.
D’autre part,

v =(m'—1,—n") = (@p? '+ R—1,—ap? ' —(§-2)-2)
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avec —1 < §—2 < R—1< p?—3, donc vé vérifie I’hypotheése du Théoréme 5.1 pour

§=B.

Donc pouri € {1,2}, H*(j1) admet une filtration dont les quotients sont
{(H(01). I (v2), H(v4). Hh (v6), H (v7), H' (vg). H (vo)}.

De plus, on a des suites exactes longues

0— H'(v3) > 5‘6;(\)4) — H1(vg) a—a> H2(v3) — J("f(\q) — H?(vg) — 0,
1 1 1 0 202 2 2

0 — H (vs) > Hg(ve) > H " (ve) — H"(vs) > Hj(ve) = H(vs) > 0,

ouIm(dy) = LV ® Iy (vi)(l) etlm(dg) = L(v))® I (vé)(l), qui peuvent étre calculés
récursivement par le Théoreme 5.1 et la Remarque 5.2.

5.3.2. Type V. Si p est de type V, c’est-a-dire, r < s, alors on a forcément m!' > n! et
R > S car m > n. Les neuf facteurs simples de Z () sont donnés par la figure suivante
(ohvy =pu):

AN
NVAVAV,
VAV
VAVAY

D’aprés le Théoreme 4.1, on sait que pour i € {1,2}, il existe une filtration de H’ (1)
dont les quotients sont les suivants (1’ordre peut étre différent) :

(I (1), I (v2), H (v3), Ho (vs), Hp (v7), H (vg), H (v9)}.

Ona H°(wd) = H(m',—n'=2) = 0et H3(v}) = H*(m'=2,—n'—1) = 0 car
m' >n'4+1>1.Donc #°(vs) = 0et #3(vs) = 0, d’ol1 une suite exacte

0= J1(vg) = J)(vs) = J' (v5) 2% J02(vg) — H2(vs) — H2(vs) > 0. (5.11)

De méme,ona H(v}) = HO(m' —1,—n'—1)=0et H3(v}) = H*(m',—n' -3) =
0, d’ol une suite exacte

ad
0 — J'(vs) — H}(v7) = H (v7) > H2(v6) — H3(v7) — H2(v7) > 0. (5.12)
Si§ <—-2etR>1,alors

H2(w)) = H*(m'=2,—n'—1) = H*(ap® '+ R—2,—ap?™' = (S—1)-2) =0,
H2(vh) = H?(m', —n' =3) = H?*(ap® '+ R, —ap® ' = (S +1)—2) = 0.
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En particulier, on a 94 = dg = 0. Donc dans ce cas, H?(1) = 0 et H'(1) admet une
filtration dont les quotients sont {#!(v;) |i = 1,...,9}.
Si§ < —-2et R =0, alors on a encore

H*(vh) = H2(m', —n'=3) = H?*(ap* '+ R, —ap® ' = (S +1)=2) = 0,
d’ol1 dg = 0. D’autre part, on a
H2(E4(v})) = H?(Eq(m', —n' =2)) = H*(Eq(ap®™', —ap®™' =5 -2)) =0

d’apres la Proposition 4.1, donc (5.11) devient

0— H'(vy) - 5‘6;(\)5) ﬁ) H1(vs) a—"‘) H2(vs) — 0.

Dans ce cas, le facteur #2(v4) est « effacé » dans la filtration de H ' (u) et de H? ().
Plus précisément, notons @s I'image de f, ; alors H!(x) admet une filtration dont les
quotients sont {H1(v) |i =1,2,3,4,6,7,8,91U{@s} ot @5 C H1(vs) est tel que
H1(vs)/@s = H?(v4). De plus, H? (i) = 0 méme si H2(vq) # 0.

SiS =-1etR>1,alors

H*(w)) = H>(m' =2, —n' —1) = H?(ap? ' + R—2,—ap?~ ' — (S —1)—2) = 0,
d’ou d, = 0. D’autre part, on a
H*(Eg(v3)) = H*(Eg(m' —1,-n' 1)) = H*(Eg(ap® '+ R—1,—ap®™1) =0

d’apres la Proposition 4.1. Donc (5.12) devient

f 9
0 — J¢' (ve) — J}(v7) > H' (1) => H2(ve) — 0.

Dans ce cas, le facteur #2(ve) est « effacé » dans la filtration de H ' (u) et de H? ().
Plus précisément, notons @7 I'image de fg; alors H'(x) admet une filtration dont les
quotients sont {F1(v;) | i =1,2,3,4,5,6,8,9'U{@7} ot @7 C H'(v7) est tel que
H1(v7)/Q7 = H?*(ve). De plus, H?(1) = 0 méme si #2(vg) n’est pas forcément nul.

De méme, si S = —1 et R = 0, alors le facteur #2(v,) et le facteur F2(vg) sont
tous les deux « effacés ». C’est-a-dire, H ! (1) admet une filtration dont les quotients sont
{H(v;) i =1,2,3,4,6,8,9U{Q@s,Q7} ol @5 C H'(vs) et @; C H'(v7) sont tels que
H1(v5)/Qs = H?(vy) et H1(v7)/ Q7 = H?(ve). De plus, H?(j1) = 0 méme si H2(v4)
et #2(ve) ne sont pas nuls.

SiS>0,alorsona0<S <R< pd*1 —1. Dans ce cas,

vsl = (m!,—n'-2) = (apd_1 +R,—apd_1—S—2)

vérifie I’hypothése du Théoreme 5.1 pour § = «.
D’autre part,

vl=@m'—1,—n'=1) = (@p? '+ R—1,—ap?™ ' = (S -1)-2)



Cohomologie des fibrés en droites sur SL3 /B en caractéristique positive 1419

avec —1 <S—1<R—1< p¢~1 -2 Donc v71 vérifie I’hypothese du Théoréme 5.1 pour
§ = . Donc pour i € {1,2}, H' (1) admet une filtration dont les quotients sont

{6 (1), I (v2), H (v3), Ho (v5), Hp (v7), H (vg), H (v9)}.
De plus, on a des suites exactes longues
0 — H'(vy) — HL(vs) — H'(vs) a—a> H2(vg) — HZ(vs) — H*(vs) — 0,
il
0 — ' (v6) = J(v7) — H' (1) —> H2(ve) — HE(v7) — J2(v7) — O,

ot Im(dy) = L(v) ® In(vH D et Im(dg) = L(v9) ® I5(v1)(MV, qui peut étre calculés
récursivement par le Théoreme 5.1 et la Remarque 5.2.

5.3.3. Cas a-singulier. Supposons que u est a-singulier, c’est-a-dire,0 <s <r = p—1.
Les quatre facteurs simples de Z (1) sont donnés par la figure suivante (ot v; = W) :

D’aprés le Théoréme 4.1, on sait que pour i € {1, 2}, il existe une filtration de H* (1)
dont les quotients sont J (vy), HL(v3), et H' (vy).

Onsaitque HO(v}) = HO(m'+1,—n'-2) =0et H3(v}) = H3(m' —1,—n'—1)
=0carm!,n! >0, donc #°(v3) = #3(v2) = 0. Donc il existe une suite exacte longue

0o
0 — JH'(v2) = Hy(vs) = H'(v3) —> H*(v2) — H2(v3) — H*(v3) > 0. (5.13)
Sip¢ Gr, c’est-a-dire, S < —1, alors on a H?(1t) = 0. De plus, on a
H?(w)) = H*(m'—1,-n'—1) = H?(@ap '+ R—1,—ap®'—S—1)=0.

Donc d’apres (5.13) , ]} (v3) est juste une extension de F!(v3) par J!(v,). Donc
dans ce cas, H?(jt) = 0 et H' (1) admet une filtration dont les quotients sont {#!(v;) |
i =1,2,3,4}.

Sipe GretR = pd_1 —1, c’est-a-dire, S > 0et R = p"'_1 —1, alorson a

H*(Eq(v})) = H?(Ea(m' +1,—n"'=2)) = H*(Eq(ap®™". —ap?™' =5 -2)) = 0
d’apres la Proposition 4.1. Donc #2(v3) = 0 et d’apres (5.13), on a une suite exacte
Ocr
0— 5‘61(\12) — 5‘(’;(\13) i> 5‘(’1(\13) — 5‘(2(1)2) — 0.

Donc dans ce cas, le facteur #2(v,) est « effacé » dans la filtration de H'(u) et
H?(1). Plus précisément, notons @3 C F1(v3) I'image de f; alors H?(u) admet une
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filtration dont les quotients sont {#2(v;) | i = 1,3, 4} et H' (1) admet une filtration dont
les quotients sont {F 1 (v;) |i =1,2,4}U{@3} ot @3 C #!(v3)esttel que H ' (v3)/Q3 =
H2(v2).

Si0<S<R< pd_l—Z, alors

vé =m'+1,-n'-2) = (apd_1 +R+1,—apd_1—S—2)

avec1 <S <R+1< p?~1—1.Donc v} vérifie I'hypothese du Théoréme 5.1 pour § = a.
Donc pour i € {1,2}, H' (1) admet une filtration dont les quotients sont {H’(v;),
Hi(v3), H'(v4)}. De plus, on a une suite exacte longue

0— J(’l(vz) — J(’;(\g) — J€1(V3) a—“) J(’z(vz) — J(’f(\)3) — J(’z(\)3) -0

ot Im(dg) = L(v9) ® Io(v3 YD, qui peut étre calculé récursivement par le Théoreéme 5.1
et la Remarque 5.2.

5.3.4. Cas B-singulier. Si u est B-singulier, c’est-a-dire, 0 < r < s = p—1, alors on a
forcément m! > n' et R > S car m > n. Les quatre facteurs simples de Z (1) sont donnés
par la figure suivante (o vi = W) :

D’apres le Théoreme 4.1, on sait que pour i € {1, 2}, il existe une filtration de H* (1)
dont les quotients sont F7 (v), J{’é (v3), et Hi(vyg).

Ona HO(v)) = Ho(m'—1,—n'—1) =0et H3(v)) = H3*(m',—n'—-3) = 0,d’on
une suite exacte

ad
0 — H'(v2) = K (v3) = H'(v3) —> H2(v2) — HF(v3) — H2(v3) = 0. (5.14)
Si§ < -2, alors
H2(v)) = H*(m"', —n' =3) = H?*(ap® ' + R, —ap® ' = (S +1)-2) = 0.

En particulier, on a dg = 0. Donc dans ce cas, H 2(u) = 0 et H'(u) admet une filtration
dont les quotients sont {# ! (v;) | i = 1,2,3,9}.
Si§S = -1, alorsona

H*(Eg(vd)) = HX(Eg(m' —1,—n'—1)) = H*(Eg(ap® '+ R—1,—ap®™1) =0

d’apres la Proposition 4.1. Donc (5.14) devient

f a
0 — ' (v2) = 3 (v3) > J' (v3) > H2(v2) — 0.
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Dans ce cas, le facteur #2(v,) est « effacé » dans la filtration de H () et H?(u).
Plus précisément, notons @3 I'image de fg; alors H (1) admet une filtration dont les
quotients sont {FH 1 (v;) | i = 1,2,4}U{@3} ot @3 C H'(v3) est tel que H'(v3)/Q3 =
J2(v,). De plus, H? (1) admet une filtration dont les quotients sont {#2(v;) |i =1,3,4}.

SiS >0,alorsona0 <SS <R< pd_l—l.Danscecas,ona

vi=m'-1,-n'-1) = (apd_l+R—1,—apd_1—(S—1)—2)

avec —1 < S—1 < R—1 < p4~1 -2 Donc v} vérifie I’hypothese du Théoréme 5.1
pour § = B. Donc pour i € {1,2}, H'(;x) admet une filtration dont les quotients sont
{FH(v1), Jf’g (v3), #'(v4)}. De plus, on a une suite exacte longue

d
0 — J1(13) = JH3(v3) — J' (v3) —> H2(v3) = HZ(v3) — H2(v3) = 0

ot Im(dg) = L(v))® I (v%)(l), qui peuvent étre calculés récursivement par le Théo-
réme 5.1 et la Remarque 5.2.

5.3.5. Cas y-singulier ou o-B-singulier. Si [t est y-singulier ou «-B-singulier, alors
il n’y a pas de Ey ou Eg dans la filtration. Donc d’apres le Théoreme 4.1, si pu est
y-singulier, alors pour j € {1,2}, H(x) admet une filtration dont les quotients sont
{H7(v;)|i =1,2,3,4}, ot lavaleur de v; est donnée par la figure suivante (ot v; = ) :

£\
NVAVAV,
N/
VVV

Si u est a-B-singulier, alors u = (m'p+p—1,—n'p—p—1)etpouri € {1,2},ona

Hi(w) =~ L(p—1,p—1)@H (m',—n'—2)V,
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