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Résumé. Le Théoréme de Morley en géométrie plane, associe a un triangle 18 triangles équi-
lateres, construits a partir des intersections des trissectrices des angles. Nous généralisons ce
théoréme en un résultat sur les équations algébriques du troisieme et du quatrieme degré sur
un corps K. Nous associons a un choix cohérent, parmi les 18 possibles, de racines cubiques
des birapports des racines, une configuration équiharmonique de quatre éléments de la cldture
algébrique de K.
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L’espoir de trouver du nouveau sur les équations du troisieéme et du quatrieme degré
évoque irrésistiblement des chercheurs d’or des si¢cles passés égarés aujourd’hui a la
quéte de précieuses pépites dans les rues de San Francisco. Anachronisme sans doute,
tant I’article de Lagrange de 1770 [4] semble mettre un point d’orgue a ce sujet.

Notre présentation, qui peut étre considérée comme une initiation a la théorie de
Galois dans ces cas simples, consiste a donner explicitement les transformations des ra-
cines qui proviennent, pour le degré trois de I’action transitive du sous-groupe distingué
Az C S3 et pour le degré quatre du sous-groupe distingué d’ordre 4, My C A4 C S4.
Cela révele un lien étroit entre les formules obtenues et les invariants des formes
binaires.

Tout cela prépare notre résultat principal qui est une généralisation, dans le cadre
des équations du 3-¢me et du 4-e¢me degré, du Théoreme de Morley sur les 18 triangles
équilateres associ€s a un triangle. Cette généralisation (Théoréeme 4.9) associe a un
choix cohérent, parmi les 18 possibles, de racines cubiques des birapports des racines,
une configuration équiharmonique. 11 est obtenu en utilisant la preuve algébrique [2]
du théoréme de Morley.
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1. Introduction

Dans tout cet article k désigne un corps commutatif de caractéristique nulle,
k une cloture algébrique de k et K, k C K C k une extension finie de k. Etant donnés
trois éléments distincts a, b, ¢ € K, il existe une transformation affine g € A(K) unique
j— J— N . a—c
telle que g(b) = 1, g(c) = 0. Elle transforme (@, b, c) en (w, 1,0) ot @ = 7=. Aux
six permutations de (a, b, ¢) correspondent les éléments de 1’orbite de w,

1 w—1 1 0} }
o o 1-0 o-1

sous 1’action du groupe symétrique S3 sur 1’espace projectif P! (K). Les orbites de S3
dans P!(K) sont de cardinal 6, sauf les orbites

{_1,%,2}, (0. 1,00}, {—j.—j

oul+ j + j2=0.Silafonction V(a,b,c) = 5—c prend six valeurs différentes quand
on permute (a, b, ¢) il existe une transformation affine g, uniquement déterminée par
le sous-ensemble {a, b, c} C K, et telle que I’on ait

(1 g(a) + g(b) + g(c) =0, %(g(a)_1 +gb) " +g@) ) =1

Nous commencerons par donner, dans la Section 2, Théoreme 2.1, les fractions
rationnelles R; (w), qui expriment g(a), g(b), g(c) en fonction de w, et que ’on obtient
en appliquant la méthode de Lagrange (que nous rappelons bricvement au début de la
section). Nous montrons dans cette Section 2 comment marche la théorie de Galois
pour I’équation du troisieme degré quand on utilise la fonction V(a, b, ¢) pour briser
la symétrie entre les racines et que I’on suit sa méthode. C’est 1’adjonction d’une
racine carrée du discriminant A qui réduit le groupe de Galois au groupe alterné A3 et
nous donnons explicitement I’action de celui-ci sur les racines «, 8, y de 1’équation
X3+ pX + ¢ = 0 par la formule

o«  —4p? +9qa — 6pa

Pour I’équation du quatrieme degré nous avons obtenu un analogue de la formule (2)

qui permet de passer d’une racine a une autre. Le groupe symétrique S4 a ceci de
particulier que le sous-groupe alterné A4 C S4 n’est pas un groupe simple. II contient
un sous-groupe distingué M, d’ordre 4, familérement appelé le “groupe du matelas”.
C’est I’action transitive de ce sous-groupe sur les racines («, 8, y, §) de I’équation

PX)=X*4pX?’ 44X +r=0
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que nous calculons. Le Corollaire 2.2 du Théoréme 2.1 donne la solution. Ce corollaire
montre que si les six birapports de quatre éléments (o, 8, ¥, §) d’un corps K sont
distincts, il existe une unique transformation projective 4 de P! (K) telle que /() = oo
et que (h(B), h(y), h(8)) vérifient les conditions (1). Il donne de plus les fractions
rationnelles R; (w) pour (h(B),h(y),h(8)) en fonction du birapport w de («, 8, y,§). Or
on vérifie que, o étant fixé, et en posant p = P’(a) = 4a> + 2ap +¢,0 = %P”(oz) =
6a? + p, la transformation projective

1 o
X =

X—a 5

a les propriétés requises pour 4 a une homothétie pres. En comparant les formules
obtenues pour (2(8), h(y), h(5)) on obtient les transformations suivantes de « vers les
trois autres racines

3) Ti(o) = o — P’(a)(§ + 12§R,- () + 2052)_1

ou I et J sont des fonctions polynomiales explicites de p, g, r dont nous donnons
Iinterprétation géométrique connue en termes des invariants des formes binaires de
degré quatre (voir Section 3.1). En fait nous montrons comment arriver directement
aux formules (3) donnant I’action de M4 en utilisant un Lemme 3.1 classique qui donne
les résolvantes aff + y8,ay + B8, ad + By en fonction du birapport w.

Nous traitons en détail dans la Section 3.3 le cas particulier harmonique : quand
1

’

I’action du groupe de Galois de I’extension galoisienne K = k(«, 8, ¥, 8) dans les trois

les birapports des racines forment I’orbite {—1, 5, 2}. Nous donnons les formules pour
cas possibles et montrons (Théoreme 3.5) que si K est de degré 2 sur le corps k(/A)
le groupe de Galois de K sur k est Z /4.

Dans la Section 4.1, nous donnons I’interprétation géométrique, dans le cas du corps
des complexes, d’une résolvante qui apparait dans 1’article [4] de Lagrange de 1770.
Cette interprétation est en termes de ’intersection de quatre cercles circonscrits a
des triangles dont deux sommets sont des racines et le troisiéme une intersection de
diagonales du quadrilatére dont les sommets sont les racines.

Enfin nous terminons cet article par une généralisation du théoréme découvert par
Frank Morley en 1898, qui affirme que les intersections des trissectrices des angles
d’un triangle forment un triangle équilatéral. Notre généralisation (Théoreme 4.9)
s’énonce dans le cadre ci-dessus des équations algébriques de degré 3 et 4. On suppose
que K posséde une racine cubique j € K, j # 1, de I’unité, et un automorphisme o
de K sur k tel que (j) = j2, 0> = Id. Nous introduisons (Définition 4.8) la notion de
“racine cubique des birapports” de quatre éléments («, 8, ¥, §) de K. Cette extraction
de racine cubique admet en général 18 solutions. Elles correspondent aux 18 triangles
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de Morley. Nous construisons une configuration équiharmonique avec les points fixes
de produits de deux transformations projectives fixant deux racines et de valeur propre
(plus précisement rapport de valeurs propres) donnée par les rapports u/o (1) des
racines cubiques u des birapports.

2. L’équation du troisieme degré

Le point de départ des travaux d’Abel et de Galois sur la théorie des équations est
un lemme, implicite chez Lagrange, et que Galois énonce sous la forme suivante [1] :

(1) Etant donnée une équation quelconque, qui n’a pas de racines égales, dont les
racines sont a, b, c, ..., on peut toujours former une fonction V' des racines, telle
qu’aucune des valeurs que ’on obtient en permutant dans cette fonction les racines
de toutes manieres ne soient égales.

(2) La fonction V' étant choisie comme il est indiqué dans 1’article précédent, elle
jouira de cette propriété que toutes les racines de 1’équation proposée s’ exprimeront
rationnellement en fonction de V.

L’équationen V,i.e., (V) = 0 ou le polyndme Q,
0X) =[](X —=V(o(@).0().....0(2)))

o
s’exprime en fonction des coefficients de I’équation proposée, a la propriété particuliere
suivante : si x est I’'une quelconque de ses racines, toute autre racine s’écrit R(x)
ol R est une fonction rationnelle a coefficients dans le corps k des coeflicients de
I’équation. En particulier il suffit d’adjoindre formellement une racine de cette équation,
en travaillant avec 1’algebre des polyndomes modulo les multiples de Q, pour adjoindre
en fait toutes les racines. En général Q n’est pas irréductible et Galois note que, de
méme, les racines de I’équation Q1(V') = 0 obtenue a partir d’un facteur irréductible
de I’équation en V, sont fonctions rationnelles de 1’'une quelconque d’entre elles et que
(en travaillant modulo Q) ces fonctions forment un groupe pour la composition. Ce
qui est loin d’étre évident a ce stade est que ce groupe est en fait indépendant des choix
effectués, en particulier celui de la fonction auxiliaire V(a, b, .. .) et ne dépend donc
que de I’équation proposée. Cette indépendance est un point crucial de la théorie de
Galois.
Pour I’équation du troisieme degré, Lagrange utilise la résolvante

V(a,b,c) =a+ jb+ j?c

ou j est racine cubique de I'unité et montre que 1’équation de degré 6 ayant pour racines
les 6 valeurs de V' obtenues en permutant dans cette fonction les racines de toutes
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maniéres, ne fait intervenir que X3 et X et donc se ramene au degré 2. Comme on le
sait il est indispensable d’utiliser les nombres complexes pour résoudre par radicaux
une équation de degré 3 dont les trois racines sont réelles, et ce cas la est en effet a
I’origine de I’utilisation des nombres complexes.

Soit

4 (l-0+0?’
) 2= e

Alors €2 est un invariant de I’orbite de 1’action de S3

1 w—1 1 10}
(5) {w9l_a)7_’ ) ) }'

o o l-0 o-1
Etant donnée une équation du 3-éme degré, irréductible a coefficients dans k, dont
les racines ne forment pas les sommets d’un triangle équilatére, on peut, par une

transformation affine a coefficients dans k, mettre 1’équation sous la forme
(6) X3-35X +5=0.

On a en effet p # 0 une fois 1’équation mise sous la forme x3 + px + ¢ = 0 et il

suffit de multiplier les racines par —%g = 0 pour que le barycentre de leurs inverses
soit égal a 1, i.e., que 1’équation soit de la forme indiquée.

Quels que soient les éléments «, B, ¥, § € K U {oco} nous noterons leur birapport

_a—y a—4§
v

Nous montrons, pour I’équation sous la forme (6), qu’il existe une fonction rationnelle

(@, B,y.6) :

explicite V(a, b, ¢), (7), des racines qui donne une forme universelle simple de 1’équa-
tion Q (V) = 0, des fonctions rationnelles R; (V') et des transformations rationnelles
des racines de 1’équation Q(V') = 0 en les reliant directement a I’action ci-dessus
de S5 sur I’espace projectif. On a

Théoreme 2.1. Considérons I’équation (6).

(i) Léquation Q(V) = 0 associée a la fonction rationnelle des trois racines de (0),

%) V(a,b,c) = Z_c — (a, b, ¢, 00)
est la suivante, on Q2 = %,

(®) oV)=(10-V+V?)3— 274791/2(1 — V)2
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(ii) Les trois racines de [’équation (6) sont les fonctions rationnelles suivantes de V,

Ry(V) = VZ—V 41
YT T v Sy 1y
V2oV +1 VZ—V +1
Ry (V) = R3(V) =

2V =H(v+1)’ 2V =2)(V —13)

(iii) Les transformations rationnelles des racines de (8) de la forme
) Vi V(R (V),Rj(V), Re(V)),

ou (i, j, k) est une permutation de (1,2, 3), sont données par ’action (5) du
groupe symétrique S3 dans l’espace projectif d’une cloture algébrique de k.

Les six valeurs de V' obtenues en permutant (a, b, ¢) en (p(a), p(b), p(c)) sont les
six valeurs des birapports {p(a), p(b), p(c), 0o0) et forment une orbite de ’action de S3
sur P! dont I'invariant est donné par Q. On vérifie ensuite que la somme des R; (V)
est égale a 0 et que la somme des 1/R; (V') est égale a 3 alors que le produit vaut

B V2V 4+ 1)3
[TrRv = T(1=2V)2(V = 2)2(V + 1)2

ce qui donne
4s 4(V2 -V +1)3 _Q
4s—1  27(V —1)2v2 7
On vérifie également que pour V = 7== on a Ry (V) = a, en utilisant les relations
a+b+c=0etl/a+1/b+ 1/c = 3.Lestransformations (9) sont celles du birapport
{a,b, ¢, c0) quand on permute (a, b, ¢), i.e., plus précisément

{1,2,3} w
{1,3,2) 1-w
2.1,3y 1
2.3,1y 21
(3.1.2} =
(3.2,1} -2

Comme la fonction V(a, b, ¢) est invariante par le groupe affine on note que
c’est aussi le cas pour les fonctions R; (V(a, b, ¢)) qui ont donc comme propriété de
normaliser le triplet (a, b, ¢) de telle sorte que sa somme soit nulle et que le barycentre
des inverses soit égal a 1. Cette normalisation du triplet (a, b, ¢) est effectuée par une
unique transformation affine et de plus celle-ci est a coefficients dans le corps des
fonctions symétriques de (a, b, ¢).
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Corollaire 2.2. Soient a, B, y,8 € K quatre éléments dont les birapports prennent six
valeurs distinctes. Il existe une unique transformation projective g € PGL,(K) telle
que g(8) = oo et que

(10) 5@ +5B) +20)=0. (@ +gB) " +50)7) =1

De plus si w désigne I’un des birapports de o, B, v, 8, alors {g(a), g(B), g(y)} C K
est égal au sous-ensemble {Rj(w) |1 < j <3} C K.

L’existence résulte du Théoréme 2.1. Pour montrer 1’unicité on se ramene au cas
8 = oo et I’on voit que I’identité est la seule transformation affine qui préserve les
conditions (10). La deuxieme partie résulte du Théoreme 2.1.

Nous montrons dans la Section 3 comment utiliser ce corollaire pour passer d’une
racine a I’autre pour I’équation générale du quatrieme degré.

Pour obtenir le groupe de Galois de 1’équation (6) il faut décomposer le polyndome
Q (V) de (8) en facteurs irréductibles. On obtient facilement en utilisant 1’action du
sous-groupe Az C S3 la factorisation

OX) =X} =X’ +(-3HX+DHX3+(t-3)X>—tX + 1)
= 01(X)02(X)

a condition que t = %(1 + v/34/Q — 1). L'adjonction de ¢ correspond 2 celle d’une
racine carrée du discriminant A = 27s2(4s — 1) de (6).
Par construction le groupe A3 agit sur les racines de 1’équation Q;(X) =0
1

par la transformation d’ordre 3, w > = et les racines donnent les trois branches

(a(t), B(t), y(¢)) de la fonction inverse de la fonction suivante

1 -3w+ w3
11 Q = —
(11) 1 o —1)

Remarque 2.3. Si le corps de base est contenu dans R, les trois branches sont, pour
t € R, réelles et définies sans ambiguité par les conditions a(z) > 1 > B(¢) > 0 > y(¢).
Alors @, 8, y donnent des isomorphismes analytiques croissants

a:R — (1,00), B:R—(0,1), 7:R — (—00,0).
Ona

1 1
ﬂ(l)=l—m, )/(l)=1_—a(t), BO)+BB-)=1, yB-1)+a()=1

deplusa(t) =t —14o0(l)quandt — +ocety(t) =t — 1+ o(1) quand t — —o0.
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On vérifie que, comme le groupe de Galois agit de maniere rationnelle sur les racines
de I’équation Q(X)=0, le discriminant A de Q estun carré. Ona A = (¢ —3t +9)?.
Plus généralement la Proposition 2.4 donne la matrice de I’action du groupe de Galois
dans la base (1, X, X 2) en fonction de la racine carrée du discriminant, ce qui montre
en particulier que si I’action du groupe de Galois est rationnelle le discriminant est un
carré. Plus précisement, soient p,q € k et P(X) := X3 4+ pX + q € k[X]. Soient
o, B,y les racines de P(X) = O et A le discriminant de P :

A = —4p3 — 274>
On suppose une fois pour toutes A # 0, les racines sont donc distinctes.

Proposition 2.4. Avec les notations ci-dessus, on a les égalités

« —4p? + 9qa — 6pa?

(12) ,y=—- %
By=-3 W
La matrice de I’automorphisme de Galois d’ordre 3 de k(~/A)[x]/ P est donnée par
1 0 0
22 _ 9% _ 1 3p
VA 2VA 2 VA
3pq _ 2 9q_ 1
VA VA 2/A 2

On arrive facilement a ce résultat de la facon suivante : on a
(13)  VA=(@=Ba-yB-y)=B-)*—a+y)+ )
etenutilisanta + 8+ y = 0eta(B + y) + By = p, (13) donne
VA =(B-y)G’ +p)
d’ou

VA

14 ==
(14 o +2p 3a2 4+ p

qui donne B en fonction rationnelle de «, p, ¢, VA et se réécrit sous la forme (12) en
utilisant P () = 0 pour inverser (322 + p) (i.e., (3x2 + p) dans k(~/A)[x]/P) ce
qui donne
1
302+ p
(12) résulte alors de (14) et (15).
La matrice de 1’automorphisme d’ordre 3 de k(+/A)[x]/P s’en déduit.

1
(15) = —X(6poz2 —9qa + 4p?),
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3. L’équation du quatrieme degré

Il s’agit ci-dessous d’expliciter, comme dans la Proposition 2.4 dans le cas du 3-¢me
degré, I’action du groupe M, sur les racines d’une équation du quatrieme degré, apres
adjonction du birapport des racines, laquelle réduit le groupe de Galois au groupe M.
Cette réduction a lieu sauf quand les birapports des racines forment I’orbite {—1, % 2}
(cas harmonique) ou {—j, —j2} (cas équiharmonique) et nous traitons séparément ces
deux cas.

3.1. Rappels, formes binaires de degré 4. Cette section contient des rappels concer-
nant les formes binaires, voir [3]. Considérons les formes binaires de degré 4 a
coeflicients dans & :

H(X,Y) =aX* +4bX3Y +6cX?Y? +4dXY3 + eY*,

Elles constituent un k-espace vectoriel W de dimension 5. Le groupe G = GL(2,k)
opére naturellement sur kX @ kY et donc dans W . ”annulation de ¢ définit un faisceau
de 4 droites a condition de passer a la cloture algébrique k de k.

Considérons maintenant a, b, ¢, d, e comme des indéterminées. Dans k[a, b, c,d, e]
le groupe G agit naturellement. La sous-algebre des invariants sous SL(2, k) est
engendrée par les polyndmes I et J suivants, qui sont algébriquement indépendants

a b ¢
I =ae—4bd +3c¢*, J=Det|b ¢ d
c d e

Considérons les G-orbites dans W \ {0}. Il y a 3 orbites exceptionnelles Cy4, Cs, Cg
qui sont des cones de dimensions 3, 3, 2. Ignorons les désormais et supposons provi-
soirement k = k. Les autres orbites sont des cones de dimension quatre. Si on leur
adjoint ’origine, ils sont fermés sauf un seul C3 (dont le bord est C4 U Cs U Cg). Il y
a trois cones remarquables

e (; correspondant aux faisceaux harmoniques de quatre droites ;
e (, correspondant aux faisceaux équiharmoniques de quatre droites ;
e (3 (déja introduit) correspondant aux faisceaux qui ont une droite double.

La valeur de J2/13 repére bijectivement les orbites de dimension quatre. Cette valeur
est O sur Cq, oo sur C,, % sur Cs.
N .. T 6 A 1
Le discriminant de ¢ est le discriminant, multipli€ par ¢, du polynéme - P(X) ,

N

ou
(16) P(X):=aX*+4bX>? 4+ 6cX? + 4dX +e.
Il vaut A = 28(13 —27J2).



A. ConnNEs and J. DIXMIER 292

Soient o, B, y,6 € k les inverses des pentes des quatre droites du faisceau. Ainsi
a, B, v, 8 sont aussi les racines du polyndéme P (X) de (16), avec une racine égale a oo
sia = 0 (dans ce cas la droite Y = 0 fait partie du faisceau).

Les invariants / et J s’expriment en fonction de «, $, ¥, 6 : en posant

u=(@=p)y—=98. v=_@=-y)0-pF). w=(@=8HEF-y).

on a alors ([3]),
3

2
I = 2—4(u2+v2+w2), J = %(u—v)(v—w)(w—u).

Posons K = k(a, B, y,8) C k. Pour a,b,c,d, e génériques K est une extension
galoisienne de k de degré 24 de groupe de Galois S4. Soit K1, k C K1 C K le sous-
corps des éléments de K invariants par A4. On a K; = k(«/Z). Définissons K>,
ol k C K; C K, C K, comme le sous-corps des éléments de K invariants par My.
C’est une extension galoisienne de degré 3 de K, et K est une extension galoisienne
de K, de degré 4 et de groupe de Galois My.

Soient w;, 1 < j < 6,les birapports de {«, B, y, §}, ils forment une orbite de I’action
de S3 sur P! et soit  défini en (4), on a alors

On adonc K1 = k(VA) = k(/3(2 — 1)) = k() avec 2 définien (11).
Lemme 3.1. Soient w = («, B,y.68), R; (V) les trois fonctions du Théoréme 2.1. On a

2¢ J
ad + By = 7 + 12a—1R1(w),

2¢ J
(17) ay + B8 = — + 12—R,(w),
a al

2¢ J
af +y8 = — + 12— R3(w).
a al

11 s’agit d’un simple calcul en remplacant dans / et J les termes a, b, ¢, d, e comme
fonctions symétriques de {«, 8, y, §}.

3.2. Action du groupe M4 sur les racines. Soient p,q,r € k et
P(X):=X*+ pX? 4+ ¢X +r € k[X].
On va étudier I’équation

(18) P(X)=0.
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Soient «, B, ¥, § les racines de (18), et A le discriminant de P. On a
A = 16p*r —4p3q? —128p°r? + 144pg*r — 27q"* + 256r3.

On suppose une fois pour toutes A # 0, les racines sont donc distinctes.
Linvariant / de la forme homogénéisée de P est

_ Y _ L e
I_r+3<6) = (P +120).

Donc la condition p? + 12r = 0 signifie que {a, f, , §} est équiharmonique. Ce cas
sera traité dans Section 3.4. Pour I’instant on suppose

P2+ 12r #0.

L’invariant J de la forme homogénéisée de P est

1 0 p/6
J=det| 0 p/6 q/4|=27*373(=2p> + T2pr —274%).
p/6 q/4 r

La condition —2p3 + 72pr — 27¢% = 0 signifie que {«, B, y. 8} est harmonique. Ce
cas sera traité dans Section 3.3. Pour I’instant on suppose —2p3 + 72pr — 27¢> # 0.
On suppose «, B, y, § génériques, K = k(a, B, y, §) est une extension galoisienne
de k de degré 24, de groupe de Galois S4. Donc k() est loin d’étre égal & K (méme
si I’on adjoint VA).
Soient

1 w—1 1 w
{a), l-w,—, , ) }
o o l-0o o-1
les birapports de «, B, y, 8. Le corps K, = k(w) est une extension galoisienne de k
formée des éléments de K invariants sous My. Le corps K, est de degré 6 sur k et K de
degré 4 sur K. Donc K> («) = K, K = k(w, @). Le but est d’exprimer explicitement

B, v, 6 en fonction rationnelle de p,¢q,r, w, «.

Proposition 3.2. L’action du groupe My sur les racines a, B, y, § est donnée par
/ p J 2 -1
Ti(x) 1= x — P (x)(E + 127 Ry (@) + 2 ) .
Montrons que la transformation 77 vérifie

Ti(a) =46, Th()=oa Ti(B)=y. Ti(y)=58.

On a d’apres (17),

J
as+ By = g + 127R1(a)).
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Vue la symétrie de cette égalité, il suffit de montrer, que 77 () = §, i.e., que
§=a—P'(a)/(as + By + 20?).

Celarésulte de P'(a) = (@ — B)(@ —y)(@ —8) eta+ B +y +8 =0,don
(@ —8)(ad + By + 20*) = P'(a).

3.3. Le cas harmonique. Dans cette section, on va analyser en grands détails le cas
ott {a, B, .8} est harmonique, i.e., J = 0. Alors A = 2873 la condition générale
A # 0 implique I # 0, et K1 = k(v/A) = k(V/1).

On note G le groupe de Galois de K sur Ky, G le groupe de Galois de K sur k.
On suppose bien entendu que P est irréductible sur k.

3.3.1. On reprend d’abord rapidement le cas général, sans hypothése sur J. D’apres la
formule de Taylor, 8 —a,y — @, —a, @ —a = 0 sont solutions de

X*+4a X? +0X%+ pX + P(a) =0,

oup=Pla),o= %P”((x). Donc 1/(B — ), 1/(y —a), 1/(§ — a) sont solutions
de

4 I
¥ +Ix2+ x40
p P p

On pose

o 1 o 1

o 1
§=— .
3p+8—(x

= — + ,

3p B—ua
Alors, d’une part, les birapports de {«, 8, y, 6 }sont égaux aux birapports de {oco, 8, 1,8},
et d’autre part 8’, y’, §’ sont les solutions de

(-5 + 2 G 4 2 ) Lo

Apres quelques calculs, cette équation s’écrit

!/

14

IB/

= — 4 ,
3p Y-«

, 4 16J
On en déduit
(19) B +vy +68 =0,
4]
(20) ﬁ/y/ + ﬂ/(s/ + )//8/ — _F,
16J

(21) B'y'8 = =
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3.3.2. Dans toute la fin de cette Section 3.3, on suppose a nouveau J = 0. D’apres (19),
(20), (21), on a, a une permutation pres de g, y’, &,

;2T 23T

(22) B =0, y § =
p P
d’ou
1 1 — 641 1 6+/1
23) S _ =8 __o+6VT

B—« 3p0 y—a 3p §—a 3p
On en déduit d’abord

0#£0, o#6JI, o#—6V1,
puis les formules suivantes qui permettent de passer de o aux trois autres racines

3
§=u p

o o — 6T _0+6\/7’

3.3.3. On rappelle que G est le groupe de Galois de K sur K; = k(v/A) = k(+/1)
et G celui de K sur k.

(24)

Lemme 3.3. On suppose que {«, B, y, §} est harmonique.
(i) OnaK = Ki(a) = K1(B) = Ki(y) = K1(9).
(ii) L’extension K de K est galoisienne de degré 2 ou 4.

(iii) Si l’extension K de K, est de degré 4 son groupe de Galois Gy est My et il agit
simplement transitivement sur {a, B, y, 8 }.

Démonstration. (i) D’apres (24) ona 8,y,6 € Ki(). Donc K = K;(«), ce qui en-
traine (i) car les raisonnements ci-dessus qui font jouer un role spécial a « s’appliquent
ap,ys.

(ii) Le (i) montre que I’extension K de K, qui est galoisienne par construction, est
engendrée par . Son degré d < 4 est divisible par 2 car k(o) C K donc 4 divise 2d.

(iii) Comme K contient v/A et K est engendré par « le groupe G est contenu dans
le groupe alterné A4. Or celui-ci contient un seul sous-groupe d’ordre 4, a savoir My.
Comme ’extension K de K est galoisienne G agit transitivement sur {c, 3, y, 8} et
comme G est d’ordre 4 cette action est simplement transitive. ]

3.3.4. Notons S C S4 le sous-groupe formé en adjoignant a My C Sy une transposition
5,52 = 1. Ce sous-groupe est unique & conjugaison prés et est un sous-groupe de Sylow
associé au nombre premier p = 2.
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Proposition 3.4. On suppose que {o, B,y, 8} est harmonique.

(i) Sile discriminant A n’est pas un carré dans k et si ’extension K de K est de
degré 4, le groupe de Galois G de K sur k est d’ordre 8, conjugué a S.

(ii) Si les conditions de (i) ne sont pas vérifiées, I’extension K de k est de degré 4,
égale a k(o).

Démonstration. (i) L'extension K est de degré 2 sur k et K de degré 4 sur K7, donc
I’extension galoisienne K de k est de degré 8. Le sous-groupe S est, a conjugaison
pres, le seul sous-groupe d’ordre 8 dans S4 (par le théoréme de Sylow).

(ii) Si les conditions de (i) ne sont pas vérifiées, on a soit K1 = k et le Lemme 3.3
montre que K = k(«), soit ’extension K de K; est de degré 2 et donc de degré 4
sur k de sorte que K = k(). ]

3.3.5. Exemples. Soit P(x) = x* — % + 5x + 1%. On vérifie que 'ona J =0,
de plus I’extension associée est galoisienne de groupe de Galois Z/4Z. On a

P(x) = (x2 + /5x — %(2\/5 + 5)) (x2 —/5x — %(5 — 2x/§)).

Le corps K est I’extension quadratique de K; = Q(\/g) obtenue en adjoignant une
racine carrée de z = 10 + 2+/5. Lextension de I’automorphisme de Q(+/5) au corps K
admet pour carré I”automorphisme de Galois de K sur Q(~/5) qui change z en —z, ce
qui montre que G = Z /4Z.

Le polyndme P(x) = x* + 6x2 + 1 donne un exemple ott J = 0, A = 2% est un
carré, et le groupe G est égal a M4 (Lemme 3.3 (iii)).

3.3.6. Si p = 0lacondition / =0donneg =0et P(X) = X*+r.Onal =r.

Si k contient i = ~/—1 I’extension galoisienne K est égale a k[X]/P(X), son
groupe de Galois est le groupe G = Z/4 engendré par X — iX. Le sous-corps
K1 = k(+/T) est le sous-corps de k[X]/ P (X) formé des polyndmes pairs. Le corps K
est de dimension 2 sur K.

Si le polyndme X2 + 1 est irreducible sur k, 1’extension galoisienne K est égale a
k(@)[X]/P(X), elle est de degré 8 sur k. Le groupe de Galois G de K sur k s’identifie
au groupe diédral D = Z /4 x Z /2, ou ’action de Z /4 sur k(i )[X]/ P (X) est donnée
par X — i¥X et celle du générateur de Z /2 par la conjugaison i — —i sur k(). Ce
groupe D est isomorphe 3 S = My x Z /2. Le sous-corps K| = k(+/T) est engendré
par’élémenti X2 € k(i)[X]/P(X). Le sous-groupe G; C G qui fixe i X  est engendré
par I’élément d’ordre 2 de Z/4 C D et1 € Z/2 C D, il est isomorphe a My.
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3.3.7. Supposons p # 0. On utilise 1’égalité J = 0 pour exprimer r en fonction de p, ¢,
ie.,

_2p3 +27q?

N 2p
On peut calculer la matrice ¥, dans la base 1, X, X2, X3 de I’automorphisme ¢ de

k[X]/ P(X ) %lll provient de la transformation & — B de (24). On obtient en utilisant
I = 1’ +3 Sp £ 0,

1
25) T 8p3 + 2742
8p3 + 274 0 0 0
« —18p2q —3‘(16p3 + 9q2) 36pq —48p2
—8p* — 54pq —60p2%q 27¢% — 8p3 —72pq
9p3q — 81‘1 7142174 —42p2%q  48p3 — 2742

et ’on vérifie directement que ¥? = 1 et que le déterminant de ¥ vaut 1. On obtlent de
méme la matrice X/ associée a la transformation o — y. On a, comme [ = p + ;é 0,

(26)  (8p> + 274>’

8p3 + 274> 0 0 0
5pq2p— 1) p*(20p —7T) —18pq 6p(4p — V1)
= p*(VT —4p) —3pq(VT —10p)  2p*J1 —274> 36pq
~3q(-6p?VT VI(3B22 2% 3pq(JT + 14p)  p2(5V/T —28p)
+22p? +274%) _ %

et 'on vérifie que X2 = letque T X' = X' X,

Siv/Iek (i.e., v/A€k)laformule (26) définit un automorphisme ¢’ de k[X]/P(X)
et ¢, ¢’ donnent ’action de My sur cette extension galoisienne de k.

Quand I’extension galoisienne K de k est de degré 8, on est dans le cas (i) de la
Proposition 3.4, I'extension K est obtenue en adjoignant /7 au corps k[X]/P(X)
et nous I’identifions avec k(~/T)[X]/P(X). Elle admet une involution unique 6 qui
est Iidentité sur k[X]/P(X) et telle que O(~/1) = —+/1. De plus comme I € k,
I’automorphisme ¢ de k[X]/P (X)) se prolonge 2 K en fixant +/7. La matrice X' est
une matrice A coefficients dans k (/1) et définit un automorphisme ¢’ de K fixant /1.
On obtient ainsi la description du groupe de Galois comme produit semi-direct S
de My, qui agit par ¢, ¢’ et de I’involution 6 qui transforme ¢’ en son inverse.

Supposons maintenant que K est de dimension 4 sur k et /1 ¢ k. On identifie K
avec k[X]/P(X). L équation X? = I admet ses racines +£(X) € k[X]/P(X) dans
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le corps K et celles-ci engendrent le corps K; C K. L’automorphisme ¢ de K donné
par la matrice ¥ permute les racines «, 8, y,8 € k[X]/P(X) et comme ¢(x) = B etla
permutation est paire car le déterminant de X vaut 1, on a ¢(y) = 8. La matrice ¥’ n’a
plus de sens en tant que transformation de K, mais il reste vrai que les quatre racines
de P(X) = 0 qui forment une base de K sur k vérifient (23), d’ou

1 1 4T

y—a_S—a 0

d’ot, en utilisant p = (@ — B)(«¢ — y)(« — ) on déduit

I =—(@=B)a—8)+@—p)a—y)=@—-HE—-y)

et il en résulte, comme la permutation des racines associée a ¢ est

(@, B,7.8) = (B,.8.,y),

que ¢ (/1) = /1. Ainsi le sous-corps K; = k(~/T) est le corps fixe de ¢p. Comme K
est une extension galoisienne de k 1’automorphisme v: /I — —+/I de K se pro-
longe en un automorphisme v de K. Montrons que la permutation correspondante
des racines est soit 1: («, B,,8) — (v,6, B, a) soit n’: («, B, y,8) — (8, v,a, B). La
condition d’harmonicité réduit le groupe des permutations possibles a 8 permutations
parmi lesquelles seules 4 sont impaires, et donc transforment ~/7 en —~/1 . Les permu-
tations 7, ' transforment le birapport des racines en son inverse ce qui est compatible
avec la condition d’harmonicité. Elles transforment (o — 8)(6 — y) en son opposé, et
donc +/T en —+/I. Mais ces deux propriétés sont également vérifiées par les deux
permutations

(@ B.y.8) = (B.a.y.8) et (a.B.7.8) = (a,B.8,7).

La raison pour laquelle celles-ci sont exclues est la transitivité du groupe de Galois
sur les racines. En effet le groupe de permutations obtenues en incluant ¢ préserverait
la partition des racines en {«, 8} U {y, 6} ce qui est exclu car le polynéme P (X) est
irréductible sur k. On a alors, toujours sous les hypothéses J = 0, p # 0, le théoréme
suivant.

Théoréme 3.5. Si ’extension K de k(~/A) est de degré 2, ona K ~ k[X]/P(X) et
le groupe de Galois de ’extension K de k est le groupe 7./4. Le sous-corps k(\/Z)
est le corps des points fixes de I’automorphisme involutif ¢ donné par la matrice ¥
de (25).
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La Proposition 3.4 montre que K ~ k[X]/P(X). Comme B/ =0ety’ +8 =0
par (22),ona {«, 8, y,8) = —1. Le raisonnement ci-dessus montre que la permutation
des racines est soit

(. B.y.8) = (v.8.B.c) soit (. B.y.8) = (8. y. . B).
Dans les deux cas le carré de i est égal a ¢ et le groupe de Galois est Z /4.

3.4. Le cas équiharmonique. Pour simplifier, on suppose que k contient les trois
racines de I’équation X3 = 1. Onnote j € k, j # 1, une racine cubique de I’unité,
ona j — j2 = i+/3. Soit P(X) équiharmonique. Ona I = 0 donc J # 0,27 8A =
—27J% = (3iv/3J)2donc VA €k, K; = k(~/A) = k. Les équations de Section 3.3.1
montrent que B’,y’, 8" # 0 et, aprés permutation éventuelle de y’,§’, que y’ = jf§,
§ = j2B et B = 16J/p3. Soit ¥/2J € k la racine cubique de 2J égale a %pﬂ’.
On a ¥/2J € K. Posons K 1= k(/2J). C’est une extension galoisienne de k de
groupe de Galois Z /3 ou {e}. On a, aprés une permutation éventuelle de {8’, y’,§'},
3 3 3
g :2\/5’ oo Ny 22T
P P P

B-—a)y'=p— 3% = %p(éi/ﬁ—o),

+__F + 3 8 + oL
—, =+ ——, =+ ——".
627 -0 6jV2J — o 6j232J — o

On adonc K = K () et le degré de ’extension K de K| est < 4.

B=«a

Proposition 3.6. On suppose j € k. Soit P(X) équiharmonique. Alors ~/A € k et
deux cas sont possibles :

(1) K| = k. Le groupe de Galois de K sur k est My ;

(2) K| # k. Alors K est extension galoisienne de k de groupe Z3, K est extension
galoisienne de K| de groupe My et extension galoisienne de k de groupe As.

Si K| = k le degré de K sur k est égal a 4, le groupe de Galois de K sur k est le
seul sous-groupe de A4 d’ordre 4. Si K| # k, K| est extension galoisienne de k de
groupe Zs3, comme le degré de K sur k est divisible par 4 car k(o) C K, I’extension
galoisienne K de K est necessairement de degré 4 et son groupe de Galois est My.
Le groupe de Galois de K sur k est le groupe A4.

I1 est facile de donner des exemples de ce deuxieme cas. Un exemple du premier
cas est donné par le polyndme P(x) = x* — 3x2 + 3x — % sur k = Q(j). On vérifie
que danscecas I =0et2J = —%. Son groupe de Galois sur k = Q(j) est M4 et
son groupe de Galois sur QQ est un sous-groupe de Sylow d’ordre 8 de Sy.
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FIGURE 1
Les deux cercles (a, c, e) et (b, d, e) se recoupent en ¢.

4. L’ange de la géométrie et le diable de I’algebre

4.1. Lagrange. On trouve a la fin de I’article de Lagrange [4] sur I’équation du qua-
trieme degré, dans sa discussion de I’article de Bezout de 1762, la fonction rationnelle
suivante des quatre racines (a, b, ¢, d) qui ne prend que trois valeurs différentes quand
on permute les racines :

ab —cd

@D b e d) = e e—a

Cette expression est rationnellement équivalente a la fonction classique
Y(a,b,c,d) =ab + cd

et I’on vérifie par un calcul direct, en notant s; les fonctions symétriques des racines,
les égalités

(p=41//+sf—4sz’ s1—4¢
L'expression (27) est covariante pour 1’action du groupe affine, i.e., on a pour g(z) =
Az +u, A #0,

s1¥ — 2583 . (s3 —4s2)p + 253

¢(g(a),g(b).g(c). g(d)) = gg(a,b,c,d)).

Cette covariance indique que le point ¢(a, b, ¢, d) doit s’interpréter géométriquement
dans le plan complexe. Nous donnons une interprétation géométrique de ¢(a, b, c,d).

Proposition 4.1. Soient a,b,c,d € C. Le point p(a,b,c,d) € C est le point d’in-
tersection des quatre cercles circonscrits aux triangles (a, c,e), (b,d,e), (a,d, f),
(b,c, ), ou e est lintersection des diagonales (ad) et (bc) et f intersection des
diagonales (ac) et (bd).
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FIGURE 2
Le point ¢ est I’intersection des cercles (a, ¢, e), (b,d,e), (a,d, f), (b,c, ).

11 suffit de démontrer que le point ¢ est le deuxieéme point d’intersection des cercles
circonscrits aux triangles (a, ¢, e), (b, d, e). Voir Figures 1 et 2. On utilise la covariance
pour le groupe affine qui permet de supposer que e = 0. Une inversion de centre e
(plus précisemment 1’application z  1/z du plan complexe), réduit alors 1’égalité a
un calcul simple.

4.2. Morley.

4.2.1. Dans cette section nous montrons comment généraliser le théoréme de Morley
(Figure 3) dans le cadre des équations du 3-¢me et du 4-&éme degré. Le point de départ
est la démonstration [2] du théoréme de Morley utilisant les nombres complexes. La
résolvante donnée par le birapport {(a, b, ¢, o0) du Théoréme 2.1 joue un rdle crucial
dans notre généralisation. L’idée de [2] consiste a décrire les sommets du triangle de
Morley comme points fixes du produit de deux rotations autour des sommets A4, B, C
d’un triangle et d’observer que le produit des cubes de ces rotations est I’identité. On
utilise alors un lemme algébrique général sur le groupe H(K) des transformations
d’un corps K de la forme
x> g(x) =ax + B,

oua, B € K,a # 0etle morphisme de groupe y: H(K) — K> quiassociea g € H(K)
I’élément y(g) = « € K*. Si y(g) # 1 on note fix(g) I’unique point fixe de g,
i.e., x € K tel que g(x) = x. Le lemme est le suivant.
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Lemme 4.2 ([2]). Soient f,g.h € H(K) tels que f3g3h3 = 1etque j := y(fgh) # 1.
On suppose que 3, g> et h3 ne sont pas des translations. Alors fg, gh et hf ne sont
pas des translations et

fix(fg) + j fix(gh) + j2fix(hf) = 0.

Comme f3g3h3 =1ona j3 = 1etj estdonc une racine cubique primitive de 1
dans K.

Remarque 4.3. Soient a, b, ¢ € K, les conditions suivantes sont équivalentes :

(1) Nexiste j # 1, j3 =1,tel que a + jb + j2c = 0;

(2) Nexiste j # 1, j3 = 1,tel que (a,b,c,00) = —j ;

(3) La configuration a, b, ¢, oo est équiharmonique.

Quand K = C, les conditions précédentes signifient que le triangle (a, b, ¢) est équi-

latere.

Soient z € P!(K), H, C PGL,(K) le sous-groupe des éléments qui fixent z.
L application y,: H, — K> définie par

xz(f) = x(hfh™")

indépendament du choix de & € PGL;(K) tel que h(z) = oo est un morphisme de
groupe canonique y,: H; — K. On note ker(y;) le noyau de y,. Soit f € H; tel
que xz(f) # 1, onnote fixz,(f) € P'(K) I'autre point fixe de f.

Corollaire 4.4. Soient z € P\ (K), f.g.h € H, tels que f3g3h> =1d et que j :=
xz(fgh) # 1. On suppose que 3, g> et h® ne sont pas dans ker(x). Alors fg, gh
ethf ne sont pas dansker(x ;) et la configuration (z,fixx, (fg).fixx, (gh).fixx- (hf))
est équiharmonique.

On se rameéne par conjugaison par un élément de PGL,(K) au cas ol z = oo et on
applique le Lemme 4.2 et la Remarque 4.3.

4.2.2. Soient K un corps contenant une racine cubique de ’unité, j # 1, et o € Aut(K)
un automorphisme de K, tel que 02 =Id et que o(j) = j2. Soit H = H(K) le groupe
affine de K, on note h(«a, B) € H(K) I’élément tel que

h(a. B)(x) = ax + B,

pour tout x € K. Soit H=Hx,7 /2 le produit semi-direct de H par I’automor-
phisme 0. Ses éléments sont de la forme A (a, B) ou h(x, B)o avec 62 = 1, 0h(a, B) =
h(o(a),0(B))o. Le corps K est un espace vectoriel de dimension 2 sur le sous-
corps K¢ des points fixes de 0.
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FIGURE 3
Le point P, intersection des trisectrices issues de B et C, est le point fixe du produit Rp Rc de
rotations de centre B et C. On a Ri R%R% =1.

Lemme 4.5. Soient K et J comme ci-dessus.
(i) Soienta,b € K, a # b. L’égalité

s(@.b) =h( a—>b aa(b)—ba(a))o

o(a)—a() o) —o(a)

définit une involution, s(a,b)? = 1 dont les point fixes forment la droite passant
par a et b dans le plan K ~ (K°)2.

(ii) Soienta,b,c € K trois éléments distincts non-alignés sur K°, w = {(a, b, c, o0).
Le produit s(a, ¢)s(b, ¢) est 'unique élément g € H qui fixe le point c et tel que

x(g) = w/o(w).
(iii) Soit g € H comme dans (ii). Ona g = h(x(g),x), ou x = ¢ —cw/o(w).

Démonstration. (i) L'unique élément g de H tel que g(a) = Oet g(b) = 1 est
1 a
).
b—a b-—a

s(a,b) = g log.

On a

On est donc ramené au cas ot a = 0,b = 1 et dans ce cas I’involution o a bien pour
points fixes la droite du plan K ~ (K?)? passant para = 0,b = 1.

(ii) Par construction s(a, c) et s(b, ¢) fixent c. Le calcul du produit montre que
I’élément s(a, ¢)s(b, c) de H est de la forme indiquée. Comme a, b, ¢ sont non-alignés
onaw # o(w) et 'unicité de x tel que h(w/o(w), x) = s(a, c)s(b, c) en résulte.

(iii) Comme g(c) = cet x(g) = w/o(w),onax = ¢ — cw/o(w). ]
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Notons,
(28) O(a,b;c) :=h(w/o(w),c —cw/o(w)), :=a,b,c,o0).
Lemme 4.6. Soient a,b,c € K trois éléments distincts non-alignés sur K°. On a
(29) O(a,b;c)b(c,a;b)0(b,c;a) =1d.
Cela résulte des simplifications suivantes
(s(a,c)s(b,c))(s(b,c)s(a,b))(s(a,b)s(a,c)) =s(a,c)s(a,c) =1d.

Siw = (a, b, c,o00) le produit des trois birapports impliqués dans (4.6) est
et
l-—w w
et donc le produit des rapports avec les transformés par o vaut bien 1.
Pour x, y € PY(K), x # y, et u € K* on note p(u; x, y) I'unique élément g
de H, (K) tel que g(x) = x etque y,(g) = u.

Corollaire 4.7. Soient o, 8,y,8 € K quatre éléments distincts, o = (8, y,6,a) ¢ K°.
On note

On a alors

(30) plw/o(w):d,e)p(w /o)y, e)p(w”/o(@"); B.a) = 1d.

Supposons d’abord @ = oo, on a alors, en utilisant (28), aveca = 8,b = y,c = §
les égalités

plw/o(w);8,a) = 6(a,b;c),
p(@'/o(@);y,a) = 0(c,a;b), p(0"/o(0"); B,a) = 0(b,c;a),

ainsi que w = {a, b, ¢, 00) et (30) se déduit du Lemme 4.6. Supposons « # co. On a
pour tout & € PGL,(K), x,y € PY(K), x # y,etu € K* 1’égalité

p(u; h(x), h(y)) = hp(u; x, y) h~™".

Soit # € PGL,(K) la transformation projective h(z) := (z — a)~!. Soient

a=hp). b=hy). c=h().

On a
w={(B,y.8,a) = {a,b,c,oc0)

et les trois termes du produit (30) sont les conjugués par / des trois termes de (29) et
on obtient (30) grace au Lemme 4.6.
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4.2.3. Racines cubiques des birapports. Soit

Il w—1 1 1)
w = {(l), 1 -, —, ) ) }
o o l-0w o-1

une orbite pour I’action du groupe symétrique S3 sur I’espace projectif P! (K).
Définition 4.8. Une racine cubique 3/@ de w est le choix u > /u d’une racine
cubique pour chacun des éléments de @ tel que
e siu,v € w vérifient uv = 1 alors Ju v =1;
e siu,v,w € w vérifient uvw = —1 alors Ju /v Jw # —1.

On vérifie que, dans le cas général, w admet 18 racines cubiques, qui sont des
applications de @ dans k.

4.2.4. Généralisation du théoreme de Morley. On utilise les notations k, K, j, o ci-
dessus. On prolonge o en un automorphisme (pas nécessairement involutif) de la cldture
algébrique k O K de k. Soit u € k, u ¢ {0,1}. Soient o, B € P (K), o # p. 1l existe
un unique élément de PGL, (E) qui fixe « et B et tel que u soit 1’élément correspondant
du groupe multiplicatif G, (l;) (par conjugaison par une transformation projective
transformant & en 0 et 8 en 0o). On note, comme ci-dessus, cet élément p(u; @, B). On
ap(u;B,a) = p(u~!;a, B). Compte tenu de la Remarque 4.3, le théoréme suivant est
une généralisation du théor¢me de Motley.

Théoreme 4.9. Soient o, 8,7y, € K quatre éléments distincts dont les birapports
prennent six valeurs distinctes hors de K°. Soit 3/w une racine cubique de ces
birapports. Posons

u=(By.8a) 3 v=(87ra" w=(spa
(les valeurs des racines cubiques étant spécifiées par 3@ ). Soient
¢ =pu/oW)d.a), ¥ =p/o@:ya), x=pw/ow):p a.
Alors la configuration (o, fiX4q (@ V), fixze (Y x), fix2e (x$)) est équiharmonique.

En effet, le Corollaire 4.7 montre que 1’on a ¢33 y3 = Id. On applique alors le
Corollaire 4.4 en utilisant la deuxieme condition de la Définition 4.8 pour assurer que
les hypotheses sont vérifiées. 11 en résulte que la configuration

(cr, ﬁxaéa (¢¥), ﬁxgéot W, ﬁxaéot (X))

est équiharmonique.

Remerciements. Nous remercions le rapporteur pour ses judicieuses observations.
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