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1 Primitive pythagoreische Zahlentripel

Der Satz, dass der Flächeninhalt des Quadrats über der Hypotenuse eines rechtwinkligen
Dreiecks mit der Summe der Flächeninhalte der Kathetenquadrate übereinstimmt, wird
dem griechischen Mathematiker, Philosophen und Musiktheoretiker Pythagoras1 zuge-

1Pythagoras von Samos, ca. 570–509 v. Chr.

In diesem Artikel wird ein geometrischer Zugang zur Erzeugung von primitiven pytha-
goreischen Zahlentripeln propagiert. Dieser liefert drei Variablen u, v und x, welche
die diophantische Gleichung x2 D 2uv erfüllen. Jede Lösung dieser Gleichung mit
u; v teilerfremd erzeugt ein primitives pythagoreisches Zahlentripel. Äquivalent zu
x2 D 2uv ist die Gleichung U � V D 1=2 mit U; V rational. Dies bedeutet, dass py-
thagoreische Tripel durch einen einzigen rationalen Parameter beschrieben werden
können. Spannende Ergebnisse ergeben sich, wenn als Parameter Stammbrüche oder
Näherungsbrüche der Kettenbruchentwicklung von 1=

p
2 gewählt werden.
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schrieben, obwohl seit Längerem bekannt ist, dass der Satz schon von den Babyloniern um
die Zeit von Hammurapi (ca. 1700 v. Chr.) angewendet wurde [13, S. 122ff]. Bezeichnen
wir wie üblich die Längen der Katheten mit a bzw. b und die Länge der Hypotenuse mit c,
so gilt demnach a2 C b2 D c2. Von besonderem Interesse sind diejenigen rechtwinkligen
Dreiecke, deren Seitenlängen ganzzahlig sind. In diesem Fall ist das Tripel .a; b; c/ eine
Lösung der diophantischen Gleichung x2 C y2 D z2. Ein solches Tripel .a; b; c/ 2 N3

wird pythagoreisches Zahlentripel (abgekürzt PZT) genannt.
Ein PZT .a; b; c/ heisst primitiv, falls a, b und c teilerfremd sind. Haben zwei Kom-

ponenten eines PZT einen gemeinsamen Teiler d , so teilt d auch die dritte Komponente.
Daraus schliessen wir, dass ein PZT schon primitiv ist, wenn nur zwei der drei Kompo-
nenten teilerfremd sind. Zudem gilt:

Lemma 1 ([5, S.34/35]). Die beiden Komponenten a; b eines primitiven PZT .a; b; c/

haben verschiedene Parität, und c ist ungerade.

Man sieht leicht, dass jedes Tripel der Form .m2 � n2; 2mn;m2 C n2/ für beliebige
m;n 2N mitm> n ein PZT ist. Sindm;n ferner teilerfremd und giltm 6� n mod 2, so ist
das Tripel primitiv. Umgekehrt gibt es zu jedem primitiven Tripel .a; b; c/ mit a ungerade
und b gerade zwei teilerfremde Zahlenm;n 2N mitm> n undm 6� n mod 2, derart dass

a D m2
� n2; b D 2mn und c D m2

C n2:

Diese Darstellung nennen wir im Folgenden die klassische, sie ist bekannt aus Diophants
«Arithmetika», doch die drei Koordinatenformeln sind wesentlich älter und werden auch
die babylonischen2 oder indischen3 Formeln genannt. Für eine ausführliche Darstellung
des klassischen Zugangs siehe z. B. [9, S. 67–74].

2 Ein alternativer Zugang

Als Alternative zum klassischen schlagen wir den folgenden geometrischen Zugang vor.
Wir starten mit einem beliebigen PZT .a; b; c/. Wir zeichnen ein Quadrat mit Seitenlänge
c und entfernen daraus gemäss Abbildung 1 das Quadrat mit Seitenlänge a.

Es verbleibt eine Fläche, die wir im Folgenden Winkelfläche nennen. Ihr Inhalt be-
trägt c2 � a2 D b2. Die Idee ist nun, die Winkelfläche so zu transformieren, dass sie zum
Quadrat wird, aber ihren Flächeninhalt beibehält.

Dazu werden gemäss Abbildung 2 zwei kleine kongruente Rechtecke mit Seitenlängen

u D c � b und v D c � a (1)

zum Quadrat mit Seitenlänge x zusammengesetzt. Wir bemerken, dass

x D c � u � v D aC b � c (2)

2So genannt in [5, S. 36].
3So genannt in [12, S. 66].
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Abbildung 1. Grundquadrat und Winkelfläche
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Abbildung 2. Transformierte Winkelfläche und Zerlegung des Grundquadrates

gilt, und dass u, v und x natürliche Zahlen sind. Damit der Flächeninhalt sich bei dieser
Transformation nicht verändert, muss die Gleichung

x2
D 2uv (3)

erfüllt sein. Diese Gleichung nennen wir im Folgenden Grundgleichung. Nach Konstruk-
tion gelten

a D uC x und b D v C x (4)

sowie
c D uC b D uC v C x

Wir fassen zusammen.

Satz 1. Für u; v; x 2 N ist .u C x; v C x; u C v C x/ genau dann ein PZT, wenn die
Grundgleichung x2 D 2uv erfüllt ist.

Scheffold [11, S. 26/27] und Rukavicka [10, S. 363/364] erhalten mit derselben Me-
thode äquivalente Charakterisierungen der PZT. Den Inhalt von Satz 1 findet man auch
schon bei Dickson [4, S. 8], jedoch mit algebraischer Herleitung4. Spannend ist, dass
O’Loughlins Methode zur Erzeugung pythagoreischer Dreiecke mithilfe des Inkreises auf
eine analoge Charakterisierung führt [8, Theorem 1].

4Dickson’s Resultat erschien in der allerersten Ausgabe der Zeitschrift «The American Mathmatical
Monthly» im Januar 1894.
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3 Lösung der Grundgleichung x2 D 2uv

Wir stellen im Folgenden zwei unterschiedliche Lösungswege vor.

3.1 Lösung mit Faktorzerlegung

Erfüllt nun das Tripel .u; v; x/ 2 N3 die Grundgleichung (3), so ist x2 eine gerade Zahl,
und dasselbe gilt auch für x. Wir erhalten Lösungen der Grundgleichung mit Faktorzer-
legung indem wir jeweils die Hälfte einer geraden Quadratzahl in ein Produkt mit zwei
Faktoren zerlegen:

x2
D 2uv ”

x2

2
D uv

Wenn wir das Produkt so zerlegen, dass u < v ist, hat dies zur Folge, dass auch a < b gilt5,
denn

a
(4)
D uC x < v C x

(4)
D b:

Wir erhalten damit sämtliche Lösungen mit a < b.

Lemma 2. Das PZT .a; b; c/ ist genau dann primitiv, wenn die Parameter u und v teiler-
fremd sind.

Beweis. Ist das PZT .a; b; c/ nicht primitiv, so gibt es einen gemeinsamen Teiler d ¤ 1
von a, b und c; dieser teilt dann auch v D c � a und u D c � b.

Sind umgekehrt u und v nicht teilerfremd und ist p ein gemeinsamer Primteiler, so ist
p auch ein Teiler von

u � .c C b/ D .c � b/.c C b/ D c2
� b2

D a2

und von
v � .c C a/ D .c � a/.c C a/ D c2

� a2
D b2:

Als Primzahl teilt dann p auch a und b.

Falls wir nur an primitiven PZT interessiert sind, so ist also unser Ziel, die Grund-
gleichung (3) unter der Zusatzbedingung zu lösen, dass u und v teilerfremd sind. Da das
Produkt uv stets gerade ist, müssen die beiden Faktoren verschiedene Parität haben (s. Ta-
belle 1).

3.2 Lösung mit Brüchen

Als Alternative zur Faktorzerlegung bietet sich auch ein Lösungsweg mit Brüchen an. Die
Grundgleichung x2 D 2uv ist genau dann erfüllt, wenn

1

2
D
u � v

x2
D
u

x
�
v

x
:

5Dies steht im Gegensatz zur klassischen Methode, bei der ja a stets als ungerade und b als gerade voraus-
gesetzt wird.
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x x2

2
u v a D uC x b D v C x c D uC v C x

2 2 1 2 3 4 5

4 8 1 8 5 12 13

6 18 1 18 7 24 25

2 9 8 15 17

8 32 1 32 9 40 41

10 50 1 50 11 60 61

2 25 12 35 37

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Tabelle 1. PZT mit der alternativen Methode «mit Faktorzerlegung» berechnet

Nun definieren wir
U WD

u

x
2 Q und V WD

v

x
2 Q: (5)

Äquivalent zur Grundgleichung x2 D 2uv ist somit die Bruchgleichung

U � V D
1

2
: (6)

Wie im Abschnitt 3.1 nehmen wir hier stets an, dass u < v und somit auch U < V gilt.
Daraus folgt U 2 < U � V D 1=2 < V 2 und damit

U <
1
p
2
< V: (7)

Die Methode der Brüche erlaubt somit eine Beschreibung der PZT mit einem einzigen
rationalen Parameter. Im Folgenden verwenden wir die Notation

U D
r

s
;

falls U gekürzt ist; d. h., r und s sind teilerfremd. In diesem Fall gilt (vgl. (6))

V D
s

2r
: (8)

Da wir U und V in der Form benötigen, in der sie den gemeinsamen Nenner x haben
(vgl. (5)), müssen die Brüche U D r=s und V D s=.2r/ gleichnamig gemacht werden.
Wir unterscheiden zwei Fälle, je nachdem ob s gerade oder ungerade ist.

(1) Falls s gerade ist, ergibt sich x D kgV.s; 2r/ D kgV.s; r/ D rs. Wegen (5) gilt
uD U � x und v D V � x und somit uD r=s � r � s D r2, v D s=.2r/ � r � s D s2=2.
Für s gerade haben wir somit

x D rs; u D r2; v D
s2

2
: (9)

In diesem Fall ist x gerade, u ungerade und v gerade. Wir schliessen daraus, dass
a D uC x ungerade, b D v C x gerade und c D uC v C x ungerade ist.
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(2) Für s ungerade haben wir x D kgV.s; 2r/ D 2rs; und somit

x D 2rs; u D 2r2; v D s2: (10)

In diesem Fall sind x und u gerade und v ist ungerade. Also ist a D uC x gerade,
und b D v C x und c D uC v C x sind ungerade.

Nach Voraussetzung sind r und s teilerfremd. Gemäss (9) bzw. (10) sind dann auch u
und v teilerfremd. Nach Lemma 2 ist das Tripel .a; b; c/ somit primitiv6. In den nachste-
henden Tabellen 2 und 3 wählen wir stets U D r=s < 1=

p
2 mit r und s teilerfremd.

U D r
s
V D s

2r
x D rs uD r2 v D s2

2
aD uC x b D vC x c D uC vC x

1
2

1 2 1 2 3 4 5
1
4

2 4 1 8 5 12 13
1
6

3 6 1 18 7 24 25
1
8

4 8 1 32 9 40 41
3
8

4
3

24 9 32 33 56 65
1

10
5 10 1 50 11 60 61

3
10

5
3

30 9 50 39 80 89

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Tabelle 2. Primitive PZT «mit Brüchen» und s gerade berechnet

U D r
s
V D s

2r
x D 2rs uD 2r2 v D s2 aD uC x b D vC x c D uC vC x

1
3

3
2

6 2 9 8 15 17
1
5

5
2

10 2 25 12 35 37
2
5

5
4

20 8 25 28 45 53
1
7

7
2

14 2 49 16 63 65
2
7

7
4

28 8 49 36 77 85
3
7

7
6

42 18 49 60 91 109
1
9

9
2

18 2 81 20 99 101

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Tabelle 3. Primitive PZT «mit Brüchen» und s ungerade berechnet

Auch mit der Methode der Brüche erhalten wir sämtliche PZT mit a < b.

6Nebenbei haben wir damit für Lemma 1 einen alternativen Beweis gefunden.
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4 Folgen primitiver pythagoreischer Zahlentripel

Wir wenden die Methode der Brüche (s. Abschnitt 3.2) an, um Beispiele interessanter
Folgen von primitiven PZT zu erzeugen.

4.1 Die harmonische Folge

Für den ParameterU wählen wir hier die Folge der Stammbrüche. Wie oben unterscheiden
wir die zwei Fälle mit geradem Nenner (s. Tabelle 4) bzw. ungeradem Nenner (s. Ta-
belle 5). Jedem solchen Zahlentripel entspricht ein rechtwinkliges Dreieck, bei dem die
längere Kathete beinahe gleich lang ist wie die Hypotenuse.

U V D s
2

x D s uD 1 v D s2

2
aD uC x b D vC x c D 1C vC x

1
2

1 2 1 2 3 4 5
1
4

2 4 1 8 5 12 13
1
6

3 6 1 18 7 24 25
1
8

4 8 1 32 9 40 41
1

10
5 10 1 50 11 60 61

1
12

6 12 1 72 13 84 85

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Tabelle 4. Primitive PZT mit Stammbrüchen mit geradem Nenner berechnet7

U V D s
2

x D 2s uD 2 v D s2 aD uC x b D vC x c D 2C vC x

1
3

3
2

6 2 9 8 15 17
1
5

5
2

10 2 25 12 35 37
1
7

7
2

14 2 49 16 63 65
1
9

9
2

18 2 81 20 99 101
1

11
11
2

22 2 121 24 143 145
1

13
13
2

26 2 169 28 195 197

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Tabelle 5. Primitive PZT mit Stammbrüchen mit ungeradem Nenner berechnet

Unsere Berechnungen legen die Gültigkeit des folgenden Resultates nahe.

7Wir bemerken, dass V
(8)
D

s
2 in diesem Fall stets eine ganze Zahl ist.
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Satz 2. Es sei .a; b; c/ ein primitives PZT mit a < b.

(a) Es gilt c � b D 1 genau dann, wenn das Tripel von einem Stammbruch U mit
geradem Nenner erzeugt ist.

(b) Es gilt c � b D 2 genau dann, wenn das Tripel von einem Stammbruch U mit
ungeradem Nenner erzeugt ist.

Beweis. Der erzeugende Bruch hat die Form U D u=x mit dem Zähler und Nenner

u
(1)
D c � b bzw. x

(2)
D aC b � c:

(a) Gilt c � b D 1, so ist

U D
c � b

aC b � c
D

1

aC b � c

ein Stammbruch. Nach Lemma 1 haben a und b verschiedene Parität und c ist ungerade.
Daraus folgt, dass der Nenner aC b � c gerade ist. Es sei umgekehrt U D 1=s ein Stamm-
bruch mit geradem Nenner. Wegen (9) und r D 1 haben wir c � b D u D r2 D 1.

(b) Gilt nun c � b D 2, so ist

U D
c � b

aC b � c
D

2

aC b � c
:

Ferner sind b und c nach Lemma 1 ungerade, und a ist gerade. Es gibt also eine Zahl
k 2 N derart, dass b D 2k � 1 und c D 2k C 1.

Folglich gilt

a2
D .2k C 1/2 � .2k � 1/2 D .2k C 1C 2k � 1/.2k C 1 � 2k C 1/ D 4k � 2 D 8k:

Also ist a von der Form a D 4j . Wir schliessen, dass

aC b � c D 4j C .2k � 1/ � .2k C 1/ D 4j � 2 D 2.2j � 1/:

Folglich ist

U D
2

aC b � c
D

2

2.2j � 1/
D

1

2j � 1

ein Stammbruch mit ungeradem Nenner. Es sei umgekehrt U D 1=s ein Stammbruch mit
ungeradem Nenner. Wegen (10) und r D 1 haben wir c � b D u D 2r2 D 2.

4.2 Die Kettenbruchentwicklung von 1=
p

2

Wir wollen jetzt noch den Fall untersuchen, in dem das entsprechende rechtwinklige Drei-
eck beinahe gleichschenklig ist, d. h., dass die Katheten beinahe gleich lang sind. Wir
setzen also voraus, dass a � b und damit auch U � V . Da nach Annahme stets U <

1=
p
2<V gilt, suchen wir somit Werte vonU und V , die nahe bei 1=

p
2 liegen. Beispiels-

weise sind die Näherungsbrüche der Kettenbruchentwicklung von 1=
p
2 solche Werte.
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Die Kettenbruchentwicklung von 1=
p
2 lautet wie folgt:

1
p
2
D

1

1C
1

2C
1

2C
1

2C
1

: : :

D Œ0; 1; 2; 2; 2; ; : : :� D Œ0; 1; 2�

Es sei Œa0; a1; a2; : : : ; ak ; : : :� die Kettenbruchentwicklung einer beliebigen irrationalen
Zahl ˛. Die Zähler pk und Nenner qk der Näherungsbrüche Œa0; a1; a2; : : : ; ak � können
mithilfe der folgenden Rekursionsformeln berechnet werden ([6, Satz 1], [1, S. 226]):

p0 D a0; p1 D a1a0 C 1; pk D akpk�1 C pk�2 .k � 2/; (11)
q0 D 1; q1 D a1; qk D akqk�1 C qk�2 .k � 2/: (12)

Für unser Beispiel ergeben sich die Werte in Tabelle 6.

k 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 . . .

ak 0 1 2 2 2 2 2 2 2 2 2 . . .

pk 0 1 2 5 12 29 70 169 408 985 2378 . . .

qk 1 1 3 7 17 41 99 239 577 1393 3363 . . .

Tabelle 6. Zähler und Nenner der Näherungsbrüche der Kettenbruchentwicklung von 1=
p
2

Es ist zu beachten, dass die Näherungsbrüche der Kettenbruchentwicklung einer irra-
tionalen Zahl ˛ diese Zahl «eingabeln». Genauer bilden die Näherungsbrüche mit geradem
Index eine monoton wachsende und gegen ˛ konvergierende, die Näherungsbrüche mit
ungeradem Index eine monoton fallende und ebenfalls gegen ˛ konvergierende Folge. In
unserem Beispiel gilt also

0 <
2

3
<
12

17
<
70

99
<
408

577
<
2378

3363
< � � �<

1
p
2
< � � �<

985

1393
<
169

239
<
29

41
<
5

7
< 1: (13)

Aus der Rekursionsformel (12) folgt unmittelbar:

Lemma 3. Alle Nenner der Näherungsbrüche der Kettenbruchentwicklung von 1=
p
2 sind

ungerade.

Wir betrachten im Folgenden die mit den Näherungsbrüchen der Kettenbruchentwick-
lung von 1=

p
2 erzeugten primitiven PZT .a; b; c/. Wir verwenden dabei den Index des

entsprechenden Näherungsbruchs.
In Tabelle 7 erscheinen (blau hervorgehoben) wegen der Formeln (7) und (13) die

Näherungsbrüche mit geradem Index k in der Spalte von Uk , diejenigen mit ungeradem
Index hingegen in der Spalte von Vk .
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k Uk Vk xk uk vk ak bk ck

1 1
2

1 2 1 2 3 4 5

2 2
3

3
4

12 8 9 20 21 29

3 7
10

5
7

70 49 50 119 120 169

4 12
17

17
24

408 288 289 696 697 985

5 41
58

29
41

2378 1681 1682 4059 4060 5741

6 70
99

99
140

13860 9800 9801 23660 23661 33461

7 239
338

169
239

80782 57121 57122 137903 137904 195025
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Tabelle 7. Primitive PZT mit der Kettenbruchentwicklung von 1=
p
2 berechnet

Satz 3. Für ein primitives PZT .a; b; c/ mit a < b gilt b � a D 1 genau dann, wenn das
Tripel von einem Näherungsbruch der Kettenbruchentwicklung von 1=

p
2 erzeugt ist.

Beweis. (1) Wir zeigen: Für die mit den Näherungsbrüchen der Kettenbruchentwicklung
von 1=

p
2 erzeugten Tripel .ak ; bk ; ck/ gilt

bk � ak
(4)
D vk � uk D 1 für alle k 2 N:

(a) Für gerade k ist Uk D pk=qk der k-te Näherungsbruch. Nach [6, Satz 11] sind pk

und qk teilerfremd. Es gilt

Vk
(6)
D

qk

2pk

:

Nach Lemma 3 ist qk ungerade und somit gelten

uk
(10)
D 2pk

2 sowie vk
(10)
D qk

2:

Damit haben wir vk � uk D qk
2 � 2pk

2.
(b) Für ungerade k ist Vk Dpk=qk der k-te Näherungsbruch mit pk und qk teilerfremd.

Diesmal gilt

Uk
(6)
D

qk

2pk

:

Nach Lemma 3 ist qk ungerade und damit ist ggT.qk ; 2pk/ D 1. Somit gelten

uk
(9)
D qk

2 und vk
(9)
D 2pk

2:

Damit haben wir vk � uk D 2pk
2 � qk

2.
Es bleibt zu zeigen, dass die Gleichung qk

2 � 2pk
2 D .�1/k für alle k 2 N erfüllt ist.

Wir verifizieren zunächst, dass die Formel für k D 1 gilt:

q1
2
� 2p1

2
D 12

� 2 � 12
D .�1/1:
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Für k � 2 haben wir

1
p
2
D Œ0I 1; 2� D Œ0I 1; 2; : : : ; 2; �kC1� mit �kC1 D Œ2� D 1C

p
2:

Stellen wir nun 1=
p
2 als «Näherungsbruch» dar (Formeln (11) und (12)), so erhalten wir

1
p
2
D
�kC1pk C pk�1

�kC1qk C qk�1

D
.1C

p
2/pk C pk�1

.1C
p
2/qk C qk�1

:

Durch Umformen und Verwenden dass
p
2 irrational ist, ergibt sich schliesslich, dass

qk
2
� 2pk

2
D qkpk�1 � pkqk�1 D .�1/

k für alle k � 2:

Dabei ist die letztere Gleichung eine wohlbekannte Identität (z. B. [6, Satz 2]). Folglich
gilt bk � ak D vk � uk D 1 für alle k 2 N.

(2) Für die Umkehrung benötigen wir auch die Näherungsbrüche der Kettenbruchent-
wicklung von

p
2 D Œ1I 2�. Bezeichnen pk bzw. qk weiterhin die Zähler bzw. die Nenner

der Näherungsbrüche der Kettenbruchentwicklung von 1=
p
2 und p.1/

k
die Zähler und q.1/

k

die Nenner der Näherungsbrüche von
p
2, so folgt mithilfe des starken Induktionsprinzips

[2, S. 92], dass

pkC1 D q
.1/

k
und qkC1 D p

.1/

k
für alle k � 0: (14)

Es sei nun .a;b; c/ ein primitives PZT mit b � aD 1. Nach (1) ist dann auch v � uD 1.
Wir unterscheiden zwei Fälle, je nachdem ob v gerade oder ungerade ist.

(a) v ist gerade. In diesem Fall ist a ungerade, und b ist gerade.
Nach Voraussetzung gilt b2 D c2 � a2 D .c C a/.c � a/. Da sowohl c C a als auch

c � a gerade sind, ist �b
2

�2

D
c C a

2
�
c � a

2

eine Gleichung in ganzen Zahlen. Dabei sind .c C a/=2 und .c � a/=2 teilerfremd, denn
ein gemeinsamer Teiler würde auch a und c teilen. Folglich sind .c C a/=2 und .c � a/=2
Quadratzahlen, da ihr Produkt eine Quadratzahl ist. Wir setzen .c � a/=2 D p2; also ist
v D c � a D 2p2. Wegen .c C b/.c � b/ D a2 sind c C b und c � b ungerade und so-
mit auch teilerfremd, denn ein gemeinsamer Teiler würde ebenfalls b und c teilen. Folglich
sind cC b und c � b ungerade Quadratzahlen. Wir setzen uD c � bD q2. Gemäss Grund-
gleichung (3) gilt x2 D 2uv D 4p2q2, also x D 2pq und somit V D v=x D 2p2=2pq D

p=q. Nach Voraussetzung erhalten wir

1 D b � a D v � u D 2p2
� q2:

Das heisst, das Paar .q; p/ erfüllt die negative Pell’sche Gleichung x2 � 2y2 D �1. Um
zu zeigen, dass V D p=q ein Näherungsbruch der Kettenbruchentwicklung von 1=

p
2 ist,

folgen wir dem Beweis von [7, Theorem 7.24]. Zunächst gilt

1

2
D p2

�
1

2
q2
D

�
p �

1
p
2
q
��
p C

1
p
2
q
�
:
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Folglich haben wir

0 < p �
1
p
2
q D

1

2
�
p C 1p

2
q
� < p

2

2
�
p C 1p

2
q
�

und somit

0 <
p

q
�

1
p
2
<

p
2

2q2
�

p
q
C

1p
2

� < p
2

2q2
�

1p
2
C

1p
2

� D 1

2q2
: (15)

Dabei gilt die dritte Ungleichung wegen p=q > 1=
p
2. Nach [6, Satz 19] ist dann p=qD V

ein Näherungsbruch der Kettenbruchentwicklung von 1=
p
2. Zudem erkennt man, dass

p=q > 1=
p
2 wegen (15) gilt.

(b) v ist ungerade. In diesem Fall ist a gerade, und b ist ungerade. Analog zum Fall (a)
schliessen wir, dass u=2 D .c � b/=2 und v D c � a Quadratzahlen sind. Wir setzen
u D 2p2 und v D q2. Wieder gilt x D 2pq, doch diesmal erhalten wir U D u=x D

2p2=2pq D p=q. Gemäss Voraussetzung ergibt sich

1 D b � a D v � u D q2
� 2p2: (16)

Das heisst, das Paar .q; p/ erfüllt die (positive) Pell’sche Gleichung x2 � 2y2 D 1. Mit
analogen Überlegungen wie im Fall (a) erhalten wir, dass q=p ein Näherungsbruch der
Kettenbruchentwicklung von

p
2 ist. Gemäss (14) ist dann p=q D U ein Näherungsbruch

der Kettenbruchentwicklung von 1=
p
2. Zudem folgt mit (16), dass q=p >

p
2 ist; ent-

sprechend gilt p=q < 1=
p
2.

Pythagoreische Tripel mit jb � aj D 1 werden auch Fermat-Tripel genannt. Inter-
essant ist, dass F. Beatrix die Näherungsbrüche mk=nk der Kettenbruchentwicklung von
1C
p
2 verwendet, um mit der klassischen Methode ebenfalls Fermat-Tripel zu erzeugen

[3, S. 11].
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