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La conjecture de Baum—Connes pour les groupes
hyperboliques par les marches aléatoires
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Résumé. Nous proposons une démonstration de la conjecture de Baum—Connes (sans coeffi-
cients) pour les groupes hyperboliques en utilisant la distance de Green, une distance adaptée a
I’étude des marches aléatoires.

Abstract. We provide a proof of the Baum—Connes conjecture (with no coefficients) for word
hyperbolic groups, based on the Green metric, a metric adapted to random walks.
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1. Introduction

L’objet de cette note est de donner une nouvelle démonstration du théoréeme suivant
dh a V. Lafforgue [7] et a I. Mineyev et G. Yu [8].

Théoreme 1.1. Un groupe hyperbolique non élémentaire et ses sous-groupes vérifient
la conjecture de Baum—Connes sans coefficients.

L’argument principal est le méme que celui dans [8] et consiste & faire opérer le
groupe sur un «bon espace» afin d’appliquer le critere de V. Lafforgue [7, Cor. 0.0.4 (2)].

Théoreme 1.2. Si un groupe localement compact G a la propriété (RD) et admet une
action propre et par isométries sur un espace métrique uniformément localement fini,
faiblement géodésique et fortement bolique, alors G et ses sous-groupes vérifient la
conjecture de Baum—Connes sans coefficients.

Il est connu qu’un groupe hyperbolique vérifie la propriété (RD) [4]; nous ne
nous étendrons pas plus sur cette notion. On dit qu'un espace métrique (X, d) est
uniformément localement fini si, pour tout r € Ry, il existe K € N tel que, pour
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tout x € X, la boule B(x, r) contienne au plus K points. Soit « > 0; on dit que
(X, d) est faiblement a-géodésique si, quels que soient x,y € X ett € [0,d(x, y)],
ilexistea € X telque d(a,x) <t +aetd(a,y) <dx,y)—t+a.Six,yeX,
on appelle a-milieu de x et y un point a € X tel que d(a, x) < (1/2)d(x,y) + «
etd(a,y) < (1/2)d(x,y) + «. Enfin, on dit que (X, d) est fortement bolique si les
conditions suivantes sont réalisées :

(B1) pourtoutr > Oettoutn > 0,il existe R > 0 tel que, pour tout quadruplet x, y, z, ¢
de points de X vérifiant d(x, y) + d(z,t) <retd(x,z) +d(y,t) > R, on ait
d(x,t) +d(y,z) <d(x,z) +d(y,t) + 2n;

(B2’) il existe une applicationm : X x X — X et une constante o > 0 telles que, pour
x,y € X,m(x, y) soitun e-milieude x et y,que pour x, y,z € X, d(m(x,y),z) <
max{d(x,z),d(y,z)} + 2, et que, pour tout p > 0, il existe N(p) > 0 tel que,
pour tout N > N(p), pour x, y,z € X vérifiant d(x,z) < N, d(y,z) < N, et
d(x,y) > N,onaitd(m(x,y),z) < N — p.

La bolicité et ses avatars sont introduits par G. Kasparov et G. Skandalis pour établir
la conjecture de Novikov pour de nombreuses classes de groupes [6], la bolicité forte
revenant a V. Lafforgue [7]. Ces différentes variantes déclinent une notion grossiere
d’espaces a courbure négative ou nulle incluant la stricte convexité de leurs boules.

Nous appliquons le théoréme 1.2 a I’action de G sur lui-m&me muni de la distance
de Green associée a une marche aléatoire. L’intérét de notre approche est la simplicité
de la définition de la distance de Green. En outre, elle confirme 1’intérét de pouvoir
identifier les bords de Busemann et de Gromov d’un méme espace, méme pour des
espaces non géodésiques.

On rappelle la définition de la distance de Green ainsi que ses propriétés au pa-
ragraphe 3. Le paragraphe 2 contient des préliminaires sur la géométrie des espaces
hyperboliques au sens de Gromov.

2. Espaces hyperboliques

Soit (X, d) un espace métrique. On dit que cet espace est propre si les boules
fermées de rayon fini sont compactes. On dit que (X, d) est 6-hyperbolique (§ > 0) si,
pour tous w, x,y,z € X,ona

(¥12)w = min{(x[y)w, (x|2)w} =6,

def.

x[Y)w = (1/2{d(x,w) + d(y, w) —d(x, y)}.
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2.1. Espaces quasiréglés. Etant données A > 1, ¢, 7 > 0, une (A, ¢, T)-quasirégle
est une application g : I — X, ou [ est un intervalle de R, telle que, pour tous s < ¢,
on ait

1
Tls—tl—c=dlqs).q) = Als —t] +c.

et pour tous s < t < u, on ait (¢(s)|q(1))g¢) < t. On dit que (X, d) est un espace
quasiréglé s’il existe des constantes A > 1, ¢, T > 0 tels que, pour tous x, y € X, il
existe une (A, ¢, v)-quasiregle d’extrémités x et y. Cela signifie que, le long d’une
quasigéodésique, les points sont essentiellement alignés — une variante de faible
géodésicité adaptée aux quasi-isométries et a I’hyperbolicité au sens de Gromov, qui
assouplit sans perte le fait d’étre géodésique, cf. [2, §2].

Proposition 2.1. Un espace §-hyperbolique quasiréglé X est faiblement géodésique,
bolique, et vérifie donc (B2’).

Nous renvoyons a [3, 6, 7] pour une définition précise de la bolicité (et d’autres
variantes), car seules (B2’) et la bolicité forte nous intéressent ici.

Démonstration. Gréce aux travaux de M. Bucher et A. Karlsson [3], il suffit d’établir
que I’espace X est faiblement géodésique. Soient x,y € X et t € [0,d(x, y)]; il
existe une (A, ¢, 7)-quasiregle g : [a, b] — X avec g(a) = x et ¢(b) = y. On suppose
(b — a) entier. Sit = d(x, y), il suffit de choisir le point y, donc on suppose dorénavant
t <d(x,y).Posonss; =a + j pour j € NNJ0,|b—al]. On considere le plus grand
entier j tel que d(x, q(s;)) <t de sorte que g(s;+1) est bien défini. Par conséquent,
en utilisant I’inégalité triangulaire, on obtient

0<1—d(x,q(s)) <d(x,q(sj+1)) —d(x,q(s;))
<d(q(sj),q(sj+1)) <A +c.

Par ailleurs, la propriété de quasiregle nous donne

d(y,q(sj)) +1 =d(y,q(s;)) +d(x,q(s)) + A +c¢
<d(x,y)+ A +c+21),

En définitive, si on pose z = q(sj) et g = (A + ¢ + 27), on a montré d(z, x) <
t+agetd(z,y) <d(x,y) —t + ag, donc X est ap-faiblement géodésique.

On en déduit aussi I’existence d’un cp-milieu de x, y € X sur une quasiregle. Du
coup, la proposition 11 de [3] implique que X est bolique et vérifie (B2) par leurs
propositions 5 et 6. u
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2.2. Compactifications. Le bord de Busemann d’un espace métrique propre (X, d)
est construit via I’application ® : X — C(X) définie par y > d(-, y) — d(x,y), ou
X € X estun point base arbitraire et C(X) est muni de la topologie de la convergence
uniforme sur les compacts. Le théoreme d’Ascoli nous assure que ®(X) est relativement
compacte. La compactification de Busemann de X est I’adhérence de I’image ®(X)
dans C(X) et son bord est 3gX = ®(X) \ ®(X).

Lorsque I’espace est hyperbolique, M. Gromov définit une autre compactification :
soit (X, w) un espace hyperbolique propre pointé. On dit qu'une suite (x,) fend vers
Uinfini au sens de Gromov si iminf, n—co(Xm|Xn)w = 00. Le bord visuel 0, X de
X est I’ensemble des suites qui tendent vers I’infini modulo la relation d’équivalence
(xn) ~ (¥n) si (xn|yn)w tend vers U'infini. En général, d, X est différent de dp X .

Proposition 2.2. Soit (X, w) un espace métrique pointé propre, quasiréglé et hy-
perbolique. On suppose que son groupe d’isométries est cocompact. Si toute suite
convergente au sens de Gromov est convergente au sens de Busemann, alors X est
fortement bolique.

Démonstration. La condition (B2’) est vraie par la proposition 2.1. Nous montrons la
condition (B1) par I’absurde. On se fixe r > 0 et > 0 et on suppose que, pour tout > 0
il existe un quadruplet x,,, ¥, z,,, t, de points de X vérifiant d (x,,, y,) + d(z,,tn) <7,
d(xXn,zn) +d(Vn,tn) = netd(xy, ty) + d(Yn, zn) = d(xn,2n) + d(¥n, tn) + 21. En
faisant opérer le groupe d’isométries, on peut supposer que les suites (x,), et (Vn)n
restent dans un compact K contenant w, et, quitte a extraire une sous-suite, on peut
supposer que (z,); et (t,), sont convergentes au sens de Gromov et de Busemann. Du
coup, on obtient

O(1n) (xn) + ©(z24) (yn) = ©(z24) (xn) + P(tn) (yn) + 21,

ce qui implique que les limites de ($(z,)), et (P(¢,)), sont distinctes. Or, par hypo-
theses,

dw,zy) +d(w,ty) > d(xn,zn) + d(yn, ty)—(d(w, x,) + d(w, y,)) > n—2diam K,

donc la suite ((z|ty)w)n tend vers I’infini puisque d(z,, t,) est uniformément bornée.
Du coup, les suites (z,,), et (¢,), tendent vers le méme point au sens de Gromov, ce qui
devrait impliquer que les suites (®(z,)), et (P(#,)), ont méme limite : absurde. m

3. Marche aléatoire sur un groupe hyperbolique

Un groupe G est hyperbolique s’il est de type fini et si I'un de ses graphes de Cayley
localement finis est hyperbolique [5].
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Soit u une mesure de probabilité symétrique sur G. On considére une suite (X, ),
de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées de loi u, et on
construit la marche aléatoire (Z,), partant d’un élément x € G comme suit : Zy = x
et Zy+1 = ZnXn+1. Notons, pour x, y € G, F(x, y) la probabilité qu une marche
partant de x atteigne y. La distance de Green est définie par

de(x,y) < —log F(x, y).

On rassemble les résultats que I’on peut trouver dans [2] qui nous sont utiles (voir
Cor. 1.2, Thm. 1.7 et Lem. 3.2). La lectrice ou le lecteur averti(e) comprendra qu’il
s’agit essentiellement de versions géométriques de résultats d’A. Ancona des années
quatre-vingt [1].

Théoreme 3.1. Soit G un groupe hyperbolique non élémentaire muni d’une loi de
probabilité . symétrique dont le support, fini, engendre G.

(1) Le couple (G, dg) définit un espace métrique X uniformément localement fini,
quasiréglé et hyperbolique.

(2) Une suite de X converge au sens de Busemann si elle converge au sens de Gromov.

(3) Le groupe G opére sur X par isométries.

3.1. Démonstration du théoréeme 1.1. Sous les conditions du théoréme 3.1 et en
munissant G de la topologie discrete, les propositions 2.1 et 2.2 montrent que G
opere proprement sur I’espace métrique uniformément fini, faiblement géodésique et
fortement bolique (G, dg). Donc on peut conclure la démonstration du théoréme 1.1
avec le théoreme 1.2. ]
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